Capitulo 8

Ecuaciones diferenciales ordinarias

8.1. Introduccion

Una ecuacién diferencial ordinaria de orden n de una funcién y(x) es una ecuacién de la
forma

F(xvy(x>7yl(x)vy//(x)v e ’y(n)) =0

donde F' es una funcién de la que se requiere que sea continua y derivable. Si es posible, se
despeja la derivada de orden mas alto y se expresa de la forma

Y = fa,p,y "y D) (8.1)

El problema puede ser extremadamente complejo en el caso general. En lo que sigue, vamos a
considerar esencialmente ecuaciones diferenciales de primer orden

Y (x) = f(x,y(x))

y sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden. Aunque parezca un problema excesi-
vamente restringido, es suficientemente general para resolver la mayor parte de los problemas
que se presentan en el dmbito cientifico y técnico. De hecho, cualquier ecuacion diferencial de
orden n, expresada en la forma de la Ec.. 8.1, se puede reducir a un sistema de n ecuaciones
diferenciales de primer orden. Para ello, hacemos el siguiente cambio de variables:

V=Y 2=y, ya=y""Y

con lo que obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales:
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S =

dyc?)(f) = y3(x) &
dy;)(cx) = ya(x)

dyc’;;(j) = fEoy1(x),y2(x), -, yn(x))

Utilizaremos este procedimiento para resolver las ecuaciones diferenciales de segundo orden
que aparecen usualmente en los problemas dindmicos de la Fisica.

En este capitulo, vamos a considerar unicamente problemas en los que se especifican condi-
ciones de contorno iniciales, es decir, damos un punto inicial xo y los valores de la funcion y(x)
y sus n— 1 primeras derivadas en dicho punto, que denotamos por yo, Yy, - - -, y(()"_l) , y deseamos
obtener y(x) a partir de xp, sea en sentido positivo o negativo. Obtendremos la solucién y y sus
derivadas en una red de N puntos, yy = yo+kx*xh, k=0,1,...,N, donde A es el paso de integra-
cion, que se elige de acuerdo con la precision requerida. Los diferentes métodos de integracion se
caracterizan por un término de error de la forma O(h™) y por el nimero de operaciones necesa-
rias para realizar un paso de integracion. Para un determinado método de integracion, la precision
aumenta cuando % disminuye. En general, desearemos obtener la solucion y(x) en un intervalo

[x0,X¢], con una precisién requerida, que determinard el paso de integracién i que deberemos
X f— X0

empleart, con lo que el nimero de puntos de la red vendrd dado por N = + 1. Vamos a

considerar en lo que sigue la solucién de una ecuacién diferencial de primer orden,

Y () = f(x,y(x))

y discutiremos algunos ejemplos en los que se resuelven ecuaciones de orden superior reducién-
dolas a sistemas de primer orden.

8.2. Métodos tradicionales de resolucion de las ecuaciones de
la dinamica

Desde que Newton creo su teoria de la dindmica, ha existido un gran interés en la resolucién
numérica de estas ecuaciones, principalmente aplicada a problemas de Astronomia. Las ecuacio-
nes de Newton se planteaban como un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden
para los vectores velocidad v y posicion r:

dr(t)

dr

dv(t) F(r,v,t)
dt m
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La resolucién de estas ecuaciones diferenciales se llevaba a cabo rremplazando las deriva-
das por cocientes incrementales (diferencias finitas), con un paso temporal Af = 7 conveniente
de forma que la solucién numérica se obtenga con la resolucién requerida. Las formas usuales
empleadas eran las diferencias hacia adelante

af) _fe+n—f) 1,
e S LU OPN

las diferencias hacia atras

df(t)_f(t)_f(t_f) 1 7
T . +57f (t) + O(1?)

y las diferencias centrales de primer y segundo orden

df(t) _ fe+n)—ft=17) 15
ke 5e — M0 +0(T)

dr? 72 12

Estas férmulas se obtienen directamente de los desarrollos en serie de Taylor

LHO _fE+D 2O L s o)

) = O+ 0+ 3P0+ P10+ 7 ) + ()

TS0+ 537 (0 +0(7)

Fle=7) = F)-f 6+ 570 - o

sumando y restando ambas expresiones.Vamos a exponer los métodos cldsicos mds populares.

8.2.1. Método de Euler

Consiste en reemplazar las derivadas por las diferencias hacia adelante, con lo que se obtiene
la regla de integracidn

r(t+7) = r(t)+v()r

vit+1) = Vv(t)+ —————1

que nos permite encontrar los valores de la posicion y la velocidad en una malla temporal de
paso de integracion 7. Este método es estable si 7 es suficientemente pequefio, y permite obtener
la solucién con la precisidn requerida. El método de Euler es un ejemplo de método de un paso,
denominado asi porque los valores de r y v en ¢ + 7 dependen sélo de los valores en ¢. El error va
con 72por lo que requiere pasos de integracién muy pequefios para obtener precisiones numéricas
comparables a los errores onservacionales. Por esta razén se idearon métodos que converjan mds
rdpidamente.
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8.2.2. Meétodo de Euler-Cromer

Este método es similar al anterior excepto que la velocidad el la primera ecuacion se toma en
el punto final

rt+1) = r(@t)+vir+1)7
vit+t) = v(it)+———=71
El método de Euler-Cromer es mucho mds estable que el método de Euler, esencialmente en pro-

blemas de drbitas y oscilatorios, pero desde el punto de vista de precision numérica es igualmente
pobre.

8.2.3. Método de Euler modificado

En este método, también conocido como método del punto medio, se toma la velocidad de la
ecuacion para r como el promedio de las velocidades iniciales y finales, es decir es el promedio
de los métodos de Euler y Euler-Cromer:

r(t+71) = r(t)+ vit)+ ;(t )
Vi+17) = v+ —F(r(”gm’” :

Cuando la segunda ecuacion se introduce en la primera obtenemos

F(r(),v(1),1)

r(t+7)=r(t)+v(t)t+ .

que es la integral exacta cuando la aceleracion es constante. Vemos, por lo tanto, que el error en
la velocidad contintia siendo del orden de O(7?) pero el error en la posicién es ahora del orden
de O(7?).

8.2.4. Método del salto de la rana (leap-frog)

Todos los métodos anteriores implican errores O(7?), por lo que son poco eficientes. Un paso
mds alld es utilizar diferencias centradas, que dan errores del orden de O(7?). El llamado método
del salto de la rana utiliza diferencias centradas tanto en la velocidad como en la posicién:

vit+1)—v(t—1) F(r(r),v(t),t)

27T m

que da
F(r(t),v(1),)

vit+71)=v(t—1)+27T -
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El valor de la velocidad en 7 4 7 estd ligado con la diferencia central de la posiciéon ent 4 7

r(t+27)—r(t)
27

=v(t+71)

que nos da
r(t+27)=r(t)+2tv(t + 1)

Tanto el valor de las posiciones como el de las velocidades estd determinado con un error O(7?).
Vemos que con este método las posiciones se determinan e, t = 0,27,47... mientras que las
velocidades se determinan en r = 7,37, ..... Es decir, en el fondo es un método de un paso con
At = 27 pero con la malla de posiciones y velocidades intercaladas, de donde viene el nombre
del algoritmo. Los valores de las posiciones saltan sobre los de las velocidades. Si empezamos
la integracién en ¢t — T = 0, entonces calculamos las velocidades en puntos 7 + (2n— 1)7 y las
posiciones en t 4+ 2nt. empezando a partir de n = 1. Como las condiciones iniciales sélo estdn
dadas en t = 0, necesitamos v(—7) para calcular v(7). Esto se puede realizar con un paso hacia
detrds del método de Euler

F(r(0),v(0),0)

m

v(—1)=v(0)—1

El método del salto de la rana se presenta frecuentemente con el nombre del método del paso
mitad, reemplazando 27 por 7:

V(t+7/2) = v(t—7/2)+ TW

r(t+7)=r(t)+1v(t+1/2)
con la condicion de comienzo

v(—7/2) = v(0) — gF(r(());qV(O),O)

En esta forma resulta evidente que el paso de integracion es 7 y que las velocidades se calculan
en el punto medio del paso de integracion.

La necesidad de puntos de comienzo adicionales a las condiciones iniciales es comtun a los
métodos multipaso, con los que el método del salto de la rana (o del paso mitad) comparte este
inconveniente.

8.2.5. Meétodo de Verlet
Este método consiste en escribir las ecuaciones dindmicas en la forma

dr(t)

O

d’v(t) F(r(t),v(),t)
dr? m
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y utilizar detivadas centradas en la resolucion de ambas ecuaciones

r(t+21)—r(z)
27

r(t+27)—2r(t+17)+r(t) F(r(t+7),v(t417),t47)

72 B m
El método determina los valores de la posicion a partir de la segunda ecuacion, mientras que la
primera ecuacion se utiliza para determinar las velocidades a partir de las posiciones. Este es
un método de dos pasos, ya que la determinaciéon de cada nuevo valor de r requiere los valores
obtenidos en los dos tiempos anteriores. Para la primera iteracion de la segunda ecuacién hace

falta r(7), que se puede calcular a partir de las condiciones iniciales como

F(r(0),v(0),0)
2m v

=v(t+71)

r(t) =r(0)+17v(0)+

El método de Verlet se ha empleado tradicionalmente para el cdlculo de trayectorias de particulas,
ya que no requiere el cdlculo de las velocidades si la fuerza no depende de la velocidad. Este es
el caso de los problemas de Astronomia. El error del método de Verlet para la posicion va como
O(7*), mientras que para la velocidad, que sélo se calcula de forma accesoria, va como O(7?).

En lo que sigue, las variables dindmicas se calculardn en un red de tiempos t, =ty +n7. En
esta red, las ecuaciones de Verlet, por ejemplo, se escriben como

F
rp+1 = 2rn+rn—l+72#+0(74)

vV, = %_’_0(12)

con
ri=ro+voT+-—7
2 m

Existen muchas variaciones de estos métodos cldsicos, de forma que se mejore la estabilidad
o el orden del error. Actualmente, con la existencia de ordenadores potentes a bajo coste y el
desarrollo de métodos poderosos con orden de convergencia elevado y la capacidad de estimar el
error cometido, estos métodos cldsicos estdn cayendo en desuso, salvo para problemas tipicos de
libro de texto dirigidos a una audiencia sin conocimientos de Cdlculo Numérico. En lo que sigue
vamos a estudiar la derivacién sistemdtica de métodos con un error O(7¥). Consideraremos la
integracion en una variable x, que to tiene que coincidir ni con el tiempo ni con la posicidn, que
se incrementa en un paso de integracion h.

8.3. Métodos de un paso

De ahora en adelante denominaremos x a la variable independiente e y a la variable de-
pendiente. Sin pérdida de generalidad, consideraremos una séla ecuacién de primer orden. La
integracion de

Y = f(x,y(x))
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se puede escribir de forma implicita como
Xn+1
Y1 =Yn+ fx,y)dx

Xn

Como no conocemos la solucién y(x), que es el objetivo de nuestro problema, la integral no se
puede realizar exactamente y hay que realizarla de forma aproximada, basdndose en valores ya
calculados de y.

Los denominados métodos de un paso proporcionan y, a partir de y, y x,,. En otras palabras,
proporcionan una funcién G de forma que

Yl =Yn+ hG(xnyynah)

Existen diversas maneras de construir métodos de un paso. El mds pedagdgico, aunque no el
mds utilizado en la préctica, es el método de la serie de Taylor, expuesto a continuacion.

8.3.1. Método de la serie de Taylor

Si tenemos la ecuacion diferencial

Y (x) = f(x,y(x))
podemos expresar y(x, + &) en funcién de y(x,) mediante la serie de Taylor,

2 3 W hn—l—l

_ / h_ I h_ mn mn) (n+1)
Y +h) = () +hy () + 5737 () + 5737 () 4o+ 7y (xn)+(n+1)!y (€)

Los n primeros términos proporcionan un método de un paso con un error de truncado de orden
h"+1. Para poderlo utilizar de forma efectiva necesitamos evaluar las derivadas que aparecen en
la expresion. Utilizando la regla de la cadena, obtenemos

V() = £/, 9() = fley(6) + A6y () 5 () = feloey(6) + (6 (1) £, 9(x))
Si denominamos £ (x,y(x)) a y(x), obtenemos andlogamente
V() = A ey () + A (y(0)) - £()
Podemos de igual forma denominar ) (x,y(x)) a y” (x) y calcular y(*) (x)como
Y@ = A2 (@) + A7 () - £x)

con lo que obtendremos en general

(k=2)

FED0y(0)) = AP ey () + A (ey() - £(3)
YW () = 5D y(x)



150 CAPITULO 8. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Con estas definiciones obtenemos para la serie de Taylor la siguiente expresion:

2 n+1

h h"
y(x, +h) :y(xn) +hf<xn7yn) + 2_!f(1)(xn>yn) +eeet Ef(nil)(xnvyn) + mf(n)(gﬂﬂ

Reteniendo los n+ 1 primeros términos de la serie de Taylor obtenemos un método de un paso de
orden n, es decir obtenemos y(x, + k) a partir de y(x,) con un error de truncado que depende de
W1y potencias superiores de /. El caso mds sencillo es cuando nos quedamos con tinicamente
los dos primeros términos:
Y(xn+h) = y(xn) +hf(Xn,yn)

Este método es el mds sencillo imaginable y corresponde al método de Euler método. En general
es un método muy impreciso, pero si se utiliza un paso de integracion suficientemente pequeiio,
da la solucién de la ecuacion diferencial con la precision deseada. Si el paso de integracion
es demasiado grande, el método es inestable y la solucion numérica diverge de la exacta. Lo
utilizaremos para comparar con métodos de orden superior en algunos de los ejemplos ofrecidos
posteriormente. Si retenemos dos términos, obtenemos

2
o+ 1) = y(00) + )+ iy (5) + fy ()£ 09) 83)

que es un método de segundo orden, que proporciona resultados mucho mejores que el método
de Euler. Su principal inconveniente es tener que calcular analiticamente las derivadas parciales
fr(x,y(x)) y fy(x,¥(x)), lo cual es un inconveniente si f(x) es muy complicada y ademds produce
errores significativos si f(x) se conoce sélo de forma empirica, es decir, es una aproximacion nu-
mérica a datos experimentales o una aproximacion a una funcién mucho mas complicada. Estos
inconvenientes resultan mucho mds importantes cuando derivamos métodos de orden superior a
partir de la serie de Taylor. En general, aunque el método de la serie de Taylor tiene un gran valor
pedagdgico y es util en la derivacion de otros métodos, es raramente una buena eleccion en la
solucion de un problema numérico. Sin embargo, cuando el célculo de las derivadas es sencillo,
como en el ejemplo dado a continuacion, el método de serie de Taylor es un método estable y
eficiente.

Ejemplo 1

Resolver la ecuacion diferencial y = y en orden k mediante el método de serie de Taylor.
Solucién: f(x,y) =y, fV(x,y) =y, fP(x,y) =y,..., f®(x,y) = y. Si truncamos la serie de
Taylor en orden k tenemos

oon ¥
y(x+h):y(l+h+i—l—§+m—l—ﬁ)

con lo que la integracion en n pasos da

2% W\
Yu =0 <1+h+2_!+§+”.+ﬁ)

que es una aproximacion de orden k a y, = ype™" que es la solucién exacta.
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8.3.2. Métodos de Runge-Kutta

Los métodos de Runge-Kutta evitan el cdlculo analitico de las derivadas que aparece en la
serie de Taylor, haciendo la siguiente suposicion:

m
Ynt1 =Yn+h Y, aiki (8.4)
i=1

con ki = f(x,yn) » ki = f(xn + Aih,yn + Wwihk;_1) donde los ¢, p; son constantes que se deter-
minan de forma que la anterior expresion coincida con la serie de Taylor hasta el orden p. Hasta
p = 4, se encuentra que se puede tomar m = p, pero para p > 4 es necesario que m > p y ademds

i—1
ki = f (% + Aih, yn+h Y, pijk;)

j=1
es decir i es una matriz triangular y cada k; utiliza todos los k; anteriores.. Para p = 5 hay que
tomar m = 6. En cierta manera, se puede considerar que los métodos de Runge-Kutta aproximan
las derivadas de la serie de Taylor por combinaciones lineales de valores de la funcion f en
puntos comprendidos entre (X, y,) ¥ (X441, Ynt+1 )- Se pueden considerar como una extensién
sofisticada del método del punto medio, tomando una serie de puntos intermedios del intervalo

de forma que la integral
Xn+1

Yn+1 =Yn+ f(an)dx

Xn

sea exacta hasta orden /4”. La principal desventaja de estos métodos es que se debe calcular la
funcién f en puntos que no pertenecen a la red de integracion (x,,y,). Por otro lado son muchas
sus ventajas, entre las que cabe mencionar la posibilidad de cambiar el paso de integracion en
un momento dado, la estabilidad, la facilidad de programacidn, y la posibilidad de estimar los
errores de truncado en los métodos de Runge-Kutta mas sofisticados.

Vamos a considerar en primer lugar los métodos de Runge-Kutta de orden 2, que aunque se
utilizan con menos frecuencia que los métodos de orden 4, su exposicion es muy pedagdgica.
Tomamos m = 2, que es el minimo valor que hace falta para que las derivadas coincidan con la
serie de Taylor hasta segundo orden. La forma del método de segundo orden es por lo tanto:

Yn+1 =Yn+ h (alf(xnyyn) + ha2f(xn + AQhuyn + qu(xnayn)h)

Desarrollando en serie de Taylor la anterior expresién hasta orden 42 obtenemos,

Ynrl =Yn+ half(xnayn) +hoy [f(xn:)’n) +fx(Xn7yn);L2h +fy(xnayn)f(xna)7n).uZh]

con lo que, para que la anterior ecuacién coincida con la serie de Taylor hasta segundo orden

2

it =+ o) 5 oy C0)) + fy s y() )
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deben de cumplirse las siguientes ecuaciones

o+ = 1
1

(0%) ),2 = 5

1

U = 5

Estas ecuaciones tienen una infinidad de soluciones, que corresponden a todo el plano o +
0 = 1. Una vez fijados o1 y 0, Ui, o quedan determinados de forma tnica. Si tomamos
o1 =0, oy = 1, obtenemos A, = up = %, y la regla de integracion resultante

1 1
Y1 = Yn+hf (%0 + hyn+ ihf(xn,yn)) (8.5)

se conoce también como método del punto medio y constituye la justificacion numérica del mé-
todo del salto de la rana en las ecuaciones de la dindmica. Equivale a tomar la derivada numérica
de y mediante la regla de tres puntos o a realizar la integral de y'(x) mediante la regla del punto
medio, calculando el valor de y(x,+%/2) por el método de Euler.

Cuando el método del punto medio se utiliza de forma que las funciones se calculen sélo
en la malla de integracion, el método se convierte en un método de dos pasos, que satisface la
relacion de recurrencia

Yn+1 = Yn—1 +2hf<xn7yn) (86)

Como y; no estd definido mediante esta relacion de recurrencia y el valor inicial yg, hay que
calcularlo por otro método. La posibilidad mds simple es emplear el método de Euler para deter-
minarlo

y1 =Yo+hf(x0,¥0)

aunque si se quiere evitar la introduccién de errores adicionales habria que emplear un método
de segundo orden (un paso de 8.5 por ejemplo). Esta ultima version del método del punto medio
es ligeramente mas precisa para un valor de 4 dado que el método del punto medio con 2A (que
equivale al mismo esfuerzo de cdlculo) ya que los valores de y(x, +//2) intermedios se calculan
mediante la relacidn de recurrencia de segundo orden en vez de por el método de Euler. Sin
embargo es un método inestable para determinadas ecuaciones.

Si tomamos o = 0 = %, obtenemos la siguiente regla de integracion

1
Yn+1 =Yn+ Eh (f(xna)’n) +f(xn+h7}’n+hf(xn7yn))) (8.7)

que usualmente se denomina método de Runge-Kutta de orden 2 y también método de Euler
modificado. Equivale a utilizar la regla trapezoidal para integrar y'(x), cuando f no depende de
y. Constituye una justificacion del método de Euler modificado de las ecuaciones de la dindmica.
Todavia hay una tercera solucién bien conocida, que corresponde a oy = %, o = 43'1 yAh == %:

h 2 2
Yntr1 =Yn+ Z (f(xnv)’n) +3f(xn + gha}’n“i_ ghf(xnayn))>
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que se conoce como algoritmo de Heun.
Entre los métodos de Runge Kutta, el mds popular es sin duda el método de Runge-Kutta de
orden 4, en el que se toman m = p = 4. Es decir, suponemos una regla de integracion de la forma

Yot1 =Yn+ h (alkl + ks + azks + (X4k4)

conky = f(xn,¥n), ki = f(xn+ Aih, v, + Wiki—1h). Las constantes ;, A;, ; se determinan de for-
ma que la anterior expresién coincida con la serie de Taylor en orden /. Para ello, desarrollamos
las funciones k; en orden /* y reagrupamos potencias de 4.

En lo que sigue suprimimos los argumentos de las funciones, por claridad de notacién. To-
mamos una solucién que satisfaga A; = u;, lo cual veremos a posteriori que es posible. Dada la
simetria en las derivadas con respecto a x e y, definimos los siguientes operadores diferenciales

Df = fi+fh
D’f = fut2ffo+fy
D3f = fxxx+3ffxxy+3f2fxyy+f3f)’)’y

que permiten una notacion mds compacta. Podemos simplificar los desarrollos de los k;, poniendo
los argumentos k;—; = (ki—1 — f) + f , con lo cual cada k; tiene un desarrollo similar a k; mds
una parte adicional debida al desarrollo de k;_; — f en hasta tercer orden de potencias de &
(dependiendo de la potencia de 4 del término donde aparezcan)

ki = f
ky = f+xthf+;;2),§sz+;§A§D3f
ks = f+XhDf+3h(ka—f)f, + }122/13202f+ h; (225 fry (ko — f) + 23 fry (k3 — f7)] + ’?angf
= f+MhDf + Ashf,(hAaDf + h;ngz )+ h; [A3D f +2A3 fiyJohDf + A3 f1,220h fDf] + }’63/13303 f
= f+MhDf+ 1 BA%DZ f+M04D f] + 1 [2,13303 F+ B30 (foDf + finfDf) + %AQ% f,D* f}
= f+M3hDf+ 1 [;A,EDwalmfny] + 1 [éa;D3f+A§/12nyDf+;222/13fy1)2f]
ks = f+2AhDf+ Ah(ks—f)fy+ hzlefDZf—i— h; (223 iy (ks — f) + A3 o (k3 — f7)] + }163120310

[ 1
= [+ MRDf+ 1 | MadafyDf + 523D f

+h? [27@03 A A3(foyDf + fiyfDf) + %/14232 HD*f+ Malsda fyD f]

[ 1 ] 1 1
= f+h4Df +h? 14,13fny+§/1}D2f + 1 612D3f+/lflngny+El4ﬂ,§fyD2f+l4/lglgffo
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Los primeros términos de la serie de Taylor hasta orden 4* son

h2
y(xn +h) = y(xn) +hf(xn:yn) + 5(fx(men) +fy(xnayn) 'f(xmyn))
3

h
+§(fx(l)(xmyn) "‘fy(l)(xnayn)f(xn;yn))

4

h
o U Con) + SR G )
2 3

h h
= Y(w) +hf+5Df +-=(D*f + ,Df)
4

h
55 (D’ F+31£Df+3fDfy+ fD*f + D)
2 3 4

h h h
= Y(0) +hf + 5 Df + - (D*f + fiDf) + 57 (D*f +3DfDfy + ,D*f + 7Df)
donde hemos utilizado las relaciones

YV = fi+ffy=Df
O = fut byt 2ffo+ ffF+ P fy=Df+ /,Df
IO = font foy+ fofo + 2fcfoy +2f Fooy + fof 2 +2F Foy +2f fifyy
12 foy+ Fley+ Fhoofy + Ffofyy + 2F Ffoy + 2 Fryy
HEE A2 o by + 21 o foy + 2 frwy = Fer +3F Fooy T3 fry + £ iy +
F(Fect2f fey+ £ fyy) + 43 fc Sy +3F oy + 3F fboy + 3L oSy + oS + 11,
= D’f+f\D*f+3Df,Df + f;Df

Igualando potencias de 4 hasta h*, obtenemos que deben cumplirse las siguientes 8 ecuaciones
con 7 incégnitas:

ot+tmt+ot+as = 1

0+ A+ udy = %

A5 + A5 + oudi = %

A5+ oA+ oyl = %

s+ ulzy = é

0 MA3 + A} = %
A+ uAdy = 11_2
uMal3dy = %
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Estas ecuaciones tienen una infinidad de soluciones. La solucion escogida por Runge-Kutta
es o = 0y = %, o =03 = %,12 =M= %,14 = 1, que proporciona la regla de integracién

h
Ynrl = Ynt g (kl + 2kp + 2k3 +k4) (8.8)
kl == f(-xl’hyn)
1 1
ky = f(xn+§h7}’n+§hkl)
1 1
ks = f(xn+§h7yn+ 5hk2)

ke = f(xn+h,y,+hks)

que es el método de Runge-Kutta de 4 orden utilizado usualmente. Es equivalente a integrar
f(x) por el método de Simpson cuando f(x,y) no depende de y(x). Esta es quizds la razén de
que este conjunto simple de pardametros extremadamente simple sea éptimo entre la infinidad
de pardmetros posibles, ya que el método de Simpson es un método extremadamente eficiente
de integracién numérica con errores del orden de O(h’). Notemos que es necesario realizar 4
evaluaciones de la funcién f para cada paso de integracion. El método es robusto y estable, y
suele ser una primera eleccidn a la hora de tratar un problema dado. Es razonablemente eficiente
si las funciones f no son excesivamente complicadas. Su error de truncado es

hS

— S FOEN(E)

&

Cuando la evaluacion de las funciones el menor nimero de veces posible es de importancia
critica, los métodos de orden superior conocidos come predictor-corrector son mds eficientes. El
mayor problema de estos métodos radica en la imposibilidad de conocer el error real cometido,
lo cual es importante si las funciones f tienen un comportamiento abrupto, y en la imposibilidad
de cambiar el paso de integracion sobre la marcha, para cambiar el paso de integracion en las
zonas en las que el comportamiento de f varia. El cambiar el paso de integracién en un momento
dado es una de las ventajas que caracterizan los métodos de Runge-Kutta y todos los métodos
de un paso en general. En lo concerniente a la estimacion del error, una forma frecuentemente
utilizada en el pasado es comparar los resultados obtenidos con & y h/2, aunque este método
es costoso en tiempo de cdlculo. En los dltimos tiempos, la disponibilidad de programas de
cdlculo simbdlico han permitido el descubrimiento de métodos de Runge-Kutta de orden mayor
que 4 que contienen un método de 4 orden con funciones calculadas en los mismos puntos.
Estos métodos permiten evaluar el error cometido como la diferencia entre los valores obtenidos
con los dos drdenes diferentes. En Numerical Recipes se expone un método de Runge-Kutta de
orden 6 que permite una estimacion del error mediante un método de cuarto orden que utiliza los
mismos k; pero distintos coeficientes ¢.

En Ralston y Rabinowitz se exponen en detalle distintas variantes de los métodos de Runge-
Kutta.

En el caso de sistemas de ecuaciones, lo que tendremos es una relacion de recurrencia entre
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vectores. Por ejemplo, para el método de Runge-Kutta de 4 orden

h
Yn+1 = Yn + 8 (k] + 2k +2k3 + k4)

Ejemplo:

Resolver mediante RK4 las ecuaciones de la dindmica para un cuerpo puntual de masa m que
se mueve en una dimension x sometido a una fuerza constante F .
Tomemos F /m = a.

dx
J— — v
dt
dv
- — a
dt
Tenemos
| x
Y=1,
d
d—z f(t,x,v):{ ]

ki = f(r,x,v) = {Z}

v-l—ha/Z}

Ky = £(t +h/2,y + h/28) = £(t + h/2,x+ hv/2,v + ha/2) = [ i

ks =f(t +h/2,y+h/2ks) =£(t +h/2,x+h/2(v+ha/2) v+ ha/2) = { V+Z"/2 ]
) v+ ha
ky=f(t+hy+hks) =f(t+hx+hv+h“a/2,v+ha) = g

B h | X+ h/6(vi+2(ve+ha/2)+2(v,+ha/2) 4+ v, + ha)
Ynt1 = yn+6(k1+2k2+2k3+k4) = { vn+h/6(a+2a+2a+a)

B xn+hvn+h2a/2

N Vn+ah

Estas son las ecuaciones del movimiento uniformemente acelerado.
Ejercicio: Realizar un paso de integracion de las ecuaciones del oscilador arménico simple

por RK4. Discutir el resultado.
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8.4. Meétodos de Runge-Kutta que contienen dos 6rdenes de
aproximacion

8.4.1. Método de quinto orden

De especial interés son los métodos de quinto orden o superior que contienen otro método de
de cuarto orden. Para quinto orden, estos métodos son de la forma

Ynt1 = Yn+h(0nk; + ooky + ks + auks + asks + aske)

donde las &; coinciden con las funciones de un método de cuarto orden

Vi1 = Yn+h(Biki + Baka + Bsks + Baka + Bsks + Poke)

Las funciones ; se escriben de la forma

i1
ki= f(x+Aih,y+ Y, tijk;)
=1

Notemos que las funciones, que es la parte del algoritmo que consume mds tiempo de cdlculo,
son las mismas para quinto y cuarto orden. Sélo tenemos que formar combinaciones lineales
distintas de las mismas funciones para obtener ambos ordenes de integracion. El error cometido
en un paso de integracion se puede estimar como la diferencia entre los métodos de quinto y

cuarto orden:
6

&= y(x+h) —y’(x+h) = hZ((Xi —ﬁ,’)k,’
i=1
lo que nos proporciona la posibilidad de estimar el error cometido en cada paso, con un esfuerzo

numérico minimo. El método original, debido al Fehlberg, tiene los siguientes valores de los
parametros.

i =B A W
16 1
I35 30 (]) ‘1)
2 0 o 1 |
3 6056 128 3 3 9
1285 n55 38 » 3
4 2856 2197 12 1932 7200 7296
56430 75240 13 2097 2197 219]
s o T [ 39 gl 3680 84
50 50 216 513 104
6 2 2 18 5, s 189 _n
35 35 3 T 2565 4104 0

Hay métodos similares debidos a England (ver Ralston Rabinowitz) y a Cash y Karp (ver
Numerical Recipes). Notemos que tomamos el valor de la solucion de quinto orden aunque la
estima del error es de la de cuarto orden.
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8.5. Método de Runge-Kutta adaptativo

Un método adaptativo es aquel que cambia el paso de integracion de forma que el error
comertido € se encuentre siempre por debajo de cierta tolerancia &. Esto siempre es posible en el
caso de métodos de un paso que permitan la estimacién del error. Los métodos de Runge-Kutta
que contienen otro de orden inferior permiten realizar una estimacion del error y modificar el
paso de integracion de forma que el error sea inferior a la tolerancia, pero no excesivamente. Si
sabemos que el error va con &> tenemos que un factor 2 de reduccién de 4 disminuye el error

en 2]—5 = 1178. Podemos ajustar el paso de integracion variando 4 un factor y, /' = yh, de forma

que £)° = §, siempre que € se desvie apreciablemente, por encima o por debajo, de la tolerancia

deseadad.
Woors\'?
=5 (%)

De esta forma, mantenemos un paso de integracion en un valor éptimo, sin que desperdiciemos
tiempo de cdlculo ni tengamos errores superiores a los deseados. En el método RK4, la tdnica
forma de estimar el error es comparar los resultados obtenidos con un paso co /4 'y dos pasos con
h/2. Esto se puede realizar cada cierto nimero de pasos de integracién. Los métodos adaptativos
son esenciales en problemas donde las condiciones de integracion varian fuertemente, como
suele suceder en muchos problemas de de ingenieria. Como el error es s6lo una estimacién, en
un programa real tomamos una constante ¢;menor que la unidad y hacemos 4’ = ¢ yh. Un valor
realista es ¢; = 0,8. También debemos evitar variaciones demasiado bruscas de 4 que puden
resultar incontrolables. Podemos limitar las variaciones de 4 en un factor ¢; = 4, por ejemplo. Si
c1Yh > 4h tomamos h' = 4h. Si ¢y < 1/4 tomamos h’ = h/4.

8.6. Métodos multipaso

8.6.1. Ecuaciones de segundo orden: método de Numerov

Para algunos tipos de ecuaciones de orden superior existen métodos mds adecuados que el de
Runge-Kutta. En particular, para ecuaciones del tipo

Y'(x) = f(x)y(x) +w(x)

que aparece frecuentemente en Fisica, podemos aproximar la derivada segunda utilizando la
formula de tres puntos de con su término de error

y(r+h) = 2y(0) Fy(x—h) K

Y'(x) = % V=
X — X X — 2
AR =B IER) I gy () 4 w()"

En el dltimo paso hemos utilizado la ecuacidn diferencial para calcular el término de error.
Utilizando la férmula de tres puntos de nuevo para calcular la derivada segunda del ultimo tér-
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mino, y”(x) queda en la forma

y//(x> _ y(x+h) _2)};(;) +y(x—h)
1
12

(f(x+h)y(x+h)+w(x+h)—2f(x)y(x) —2w(x)+ f(x —h)y(x+h) + w(x—h))

con lo que la ecuacién en diferencias finitas correspondiente a la ecuacion diferencial queda
como

y(x+h) =2y(x) +y(x—h)

— L e Ryt h) A w(x+h)

2
—gf (x)y(x) — 2W(x)li f=hyx+h) +wx—h)] = fx)ykx)+wk)
Reordenando los términos obtenemos finalmente la relacién de recurrencia
h? 5n? h?
y(x+h) (1 — gt h)) —2y(x) (1 + 12f(x)) +y(x—h) (1 — - h)) = (8.9)
h2[w(x+h) + 1(1);/()6) +w(x—h)] (8.10)

que se conoce como método de integracion de Numerov. Notemos que no es un método de un
paso, puesto que cada valor de y(x) se calcula a partir de los dos valores anteriores en la malla
de integracién. La funcidn y(x) se determina con un error correspondiente al siguiente término
de error de la férmula de derivacién de tres puntos

A = —h%©)(x) /240

por lo que el método de Numerov es mds preciso que el de Runge-Kutta de cuarto orden y nece-
sita menos evaluaciones de las funciones f(x), pues se calculan sélo en la malla de integracion.

Ejercicio: Demostrar que el error de truncado del método de Numerov viene dado por A =
—h%y(©)(x) /240.

Solucién: Tenemos el desrrollo de Taylor alrededor de y,

Vet =20t ¥nt _ 0wy B e B B e B
2 YR Y2y =Y 5 Y T 360Y  20160”
R e TR v W N T BN BN
02 12 360° 20160

y utilizando de nuevo la férmula de tres puntos para la derivada cuarta

Yy = () = Yop1 =2t Ve1 2y(6) _ Ey(S)
h? 12 360

obtenemos hasta orden 4°

n 12 n 127 T360° | 3607  20160°

y// _ Ynt1 =20+ Yn-1 h? }’ZH _2yZ+yZ71 h? (6) n* (8)} K 6) he ®)
Definiendo
I’l2
"

2
() =300~ 13" =30 (1= 1350
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donde en el tltimo paso hemos utilizado la ecuacién diferencial, tenemos en orden A*

L R S AN O N B 725 B L AN )
2 144 360" 2 240°
6
por lo que la relacién de recurrencia da up,41 = 2u, — uy—1 + h? f(xn)y, con un error de truncado de — —y(ﬁ).

La forma 6ptima desde el punto de vista de eficiencia numérica de utilizar el método de
Numerov es definir la funcién

i) =50 (1 0

para la cual la relacion 8.9 nos da la relacién de recurrencia

w(x,41) + 10w(x,) +w(x,—q
Mn+1 — zun —Mnfl _|_h2 ( ( n+ ) lg I’l) ( n ) +f(-xn)yn)
En el segundo término aparece todavia y,. Teniendo en cuenta que
u(x
y(x) = ) (8.11)

(1-55w)

podemos poner y, en funcién de u, en el segundo miembro y tenemos finalmente la relacion de
recurrencia de u,, para la integracion por el método de Numerov:

Wit 1 + 10w, +wy,_y N £ () up

12 (1- 7))

La solucidn buscada y(x) , se obtiene al final a partir de la relacién 8.11 para los puntos deseados:

Upi1 = 2Up — Uy +h?

Un

" (1- s

En determinadas ocasiones, el llamado método de Numerov modificado, en el que se reemplaza
el denominador de la expresion anterior por sus dos primeros términos del desarrollo en serie de
Taylor,

; %‘;)(xn)> = s (14250

es mds estable que el método de Numerov original. El error de truncado del método de Nu-
merov modificado es el correspondiente al método de Numerov mas el cometido en la dltima
aproximacion

A=K f(x)3y(x) /144 — %P (x) /240
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La mayor estabilidad se debe a la cancelacion de estos dos términos de error. El método de
Numerov necesita dos valores iniciales. Las condiciones iniciales de las ecuaciones diferenciales
de segundo orden suelen ser el valor inicial yg y la derivada de la funcion yz). El primer valor
de partida es el valor inicial yy . El segundo valor y; se puede determinar a partir de yp como
Y1 =Yyo+ yz)h aunque esto introduce un error de 4%. Una posibilidad es emplear Runge-Kutta
para determinar y;. Otra posibilidad es considerar el desarrollo en serie de Taylor

1 1 3 |
1 =y0+30h+ 530+ 6 1 + it + o(n)
2 6 24
Las derivadas se pueden determinar directamente de la ecuacion diferencial

/!

Yo = JSf(x0)yo+wo

W= Fxo)yo+ £ (x0)yh +w (x0)
W= " (x0)yo + f(x0)yh + f(x0) (f(xo)yo +wo) +w" (x0)

y asi sucesivamente. Alternativamente, si no es posible determinar las derivadas analiticamente,
las podemos determinar numéricamente. Por ejemplo, en orden 4> podemos aproximar

+ — —
¥5) = (f(x0)yo+wo) = fam+w Z(XO)yo o)
con lo que obtenemos
1 1 — _
Y1 =Yo+Yoh+ 5 (f(x0)yo +w(x0)) h* + 1Sy #wi = f%o)vo = Wolxo) s

2 6 h

yi=Yo+yoh+ % (f(x0)yo +w(xo)) h* + é (f(x1)y1 +w(xr)) b

El método de Numerov se utiliza usualmente para resolver la ecuacidon de Schrodinger en un
pozo de potencial V (x):

—K? ,
_ = E
5.V W) +V@Y) =Ey
0 la de un oscilador arménico forzado
X (1) + (1) = £(0)

Cuando tenemos una ecuacion de la forma

y'=f(x,y)

aunque el método de Numerov no es aplicable, se puede utilizar la relacion de recurrencia obte-
nida desarrollando y” en orden h* mediante la férmula de tres puntos con su término de error y
utilizando la ecuacion diferencial y la formula de tres puntos para estimar y®) (x),

h2
Y+l =290 +Ypn—1= E [f(xn+17yn+1) + lof(xnuyn) +f(xn717yn71>]
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que da y, con un error O(h%). Como el cdlculo del segundo término necesita y,. |, que es la
solucion que queremos determinar, se calcula y,,; mediante el predictor

h2
ygl =2y —Yn-1+ 1 [f (n1,9n) + 10 (X, ) + [ (Xn—1,Yn—1)]
y se itera
® _ i (k-1)
Ynt1 = 2yn —yn—1+ 12 [f(xn+layn+1 ) + 10 (xn,yn) +f(xn71a)’nfl)]

hasta que se alcance la convergencia (usualmente 3 o 4 veces). Este método se denomina método
implicito de Numerov.

El hecho de que el método de Numerov tiene un error que es una serie de potencias pares de
h, hace posible el utilizar el proceso de extrapolacion al limite, utilizando pasos de integracion £,
h/2, h/4,... para mejorar la precision de la solucién y(x) en un punto dado. La extrapolacion al
limite también se puede utilizar para calcular y;.

8.6.2. Método de Stoer Burlisch y extrapolacion de Richardson

La regla del punto medio tiene un error que es una serie de potencias pares de 4. Esto nos
permite utilizar el método de extrapolacion al limite en la forma que exponemos a continuacion.
Consideramos un paso de integracion H, que es mucho mayor que la longitud usual de un paso

de integracion, y subdividimos H en n subintervalos. Si realizamos una subintegracion dentro de
H, con ypcomo valor inicial, obtenemos:

yi = Yo+hf(xo0,y0)
y2 = Yo+2hf(x1,y)

Yn = yn—2+2hf(xn—17yn—l)

Entonces sucede que la estima

1
y(X() +H7h) = E [yn +yn—1 +hf(xn7yn)]

tiene un error que es una serie de potencias pares de s, con coeficientes independientes de A:

y(xo+H,h) = y(xo+ H) + Ash* + Ash* + Agh® + - --
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Esto nos permite utilizar la extrapolacién de Richardson para calcular y(xo + H ). Para ello toma-
mosh=H,H/2.H/4,H/8,...y construimos la tabla usual de extrapolacién al limite

R(H)
R (H)
R(H/2) R (H)
RM(H /2) RG)(H)
R(H/4) R@(H/2)
R (H /4)

R(H/8)

con R(H) =y(xo+H,H),R(H/2) =y(xo+H,H/2),R(H/4) =y(xo+H,H/4), ...,y

kp(k—1) my _ plk=1) m—1
R(k)(H/2m71>:4R (H/24)k Iim (H/Z )

8.7. Métodos explicitos

, L. . ., ., . . /
Los métodos explicitos se basan en escribir la solucion de la ecuacién diferencial y = f(x,y)

como
Xn+1

Y(Xns1) = y(xn) + Jxy(x))dx
Xn
y aproximar f(x,y) por el polinomio interpolador en m+ 1 puntos (x,,yn), (Xp—1,Yn—1)s Xn—m, Yn—m)>
m<n:

i) =30+ [ pu(ds

Utilizamos la férmula de diferencias regresivas del polinomio interpolador:

Mm=%ew(7)wﬁ

_xn

h

X
con s = (s < 0) con lo que tenemos

/ . pm(x)dx = h z ijjfn

Jj=0

e (7)o

Los coeficientes b; no dependen ni de m ni de n. Los primeros valores son by = 1, by = 1/2,
by =5/12,b3=3/8 , by =251/720.

donde
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La regla de integracion
Y1 =Yn+h[bofu+b1V i+ + b, V" f]

se denomina algoritmo de Adams-Bashfort. Expresando las diferencias en términos de valores
de la funcion, obtenemos expresiones de la forma

Yn+1 :yn+h[ﬁofn+ﬁ1fn+"'+ﬁmfn—m]

donde los f; dependen del orden m del polinomio. Los casos particulares para diversos valores
de m son los siguiente: para m =0

Ynt1 =Yn+hfn

que es el método de Euler. Para m = 1 tenemos:

h
Yn+1 =Yn +h[b0fn +b1(fn _fn—l)] =Ynt §(3fn _fn—l)

mientras que para m = 2 obtenemos

Yn+1 :yn+h[b0f0 +bl (fl _fO) +b2(fn _zfn—l +fn—2)] =Yn+ % [23fn - 16fn—l +5fn—2]

Finalmente, para el algoritmo de Adams-Bashforth con m = 3 tenemos la relacion de recurrencia:

Vo1 = Yn+h[bofo+bi(fi — fo) +b2(fn—2fn—1+ fn—2)
‘|‘b3 ((fn - 2fn71 +fn*2) - (fnfl - 2fn72 +fn73)) ]

h
Int 5z 5500 = 59fu1 +37fo2 = 9fu3]

También se pueden derivar métodos explicitos con un paso de integracion de varias unidades
de h. Tomando 2h tenemos

Xn+1
y(xn—i-l) :y(xn—1)+ pm(x)dx

Xn—1

y procediendo como anteriormente obtenemos

Ynt1 = Yn-1+h[bofu+biV i+ +b,V"f,]

bj‘.:(—l)j/ll ( _js )ds

Este método se conoce como algoritmo de Nystrom. Se encuentra que param =0y m =1

con

Yn+1 =Yn—1+ 2hfy
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que es la regla del punto medio, mientras que para m = 2 obtenemos

h
Yn+1 =Yn—1+ § (7fn _2fn—1 +fn—2>

Ejercicio: Demostrar estas relaciones.
Podemos generalizar las realaciones anteriores a un paso de integracion de amplitud (k+ 1)h

Xn+1
Y0ma1) = Y0rn_e) + / pun(x)dx
Xn—k

Cuando k = 3 obtenemos el denominado algoritmo de Milne

4h
Yn+1 = Yn-3 + ? (zfn—Z _fn—l +2fn>

Todos los métodos explicitos realizan una extrapolacion para calcular y(x) entre y, y v, 1, lo
cual es un problema puesto que, como ya hemos visto, la extrapolacion tiene un error dificil de
determinar y en general es mds imprecisa que la interpolacion. Este problema se corrige mediante
los métodos implicitos, que interpolan entre y, y v, 1.

8.7.1. Métodos implicitos

Los métodos implicitos son similares a los métodos explicitos, salvo que el polinomio inter-
polador pasa ademds por el punto (x,1,y,+1). De forma similar a como hemos procedido para
los métodos explicitos, podemos escribir

Xn+1
o) =y + [ pai(x)dx
Xn

de donde, utilizando la férmula de diferencias hacia atrds para el polinomio interpolador,

Pm+1(x) :”il(—l)j( o )ijn-H

j=0 /

con
5 — X —Xn+1
h
obtenemos
Xn+1 m+1
J
/ Pm+1(x)dx =h 2 iV fut1
Xn j=0
con

c,:(—1>f/_01 ( h )a’s

que depende sélo de j y no de la funcidén o el orden del polinomio interpolador. Obtenemos por
lo tanto el algoritmo

Yn+1=Yn+h [COfnJrl +e1Vinrr+- +Cm+lvm+1fn+1]
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denominado método de Adams-Moulton. Los primeros valores de c; son: ¢o = 1. ¢; = —1/2,
¢y =—1/12 ,c3 = —1/24, c4 = —19/720. Expresando las diferencias en término de los valores
de la funcidn, la expresion anterior toma la forma

Ynr1 =Ynth [YOfn—O—l + YIfn + Ym—O—lfnfm]

donde los % dependen sélo de i y m. Obtenemos los siguientes métodos implicitos para los
diferentes valores de m:
Param = —1

Yn+1=DYn +hfn+1

que es el método de Euler-Cromer. Para m = 0 obtenemos

h
Ynt1 =Yn+ E(fn—i-l +fn)

que es el método de Euler modificado. Para m = 1

h
Yn+1 = Yn + E (anJrl + 8fn _fnfl)

y finalmente, para m = 2

h
Ynt+1 =Yn+ ﬁ(9fn+1 +19f, =5 fu—1 + fu—2)

Ejercicio: Demostrar las expresiones anteriores.
También se pueden derivar algoritmos implicitos similares al de Nystrom a partir de la rela-
cién -
y(le—l) :y(xn—1>+/x pm—i—l(x)dx
n—1

Param =1y m = 2 se obtiene la expresion

h
Vntl =Yn—1+ g (fnJrl +4fn +fn71)

que se conoce como método de Milne-Simpson o método implicito de Simpson. Su error de
truncado es el del método de integracion de Simpson:

h4
t(x,h) = —%f(4)(77)

Ejercicio: Demostrarlo.
Los algoritmos implicitos necesitan una primera aproximacion a y,1. Lo usual es utilizarlos
en la forma conocida como predictor corrector, donde un método explicito se emplea para calcu-

(0)

lar una primera aproximacion de y,1, que llamamos y, /',

este valor. Tendremos por lo tanto,:
Predictor:

y el corrector se emplea para mejorar
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yffi)l =ynth [bOfn +b1Vfp+-+ kakfn}
Corrector:

D = s Ty s a7 L)

donde k y m son los drdenes del predictor y corrector, respectivamente. Es recomendable que
k = m pero frecuentemente se emplean k y m distintos. El método mds sencilloes k =0y m =0

W= yuth,
(i+1) _ hr G
Y1 = yn+§[fn+1+fn]

conocido como método de Euler modificado. Cuando m = k = 2, tenemos el método de Adams-
Moulton de tercer orden:

h
YW= gt 15 [23f =161 +5fua]+ o(h*)

Yart) = g |9+ 190 = Sho1+ fuz |+ OGF)

mientras que con k = 3 y m = 2 se obtiene el denominado método de Adams, frecuentemente
empleado:

h
Vot = Va5 1550u=59fu1+37fu2 =93]+ O(F)
i h i
WV = g |9 +19fu—Sfam1 + fama] +O(F)

Los métodos de predictor-corrector tienen como principal ventaja sobre los métodos explici-
tos el que permiten estimar el error cometido. Por ejemplo, en el método de Adams

() @ _ ) 1)
Y1 T Vnt1 = ﬁ (fn—i-l _fn—H )
En general, son suficientes dos o tres iteraciones del corrector. En caso de que sean necesarias
mads iteraciones, es preferible disminuir el paso de integracion.
También se pueden derivar correctores con varios pasos de integracion. El método de Milne
de predictor-corrector emplea el método explicito de Milne como predictor y utiliza el método
implicito de Simpson como corrector:

4h
ygggl = yn—3+?(2fn—2_fn—l+2fn)

(i+1)

h(
A = e+ 3 (Rl aft )
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Ejemplo: Consideremos las ecuaciones de la dindmica

dr(t)
= t
7 v(t)
dv(t) F(r,v,t)
= =f(r,v.t
En el caso del método predictor-corrector con k = m = 0, tenemos
Predictor
0
xz(.,n)—H = Xint+hvip
0
Vzg.,n)—x—l = Vio,n + hfi(rm Vn-tn)
Corrector
k+1 h k
xz(7n++1) = Xint 2 <v§7n)+1 + v"’")
k+1 h( (k K (k
Vl(vn—:l) = viv” + 5 <fl(,n)+1 (rELJZI’V;(1+)1 'tn+1) +fi,,n(rnavn7tn))

donde el subindice i indica las coordenadas x, y y z (x; = x, x =y, x3 = 7). Vemos que el corrector
para la posicion es la regla del punto medio.

8.8. Errores de truncado y errores de redondeo

8.8.1. Errores de truncado. Métodos consistentes y métodos convergentes.

La base de la soluciéon numérica de ecuaciones diferenciales es aproximar la ecuacién dife-
rencial

/
Y =f(xy)
por una relacién de recurrencia

Yn+1=Yn +hG(xnaxn*17 < Xn—ksYns Yn—1,- -+ 7yn—k7h)

Consideraremos métodos de un paso. Las soluciones de la ecuacién en diferencias y, difieren
de las soluciones y(x,) de la ecuacidn diferencial. A la cantidad

y(xn—H) _y(xn)
h

t(xp,h) = — G(xn,y(xn), h)

se le denomina error de truncado y nos da una medida de la convergencia de las soluciones de
la ecuacion en diferencias a las soluciones ecuacion diferencial. De la definicion de error de
truncado tenemos que la solucion exacta de la ecuacion diferencial satisface

Y1) = ¥(xn) +hG(xn, y(xn), ) + ht (xn, 1)
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mientras que la solucion de la ecuacon en diferencias cumple

Ynt+1=DYn +hG(xn7yn>h)

El método es consistente si, cuando & — 0, el error de truncado cumple #(x,2) — 0. En
particular el método se dice que es consistente de orden p si existe un nimero M para el cual

t(xp,h) — MhP

cuando h — 0.

El que un método sea consistente no garantiza su utilidad para resolver una ecuacidn dife-
rencial, en la que deseamos calcular el valor y(x,), con x;, fijo, a partir de y(xp), de forma que si
disminuimos 4 debemos de aumentar n, con xg +nh = x,,. Decimos que un método es convergente
si

Yn = ¥(%n)
con x, fijo, de forma que n — oo cuando 4 — 0. Vamos a considerar métodos de un paso por

simplicidad de notacion. Para que la consistencia garantice la convergencia, debe cumplirse que
la sucesion

Api1 = Ynr1 —Yns1)l = |y FhG (X0, Y, h) —y(xn) — hG (X, y(xn), 1) — ht (X, 1) | < [yn — (X))
1|t (X0, B)| + 1[G (X, Y0, h) — G(xn, y(xn), 1)

converja cuando & — 0. Repitiendo este proceso n veces y teniendo en cuenta que #(x,,, 1) < Mh?,
obtenemos

|yn+1 _y(xn+l)| S nthp +h |G(xn7yn7h) - G(xllay(xn)ah)’
+h|G(Xp—1,Yn—1,h) — G(xn—1,y(xpn—1),h)| + 1 |G(x1,y1,h) — G(x1,y(x1),h)|

La segunda suma debe de converger para que el método sea convergente. Esto se puede garantizar
si se cumple la condicién (conocida como condicion Lipchitz)

|G(xn7)’nah) - G(xn,)’(xn);h)’ <L ’yn _y(xﬂ)‘

para una constante positiva L. Tenemos que en este caso podemos escribir

Y1 =y )| < (VAL |yn =y (xa) | + |t (xns )|
que repitiendo n veces da
Yt =y@ar)l < RleCon, )]+ (L RL) [ (1, 1)+ B(L+RL)? [t (-2, )| +
oo h(14+hL)" |t(x1,h)] <
hMKP [(1+hL)+(1+hL)2+---+(1+hL)”} <
hMh? [exp (hL) 4+ exp (2hL) + - - - +exp (nhL)]
exp(nhL) — 1
exp(hL) —1

exp((x, —xo)L) — 1
exp(hL) — 1

IA

IA

< MhPH! [exp(hL)

)exp((xn —xp)L)—1

MhPH! [exp(hL) I

} < Mh? [exp(hL
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Por lo tanto tenemos que cuando 7 — 0

exp((x, —xo)L) — 1
L

[Ynt1 —Y(xns1)| < MRP

siL#0y
Va1 =YXt 1)| < (X0 —x0)MAP
si L =0. Vemos que este resultado no aumenta con n para x,, fijo, por lo que el método es con-

vergente. Por lo tanto la convergencia es una condicidon mds estricta que la consistencia (requiere
la condicidn Lipchitz o equivalente).

8.8.2. Errores de redondeo

Podemos pensar que podemos disminuir indefinidamemte el paso de integracion de forma
que nos aproximemos a la solucién exacta tanto como queramos. Sin embargo, cuando traba-
jamos con ordenadores, lo hacemos con una precision numérica € , de forma que en vez de la
sucesion y,, calculamos calculamos la sucesion y,, dada por

yl’H»l :5;}1 +hG(xn7xn717- . 7xn—k»}’n7)7n71»- . 7yn—kvh) + £

donde las tildes idican la relacidn de recurrencia afectada por los errores de redondeo. Tenemos
que y(x,) satisface

’yn-i-l _)’(xn—H)’ = ‘yn +hG(xna)7n>h) _)’<xn> _h(Gxnay(xn>ah) _ht(xnah) +8|
< vn =y + Rt (xn, h) |+ B |G (X0, Y0, h) — G(xn,y(x0),h)| + €
= |[yn—y(xn)| +hMh? + hL |y, — y(x,)| + € = hMh? + (1 +hL) |y, — y(x,)| + €

Vemos que si reducimos % por debajo de
€\ i
h<(3)
el error de redondeo dominard sobre el error de truncado, por lo que no tiene sentido disminuir 4

o aumentar el orden de convergencia para mejorar la precision del cdlculo. S6lo queda aumentar
la precision de la aritmética con la que operamos (cuddruple precision o precision arbitraria).

8.9. Ecuaciones en diferencias y estabilidad de ecuaciones di-
ferenciales

Uno de los problemas importantes es determinar si un método para resolver una ecuacion di-
ferencial es estable. Cuando resolvemos la ecuacion numéricamente, reemplazamos la ecuacién
diferencial por una ecuacion en diferencias. Las solucion exacta de esta ecuacion en diferencias
es distinta de la solucion de la ecuacion diferencial. La diferencia entre ambas viene dada en
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principio por el error de truncado del método, expresado como una potencia del paso de integra-
cion. Sin embargo, estas cotas de error no tienen en cuenta los errores de redondeo y los errores
en los valores iniciales. En un método de integracion dado, la ecuacion de diferencias asociada
serd

Yn+1 =Yn +hG(yn;}’n—la)’n—27 cee 7}’n—m7xn)

Si cambio el valor inicial en una pequefa cantidad, y; = yo + €, puede suceder que el cambio
en la nueva sucesion y; sea siempre pequeifio si € es pequefio, o que por el contrario que elrror
relativo r, = |y} — yu|/yn crezca indefinidamente. En este ultimo caso, decimos que el método de
integracion es inestable. Un método puede ser inestable en determinadas zonas de las condiciones
iniciales y los pardmetros, y estable en otras. La estabilidad se puede estudiar mediante la reso-
lucion exacta de la ecuacion en diferencias. La inestabilidad puede tener su origen en el tamafio
del paso de integracidn, en la ecuaccién en diferencias que reemplaza la ecuacién diferencial o
puede ser una propiedad intrinseca de la ecuacion diferencial, para una determinada region de los
pardmetros y condiciones iniciales. Este tiltimo caso es el origen de los sistemas cadticos. Aqui
vamos a estudiar dnicamente las inestabilidades producidas por el método nimerico empleado
para resolver una ecuacion ordinaria intrinsecamente estable, debidas tanto al tamafio excesivo
del paso de integracion como a soluciones pardsitas de la ecuacion en diferencias que no existen
en la ecuacion diferencial original. Para ilustrar el origen de las inestabilidades, vamos a consi-
derar el método del punto medio para el caso sencillo en que f(x,,y,) = —Ay,, donde A es una
constante. La solucién exacta de esta ecuacién diferencial es y = ce™**. Consideremos el método
de Euler

Yn+1 = Yn _hAyn = (1 _Ah)yn
Tenemos
Yn = (1 _Ah)n)’O

Si |1 —Ah| > 1, la solucién numérica satisfard y,, — oo cuando n — oo en vez de y,, — 0. Tenemos
un caso de inestabilidad, que se corrige eligiendo un paso de integracién suficientemente peque-
fio, h < 2/A. La mayoria de los métodos son inestables si & es demasiado grande. Una excepcidn
es el método implicito de Adams-Moulton de orden 1 y 2. Para el orden m = 2, este método da

h h
Yn+1 =Yn+ 5 (fn+1 +fn) =Yn+ 5 (—Ay, _A)’nJrl)

1 1

1—1pa\" -
Yn = % Yo =e Anh
1+ 1A

de forma que

con lo que obtenemos

que cumple y, — 0 cuando n — oo para cualquier valor de 4. Para el orden m = 1 tenemos

Yn+1=DYn +hfn+1
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que en nuestro caso particular se resulve como

1 n
Yn = (m) Yo

que siempre converge a 0 si A > 0. Esta es la razén de la convergencia de los métodos de Euler-
Cromer y Euler modificado.

Hay otro tipo de inestabilidades mds perverso que aparecen en los métodos multipaso, debido
a la aparicién de soluciones pardsitas. Por ejemplo, la ecuacion en diferencias dada por el método
del punto medio (de dos pasos) es

Ynt1 +2hAy, +y,—1 =0

Para resolver esta ecuacién en diferencias suponemos una solucion de la forma y, = 7", con lo
que obtenemos la ecuacion caracteristica

N 424hz—-1) =0

que tiene como soluciones no nulas, z; = —Ah++V/A2h2 + 1y zp = —Ah—+/A2h? + 1. Tendremos
por lo tanto las soluciones de la ecuacion en diferencias

n 1 "
NOR Zrll:[_Ah_ A2h2+1} :[_1_Ah_§A2h2+ﬁ(h3)} ~ (=1)"e™ + 0 (nh?)

= (1o )

n 1 n
W= ai= [—Ah+ \/A2h2+1] ~ [1—Ah+§A2h2ﬁ(h3)] ~ e~ A" 1 6 (nh?)
= e M4 o)

donde hemos tenido en cuenta x, — xo = nh. La solucidn general de la ecuacion en diferencias es
una combinacion lineal de ambas soluciones

yu = c1(—1)"eMn  cpe=Hn

Tenemos que la ecuacion en diferencias tiene, ademds de la solucién de la ecuacién diferencial,
la solucién pardsita y, = c1(—1)"e¢*. La solucién que corresponde a la ecuacién diferencial y
que deberia ser seleccionada por las condiciones iniciales es

Yu = Ca,e M

es decir, c; = 0. Sin embargo, en la prictica, los errores de redondeo y de truncado introducen
una componente de la solucién pardsita

Vi = 6(—1)”eAx” + cpe M
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que crece exponencialmente hasta enmascarar completamente la solucion verdadera. El error
relativo es de la solucién, que denominamos r;,, €s

n___ oo

*_
n_yn yn_}é(_l)neZAx
Yn 2

El origen de esta solucidn pardsita radica en la aproximacién una ecuacién diferencial de primer
orden por una ecuacién en diferencias de segundo orden. Como necesitamos dos valores de
comienzo, aunque estos valores sean exactos para la ecuacion diferencial, como la ecuacién en
diferencias es distinta, estos valores no corresponderdn a la solucion de la ecuacion en diferencias
que corresponde a la solucidn de la ecuacion diferencial y no la seleccionardn de forma exclusiva,
introduciendo componentes de las otras soluciones pardsitas. En general cuando resolvemos una
ecuacion diferencial de primer orden mediante un método de m pasos, la convertimos en una
ecuacion en diferencias de orden m, que tiene m soluciones. Si algunas de estas soluciones son
exponenciales crecientes, el método serd inestable.

Ejemplo: Demostrar la convergencia del método de Milne.

Las soluciones numéricas satisfacen

h
Yn+1 = Yn—1 + 3 (fnJrl +4fn +fn71)

mientras que las exactas

5
Con1) = 300 1) 3 (13 1)) 4 G 3) + £ 1) 30501))) — g 74 ()
Tenemos

Y(Xnt1) = Y1 = Y(¥n—1) —Yn—1+

o1 s1) — Frt 407 Gy (o) = fo) + £ 1,3 Cor 1)) — fo 1]

P
—9—0f (1)
Si se cumple la condicién Lipchitz

| f (s y(xn)) _fn| < L’y(xn) _yn|

tenemos
h
Y(Xnt1) = Yng1] < \y(xn_l)—yn-1|+§(L|y(xn+1)—yn+1|+4L!y(xn)—yn\+L|y(xn_1)—yn_1|)
hS
@) ‘
+55 |74

con lo cual

hL hL 4hL h
(15 ) o) =3mal = (15 ) 1) =3mal 25 o) 3+ g
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donde ‘ f (4)(11)‘ < M. Esta es una ecuacion en diferencias, con ecuacion caracteristica de la
hL\ , 4hL hL
1—— —z2—(1+— | =0
( 3 )z + 3¢ ( + 3)

21 = 1+hL+0(h?)

hL
o = —l++0(n)

ecuacion homogénea

cuyas raices son

La ecuacién no homogénea tiene la solucion coonstante

WM
180L

=

por lo que la solucidon general de los errores es

M
k k
y(xXn) —yn| = c12) + €225 — T80L
Como
y(x0) = yo
N M
cl+o=——
P2 180
Si el error en el primer término es |y(x;) —y1| = 8, se cumple
M
T2 800
WMo S
g = —+—
: 180L ' 2
o
0 = —=
2 2
k 4 4 4
7 h"M h"M h"M
vl <eFl1+22) o g+ )\ Ao 20
) =l —Clzl( e Zf;) 180L = ( * 180L> ‘1780

Esta cantidad tiende a 0 cuando % tiende a 0 si § = O(h), lo que ocurre siempre que se tome un
método adecuado para determinar y;. Por lo tanto el método es convergente.

Ejercicio: Demostrar la estabilidad del método de Milne

Suponemos una ecuacidn diferencial

y = Ay
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con lo que obtenemos la ecuacidn en diferencias

hA

5
Y1)~ S =0 1) ~ Y1 (3 11) ~ st 40 ) ~ ) + (G ) 3 )+ g | )

hA ey
Aps1 =AM+ 3 (A1 +40,+ A1)+ %0 ]f (n)\

Despreciando el error de truncado tenemos las raices

21 = 14+hA+0(h?)
hA

o = —l++00r)

Si suponemos un error inicial Ag, c; = Ag — ¢y, con lo que tenemos

nhA

hA\"
An:c1(1+hA)"+(Ao—c1)(—1+?) ~cre 4+ (=D (Mg —cr)e 3

Como la solucion exacta es
_ nhA
y (xn) =e

tenemos para el error relativo de la solucién

4nhA
~ci+(=D)*(Ag—cr)e 3

Vemos por lo tanto que, si A > 0, el método es estable, ya que el error relativo permanece acotado,
y que si A < 0 el método es inestable ya que el error relativo aumenta indefinidamente.

8.10. Eleccion del método de integracion

Hay diversos puntos a c onsiderar a la hora de elegir un método de integracién: volumen de
calculo para una precision dada, control de errores y estimacion del error, estabilidad, posibili-
dad de cambiar el paso de integracidn, y error de truncado. El volumen de cdlculo necesario es
esencialmente debido al célculo de las diversas funciones que aparecen en el método, por lo que
minimizar el nimero de funciones calculadas es esencial.

En los métodos de un paso (Taylor y Runge-Kutta) se puede cambiar facilmente el paso de
integracion y son estables. Por otro lado, la estimacion del error es dificil salvo en los métodos
de Runge-Kutta de orden superior que contienen otro inferior. El método de Taylor es dificil de
programar y requiere el cdlculo de muchas derivadas. Ambos métodos tienen excelentes errores
de truncado. Ademds no necesitan utilizar otro método para determinar valores de comienzo,
pués utilizan tantos puntos de partida como condiciones iniciales.

Los métodos explicitos e implicitos de orden m requieren valores de comienzo en m puntos.
Estos valores de comienzo deben de ser calculados por otro método, en general un método de
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Runge-Kutta del mismo orden. No permiten el cambio del paso de integracion de forma sencilla,
aunque se puede realizar mediante féormulas especiales. Los métodos explicitos no permiten es-
timar el error cometido y tienen un error de truncado incierto debido a la extrapolacién, mientras
que los métodos implicitos tienen un excelente error de truncado. Tanto métodos explicitos e
implicitos requieren pocas evaluaciones, una sola en el caso de los métodos explicitos, y unas
tres en los métodos predictor-corrector, que es menor que el esfuerzo numérico necesario en el
método RK4 y la mitad que en el método RKS. Los métodos predictor-corrector permiten adicio-
nalmente estimar el error cometido. Si el volumen de cdlculo es un factor decisivo, los métodos
explicitos o los métodos implicitos del tipo predictor corrector son una posibilidad a considerar.
Si las condiciones no cambian mucho de un problema a otro, de forma que conocemos el error
cometido y no hace falta cambiar el paso de integracion, los métodos explicitos son aconsejables,
pues requieren mucho menor volumen de calculo. Esto ocurre, por ejemplo, cuando realizamos
calculos comparativos con muchos potenciales similares, en los que varian s6lo en los valores de
algunos pardmetros que cambian ligeramente la forma del potencial.

8.11. Ejercicios

1. Considérese la ecuacion de movimiento
d*x 2
dr?
con las condiciones iniciales x(t =0) =0 y v(t = 0) = 10. Determinese la posicion y la
velocidad para t = 1 mediante el método de Euler y con paso & = 0,2.
2. Considérese la ecuacién diferencial
dy 1

dt — J1—¢*

con la condicién de contorno y(0)=0. Intégrese esta ecuacion diferencial hasta ¢t = 0,5 con
pasos de integracion Ar = 0,1, usando el método de Euler. Compdrerse el resultado con la
evaluacion numérica de la integral

0,5 dt

ON= )

con la regla trapezoidal con paso &7 =0,1.

3. La trayectoria de un modvil a lo largo de una linea recta viene descrita por la ecuacion

partiendo del punto x = 1 con velocidad inicial v = 1 ;Cudnto tiempo trancurrird hasta que
el movil llegue al punto x = 2? Utilicese el método de Euler con pasos Ax =0,2.
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4. Una particula de 1 Kg de masa se mueve partiendo del origen con una velocidad inicial de
10 m/s y estd sometida a una fuerza dada por la expresion

F = ox* — Bv?
con & = 1 N/m?y B = 0,002 Kg/m.

a) Escribase la ecuacion diferencial que describe el movimiento.
b) Transformese en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer grado.
¢) Escribanse las férmulas de integracion para el método de Euler.

d) Determinese la posicion, velocidad y aceleracion en# = 0,5 con paso h = 0,1, sabien-
do que las condiciones iniciales son x(0) =0y v(0) = 10.

5. Considérese la ecuacién diferencial y’ =y con la condicién de contorno y(0) = —9. Cal-
cular el valor de y(1) usando el método del punto medio, con dos y cuatro subdivisiones
del intervalo. Realizar a continuacion la extrapolacion de Richardson para obtener el mejor
valor. Comparar con la solucion analitica de la ecuacion diferencial.

6. Dada la ecuacion diferencial

d’x 2
W =t
con las condiciones de contorno para ¢t = 1
4
1) = 3
dx(1) 8
cdr 3

llevar a cabo un paso de integracion de valor 2 = 0,1 usando el método de Euler y el método
predictor corrector.

Problemas con ordenador

1. Un modelo de gran importancia en dindmica no lineal y Caos es el modelo de Hopf. En
coordenadas polares este modelo se escribe

dr
dt
do
dt

= Ar—r?

Este modelo tiene solucidn analitica

dr 1 1 1
s =dr | —— + =dt
Ar—r? r</1r 2A(NA+r) 21(\/%—;’))
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que tiene como integral

_2
lln r j:_:g =t—1
que da
2 Aexp(—Aty)exp(At)
N exp(—Ato)
(A —rd) <1 + Wexp(lt))

la integral angular es
0= 90—|—a)(l‘—l‘0)

por lo que vemos que produce espirales que tienden a circulos limite de radio r = VA
Demostrar que las ecuaciones en coordenadas cartesianas son:

dr

il Ar—r?
i,
dt

Resolverlas por RK4 adaptativo y estudiar la variacion del paso de integracion para dife-
rentes condiciones iniciales.

2. Osciladoor de Van der Pool

3. Ecuaciones de Lorentz

4. Lotka Volterra

5. Laecuacién de Mathieu viene dada por

y'(x) + (a—2qcos2x)y =0



