Capitulo 9

Problemas de contorno y de valores propios

9.1. Método del disparo lineal

Consideremos una ecuacion diferencial de segundo orden

y' = fxy,y)

sujeta a las condiciones de contorno y(a) = a e y(b) = B. Esta ecuacidn tiene solucién tnica
si f y sus derivadas parciales son continuas, df/dy >0y |df/dy| estd acotado. Si tenemos
F,y,y) = px)y +q(x)y+r(x), el problema es lineal. Las condiciones anteriores equivalen a
q(x) >0y |p(x)| < M, donde M es un nimero positivo.

La solucion general de la ecuacion

/!

y'=p@)y +q(x)y+r(x)

es una solucidén particular de esta ecuacion mds una solucion general de la ecuacién homogénea

y' =px)y' +q(x)y

Este problema se puede resolver mediante dos problemas de valor inicial. Consideremos los dos
problemas de valor inicial siguientes, en el intervalo [a, b]:

Y = Py +q(x)yr +r(x)
conyi(a) =aeyj(a) =0,y
s = p()ys +q(x)y2
con yz(a) =0 e y5(a) = 1. Llamemos y;(x) a la solucién de la primera ecuacién e y>(x) a la
solucién de la segunda. Supongamos que y,(b) # 0. Entonces, la funcién y(x)

y(x) = y1(x) + %yz (x)
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es la solucién del problema de contorno. Esto se deduce de escribir la solucién y(x) como la
combinacién lineal

y(x) = y1(x) + c2y2(x)

e imponer las condiciones de contorno en b

B = y1(b) +caya2(b)

y despejar c¢;. Para comprobar que y(x) es efectivamente una solucidn, hay que verificar que esta
solucion satisface la ecuacion diferencial con las condiciones de contorno. Basta sustituir los
valores de x = a y x = b para obtener y(a) = a y y(b) = B:

@ = nia+ B —a+0-a
0) = 3106+ E 2 0) =310+ B 0) =
Ademas, se satisface la ecuacidén diferencial:
Y = i)+ %ya’ (¥) = p()y1 + g1 +r() + % (PO (x) + g(x)y2 ()
e B ®) N Bewb) N
= o) (3104 200 ) 0 (0 + 2200 ) 100

= p()y'(x) +q(x)y(x) +r(x)

Queda estudiar el caso particular en que y,(b) = 0, para el que la solucién anterior no estd
definida. En este caso, podemos definir una tercera solucion de la ecuacion homogénea

Y5 = p(x)ys +4q(x)y3
con las condiciones iniciales y3(a) = 1y y3(a) = 0. Por la teoria de ecuaciones diferenciales
ordinarias, la solucidn existe, es tnica y se puede escribir como la suma de una solucién particular
de la ecuaciéon no homogénea y una combinacion lineal de las dos soluciones de la homogénea
Y(x) = y1(x) + c2y2(x) +€3y3(x)
De las condiciones de contorno tenemos
y(a) = a =yi(a) +caya(a) +c3y3(a) = a+c3

por lo que c3 = 0. Ademds, de la condicién de contorno een b y de la suposicion y,(b) =0, se
deduce

y(b) = B =y1(b) +c2y2(b) = y1(b)

por lo que se cumple y;(a) = ¢ y y;(b) = B. Como y;(x) es una solucién que satisface las
condiciones de contorno, y ademds es Unica, y,(x) debe ser idénticamente nula. Por lo tanto, en
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este caso, la solucion del problema es y;(x). El método del disparo lineal se puede emplear de
forma similar para condiciones de contorno generales

dny(a)-l-dlzy’(a) = o
doy(b)+dpny'(b) = B

En este caso escribimos

y(x) = y1(x) +c2y2(x) +c3y3(x)
con yy(x) e y3(x) definidas como antes, pero con y;(x) definida con condiciones de contorno
yi(a) =0ey)(a) =0,y sustituimos en las ecuaciones de las condiciones iniciales

diica+dpe = «
do1 (y1(b) + c2y2(b) + c3y3(b) +doa (¥ (b) + c2yy (b) + c3y5(b)) = B

que proporcional el sistema

dipcr+diics = o
(d1y2(b) +dn2ys (b)) 2+ (do1y3(b) + danys (b)) c3 = B —do1yi(b) —daayy (b)

que resolvemos para ¢ y c3 a partir de los valores numéricos de las tres soluciones de los pro-
blemas de valores iniciales y sus derivadas en b.

Ejemplo: Consideremos el caso del tiro parabdlico, tal como ocuure en el caso de un proyectil
disparado por un cafién inclinado un dngulo ¢. No interesamos en que el impacto se produzca
en un punto x = b. Las ecuaciones dindmicas son

d?x(t)
dt?
d?y(t)
dt?

con condiciones de contorno x(0) = y(0) =0y x(t7) = b con y(t7) = 0, donde 77 es el tiem-
po de impacto. Consideramos un dngulo de inclinacién o, de forma que x'(0) = vpcosa y
¥ (0) = vp sin ot. Como la solucién de la primera ecuacién es x(7) = xo + vy cos o, tenemos para
la ecuacion de la trayectoria y(x)

= —&

dy g

dx’>  vicos2a
con y(0) =0e y(b) =0, es decir & = § = 0. Consideramos dos soluciones, y;(x) con y;(0) =0
e y1(0) = 0 de la no homogénea, que es

X)=—°"
() 2v3cos? a

y una solucién y(x) de la ecuacién homogénea,

d2y

20
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con y2(0) =0e y,(0) =1, que es
y(x)=x
La solucion del problema es por lo tanto
B-n) e gbx

x) = y1(x) + =7y (x) = +
y(x) =y1(x) y2(b) y2(%) 2V8c052a 2v8c052a

que vemos que cumple las condiciones de contorno y(0) = y(b) = 0.

9.2. Método del disparo no lineal

Los problemas que aparecen en Fisica e Ingenieria son con frecuencia no lineales. En este
caso no se puede aplicar el método anterior, ya que la solucion general no se puede expresar
como una combinacion lineal de soluciones.

Sea la ecuacion

y'=flxyy)

con f(x,y,y') una funcién no lineal de y(x) e y'(x), sometida a las condiciones de contorno
fla) = ay f(b) = B. El método del disparo consiste en resolverla tomando y'(a) como un
pardmetro, y variando y'(a) hasta que y(b) = . Si partimos de un valor de partida 7y de y'(a),
tenemos que construir una sucesion fo ,f; t f3_. t . que converga a t, con y(b,t) = f3. Este
problema equivale a resolver una ecuacion no lineal

y(b,OC,t) :ﬁ

donde el término de la izquierda se obtiene integrando la ecuacion diferencial

y'=flxyy)

en el intervalo [a, b], con las condiciones iniciales y(a) = @ e y'(a) = t. Cualquiera de los métodos
de resolucién de ecuaciones nolineales es aplicable en principio. Vamos a considerar el método
de la secante y el método de Newton. El método de la secante construye la sucesion #; mediante
el método de la secante de solucién de ecuaciones no lineales, aplicado a la ecuacién f(r) =
y(b,o,t) — B = 0. Este método produce la sucesion

P (=) (—1 — tx—2) _ 00, a,1-1) = B) (tk—1 — tr—2)
T ) - fe) T b aney) —y(b 0,10

cuya determinacion requiere la resolucion de un problema de valor inicial para cada iteracion. Si
el punto de partida 7y no estd préximo a ¢, este método puede requerir un nimero de iteraciones
muy elevado, en cuyo caso es mds eficiente el método de Newton, que construye la sucesion #;a
partir de

flor) _ b at1)— B
Ft—r) ot @( L0 te1)

Ik = lg—1 —
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d
Sin embargo, para poder aplicar el método de Newton hace falta poder determinar d_)t) (b, o, ty—1).

Esta funcion se puede determinar a partir de un segundo problema de valor inicial, como vamos

a ver a continuacion. J p
Definimos la funcién w(x,7) = d—f(x, a =y(a),t =y (a)), con lo que w(b,r) = d—};(b, o,t).
Podemos construir una ecuacion para w(x,¢) a partir de la ecuacion para y(x), suponiendo que

las derivadas con respecto de x y ¢ son intercambiables y que las derivadas necesarias existen y
son continuas. Derivando y” = f(x,y(x, ,1),y (x, ,1)) con respecto de ¢, tenemos

dy"(x,y(a) = a,y'(@) =1) _dfdx dfdy dfdy df

_ _9f, af
dt oxdr dydt dy dt dy

(x,1)+ 8_y’w (x,1)

w'(x,t) =

donde hemos empleado que % se anula ya que x es independiente de ¢. Notemos que las primas

indican derivadas con respecto a x

dy d (dy d (x.1)
—— = =) =—w(x
dt  dt \dx ’

.. .. __dy(a) _ ’ _dy(a)

De la definicién de w(x, ), las condiciones iniciales sonw(a,t) = T(a)) =0yw'(a,t)= ngg =1.
Integrando la ecuacién para w(x,7) en el intervalo a < x < b con dichas condiciones iniciales,
obtenemos dy(b, a,t)/dt, para cada valor de 7, lo que nos permite obtener f, . Tenemos que

resolver, por lo tanto, dos problemas de valor inicial en el intervalo [a, b] por iteracion;

y'=f(xy,y)

con las condiciones iniciales y(a) = ¢, y'(a) = t, que proporciona y(x, a,) y ¥ (x, o, 1), y el
problema de valor inicial

W//(xatk> = fy(x,y,y')w(x, tk) +fy’(x7y,y/)wl(x7 tk)

con las condiciones iniciales w(a,#;) =0y w/(a.,t) = 1. Los valores de y(b,#;) y w(b,1;) nos
permiten calcular #;, ;. Estos dos problemas de valor inicial se pueden resolver por cualquier
método standard, como Runge-Kutta.

9.3. Mec¢étodo de diferencias finitas lineal

El método del disparo lineal tiene problemas de redondeo cuando una de las soluciones es
una exponencial creciente que crece demasiado deprisa. El método de diferencias finitas tiene
mejor comportamiento en este aspecto, pero requiere un mayor tiempo de célculo. Dividimos el
intervalo de integracion en N subintervalos, que producen N + 1 puntos incluidos los de contorno,
con lo que el espaciado h = b ;/a. En cada uno de los puntos de la malla de integracion, la
ecuacion diferencial

¥ (%) = p(ai)y' (x:) + g (xi)y(xi) +r(x;)
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se reemplaza por la version discretizada, en la que las derivadas se reemplazan por las formulas
centrales de diferencias finitas:
Y(it1) = 2y(xi) +y(xi1) p(x.)y(xi—kl) —y(xi-1)
h? ’ 2h
Reordenando estas ecuaciones, nos queda el sistema tridiagonal

1 pi 2 1 pi
Yi-1 (h2 2h) + i (—ﬁ —Cli) +Yit1 (ﬁ - E) =Ti

con las condiciones iniciales yo = o e yy4+1 = B . Las ecuaciones primera y ultima contienen
las condiciones de contorno, y tienen una forma ligeramente distinta de las otras. La primera
ecuacion queda por lo tanto como

2 L pr\ 1 pi
yl( h2 QI)+YZ(h2 2h)_r1 a<h2+2h>

mientras que la ultima

1 2 DN
)’N—1<h2 2h)+)’1v( hz-w) N — 'B(hZ 2h>

Este sistema tridiagonal se puede escribir en forma matricial como

+q(xi)y(xi) +r(x;)

Ay=>b
con _ )
1 p
_a —_ _
i ! <h2+2h>
r
y: y.z b: .
YN rN—1
1
o8-,
y
R . ]
I p 2 I p
422 . __P 0 0
2t T ? 2w
0 Ll.p 2 L _bps
A= 2o TP oo
0 0 0 0
I pnaa 2 I pnva
0 SR €\ bt e N S Y €\ it
2T on P aN-1 . 2h
PN
0 0 0 0 ISR (. A
i 2" on oI

Este es un sistema tridiagonal, que se resuelve facilmente por factorizacion LU. La solucion es
unica si la matriz A no es singular, lo cual sucede siempre si 4 es suficientemente pequefio.
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9.4. Meétodo de diferencias finitas no lineal

En el caso de que f(x,y,y’) no es una funcién lineal de y e y’, no se puede resolver el problema
de la forma expuesta en el apartado anterior. Tenemos el sistema de ecuaciones no lineales

y(xit1) —}’(xil)>

ey Yie) = 2y(x) + y(xio1)
V(o) = = 2h

hz

:f(xiayiay;) :f (X[,y(xi),

con las condiciones de contorno yo = @'y yy+1 = 3. Las ecuaciones que resultan son las siguien-
tes:

-0
—2y; = —a+h?
2 — 2y + f<x1,y1, T >
-
yi—2m+y = hf Xz,yz,y 2
2h
N —YN-2
YN —2YN—1+IN-—2 = hzf(xN—ly}’N—h%)
_ 2 B—yn-1
—2yn+yn-1 = —B+hSf AN YN> 5

Este es un sistema de ecuaciones no lineales, que se puede resolver por el método de Newton,
descrito a continuacion. Para aplicar este método hace falta una aproximacion inicial a x;, que
puede tomarse como el conjunto de puntos (x;,y;) que pasan sobre la recta que pasa por los
puntos extremos (a, &) y (b, ). La matriz Jacobiana es tridiagonal. El método de Newton implica
la resolucion de un sistema de ecuaciones lineales para cada iteracidn, por lo que el volumen
de cdlculo necesario es superior al método lineal en un factor igual al nimero de iteraciones
necesarias, suponiendo que se alcance la convergencia en el primer valor inicial utilizado.

9.5. Meétodo de Newton para funciones de varias variables

El método de Newton se puede extender facilmente al caso de funciones de varias variables.
Consideraremos aqui el caso de un sistema de m ecuaciones no lineales con » incognitas:

fl (x17x27x3, oo 7xi’l) = O
fZ(xlyxz,)Q, .. ,xn) =0

Sm(x1,x%2,%3,...,%,) =0
que podemos escribir en notacién vectorial como:

f(x) =0
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donde f(x) es un vector de m dimensiones y x un vector de n dimensiones. Las soluciones de este
sistema de ecuaciones (rai8ces) son vectores X a los que la funcién f(x) transforma en el vector
nulo. Llamemos & a una de estas raices. Si tenemos una aproximacion X, a la raiz, desarrollando
en serie de Taylor alrededor de la misma, y denominando e, = x,— o, podemos escribir :

f(xy) =f(c)+ Vi(c) -er + - -
Si nos quedamos en primer orden, y dado que no conocemos &, podemos suponer que la igualdad
f(xy) = VE(xr) - (Xr —Xp11)

z ) s eqe —
define un vector X, 1 mds préximo a la raiz que x,. Hemos utilizado f('o/ ) =0 y reemplazado la
raiz por Xy ;1 en ey. El término Vf(x;) es una matriz m x n, que denotamos por J, conocida con
el nombre de Jacobiana de la funcién f(x), y que viene dada por:

dfi 9fi ... 9h
(9)61 axg axn
9h 9fh ... 9f
e
Afm Ofm ... Ofm
8x1 axz (9)(,,

De la anterior igualdad, multiplicando por la matriz inversa por la izquierda de J (hemos supuesto
que en principio J no es cuadrada), J~!, que es una matriz de dimensiones n x m, obtenemos la
relacion:

Xr+1 = Xr —J_l f(xr)

que es la generalizacion del método de Newton para n variables. Esta relacién proporciona una
relacion de recurrencia a partir de un vector de partida xg, que converge a la raiz si X¢ se encuentra
en el atractor de ésta (como se denomina a la zona de convergencia), y si ademds, la matriz
inversa de la Jacobiana existe (J es no singular, en el caso de una matriz cuadrada). Como es
mds fécil resolver un sistema de ecuaciones lineales que calcular la inversa de la matriz de los
coeficientes. Por lo tanto, desde el punto de vista practico, conviene escribir el método de Newton
multidimensional como:

J X1 =J-x¢ _f(xr)

donde J es la matriz jacobiana calculada en el punto x,. Cada iteracion consiste en resolver un
sistema de ecuaciones lineales y utilizar la solucion encontrada para calcular la nueva matriz de
coeficientes y el nuevo vector de términos independientes (que supone la evaluacién de (n+ 1)m
funciones). En general, lo que se hace es actualizar el valor de x, por un valor 6x;, de forma que
Xr11 = Xr + OXr. Podemos escribir la anterior ecuacién como una ecuacién para 0xy:

J-oxp = —f(xy) 9.1)

que resolveremos en cada iteracidn para actualizar X, parando cuando ||dx;|| < €.
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9.6. Problemas de valores propios

En Fisica aparecen frecuentemente problemas de valores propios. Un ejemplo es la resolucion
dela ecuacion de Schrédinger con un potencial V (x). Lo que deseamos obtener son las funciones
de onda y(x) y los valores correspondientes de la energia E para dicho potencial:

d*y(x)
dx?

+V(x)y(x) =Ey(x)

En general, ponemos unas condiciones de contorno sobre la funcién de onda. Las mds simples
es cuando las condiciones se imponen en dos puntos distintos. Supongamos el caso W(xin) =
Y (Xmax) = 0. En este caso dividimos el intervalo [X,,,, Xmax] €n N + 1 subintervalos, con espacia-
miento

_ Xmax — Xmin

N+1

con lo que tendremos N + 2 puntos de integracion, con N incégnitas: y(x)... w(xy). Si reem-
plazamos la derivada segunda por su expresion en diferencias, tenemos

d*y(x)
dx?

Y(x+h) —2y(x)+ y(x—h)
h2

con lo que tenemos el sistema de N ecuaciones lineales

—y(0) 2y (n) + V) y(x) = ERy(x)
—y (%) + 2y () — Y(x) + V() p(a) = ERY(xn)
—W(xns1) 29 (%) — Y1) + th(xn) y(x,) = ER’ w(xn)
— () + 2y 1) — Ww-2) + BV (an)W(aw—1) = ERy(xy-1)
2y (xn) — Y1) + 1V (n)w(w) = ERw(xy)
que se puede escribir en forma matricial
AY = ER*¥
con A la matriz tridiagonal
[2+m7V; -1 0 0 0
-1 24rV, -1 0 0
0 —1  2+hVs —1 0 0
A= 0 0 . : :
: : —1 2+mVyy -1
.0 0 0 —1 2+1Vy |
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Vi
ypo | P2
YN

La resolucién de este problema de valores propios nos da simultdneamente las energias E,, (mul-
tiplicadas por 4?) y los vectores propios ‘P,,.

Otra alternativa para resolver este problema, es emplear el método del disparo no lineal, en
el que la energia E se toma como pardmetro a variar de forma que w(R) = 0. La dificultad
radica en encontrar buenos valores iniciales de la energia, de forma que el método de la secante
converja rdpidamente, y se encuentren todos los valores consecutivos de la energia. Se suelen
tomar como valores iniciales los valores de la energia obtenidos para problemas sencillos con
solucion analitica (pozo cuadrado, oscilador armoénico, etc.).

Unos de los problemas principales es que no se puede realizar una diagonalizacion del siste-
ma de ecuaciones de la forma usual, pues es necesario emplear un gran nimero de puntos para
obtener una precision aceptable de los valores propios mds bajos, y no podemos obtener todos
los valores propios para grandes matrices, aparte del hecho de que tampoco nos interesan los
valores propios altos. Interesa por lo tanto un m,étodo de obtener los m valores propios mds ba-
jos. Esté metodo utiliza el concepto de sucesiones de Sturm. Una vez que conocemos un valor
propio con precision, podemos determinar la funcion de onda de manera sencilla. Como la fun-
cion de onda estd indeterminada salvo una constante, que se determina posteriormente mediante
normalizacidn, le damos un valor arbitrario a Y7, y con este valor resolvemos el sistema para
Yy, ..., Wy. Posteriormente, determinamos la constante de normalizacién mediante la integral
numérica de la funcién de ondas, requiriendo que [ |w(x)|?dx = 1. La integral se obtiene
integrando numéricamente, por ejemplo, por el método de Simpson.

9.6.1. Determinacion de valores propios de matrices tridiagonales

Tengamos una matriz tridiagonal de la forma

[ di— A —e 0 0 0 7
—e d—A —e 0 0
—e dy—A —e 0 0
A— Al = 0 .
—e dN_l—;L —e
0 0 0 - dy—2 |
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El polinomio caracteristico se puede obtener dessarrollando en menores complementarios

PN<)«) = (dN - l)PNfl - €2PN72()«)
PN_] (/1) = (dN—l - l)PN_z(l) - €2PN_3<A)

Py(A) _ (d— A)Py(A) — Py(A)
P(A) = (d—A)P

Ry = 1
El conjunto de funciones P;(1),dei=1,...,N forma lo que se denomina una sucesién de Sturm.
Un conjunto de N funciones, fi(x),...,fi(x),...,fn(x), se dice que forma una sucesion de

Sturm en un intervalo [a, b], si se satisfacen las siguientes propiedades:
1. Cada f;(x) es continua em [a, D).
2. Elsigno de la dltima funcién f,(x) es constante.

3. Si para un nimero x, fj(x) =0, entonces f;_;(x) y fi+1son distintas de 0, y ademds tienen
valores opuestos: f;_1(x) - fir1(x) <O.

4. Si para un determinado valor x se cumple fj(x) = 0, entonces para un valor de & suficien-
temente pequefio se cumple siempre

fo(x—h)
Filr—h) 0
fo(x—l—h)
f1<x+h)

Las sucesiones de Sturm tienen la propiedad de que el ndimero de ceros de fy(x) en [a,b] es igual
a la diferencia del nimero de cambios de signo de la sucesion en los extremos del intervalo. Si
ng y np son los nimero de cambios de signo desde un punto A hasta a y b, respectivamente, hay
|ng — np| ceros en el intervalo [a, b]. Esta propiedad nos permite conocer cuantos valores propios
hay en el intervalo.

Los polinomios P, crecen muy deprisa con n, por lo que es conveniente escribir la relacion
de recurrencia anterior en términos de los cocientes Q, = P, /P,_1:

On(A) = (dv—2)—e/On-1()
On-1(A) = (dy-1—2A)—€¢*/Qy-2(R)

>0

~

O2(R) = (d2—A)—e*/Qi(A)
0i1(4) = (di—4)
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A menudo s6lo estamos interesados en un pequefio nimero de los valores propios mds bajos
(energias de los primeros estados ligados). Para ello es conveniente obtener una cota del intervalo
en el que se encuentran los valores propios.
Si tenemos un valor propio A
Ax = Ax

y tomamos normas, suponiendo ||x|| = 1, teniendo en cuenta ||Ax|| < ||A]| - ||x]||, tenemos
[lAx][ = [A] < [|A]

Estas relaciones son vdlidas para cualquier norma, y en particular para la norma L, dada por el
mdximo de la suma de los valores absolutos de los elementos de una fila. Por lo tanto, la cota
superior A de los valores propios es el méximo de |e| + |d1|, |e| + |dn| , 2|e| + d;, y todos los
valores propios se encuentran en el intervalo [—A, A]. Si quiero encontrar los m primeros valores
propios tengo que encontrar un punto L para el cual el nimero de cambios de signo de la sucesion
de Sturm sea |[n(—A) —n(L)| = m. Este punto se encuentra facilmente por biseccion. El intervalo
[—A, L] hay que dividirlo en subintervalos donde el el niimero de cambios de signo varie en una
unidad. Esto se realiza también facilmente por biseccidn. En cada uno de estos subintervalos hay
que calcular una raiz de Py(A), lo cual se podria realizar por un método de horquillado, como
régula falsi o Miiller, calculando Py(A4) mediante las relaciones de recurrencia anteriores. En
la préctica, Py(A) crece muy rdpidamente, y para calcular la raiz se determina el punto donde
On(A) cambia de signo. Como esta funcién no es continua, pasando bruacamente de positivo
a negativo, hay que utilizar el método de biseccidn, determinando el punto donde el nimero de
cambios de signo aumenta en una unidad.

El método determina con precisién los valores propios mds bajos. Cuando determinamos
valores propios elevados, que sean una fraccién apreciable del nimero de puntos en el que cal-
culamos la funcién de ondas, aparecen valores propios con errores numéricos elevados e incluso
signo incorrecto.

9.6.2. Integracion de la funcion de ondas

Una vez determinado un valor propio A, es trivial integrar la funcion de ondas correspon-
diente. Comenzando en xp, tenemos la relacion de recurrencia hacia adelante

Vi = (di = )V — i

con d; = 2+ h?V(x;), 1//6"’ =0y l//{”’ = 1. Este dltimo es un valor arbitrario, que tomamos
porque necesitamos dos puntos de partida. S6lo influye en la normalizacion (provisional) de ..
La normalizacién definitiva la hacemos igual a la unidad al final de los célculos, multiplicando
toda la funcién de ondas por el inverso de la raiz cuadrada de la norma. También podemos utilizar
la relacién de recurrencia hacia detras,

v = (dig1 — M)y — wih

con Y5 =0y yi", = 1. La funcién de ondas puede crecer muy rapidamente, produciendo el
riesgo de overflows, por lo que se necesita tomar precauciones especiales: cuando la funcién de
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ondas supera un valor maximo, 10%°

valor, para evitar overflows.

En la préctica lo mds adecuado es integrar la funcion de ondas hasta un valor intermedio
del intervalo de integracion, x,,, utilizando ambas relaciones de recurrencia desde cada uno de
los extremos, y multiplicar la funcién de ondas posteriormente por una constante, de forma que
ambos tramos de la funcién de ondas coincidan en este punto:

, por ejemplo, se renormalizan todos los puntos por este

t iln Xt

x v

it — oy
m

Adicionalmente, se calcula la constante de normalizacidn, y se normaliza la funcién de ondas
multiplicandola por el inverso de la raiz cuadrada de la norma. Para calcular la norma, integramos
la funcidén de ondas por el método de Simpson, por ejemplo:

Xmax h
N= [ " [y()Pdx =2 (5 +4v7 +293 +4y5 +205 + - +4y7 + V7))

Xmin
y renormalizamos todos los valores calculados anteriormente

1
Wzﬁﬁ%

9.7. Meétodos variacionales

Muchos problemas de Fisica con condiciones de contorno se pueden plantear alternativa-
mente como un problema variacional. Si tenemos un lagrangiano L(y,y’,x), las ecuaciones de

Lagrange,
d (oL _ (oL g
dx \ dy dy)

con las condiciones de contorno y(x;) =y; y(x2) =y2 , son equivalentes al problema variacional

X2
ol = 5/ L(x,y,y)dx =0
Xy

donde se considera la integral / del Lagrangiano para todas las funciones y que satisfacen las
condiciones de contorno y 9 significa variacion dentro de este conjunto de funciones. Una apro-
ximacion alternativa al problema de contorno es considerar una familia suficientemente amplia
de funciones, que satisfacen las condiciones de contorno y que dependen de un conjunto de pa-
rdmetros cy, ¢y, ..., cy. Los pardmetros valores de los pardmetros c; se eligen de forma que la
integral tenga un extremo:

al

(9ck N
lo que nos proporciona un conjunto de ecuaciones para los pardmetros c¢;. En muchos problemas,
el Lagrangiano es cuadrdtico en y e y, por lo que el sistema de ecuaciones anterior es lineal si y

0
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es lineal en los pardmetros cj. Desarrollamos y; como unsa combinacion lineal de un conjunto de
. l / . ., . . l
funciones base f{(x), por lo que y;(x) queda como una combinacion lineal de las derivadas g} (x)

. d .
gx) = i),

Vi = 2efi)

Vi = Dlcgi)

L = Y ag(x)yiy,+ X bu(x)yiyi+ Y, di(x)y,
il il l

= X ki ()8i8m + X, kenbmn () fifo+ X cndi (X)1,,
ilkm ilkm Im

Las funciones f; se pueden tomar como splines cubicos, B-splines, o un sistema adecuado de

funciones base. La condicion para que esta solucidon converja a la solucion exacta es que y se

pueda expresar como una serie convergente de las funciones fj. Aparte del lagrangiano, la tnica

informacion que necesitamos son las integrales

X

i 2 i i 2 i i : i
1" = [ gl dx, 10" = [ a1 = [ di) fitods

1 1 1

El sistema de ecuaciones que se obtiene de

dL

=0
acl,

€S

;C;( (é;)i@éﬁﬂ) _

que proporciona una ecuacion para cada pardmetro de cada funcion.
Vamos a considerar un ejemplo: La ecuacion

—% (p(x)%) +q(x)y=r(x)

representa un gran nimero de problemas fisicos si seleccionamos adecuadamente p(x) , g(x) y
f(x): flexiones de varillas cargadas de seccidn variable, osciladores arménicos forzados, etc. Esta
ecuacion deriva del Lagrangiano

L= p(x)y” +q(x)y* — 2r(x)y

Tomemos las condiciones de contorno y(a) = ¢ e y(b) = B. La integral

b
[ w)as
a
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debe ser minima para la solucidn, tomada entre todas las funciones y que satisfacen las condi-
ciones de contorno. Consideremos y(0) = y(1) = 0 como condiciones de contorno, que como
veremos mds adelante son suficientemente generales. Un conjunto adecuado de funciones base
para describir el lagrangiano son las funciones diente de sierra, definidas en los subintervalos

[Xi—1,Xi+1] como: r

0 x < Xi_1
—EL i <x<x
5t = {
! Tl =X <
Xip1—Xi Tt = Fi+l
0 X > Xit1

\
Las derivadas de estas funciones son extremadamente sencillas, aunque no continuas

;

0 X <Xji—1
1 . .
gi(x) = 4 X1 SX X
—1 . .
o N <x <Xy
0 X > Xy

\
Los productos cruzadosde estas funciones son nulos salvo cuando corresponden al mismo subin-
tervalo o a subintervalos vecinos inmediatos. Es decir:

Jifv = gkgw =0

salvo para k' = k,k — 1,k + 1. Por lo tanto tenemos dnicamente las integrales

(1) Xi+1 (1) Xi+1 (1) Xi+1
I’ = / p(x)g; ()dx, I, = / p(x)gigi-1(x)dx, I, = p(x)gigi+1(x)dx

i—1 i—1 Xi—1

~N
I

&= [ s 10 = [ i 10 = [ p)sisi s

i—1 i—1 i—1

19 == [ sy

i—1
Estas integrales se pueden evaluar numéricamente, por el método de Simpson por ejemplo. Se
obtiene un sistema de ecuaciones tridiagonal

1 2 1 2
Chk—1 (11£k)71 +Il£k)71> +Ck <IIEI<) +I/Ek)> + Cit1 <11£k)+1 +11£k)+1> 1( )
que se resuelve por el método de eliminacién de Gauss.
Ejemplo: Tiro parabélico

9.7.1. Redefinicion de condiciones de contorno mediante cambio de varia-
bles

Aunque la aplicacién del método variacional al problema

i (P )+t =t
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con las condiciones de contorno y(0) = y(1) = 0 puede parecer un caso demasiado particular,
este no es el caso. De hecho, mediante el cambio de variables

z(y,x) = y(x) — Bx — (1 —x)

se transforman las condiciones de contorno y(0) = a e y(1) = B enz(0) =0y z(1) = 1. Adicio-
nalmente, un intervalo [a, b] se transforma en [0, 1] mediante el cambio de variables

=

b—a
Por lo tanto, el cambio a la variable z
2(t)=y(t)—pt—a(l—t)

pasa de las condiciones y(a) = ¢ e y(b) = B a las condiciones z(0) =0y z(1) = 1, y la ecuacién
diferencial

(P05 ) o =t

_E dx
pasa a
4 pe-a)+ a2 L)y gb—a)+a)y=r(t(b—a) +a)
7 \P a adt(b—a)2 q a)+a)y=r a)+a
_% <p(t(b—a)+a) <%+B—a> —(b_la)2>+q(t(b—a)+a)y:r(t(b—a)+a)
d dz 1
—E(p(t(b—a)+a>am)+q(t(b—a)+a>(z<t)+ﬁt+a(1—t)) -
r(t(b—a)+a)+ﬁp’(t(b—a)+a)
- (P0F) +0z=r0)
con

P(t)=p(tb—a)+a)

Q1) =q(t(b—a)+a)(b—a)’

R(1) = (b—a)r(t(b—a)+a)+(B—a)p'(t(b—a)+a)+
qgt(b—a)+a)(Bt+a(l—1))(b—a)’
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9.8. Interpolacion por splines cubicos

La interpolacion polinomial tiene el inconveniente de que el polinomio interpolador puede
oscilar fuertemente entre los puntos interpolados. Para muchas aplicaciones practicas, interesa un
algoritmo que proporcione una funcidn interpoladora que se comporte suavemente. El modelo
mds sencillo es una interpolacion lineal a tramos, constituida por rectas que unen los puntos
interpolados. Sin embargo, este tipo de aproximacion tiene una derivada discontinua en lo puntos
de interpolacion. Para muchas aplicaciones practicas, en las que se incluyen la resolucion de
ecuaciones diferenciales en las que intervienen funciones medidas experimentalmente, interesa
una funcion aproximadora que tenga derivadas continuas hasta un orden dado, aparte de ser
continua. El método de splines se basa en encontrar funciones que cumplan estas caracteristicas.
Se define un spline de orden m en una serie de n+ 1 puntos de interpolacién { (xo, o), - - (Xn,yn)}
como un conjunto de n funciones Sy (x) (frecuentemente polinomios de orden m) definidas en el
intervalo [x;, x4 1] , que satisfacen

Sk(xk) = Skr1(x)
Se() = Sipr(x)
Six) =S¢y ()

S V) = s )

Como veremos mds abajo, hay que introducir en general condiciones de contorno adicionales en
los extremos xg y x, para que las funciones Sy (x) estén univocamente definidas. Los splines mds
utilizados son los cubicos, debido a que son los mds sencillos con derivada segunda continua, y
por lo tanto son adecuados para aproximar funciones que intervienen en ecuaciones diferenciales
de segundo orden. Si escribimos

Sk(x) = a +bi(x — xi) + e (x — x0)* + di(x — x1)°
las dos primeras derivadas vienen dadas por
Sk (x) = by + 2k (x — xg) + 3dj (x — x)*
S (x) = 2¢x + 6k (x — xi.)

La condicién de que los splines pasen por los puntos de interpolacion da Sy (x;) = a; = yx, que nos
dice que los coeficientes a; son los valores de la funcién interpolada en los nodos. El significado
de los otros coeficientes es obviamente S) (xx) = bk, S”(xx) = 2¢cx y S (xk) = 6dj.. Tenemos que
las ecuaciones de continuidad de las funciones Si(x) y sus derivadas primera y segunda en los
n— 1 puntos de interpolacion intermedios x1, k =0,...,n—2 (las condiciones de continuidad
no se aplican a los extremos) dan

a1 = ag+ (X — xk) + (1 — 1) + di (v —xe)?
bryi = by +2ck(xy —xx) +3dk (1 —xi)?
20641 = 2c;+6di(xpy1 —xg)
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que constituyen un sistema de 3(n — 1) ecuaciones para determinar los 3n coeficientes by,c; y di.
Una condicion adicional es que el dltimo spline pase por el dltimo punto: S, (x,) = y,. Nece-
sitaremos por lo tanto dos condiciones adicionales para poder determinar todos los coeficientes.
Daremos mads adelante estas condiciones. Para simplificar la notacién, introducimos la definicién
hy = xp41 — x;. Podemos escribir las ecuaciones de continuidad anteriores como

et — G _ by + crhi + dih?
hy,
bepr —by = 2cihy+3dihi
Cht1 —Ck = 3dihy 9.2)

De las posibles formas de resolver el sistema de ecuaciones anterior, la mds cdmoda es despejar
los coeficientes dy y by de forma que obtengamos un sistema de ecuaciones para los coeficientes
. S1 despejamos
Ci+1— Ck
dy = X"k
3hy

en la dltima ecuacidn y lo introducimos en la segunda ecuacion, obtenemos

Ck4+1 — Ck hz

b1 — by = 2ckhy +-3 3 kT (ck+ cry1)hi 9.3)

Necesitamos otra expresion independiente de by — by para obtener una ecuacidn para los cy.
En la primera de las ecuaciones 9.2 podemos despejar by:

Ajet1 — i 2 Okl — 0k Chl —Ck,p _ Gkl —ak 2 1
by = ———— —cphy—dih; = ——— — il — hy; = — —crhy — = h
k e Crle — dichy I, Crlk 3,k e 3 Ok = 3 Chr1 Mtk
y cambiando & por k + 1 obtenemos
Qri2 — a1 2 1
by = % — 3Ok 1 — S Ck2 P
k+1
Restando estas dos ecuaciones queda
Aky2 — Aga-1 Al 1 — g 1 1 2 2
bgy1 — b = +h = +h — 3Ck+2Miert + 3Gkt = St + g (9.4)
k+1 k

Igualando esta expresion con la ecuacién 9.3, obtenemos finalmente una relacion entre los cy:

1 2 1 ag+2 — k41 Apy1 — Ak
_Ck+2hk+l + 5 Ck+1 (hk + hk+1) —+ _Ckhk = + +1 +
3 3 3 eS| hi

Estas ecuaciones forman un sistema tridiagonal. Si definimos

ag+2 —Ag+1 k41 —dg
Vi1l = 3 —
* hit1 hy

tenemos que el sistema tridiagonal queda como

Cr2hicr1 +2¢k 1 (e + hy) + cihie = viey
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cuya forma matricial es:

h() 2(h0+h1) h] 0--- 0 0 0 co V1
0 h 2(hy +hy) hy 0 . 0 c1 1)
0 0 hy 2(h2 + h3) h3 0 ) V3
0 0 0 h3 2(h3 +h4) 0 =
. . . Cp—2 Vp—3
L 0 0 0 hn—3 2(hn73 +hn72) hy—2 1 L -1 | Vn—2 |
9.5)

que es un sistema de n — 2 ecuaciones para n incognitas. Necesitamos dos ecuaciones adicionales
para determinar los c;. Estas dos ecuaciones se proporcionan mediante dos condiciones en cierta
forma arbitrarias, pero de las que depende la calidad del ajuste. Las dos formas mds usuales de
proporcionar estas condiciones adicionales son:

1. La condicién denominada splines naturales, que impone derivada nula en los extremos:
Sp(x0) =S (xn) =0.

n—1

2. La condicién de splines sujetos (clamped), que fija la derivada en los extremos S (x) =
f'(x0) y 8,y (xn) = f"(xn).

La condicidn de splines naturales implica cp = ¢, = 0. El coeficiente ¢, no pertenece a ninguno
de los splines en [xg,x,], sino a un spline arbitrario que comienza en el extremo x,, pero la
introduccién de S, (x) permite extender las ecuaciones para los coeficientes ¢ con una ecuacion
adicional

hp—acp—2+ z(han +hy— )Cnfl = Vn—1
La condicién ¢p = 0 nos permite eliminar la primera columna de la matriz del sistema 9.5. Con
estas dos modificaciones, el sistema de ecuaciones queda de la forma:

[ 2(]1()—1—/11) hy 0--- 0 0 0 - - -

hy 2(hy +hy) hy 0 : 0 “l .

0 hy  2(ha+hs) h3 0 2 ’2

0 0 hs 2(h3 +hy) 0 R B

0 0 . oy 2(hn-s+hy2) I Cn-2 Yn-2
0 0 0 Bna 2hpoy+hyy) | L4 LVt

que es un sistema de n — 1 ecuaciones con n — 1 incdgnitas. Este sistema se puede resolver
facilmente por eliminacion de Gauss. Cada paso de eliminacion se aplica solamente a la fila
inmediatamente inferior, ya que los elementos inferiores de la columna son nulos. El factor de
eliminacion de la segunda fila es
/ d
2= T
2(ho+M)
Después de la eliminacion, la subdiagonal inferior se anula. El término en la diagonal toma un
nuevo valor u, dado por
h2
1

—o(hy+hy) — —
ty =2(h1 +ha) 2(ho +h1)
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Los elementos u; de la diagonal a partir de la segunda fila, después de la reduccidn, vienen

dados por
2

hy
U1 = 2(he + i) + i firr = 2(he + i) — p

firn =%
k+1 — ——
+ e
y los términos independientes quedan como,
hievi

/
Vi1 = Vi1 — M_k

El sistema de ecuaciones, después de la reduccion de Gauss, toma la forma:

2(ho+h)) hy 0--- 0 0 0 ci . -
0 uw hy 0 0 &) V1
0 0 uy hj 0 C3 v,2
0 0 0 u 0 N
. L . J
0 o - 0 w2 hy Cnn v7_2
0 0 0 o+ 0 w1 ||e, | Lt

Este sistema se resuelve facilmente por sustitucion hacia atrds,

/
1%
n—1
Ch—1 = 0
n—1
/
Vi — hiCri
Cr — —u
k

con lo que determinamos todos los coeficientes c;. A partir de los ¢, determinamos los coefi-
cientes d; mediante la relacién
Ck+1 —C
dr — k+ k
3hy

Los coeficientes by, se obtienen de la relacidén de recurrencia
br1 = by + (ck + cr1) i

con el valor inicial de by determinado por la ecuacion de continuidad de Sp y Sien el primer nodo
X1-

»_ai—a ¢
-~ ho 3

ho

donde hemos tenido en cuenta que ¢y = 0.
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En el caso de splines sujetos, damos como datos adicionales los valores de fy f (o estima-
ciones de los mismos). Tenemos por lo tanto S (xo) = bo = f3 y Su—1(xn) = bp—1 +2cn—1hp—1 +

3a’n_1h,21_ | = /7. La ecuacién de continuidad en x;da

a) —

coho + doh% = 7

L5

La anterior expresion, introduciendo dy en funcién de ¢ y ¢, queda como

€1 —Co

a)—ao

Co/’lo +

3ho

W =

ho

fo

ap —do

(ZCO +Cl)]’l0 =3 (

—f6>

Andlogamente, en el punto x, imponemos la condicién de que la derivada de S, (x) valga

I (xn):

b1 +2¢n thy 1 +3dy 12y = f)

De la condicion de que el spline S, pase por el extremo x, obtenemos

bnt + Cnthn_1 +dn_1hy | =

Restando ambas ecuaciones eliminamos b,_; con lo que obtenemos la relacion,

Cnthy_1 +2d, H2_y = f)—

Poniendo d,,_; en funcién de los ¢y,

Cn — Cp—1

d . pu—
n—1 3hn71

obtenemos finalmente la ecuacion adicional para ¢, busca

a
(Cn—l +2Cn)hn—l =3 (f,; -

ap — dp—1
hn—1

da:

n _an—1>
hn—l

anp —an—1

Afadiendo al sistema de ecuaciones que determina los ¢ las dos ecuaciones adicionales en los
extremos inicial y final, tenemos que los ¢, vienen dados por la solucion de un sistema de n 4 1

ecuaciones con n + 1 incdgnitas:

[ 2h0 ho 0--- 0 0 0
hy  2(ho+hy) h 0 0
0 hy 2(h +hy)  hy 0
0 0 hn72 2(hnf2 + hnfl) hnfl
| 0 0 0 1 2hpy |

€0
1
2

Cn—1
Cn

Vo
V1
V2

Vn—1
Vn
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ap—aop /
—3 _
"0 ( ho O)

an —ap—1
-3 1 Yn n
Vn (fn hnfl )

Para los otros valores de k, v, viene dado por la misma expresidon que en el caso de splines
naturales:

con

(ak+2 — k41 Qk4+1 — ak)
Vi = 3 -
My 1 hy

Por lo tanto, en el caso de splines sujetos obtenemos un sistema de n + 1 ecuaciones con n + 1
incognitas, que se resuelve como en el caso de splines naturales. La primera etapa de eliminacién
de Gauss da el sistema reducido

[ 2hg hog 0--- O 0 O co Vo
0 ui h1 o --- 0 C1 vll
0 0 u h2 0 ) . v/2
0O O 0 u3 0 : - :
. . ) : - v
0 0 0 0 u, Cn v
con
2h 3h
u = - =
1 1= 50
hZ
_ k—1 _
uk—Z(l’lk_l—f—hk)— k=1,....n—1
Ug—1
h2
Uy =2h, 1 — nl
Up—1
R 1Vi—
Uk—1
Este sistema se resuelve por sustitucion hacia atrds:
-
Up
Vi — hiCip
cr=—-—7—
Ui

con vy = vg y up = 2hp. Los coeficientes by y di se determinan como en el caso de splines
naturales.
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9.8.1. B-splines

Los B-splines (bell shaped splines) o splines acampanados, son una version de los splines
cubicos que se anulan en los extremos. Proporcionan un conjunto base para desarrollar el lagran-
giano con derivadas continuas. Se requiere que satisfagan en los extremos tanto la condicién de
splines sujetos como la de los libres

B'(xg) = B'(x4)=0
B”(x()) = BN(X4):O

Como consecuencia no se pueden imponer los valores en todos los nodos, ya que habria dema-
siadas ecuaciones por lo que sélo se imponen los valores en tres puntos

B(xo) = B(X4):0
B()Q) =1

Se toma xg = —2, x; = —1, x0 =0, x; = 1, xp = 2 sin pérdida de generalidad, puesto gjue se
puede pasar a estos puntos mediante un cambio cde variables. El polinomio resultante es

(0 x< =2

12+’ 2<x< -1
Bx) = He+x)’—404+x)° -1<x<0

He-x?-40-x° o0<x<1

T2—x)y 1<x<2

0 x>2

Para un valor x; de la malla entre i =2 e i = N — 2, se toma B;(x) = B (% — i). Estas funciones

son continuas y no nulas entre x = (i —2)h y x = (i+2) h. En los puntos i =0, 1, N— 1 y N hay
que redefinir los B; de forma que se anulen y sean continuos en i = 0 y N. Teniendo en cuenta

que B(x) = §,enx =1y x = —1, una definicién adecuada es
(0 x< —
T2+x)’ —2<x<—1
B(x) He+x)’—4(14x)?° -1<x<0
He-x?-401-x° o0<x<1
i2-x) <x<2
L0 x>2
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y
(0 x< =2
T2+4x) —2<x< -1
B(x) He+x)?—40+x)° —1<x<0
He-x*-401-x° o0<x<1
%(2—)6)3 1<x<2
0 x>2

Ve

9.9. Meétodo variacional empleando B-splines

Otro conjunto adecuado de funciones base, son los splines ctibicos, que tienen la ventaja de
tener derivadas continuas. En este caso, las funciones p(x) y ¢(x) se aproximan también por
splines cubicos, y las integrales se realizan facilmente, ya que son integrales de polinomios.



