Capitulo 10

Ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales

10.1. Clasificacion de las ecuaciones en derivadas parciales

Los problemas en derivadas parciales que aparecen en Fisica se suelen clasificar en tres tipos
principales: problemas parabdlicos, elipticos e hiperbdlicos.
Los problemas parabdlicos corresponden a ecuaciones del tipo de la de difusion del calor

T (x,y,z,1) _ <(92T(x,y,z,t) N 9°T (x,y,2,t) N 82T(x,y,z,t)>
ot ox? dy? 072
Los problemas hiperbdlicos a ecuaciones similares a la ecuacién de ondas
Iy(x,y,z1) _ 5 (32W(x,y,z,t) N I’y (x,y,2.1) n 821//(x,y,z,t))
or? dx? dy? dz?
mientras que los problemas elipticos corresponden a las ecuaciones de Poisson

*®(x,y,z,t) N J*®(x,y,z,t) N *0(x,y,z,t)  p(x,yz,1)

ox? dy? 7> €

y Laplace
°D(x,y,z,t)  I*®D(x,y,z,t) I*D(x,y,z,)
ox? * dy? + 27>
para el potencial eléctrico. En general, si consideramos una ecuacion diferencial en derivadas
parciales en dos dimensiones de la forma

Py(xy) | Pylxy) L Pylxy)  dy(xy)
o dy? b dxdy +d dx

se denomina hiperbélica si b*> — 4ac > 0, parabélica si b*> —4ac = 0 y eliptica si b*> — 4ac <
0. En Fisica, la dimension temporal es la tnica esencialmente distinta de las tres dimensiones
espaciales en cuanto a su comportamiento, por lo que en caso de varias variables el tipo se refiere
a la variable temporal y una de las espaciales.

=0

.
+e Wa(fc’y) + foy(x,y)+g=0
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Ejercicio:

Comprobar que la anterior definicién general coincide con los tipos de las ecuaciones de
ondas, difusién y Poisson avanzados anteriormente.

10.2. La ecuacion de propagacion del calor (ecuacion de difu-
sion)
Vamos a estudiar en primer lugar la ecuacion de conduccion del calor,

IT(x,t) T (x,1)

o o

que es mds ilustrativa y sencilla al mismo tiempo. Esta ecuacion representa la evolucion del perfil
de temperatura 7 (x,¢) en funcién del tiempo en una barra de coeficiente térmico k . Una ecuacion
similar es la ecuacién de difusion, que da la concentracién C(x,7) en funcién del tiempo de un
soluto con coeficiente de difusién D(x) en un disolvente :

(i) 9 C(x,1)
o1 :ﬁ(D(” Ix )

Esta ecuacion se reduce a la ecuacion de propagacion del calor si el coeficiente de difusion D es
constante. Consideraremos en lo que sigue sélo ejemplos en dos dimensiones por sencillez, para
evitar supermatrices en tres y cuatro dimensiones y para mantenerse en un volumen de cdlculo
moderado. Como tenemos que discretizar el espacio y el tiempo, introducimos la abreviacién

T (xi,t,) =T/

1

Vamos a considerar condiciones de contorno de Dirichlet

T(x=—L/2,t)=T,

T(x=L/2,1)=Tj

asi como condiciones iniciales:
T (x,0) = f(x)

Para discretizar el espacio y el tiempo, tomamos un paso de integracion espacial de 4 y un paso
temporal 7, con lo que #, = nt y x; = ih — L/2. En general, estos espaciados son distintos, y
como veremos, hay relaciones entre ellos que optimizan la precision numérica del resultado.
Supondremos que los indices i y n comienzan en 0, de acuerdo con la convencion en los lenguajes
C y C++. Tomaremos condiciones de contorno nulas por simplicidad.
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El primer esquema de integracion que vamos a considerar es el llamado de diferencias finitas
progresivas en el tiempo y centradas en el espacio, abreviado como FCTS ( de Forward Time
Centered Space). Tomamos como aproximacién a la derivada temporal

dT (x,t) _ T(t,+ 7,x;) — T (tn,x;) _ TinH e
ot T T

In,Xi

mientras que para la derivada espacial tomamos diferencias centradas

T (x,t)  T(tn,xi+h) —2T (tn,x;)) + T (tn,x;i—h) T1, —2T"+T",

ax? h? h?
con lo que la version discretizada de la ecuacion de difusion queda de la forma

T T _ K.Tifil-l -2 +T",

T h?

De aqui podemos despejar los valores de la temperatura en un punto del espacio en un instante
dado en funcidn de la temperatura de este punto y los vecinos en instantes anteriores:

KT

T =T+ ol (T4 =21+ 1)
que en forma matricial queda como
Tn+1 :AT}’Z
con ) )
TOn - Ta
T
T" = :
TN
Ty =T,
KT
A=1+ ﬁD
donde [ es la matriz identidad y D la siguiente matriz tridiagonal
[0 0 0 -+ 0 0]
1 -2 1 -~ 0 0
0o 1 -2 1 -0
D = . .. .. .. .. 0
o -~ 1 -2 1 0
o .- 0 1 =21
0 -~ 0 0 0 0]

De hecho, las filas y columnas primera y ultima corresponden a las condiciones de contorno, y
no hace falta calcularlas en cada iteracion, ya que las componentes 0 y N de T permanecen inva-
riables, en caso de que las condiciones de contorno sean constantes en el tiempo, que es el caso
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que consideraremos en adelante. Cada paso de integracion en el tiempo equivale a multiplicar el
vector de valores iniciales una vez por la matriz A, con lo que tenemos

Tn—H — An+1 TO
Si descomponemos T en vectores propios de A, T® = ¥, a, v, tenemos

T =Y A avy (10.1)
k

De esta expresion podemos deducir dos conclusiones:

1. Para valores grandes del tiempo (n), la solucion viene dominada por el vector propio
correspondiente al valor propio de mayor valor absoluto A,,:

n+1 . qn+l
T ~ A" anvm

2. Si|Ap| > 1,1a solucidn divergerd para tiempos elevados, por lo que decimos que la solucién
es inestable:
n+1  qn+l
T ~ A" apVpmi — oo

Los valores propios dependen del espaciado en el espacio y el tiempo. Su niimero y valor depende
del tamafio de la red de integracion-

10.2.1. Estabilidad del método de diferencias finitas progresivas

De lo dicho en el apartado anterior, vemos que el método FTCS es estable sélamente si el
mayor valor propio de A cumple |4,,| < 1. Al valor absoluto del mayor valor propio de una matriz
se le denomina radio espectral

P(A) = |An]
De 10.1vemos que p(A") = p(A)". Una forma numérica de calcular el radio espectral es calcular
A"v para valores sucesivos de n y para el vector v= (1,1,...,1). Cuando el cociente entre dos

potencias sucesivas converja a una constante, calculamos el vector propio correspondiente al
radio espectral como

A'v
Vi =
" lan]|
y
Am - AVm

De hecho, en el caso del método FTCS el radio espectral se puede obtener analiticamente. Escri-
biendo la matriz A como

A= | .. .. .. | =1I+aD
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con -
0 0 0
a 20 o
D = .,
a 20 o
i 0 0 0 |
KT .
yQ= ok se puede demostrar que los valores propios de A son

k
/lkzl—4ocsin2<—ﬂ> k=1,...N—1
2N

por lo que la condicién max(A;) < 1 equivale a
km 1
O<asin®( = )<= k=1,....N—1
o ()<

Como esto se debe de cumplir para cualquier valor de k y N , entonces tenemos la condicién

1
0<a< -
-T2
o lo que es lo mismo
kT 1
h? — 2
Vemos que los pasos de integracion espaciales y temporales deben de cumplir la relacién
T < 1
h? ~ 2k

para que el método sea estable. Si k¥ = % y h=0,1, se debe cumplir 7 < 0,01 para que el método
sea estable. Estta condicion puede requerir un volumen de cdlculo muy considerable para la
integracion temporal. Vamos a ver que hay otros métodos de integracion con condiciones de
estabilidad menos restrictivas. Se pude demostrar que la condicion ded estabilidad implica que
en un paso temporal de integracion sélo pasa una cantidad apreciable de calor a las celdillas
vecinas inmediatas. Si kK es muy grande, el calor se difunde deprisa y el paso temporal debe de
ser pequeno.

10.2.2. Método de diferencias finitas regresivas

Un método alternativo es utilizar diferencias finitas regresivas, de forma que la derivada tem-
poral utiliza un instante anterior en el tiempo. La ecuacion en diferencias toma la forma

i TR

T h?
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. KT
que, denominando & = —- queda como
h2

—aT! + (1 +2a)T" — o =T

Esta ecuacion proporciona una relacion de recurrencia que liga los valores de la temperatura
en un instante con los valores en el instante anterior. Podemos escribir esta relacion en forma
matricial como

BT =T""!
con B una matriz tridiagonal
1 0 0 |
-a 1+20 —o
B = =1—oaD
-0 1+2a —o
i 0 0 I

Vemos que la matriz B no es la inversa de la matriz A por lo que el método de diferencias
regresivas es esencialmente distinto del de diferencias progresivas:

AB = I — a*D?

En el caso cde diferencias regresivas, tenemos que resolver un sistema de ecuaciones para avanzar
un paso en el tiempo. Este sistema se puede resolver por factorizacion LU ,y, si N es muy grande,
por métodos iterativos como el método SOR o el método del gradiente conjugado. El método de
diferencias regresivas tiene un buen comportamiento en lo que concierne a la estabilidad. Se
puede demostrar analiticamente que los valores propios de B son

kr
Ao=1+4asin® (=) k=1,....N—1
k + (ZN) ’ ’
Como a > 0, A4, > 1, con lo que la matriz inversa existe, y ademds, como los valores propios de
la inversa son los inversos de los valores propios
p(B ') <1

por lo que el método siempre es estable. Sin embargo, estabilidad no es sinénimo de precision
numérica, y el hecho de que la derivada temporal no esté centrada en el tiempo, hace que el méto-
do tenga una precisién del orden de O(7 + h?), al igual que el método de diferencias progresivas.
Serfa deseable un método que convergiese mds rdpidamente en el tiempo, al menos como 7°.

10.2.3. Algoritmo de Crank-Nicolson

La dependencia lineal del error con 7 en los dos métodos anteriores proviene de la discreti-
zacion de la derivada temporal mediante diferencias finitas no centradas en el tiempo. Tenemos

oT T(t+1,x)—T(t,x) 1 9*T

Frilie ( Z_ ( )+§r P +0(12)
oT T(t,x)—T(t—1,x) 1 _9°T )
el : ~2%or o)
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Si promediamos ambas expresiones, tendremos un error en O(7?) para la derivada primera tem-
poral. Esta es la idea del algoritmo de Crank-Nicolson, que equivale a aproximar la derivada
temporal mediante diferencias centradas en el tiempo. Si promediamos ambas expresiones

LAt N R ey 1
T h?

LAt P S S )
T B h?

obtenemos

LT (TR 2T, T 2T AT
T 2 h? h?

Esta ecuacion se puede redisponer como

T 2

ok (T et ! It x I 21+ T,
T2 12 h?

que se puede escribir en la forma matricial

BlTi’H-l:AlTn
con _ .
1 0 0
o | —a o
2 2 a
Ar=| . - . .| =I+ZD
@ 11—« a ?
2 2
i 0 0 1 ]
1 0 0
¢ l+o ¢
2 2
Bi=1] - - =I—-—D
« l+o
2
i 0 0 1 |
con ~ ~
0 0
1 -2 1
D: e
1 -2 1
- 0 -

. .. ) KT .
si las condiciones de contorno son constantes. En A; y By hemos definido o = e La matriz

B es definida positiva con diagonal dominante, por lo que es invertible. Como es tridiagonal,
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el algoritmo de Crout es relativamente sencillo de aplicar, aunque para valores grandes de N es
preferible utilizar los métodos de superrelajacion. El método siempre es estable y converge como
O(7? + h?). Podemos escribir el método como

-1
Tl (1— gD) <1+ gD) ™
2 2

Desde el punto de vista numérico conviene evitar la multiplicacion de grandes matrices. En la
ecuacion anterior, si definimos la matriz P por Bfl

o —1
pP— (1— —D)
2

tenemos o o
Ay :I+5D: 21—I+§D:21—P_1

con lo que obtenemos

-1
T = par - = P = [2(1-50) 1] 7

que implica sélo la multiplicacién de una matriz por un vector.

10.2.4. Criterio de estabilidad de von Neumann

Existen diversos criterios para determinar la estabilidad de una ecuacidn diferencial en deri-
vadas parciales. Entre ellos, el criterio de von Neumann es el mds facil de aplicar para determinar
si un método de integracidn es estable. Consiste en suponer una solucién compleja, de la forma

T (x,1) = A(t)e™®™

con lo que discretizando queda
n __ 4an ikjh
Ty =A"¢
Se define el coeficiente de amplificacién & como

An+1
&=

Si |€] > 1 la solucién crecerd con el tiempo y el método es inestable. En caso contrario, la
solucién disminuye con el tiempo y el sistema es estable. Vamos a aplicar este método a los tres
esquemas de integracidn anteriores.

Para el esquema FCTS

KT
I =T gy (T =207+ T2
tenemos

A+ gikjh _ gnikjh | % [Aneik(j+1)h _ AP ik +Aneik(j—1)h]
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y simplificando obtenemos
KT ; ; 2KT 4kt kh
E=147 e’k”+e—”<”—2} =1+ =5 [cos(kh) = 1] =1 7sin2 (7)
por lo que la condicién |&| < 1 s6lo se cumple si

4K kh

que a su vez se cumple siempre si

2KT
72 =1

Esta condicion, en el caso de la ecuacion de difusién, implica que la longitud de difusién en un

intervalo temporal 7,
d=V2Dt

sea inferior a la longitud de una celdilla espacial 4.
Si aplicamos el criterio de von Neumann al método de diferencias finitas regresivas

]';.I’H-l — ]1111 _|_ Qa |:rTlI—”l—-il-] _27;‘114—1 +'Tl}1-il-]i|
obtenemos

AL gikih _ pngikjh | ’f_zf [An+leik(j+1)h _ oAt gikih | g1 pik(j=1)h
que, procediendo de forma andloga, obtenemos

£ 1

1+ AKe sin’ kh
h? 2

Por lo tanto, siempre se cumple |£| < 1,y el método es incondicionalmente estable para cualquier
paso de integracién temporal 7.
Andlogamente, en el algoritmo de Crank-Nicolson

nl T x (Tiiﬁl —at e T —2T,~"+T,-"1>

T T 2 h? h?
tenemos
An+leikjh — Aneikjh +
K_Z [An—i-leik(j—i-l)h g At gikih | gnt Gik(j=Dh y An ik(j+ 1)k _2Aneikjh+Aneik(j—1)h]
2h

con lo que obtenemos

2K kh
1— h_ZT Sil’l2 (5)

- 2KT Gin2 kh
h? 2

y el método es también incondicionalmente estable.

&=
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10.2.5. Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno se clasifican en condiciones de Dirichlet, cuando se imponen
sobre las funciones (la temperatura en los extremos de la barra en el caso de la ecuacion del
calor);

T0,t)=T, T(L,t)=T,

y de Neumann cuando se imponen sobre las derivadas de las funciones

T (x,1) AT (x,1)

Ix |, —Ja ox

x=L

que equivale a imponer condiciones sobre los flujos de calor. Otro tipo de condiciones, ttiles
para simular sistemas, son las condiciones de contorno periddicas, que consisten en igualar los
valores de las funciones en los extremos

T(0,t) =T(L,t)
OT(x,1)| 9T (x1)
dx x=0 a dx x=L

Junto con las condiciones de contorno, validas para cualquier valor del tiempo, hay que propor-
cionar condiciones iniciales, que proporcionan la distribucion espacial del sistema en un instante
inicial. Esto equivale a dar el perfil de temperaturas en el instante inicial

T(x,0) = f(x)

10.2.6. Densidad de neutrones en un reactor nuclear

Un caso interesante es el de la determinacion de la densidad de neutrones en un reactor
nuclear. La densidad en un punto, n(r,?), es debida a la difusién de neutrones provinientes de
otros puntos y a la creacion de neutrones mediante fision en el punto. La produccion neta de
neutrones resulta del balance de los neutrones producidos por fisién y los absorbidos por captura.
Si la tasa neta de creacion de neutrones por cada neutrén es C(r,?), tenemos

an(r,t)

== DV?n(r,t) +C(r,t)n(r,?)

Vamos a considerar el caso monodimensional

on(x,t)  9%n(x,t)
ot ox?

en una caja de longitud L, —L/2 < L < L/2, con condiciones de contorno de Dirichlet

+C(x,t)n(x,r)

n(L/2,t) =n(—L/2,t) =0

En el caso de U, D ~ 10°m?/s y C ~ 10® s~!. Cuando la longitud L es mayor que una
longitud critica L., entonces se alcanza la masa critica y se produce la reaccion en cadena, con
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aumento exponencial de la densidad de neutrones. Se puede demostrar, resolviendo la ecuacién
por separacion de variables, que
L.=mn\/D/C

En los ejemplos numéricos, tomaremos D = C = 1 con lo que L. = 7.
El esquema de integracion FCTS proporciona la ecuacion en diferencias

JHL_ J Jo
n’ o —n n, ., —2n +n .
i i i+1 i i—1 J
T h

que resulta en

A j DT i j

=y My 20 ) 0T
parai=1,...,N—1,conn) =n} =0.

10.2.7. La ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo

Un caso interesante de ecuacidn parabdlica, es la ecuacidon de Schrodinger dependiente del
tiempo:
h&l,l/(x,t) A ER))
T T T om o

Definiendo el operador Hamiltoniano como

+V(x)y(x,t)

n? 92
H= —%W—f—‘/(x)

podemos escribir una solucién formal de la ecuaciéon como

Wix, 1) = exp {—%Ht} w(x,0) (10.2)

Para resolver numéricamente esta ecuacion discretizaremos el espacio y el tiempo, con pasos h
y T, respectivamente. En el método FTCS tenemos

/A A (ol 7 R ) i /8

e = o h? add
que podemos escribir como
yrtt—yr
lh% = Z(,)Hij Vi
1=

con la definicion )
B Oiv1,j—26;j+ 61
B = o 2 Vid

donde §; ; representa la delta de Kronecker. Podemos escribir la ecuacién anterior como

gl (1— %H) % (10.3)
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donde
v
W = Vi
Wy
La solucion 10.3 se puede interpretar como el primer orden del desarrollo en serie de Taylor de
la solucion de la ecuacion 10.2. Si utilizamos el método de diferencias regresivas tenemos

1
i /i
T

N
: oy
ih > Hij v;
i=0
con lo que recolectando términos obtenemos la ecuacion

(1+ %H) el g (10.4)

que nos permite avanzar un paso en el tiempo resolviendo un sistema de ecuaciones. Tomando
el promedio de 10.3 y 10.4 obtenemos el algoritmo de Crank-Nicolson

T iT
I+ —H |9 = (11— —H)|¥"
<+2h ) ( on )

que se puede reescribir como

. —1 .
T it
vl = (1+ ZH) (I-=H)¥ 10.5
( - 2h 2h (10.5)
que corresponde a aproximar la exponencial en la ecuacién10.2 como
v 1 —x
I+x

Esta expresion no es otra cosa que el aproximante de Padé mds bajo de la exponencial, que tiene
un radio de convergencia mds elevado que la serie de Taylor. Ademads el operador

. -1 .
T T
(r455) (1= 51)

es unitario, al igual que el operador
i
——Ht

Por lo tanto, el algoritmo de Crank-Nicolson no sdlo estd centrado en el espacio y el tiempo
simultdneamente, sino que ademads conserva unitariedad. El algoritmo 10.5 nos obliga a calcular
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inversas de matrices, lo que puede resultar un serio inconveniente para grandes dimensiones. Una
forma alternativa de plantear los célculos es reordenar 10.5de la forma

-1
WH::Q+EE>{M_O+ﬁ€HW

~1 —1
2\ 1+—-H —I\Y'=2(1+—H P
(+%) ] (+%)
El primer término del dltimo miempro se calcula como la solucion ®” del sistema de ecuaciones

1
I+-—H|®"=Y"
2(+%>

con lo que obtenemos para cada iteracion
1Pn+1 — P g

Por lo tanto, cada paso de integracion implica sélamente la solucién de un sistema de ecuaciones
lineales complejo.

10.2.8. Algunas ecuaciones no lineales en derivadas parciales con deriva-
das temporales primeras

En Fisica aparecen otras ecuaciones que implican derivadas primeras con respecto del tiempo,

pero con términos no lineales. La forma de proceder para construir esquemas en diferencias

finitas es similar, salvo que en los términos no lineales se utiliza las diferencias progresivas. Por
ejemplo, en acustica no lineal aparece la ecuacion de Burger

a9 a¢ 32¢
o o T Fow

Un método adecuado es el promedio de diferencias progresivas

o' —gr ¢ _ g i 0 9 2009,
T ! 2h h?
y regresivas
¢n+l q)n ¢ 1+1 irLl B K¢n+l 2¢n+l + ¢n+l
T ! 2h h?

que da como resultado

¢n+1 ¢n ¢ l—H in—l . E (q)ln—_:] B 2¢in+l + ¢in—+1] + (Pin—l - 2¢in + (pin—l )
! 2h 2

T h? h?
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Notemos que el término no lineal se ha evaluado de forma regresiva tanto en el método progresivo
como en el regresivo, pero con derivadas espaciales centradas. Esta relacidn se puede poner como

1+ gD) o = (1- %D) D" — SA(D")CO"

2
con ~ _
0O 1 0 0 0
-1 0 1 0 0
0 -1 0 1 .0
C: '.. . 0
0 -1 0 1 0
0 0 -1 1
| 0 0 0 —10 |
o 0 0 0 ]
0 ¢ 0 0
A@)=1] 0 0 ¢7 0
S
|0 0 0 oy |
v
n
o= ")
e
KT T
=7 0=
Tenemos finalmente
—1 —1
ot — (1+91)> (1—%1)) ¢"—5(1+%D) o CO"

2
- [2 I+ %D>_] —1] " 51+ %D) ~A@")Ce”

Resolviendo

(1+ %D) N

(1+ %D) 1" = A(@")CD"

tenemos la relacion.
O = 29" — " — 5"

Vemos que tenemos que resolver dos sistemas lineales por paso de integracion.



10.2. LA ECUACION DE PROPAGACION DEL CALOR (ECUACION DE DIFUSION) 217

Ejercicio:

Resolver la ecuacion de Burger con las condiciones iniciales ¢ (x,0) = —1six >0y ¢(x,0) =
1 six <0y las condiciones de contorno ¢(+L/2,t) = F1. Tomar L =10 y k = 1. Comparar con
el resultado exacto para L — oo

donde

con erf (x)la funcion de error.
Otra ecuacion no lineal de interés es la ecuacion de Korteweg-DeVries(KdV), que describe
el comportamiento de solitones:

p op Ip

I - p_ _
ot ox ox
Aligual que en caso anterior tomamos el promedio de diferencias finitas progresivas y regresivas,
calculando el término no lineal de forma regresiva. Las diferencias espaciales se toman centradas.
Para la derivada tercera tenemos

df(x2) _ fa=2f+2—fo
dx3 2h3

con lo que obtenemos para las diferencias progresivas

Pt —pl _6pnpln+l P P2 2PN 2P P

. i 2 2h3
y regresivas
n n 1 ! ! !
pi ! —prf — —6p.’lpi+1 —Pi1 Py — 201 +20") — P
E— i o 20

Tomando el promedio, tenemos

1 1 1
P —pf pPR =Py 11 PRa = 2P0 T2 Py PR —2PEY 20 — P

n+1
j—2

i
— _gpntitl _Fi-l
z P75 2 203 TE

Tenemos el sistema
(I+BF)p"™ = (I1—BF)p" —6yA(p")Gp"

que se puede reorganizar como

P = (14 BF) T (1= BF)p" —6y(I+BF) " A(p")Gp"
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Al igual que en caso anterior, poniendo I — BF; =21 — (I + BF}) tenemos

p =201+ BF) " 1| p"—6y(I+BF) " A(p")Gp"
con lo que tenemos la solucion
pn-‘rl —2P" — pn . 6')/%”

donde hemos definido
(I+BF) " = p"
(I+BF)x" = A(p")Gp"

Vemos que cada paso de integracién implica la resolucidn de dos sistemas de ecuaciones.

Ejercicio:
L
Resolver la ecuacion de KdV con las condiciones iniciales p | x = 5 =0 y condiciones
de contorno periédicas. Comparar con la solucién analitica p (x,7) = cosh™2(x — 4

10.3. La ecuacion de ondas

En el caso de la ecuacion de ondas

%u(x,t)  ,0%u(x,t)
o O o
tenemos derivadas segundas tanto en el espacio como en el tiempo, por lo que la primera eleccion
es tomar derivadas centradas tanto en el espacio como en el tiempo. Tomando un paso de integra-
cién temporal de 7 y un paso de integracion espacial de &, y denominando u(xg + ih, 19+ jT) = ul’ ,
tenemos el esquema de integracion

J+1 J Jj—1 o
wp = 2u; +u; 2 ul, —2u; ‘H‘z 1
72 h2

Definiendo A2 = h , este esquema de integracion se escribe como,

gt _H 2 J ) _ 2\, J 20,,J J Jj—1
= 2ud — =22 (ul 2] vl ) =200 22l + 2% 4l ) —dd T (106)
Tomemos el dominio de integracién 0 < x <[y ¢t > 0 y consideremos condiciones de contorno
constantes: u(0,¢) = ug, u(l,t) = u; parat > 0. Aparte de estas condiciones de contorno, hay
que proporcionar dos condiciones iniciales, ya que la ecuacion es de segundo orden en el tiempo.
Tomemos estas condiciones como

u(x,0) = f(x)
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du(x,0)
5 8\

para 0 < x < [. En el caso de ondas en una cuerda, estas condiciones equivalen a proporcionar la
posicion y la velocidad de cada punto en el instante inicial. La relacién dada por la Ec. 10.6 se
puede escribir en forma matricial como

wil = Aw —u/!

con
2 0 0 0 0 T
A2 2(1—-24%) A? 0 0
0 A2 2(1—A4%) A? 0 0
A= 0 : .
A7 2(1-2%) A?
L 0 0 0 0 2 |
y L
g
ui
uw = :
”11\7,—1
J
L UN

Notemos que las filas primera y tltima de A lo tinico que hacen es mantener las condiciones
de contorno de u'é y ul. En el caso de que estas condiciones de contorno sean nulas (u(0,7) =
u(l,t) =0 parat > 0), estas dos filas se pueden suprimir junto con las columnas primeras y dltima
de A. El primer vector es

f(x0)
f(x)

f(xl.\/fl)
f(xn)

Las componentes de u' las podrfamos tomar como ul1 = f(x;) + tg(x;) pero esto seria una apro-

ximacion de so6lo primer orden en el tiempo, mientras que las derivadas centradas son de segundo
orden, lo que produciria un deterioro de la precision de la solucién en comparacion con la natura-
leza de segundo orden del método. Un método de proporcionar condiciones iniciales de segundo
orden en 7 es considerar el desarrollo en serie

Ju(x;,0)  10%u(x;,0) , 3
up =ul + S Tty T HO(T)
De las condiciones iniciales tenemos
du(x;,0)

5 g(xi)



220 CAPITULO 10. ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS PARCIALES

mientras que de la ecuacion diferencial tenemos

2 . 2 .
) ua(;czlao) :C_Za ua(;;o) :CZf//(xi)

Por lo tanto, obtenemos para u} la siguiente expresion en segundo orden en T

1
uj =u) +g(x;)T+ Eczfzf”(xi)

En caso de que f(x;) no esté disponible en forma continua sino sélo en la malla de puntos, o
simplemente que la derivada analitica de f(x) sea compleja de calcular, podemos reemplazar
f"(x;) por su derivada centrada,

f(xipr) =2 (i) + f(xio1)
h2

f(xi) =
con lo que obtenemos

2
A= )+ ()T () 20+ )
2

= (- A+ o i)+ F )]+ 8)e

De esta forma, el error del algoritmo es O(7% + h?).
10.3.1. Criterio de estabilidad
Introduciendo en la ecuacion 10.6 una solucion u;’ = A"e*Jh tenemos
E2—2E(1—A%+2A%coskh)+1=0

que tiene como soluciones

5:1+),2(coskh—1)i\/(1+,12(Coskh_l)>2_l

El término fuera de la raiz estd comprendido entre 1y 1 —2A2. Nunca puede hacerse mayor que 1
en valor absoluto si A < 1, pero puede hacerse negativo y mayor que la unidad en valor absoluto
si A > 1. Laraiz es siempre un nimero imaginario si A < 1, ya que el primer término es siempre
inferior a la unidad. Sin embargo, puede hacerse mayor que la unidad en valor absoluto si A > 1.
Por lo tanto, se cumple que |£| < 1si A < 1 01o que es lo mismo ¢ < A, que nos dice que para
que la solucion sea estable, la distancia que se propaga la onda durante un paso de integracion
temporal debe de ser menor que el paso de integracion espacial.
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10.4. Las ecuaciones de Poisson y de Laplace

En Electrostdtica, la ecuacion de Poisson en tres dimensiones liga el potencial electrostatico
con la densidad de carga:

P*D(x,y,z)  PO(x,y,2)  IPP(x,3z)  px,2)

2 _
Vie(r) = o2 2y? * 02 &

Cuando la densidad de carga es nula, esta ecuacién se convierte en la ecuacién de Laplace:
V2o(r) =0
Vamos a considerar el problema en dos dimensiones

°®(x,y)  *®(x,y,z)
axz + ayz - f('x7y)

definido en un dominio rectangular a < x < b, ¢ <y < d. Tomamos condiciones de contorno de
Dirichlet sobre el contorno

D (x,y) = g(x,y)

Para resolver el sistema discretizamos cada una de las coordenadas espaciales. Vamos a suponer
en pricipio pasos de integracion diferentes en cada una de las coordenadas. Denominemos # el
paso de integracion en la coordenada x y k al paso de integracion en la coordenada y. Tendremos
M subintervalos en la coordenada x (M + 1 puntos)

B b—a
CM+1

y N subintervalos en la coordenada y (N + 1 puntos)

_ d—c
- N+1

Tomamos derivadas centradas en el espacio en ambas coordenadas, con lo que tendremos un
método con error O(h? +k?). La ecuacién en diferencias queda como

D(xjt1,y)) — 2@ (x;,y;) + P(xi—1,y;) N D(x;,yj41) — 2@ (x;,y;) + P(xi,yj-1)

2 2 = f(xi,y))
(10.7)
Las condiciones de contorno se escriben como
D(xo,y;) g(x0,y;)
(XM,)’J) = g(XM,yj)
@(x;,y0) = gxr,y0)
@(x;,yn) = g(x1,yn)
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parai=0,1,...,M, j=0,1,...,N.Podemos reescribir la ec. 10.7 como
h\? >
D(x;,y;) = (P(xis1,y5) + Pxio1,y;)) — % (®(xi,yj41) +P(xiyyj-1)) = f(xi,y))

h 2
) [(0 i
(10.8)

Este es un sistema lineal con (N — 1) x (M — 1) incdgnitas. Es conveniente reordenar los pares
(i,j) de forma que la matriz de orden (N — 1)? x (M — 1)? sea una matriz de 5 bandas. Esto se
consigue redefiniendo los indices (i, j) > s=i+(M—1—j)(N—1) paraientre lyM—1y j
entre 1 y N — 1. Alternativamente s =i+ (j — 1)(N — 1) (y ambas expresiones rremplazando i
por j). La cuestion es que el indice varie mds rapidamente a lo largo del eje y que del eje x (o del
eje x que del eje y) y que los indices sean consecutivos. Vamos a tomar en adelante la primera
convencion. De esta forma, ecuacion ?? queda como

(B

con lo que tenemos una diagonal principal con todos los elementos iguales a

zl(g)il

con las dos subdiagonales superior e inferior con todos los elementos iguales a—1 y dos bandas
separadas N — 1 elementos arriba y abajo también con todos sus elementos iguales a -1.

Ejemplo:

Consideremos un cuadrado dieléctrico de 4 cm de lado donde dos bordes estdn a tierra ( O
V) y el vértice opuesto estd a 100 V. Calcular La distribucién de potencial, suponiendo que la
densidad de carga es nula.

Tenemos la ecuacién de Laplace y como condiciones de contorno ®(0,x) = ®(y,0) = 0.
®(4,x) = 25x, D(y,4) = 25y, suponiendo que satisface la ley de Ohm. Tomamos 4 = k = 1~cm,
con lo que M = N = 4 y la dimension del sistema es 9. Tenemos que calcular el potencial
en 9 puntos (x;,y;). Con la convencion anterior tenemos (x1,y1) = Py, (x2,y1) = P3,(x3,y1) =
Py,(x1,y2) = Py, (x2,y2) = Ps5,(x3,3) = Ps,(x1,¥3) = P1, (x2,y1) = P2,(x3,y1) = P3, y las ecua-
ciones en cada uno de estos puntos son

h

2
Dy — (Pyr1 +Ds—1) — (;) (s v-1) + Lo v—1)) = [

2

P1: 4D| — D) — Dy = D3+ D4
P2 4q)2 — (I)3 — (I)l = @2,4

P3: 4y — Dy — D = D3+ D3y
P4 4q)4 — (I)5 — (Dl — CI)7 = (I)072

P5: 4Bs—Dg—Dy— Dy —Dg= 0

P6:  ADg—Ds—D3—Do= Dy,

P7: 4D; — Py — Dy = Dy + Dy
PS:  4Dg—Dsg— Dy —Ds = Dy

P9 4(1)9—(1)8—(1)6: (I)370+(I)471
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Las condiciones de contorno dan @9 = @0 = D390 =Py = Dy =Pp3 =0, D4 = Py, =
50,@3 4 = @43 = 75. El sistema lineal asociado es

4 1.0 -1 0 0 0 0 o0 ][ 25

1 4 -1.0 -1 0 0 0 0 ||® 50

0 -1 4 -1 0 -1 0 0 0 || ® 150

1 0 -1 4 -1 0 -1 0 0 || @ 0

0 -1 0 -1 4 -1 0 -1 0 ||®|=]|0

0 0 -1 0 —1 4 -1 0 —1|| @ 50

0 0 0 -1 0 -1 4 -1 0 || a 0

0 0 0 0 —1 0 —1 4 —1|]| & 0
000 0 0 0 -1 0 —1 4 ||®]| [ 25]

Este sistema se puede resolver por el método LU ya que la matriz estd bien condicionada.
Cuando el sistema es muy grande es mejor utilizar el método iterativo de Gauss-Seidel. En
este método ponemos

1
2 (1) +1]

y ponemos todos los potenciales a cero salvo las condiciones de contorno. Calculamos cada

®(x;,y;) con las condiciones iniciales, que llamamos @) x;,y;) comenzando por las capas ex-
1Y 1Y

teriores. En cada iteracién recalculamos ®*) (xi,yj) con los valores obtenidos en la iteracion

h

2
D(x;,y;) = (®(xir1,y)) +@xio1,y7)) + (%> (P(xi,yj41) +P(xi,y5-1)) +h2f(xian)]

anterior ®*~1)(x;,y;) hasta que en dos iteraciones sucesivas‘q)(k“)(x,-, y;) —@H) (x;,y ])’ <€,
donde € es una tolerancia prestablecida .
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