VNIVERSITAT
DGFVALENCIA

Proyecto investigador

para optar al concurso publico para la
provision de la plaza de Profesor Titular de

Universidad num. 1321, convocada a
concurso publico mediante la resolucion de

23 de junio de 2022, de la Universitat de
Valéncia (convocatoria num. 167)

Area de Matematica Aplicada
Departamento de Matematicas

Perfil docente: Aproximacion numeérica
Perfil investigador: Analisis Numérico

Convocatoria publicada en el Boletin Oficial
del Estado num. 157, de 1 de julio de 2022

Dionisio Félix Yanez Avendano
Burjassot, 28 de septiembre de 2022






Indice general

A fo de introd z 1
1. Metodos de interpolacion no lineales| 3
[1.1. Interpolacion cubica de Hermite monotona con maxi- |
[ moordenl ... ........ ... ... 4
|1.2. Splines cubicos evitando el fenomeno de Gibbs| . . . . 7
[1.3. Algoritmo WENO progresivo| . . . . ... ... ... .. 9
[1.4. Interpolacion racional no lineall . . . . ... ... ... 14
[1.5. L1. Interpolantes no lineales| . . . . .. .. .. .. ... 15
|2. Tratamiento de senales e imagenes| 19
2.1, Multirresolucion basadaen RLPP| . . . . .. ... ... 21
B VG Ticion ] ] g fisi i
| aprendizajel . . . . ... 24
2.3. L2. Esquemas de multirresolucion| . ... .. ... .. 25
I3. Diseno de curvas y superficies| 27
13.1. L3. Esquemas de subdivision| . ... ... .. ... .. 30
4. Aproximacion de funciones utilizando medias en celdal 33
4.1. L4. Aproximaciones globales explicitas| . . . . . . . .. 35
6. Resumen y conclusiones| 37

Bibliografia| 48




INDICE GENERAL



A modo de introduccion

Este proyecto investigador se ha redactado para la participa-
cion en el concurso publico para la provision de plazas en la Uni-
versitat de Valéncia convocado mediante la Resolucion de 23 de
Jjunio de 2022, de la Universitat de Valéncia, por la que se convo-
ca concurso de acceso a plazas de cuerpos docentes universitarios.
Convocatoria Num. 167, publicada en el Boletin Oficial del Esta-
do Num. 157/2022, de 1 de julio. En concreto, este proyecto se
presenta para el concurso publico de la plaza num. 1321, corres-
pondiente al area de conocimiento de Matematica Aplicada, del
Departamento de Matematicas.

Este documento constituye el proyecto investigador a que se re-
fiere el punto 6.1 de las bases de dicha convocatoria. En el apar-
tado 7.1 se indica lo siguiente:

La segunda prueba consistira en la exposicion oral y publica,
durante un maximo de noventa minutos, del proyecto investigador
del candidato o candidata. En caso de que la convocatoria exprese
un perfil investigador el proyecto habra de ajustarse al mismo. A
continuacion, la Comision debatira con el concursante durante un
maximo de dos horas.

La memoria la hemos dividido en cinco capitulos, uno para ca-
da linea de investigacion futura propuesta por el candidato. Fi-
nalmente, anadimos un capitulo para conclusiones y un breve
resumen. La estructura de cada capitulo es la siguiente: en pri-
mer lugar se presenta el tema de manera global, seguidamente se
establecen distintos subproblemas que dan lugar a sublineas de
investigacion que se explican brevemente. En la ultima parte de



2 INDICE GENERAL

cada tema se explicitan las posibles futuras investigaciones, sus
objetivos y los colaboradores.

Es dificil afirmar con certeza que todo lo que contiene este do-
cumento se cumplira. Estas son las humildes intenciones del can-
didato, sin embargo, en el mundo de la investigacion los giros en
las expectativas son muy comunes. En algunas ocasiones, porque
una sublinea de investigacion es mucho mas profunda de lo que
se pensaba; en otras porque lo que se pensaba no es acertado.
En cualquier caso, dejamos por escrito esta ruta con el fin de que
su simple seguimiento nos lleve a mundos desconocidos y, espe-
remos, interesantes para la sociedad.



Capitulo 1

Métodos de
interpolacion no lineales

En los ultimos anos, las técnicas de interpolacion no lineal han
sido desarrolladas en el contexto de diversas aplicaciones como la
resolucion numeérica de ecuaciones en derivadas parciales (EDP),
el tratamiento de senales y de imagenes, el diseno de curvas, el
diseno asistido por ordenador y otras muchas. Estos métodos con-
sisten en obtener la aproximacion a una funcion, sabiendo los da-
tos de la misma en ciertos nodos, combinandolos de manera no li-
neal. La idea es disenar un aproximante que tenga las propiedades
deseadas de los interpolantes lineales mas ciertas caracteristicas
que de esta forma no logramos, como son: conservar la monoto-
nia de los datos, suavidad, evitar el fenomeno de Gibbs cuando
los datos presentan discontinuidades, maximo orden en las zonas
alejadas de una discontinuidad de salto o en la primera derivada.

Dependiendo de estas caracteristicas hemos disennado distin-
tos métodos que nos han permitido crear lineas de investigacion
y propuestas que presentamos en este capitulo. Lo estructuramos
de la siguiente manera: en primer lugar veremos una introduccion
breve de cada problema y qué articulos hemos publicado en esta
linea. Finalmente, presentamos una propuesta de futuras investi-
gaciones divididas en varias sublineas.



INTERPOLACION CUBICA DE HERMITE MONOTONA CON
4 MAXIMO ORDEN

1.1

Interpolacion cubica de Hermite
monotona con maximo orden

Uno de los métodos mas utilizados en aplicaciones en ingenieria
es la interpolacion cubica segmentaria de Hermite que consiste en
lo siguiente. Dada una particion z; < z2 < ... < z, y un conjunto
de datos entendidos como los valores de una cierta funcion en
estos nodos, f; = f(z;), supongamos aproximados los valores de la
derivada de la funcién en estos puntos, {f;}”,, podemos construir
un interpolador cubico polinémico a trozos P(x), formado por n— 1
polinomios cubicos P;(x) definidos en los subintervalos [z;,z;.1],
que satisfagan:

P(Sﬂz) = fi P(JCZ‘H) = fit1, Pl(xi> = fz', Pl(l’z‘ﬂ) = fi+1- (1.1)
Utilizando la notacion Af; = fi.1 — fi y m; = Af;/h; donde h; =
r;11 —x; definimos el polinomio P;(z),z € [z;, x;11] (ver [49] para mas
detalles) como

Pi(z) = ¢ + ch(z — x;) + ci(x — 23)* + cy(x — 23)*(x — 2i11), (1.2)
donde:

Cil = fi7 Cé = f[xwxz] = fi? Cé = f{xiaxhxrkl] = (mz - fz)/hu

Ci = flri, v ig1, via] = (fir + fi — Qmi)/h?-

Asi pues, la aproximacién a los valores {f;} definira un algoritmo
para construir un interpolante cubico de Hermite, [30].

En ciertas practicas reales se requiere que estos interpoladores
conserven la monotonia de los datos definida como

Definicién 1.1. Sea P, el interpolador cubico resultando al utilizar
como datos {(z;, fi, fi), (Tit1, fir1, fiv1)}» con f; < fir (analogamente
para f; > fi+1), es monotono creciente en [x;, x;,1] si

Pi(z*) < P(y*) (para decreciente: P;(z*) > Pi(y"))

para todo z*,y* € [x;, x;11] tal que z* < y*.
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Para conseguir este tipo de interpoladores hay que imponer
ciertas condiciones a la aproximacion a los valores de la deriva-
da, {f;}., que podemos resumir en el siguiente resultado.

Teorema 1.2. Sea [; = [v;,7;11] y P €l interpolante cubico de Her-

mite de datos {(z;, fi, fi), (Tiv1, fiv1, fir1)}, y sean o; = fi/mi, Bi =
fix1/m;. Si una de las siguientes condiciones se satisface:

0 S (%) + 52 S 37
(1.3)
al+ (B —6)+ (8 —3)2 <0,
Vi =1,...,n — 1 entonces el polinomio cubico de Hermite interpo-

lante (1.2) es monétono en I;.

Estas condiciones se pueden ver representadas en la figura[I.1]
donde el conjunto de puntos B es el llamado cuadrado de Boor-
Swartz [50]. Se puede probar que, si la funcion es suficientemente

_ fita
m;

Figura 1.1: B: Cuadrado de Boor-Swartz. Condiciones suficientes para
{fi} para que el interpolante sea monétono

suave, el interpolador resultante es de orden 4 si las aproximacio-
nes a la derivada son de orden 3.

Lema 1.3. ([49]) Sea f (z) una funcion suﬁcientemente suave, h =
max;—1,_n-1{hi}. Si fi = f'(z;) + O(h%) y fisn = f'(xis1) + O(R%+1),
entonces el interpolante cubico de Hermite (1.2) satisface, en el
intervalo [z;, z;1],

Piz) = f(z) + O(h*) donde q=min(d,qi+1,q1+1).  (1.4)
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Para aproximar los valores de las derivadas y asi construir in-
terpolantes cubicos de Hermite monotonos que tengan orden ma-
ximo se han propuesto principalmente dos lineas:

1. En primer lugar, en [29], se utilizan métodos no lineales de
interpolacion essentially non-oscillatory, ENO (ver, por ejem-
plo, [60]) y weighted essentially non-oscillatory, WENO (ver,
por ejemplo, [68]) propuestos por Harten, Osher, Shu et al.
en el contexto de la resolucion numeérica de EDP. La técnica
consiste en ir reduciendo el orden de aproximacion a la de-
rivada hasta que los valores {f;} caigan dentro del cuadrado
de Boor-Swartz. El método WENO lo veremos con mas detalle
en la siguiente seccion [1.3]

2. Por otra parte, Arandiga en [21] utiliza una media no lineal
que funciona correctamente en la mayoria de casos. En [3§]
se generaliza esta media y se definen los valores aproximados
para la derivada como:

mz‘—1| |mz'\

h; 4+ hi_1)Y/Pi
sign(m;) (hi + hia) mim;_1 > 0;

i = (hiz1 [my—1|Pe + by |my
0 si mm;_1 < 0,

pi)l/pi

donde p; = max(1, lffg(é"))) y w; = 2max(h;_1, h;)/ min(h;_1, h;). En

este caso el método es de orden maximo.

Hasta ahora, tan solo hemos tenido en cuenta que el interpo-
lante sea de orden maximo pero no nos hemos preocupado de la
suavidad. En algunas aplicaciones, por ejemplo en el disenno de
cubiertas de barcos, se requiere que las aproximaciones sean de
clase C%. Una forma de disenar curvas con esta suavidad es utili-
zar splines que vienen determinados por un sistema de ecuaciones
cuyas variables son las aproximaciones a la derivada. Asi, en [30]
se disennan dos métodos para obtener la maxima suavidad y el ma-
ximo orden cuando los datos presentan gradientes pronunciados.
De este estudio se derivéo una propiedad de los splines que fue
publicada en [43].
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1.2

Splines cubicos evitando el
fenomeno de Gibbs

Cuando se interpolan datos provenientes de una funcion dis-
continua utilizando métodos lineales surgen, en el entorno de la
discontinuidad, ciertos efectos no deseados llamado fenémeno de
Gibbs. Con el fin de evitar estos problemas y obtener un interpo-
lante con cierta suavidad, Amat et al. en [14] presentan un cambio
en los términos independientes del sistema de ecuaciones que de-
finen los splines.

Supongamos (utilizando la notacion de [2]) que queremos cons-
truir el spline g(x) en el intervalo [a,b] y tenemos un mallado de
m+1 nodos y sus valores en la funcion, es decir los pares (z;,y;),i =
0,---,m en cada intervalo [z;, z;;1] un polinomio cubico

gi(x) = ai(z — 2:)° + bi(w — 2:)* + ci(w — ;) + di, (1.5)
con las condiciones para 1 <i <m — 1:

Gi1(x) =yi,  Giy (@) = gi(xi),  gi(z) =i, g 1(x) =g} (x;), (1.6)

Y 90(0) = Yo, Gm-1(Tm) = ym. Si resolvemos las ecuaciones obtene-
mos el sistema

_ hiviDigr + Dihiy1 + 2y — 2y

a; = h3
141
hiv1Diy1 + 2D;hiy1 + 3y — 3yiva (1.7)

2
hi—l—l

bi:—

¢ =D; di=y,

donde D; es una aproximacion de la derivada en cada nodo. Utili-
zando las condiciones para (1.5) en (1.6) tenemos que:

D, 1 1 D; i1 —Yi | Yi — Yie
1+2(_+ )Dri- +1:3(y+1 y+y yl). (1.8)

hi hi =~ hia hiy1 hi h?
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Finalmente, suponiendo que g((x¢) = 0y gp,_,(z») = 0, por (1.5),
obtenemos la siguiente ecuacion,

2D0+1L::3(y1_yf>,

hy
y
Dm4+2Dm:3(%§$@J>. (1.9)
Si llamamos .
)\i:h—i, 1=1,...,m, (1.10)
obtenemos el sistema
(2 1 0 0 --- 0 0 1[ Dy ]
A1 20+ X)) Ag 0O --- 0 0 D,
0 N 22+ A3) A3 -+ 0 0 D, _
0 0 0 0 o 20w+ A1) Am | | Dt
(0 0 0 0 -1 2 || D |
5, .
Aols + A0y
A303 + Ag0s
:3‘ o« .. )
)\mém + )‘m—lam—l
- 5m -
(1.11)
con §; = y_h# para i =1,...,m. Denotando
)\i >\i—1 .
P N N P N N :17"‘7 )
S v Wt ks ey W m

el sistema anterior se puede escribir AD = 3f, con

[ 2 1 0 0 - 0 0 Dy
52 2 (6%) 0 - 0 0 D1
N T N A O T e
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01
MazﬁQ (527 51)
Masﬂs (537 52)

Ma'm Bm (57717 67%—1 )
Om

, (1.12)

donde M, s(x,y) es una media ponderada dependiente de las dos
constantes 0 < o, < 1 talque o + g = 1.

En [14] se propone un cambio en (1.12) que consiste en intro-
ducir una media no lineal. Sin embargo, esta sustitucion provoca
la pérdida de suavidad en el interpolante. Para solucionarlo, en [2]
se disenia un cuasi-interpolante que se acerca a los datos y es de
la clase deseada.

1.3

Algoritmo WENO-2r con orden de
precision progresivo

El método WENO, que ya hemos mencionado en la seccion 1.1
(ver, por ejemplo [68]), ha sido ampliamente utilizado en distintas
aplicaciones, sobre todo en resolucion numérica de EDPs. WENO-
2r consiste en calcular el valor de una funciéon en un punto utili-
zando una combinacion convexa de las aproximaciones obtenidas
al usar r+1 nodos distintos (stencils). La aproximacion es de orden
maximo, 2r, si no hay discontinuidades que crucen ningun stencil
y de orden r + 1 si existe alguna discontinuidad en un subinter-
valo suficientemente cercano al punto donde queremos calcular
la aproximacion sin estar en el mismo intervalo. En [13], se ge-
neraliza un algoritmo basado en la propuesta presentada en [12]
de una version de WENO-6 donde se obtiene un orden progresivo
creciente cuando el punto que se aproxima se aleja de la discon-
tinuidad. Sin embargo, este algoritmo presenta ciertos problemas
cuando r crece. Para solucionarlos, en [20], se disena un algoritmo
general para cualquier » donde se introducen los pesos optimos y
los indices de suavidad generales y se prueban teoricamente sus
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propiedades. Empezamos explicando brevemente el método WENO
clasico.
Sea X una particiéon del intervalo [a,b] en J subintervalos, es

decir
b—a

7
Supongamos conocida la discretizacion en valores puntuales de
una funcion f en los nodos z;,

fz:f(xz)vlzovaja f:{fz};]:Oa (113)

supongamos que si la funcion presenta discontinuidades, éstas
estan suficientemente alejadas. Para interpolar en cada interva-
lo (z;_1,z;), €l algoritmo WENO-2r utiliza el stencil {x;_,, -+ ,x;r_1}
formado por 2r nodos. Usando estos puntos, construimos la in-
terpolacion en el punto medio del intervalo (z;_1,;), denotado por
;_1, COMO la siguiente combinacion convexa

7

X ={x},, xi=a+i-h h=

Zwkpk T (1.14)

siendo wj, valores positivos y, que cumplen que, si ninguna discon-
tinuidad cruza el stencil entonces el orden de aproximacion es 2r
en r; 1. El objetivo, por tanto, es obtener una interpolacion poli-
nomica que satisfaga:

2r—1

Py g s) = flay) + O,

1
2

utilizando el stencil {z; ,,--- ,z;1, 1}, a partir de la combinacion
convexa de los r polinomios interpoladores consecutivos de orden
T,

pZ(fﬂze%) = f(xi7%> +O(h™).

Por tanto, la cuestion es hallar los pesos no lineales que satis-
fagan estas condiciones. En el método clasico WENO-2r (ver por
ejemplo [22]) se calculan los llamados pesos 6ptimos,C? > 0, con
k=0,...,r—1, 3,_, Ci = 1, que cumplen que

i (o) = S ot (o). 115
k=0
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y después los pesos no lineales, que denotamos, en este caso por
w;, son diseniados en [65] para satisfacer las condiciones de suavi-
dad anteriormente senaladas y tienen como expresion:

i donde a' = —h — p 0. .r—1  (1.16)
Zj:OO‘; (e + I)*

con Y_;_, @} = 1, los parametros ¢, ¢ y los valores I} llamados indices
de suavidad para f en cada substencil de r puntos. La expresion
que utilizamos es la introducida en [11], [12].

Con el fin de facilitar la lectura de esta memoria, explicamos el
caso r = 4 del nuevo método ([20]). Para disenar el nuevo algoritmo
WENO-8 empezamos con un stencil de 8 puntos

{$i74, Li—3,Ti—2,Ti—1, L4, Ti4+1, Ti+2, $i+3}-

En este caso existen 4 polinomios de grado 4 (stencil 5 puntos),
que denotaremos como pg(z), pi(z), pa(z), p3(z), hay tres de grado 5
(stencil de 6 puntos), que llamamos p}(x), p5(z), p3(x), dos de grado
seis, pS(x), pb(z), y uno de grado 7 (stencil de 8 puntos), pj(x). El pro-
ceso consiste en intentar obtener pesos no lineales que aseguren
la precision 6ptima en cada subintervalo. Asi, podemos escribir:

3 7
po(Tic1/2) = Cgopo(@ic1y2) + Coapi(Tio1y2) = ToPo po(Tiz1y2) + Epﬁ(%—m),
1 1
P(xic1ye) = CLapi(zicyy2) + Cf ops(xicaye) = 1 1(Tis1y2) + 5293(%—1/2%
7 3
Pg(l’i—m) = Cz 23 (i 1/2) + Cs 3193(% 1/2) = 1072 pa(x Ti_1/2) + Epg(%—l/2)~
(1.17)
Del mismo modo,
5 7

p8<5’7i—1/2) = C'0 0p0<5’71 1/2) + Co 1p1(x1 1/2) 12 ( i—1/2) + Ep?(xi—lﬂ)a

7 5
P?(%’flm) = 01 1291(% 1/2) + Cl zpz(l”z 1/2) 12295( 1'71/2) + Epg(%flﬂ)-
(1.18)
En el ultimo paso tenemos que:
1 1
pg(‘”i*lﬂ) = Cg,opg(xiflﬂ) + 03,117?(%71/2) = 5?8(%71/2) + 5]7?(%71/2)-
(1.19)
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Construimos los vectores de los pesos 6ptimos Cj, C3, C3, que se-
ran las coordenadas de (1.17),

37
Cg - (03,07 Cg,la 07 O) = (E, 1—0, O, 0) ,
11
C? = (07031701{270) = <O,§,§,O) , (120)
73
Cg = (0’ 0’ 03,27 C§,3) = <O, 07 Ea E) .
Si multiplicamos los vectores anteriores por las constantes cal-
culadas en (1.18) y (1.19), directamente obtenemos los pesos que

aseguran la precision optima en las zonas suaves, es decir, los
mismos pesos que teniamos para el método WENO-8 clasico ([22])

6 5 5 5 5 6 5 5 5 5\ _ 4
Coo (Co0Co + Co1CY) + C3, (C7,CF + C7,C3) =C (1.21)
Reemplazamos estos pesos por no lineales de la siguiente forma:
55 ~5 ~5
o = Qo0 o — @01 o — Q71
00— %5 | ~5 01~ =5 | ~5 L1 = =5 | ~5
Qgo+0g Qg+ 0g aj+aq, (1.22)
~5 ~6 ~6 :
o5 — ) o6 — Qo0 o0 — @01
1,2 — ~ ~ 0,0 & =~ ~ 0,1 ~ ~
’ al+ady’ ’ ago+ag,’ ago+ag,’
con
5 5 5
d5 o CO,O 0z5 o 00,1 O~z5 o 01,1
0,0 — = ’ 0,1 — ¥ ) 1,1 — 4 ’
(e + Ig,o)t (e + 18,1)t (e + ]15,1)t (1.23)
5 6 6 :
@5 o 01,2 dﬁ o C’0,0 &6 o 00,1
1,2 — 4 ) 0,0 — 4 ) 0,1 — 4 )
(e +I7,)t (e +15,) (e+1I8,)

Asi, adaptamos los pesos optimos reemplazando los pesos fijos
(1.21) por los pesos no lineales (1.22),

C* = (G501, G5, C5) = G (@0,0Ca + @5, CF) + @,y (@,CF +@7,C3) -

Sustituimos los pesos optimos en la expresion del algoritmo WENO
clasico por estos nuevos pesos. Por tanto, tenemos:
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con

~4 o
% with ate —
> im0 @ (e+ L)
siendo I}, k = 0,1,2,3, los indicadores de suavidad definidos en
[11,12]. En la figura podemos ver un esquema de la estructura
de los pesos optimos necesarios para obtener orden de precision
optimo.

~4
W =

kE=0,1,2,3, (1.24)

{Zia, ... 791?igr1}5 Céopéa Ty i}
Co.0P0 <
{1’17476 2 Tiya} C’élp‘f, {Tiss .o Ty}
Co.0P
0,0P0 Oh ot (o, )
. s 11P1) WTi-3, -+ Titl
Co.1P1
{xi—37 SR 7xi+2} Ci2p4217 {:I’,i*Qa SR 7$i+2}
7
P
0 [ianage) Ohh o, m)
{zig,. .., i3} Ti3y.-- al‘zg’m : 11015 \Ti-35 -5 Tit1
C1,1P1 .
6 6 01,2]727 {951‘—27 e ’$i+2}
Co1p7
{xi—37 s 7xi+3} s s C§,2p37 {:L‘i—Qv S 7xi+2}
C7aps
{@ia, ... zig3} C§,3p§7 {@icy, .. 2ig3}

Figura 1.2: Esquema de la estructura de los pesos dptimos necesarios
para obtener orden de precision optimo para r = 4.

Finalmente, nos queda definir los indicadores de suavidad en
cada nivel, que hacemos de la siguiente forma (en este caso parti-
cular):

fg,o - fé, ig,l = j:?a
Lo=1y, I5, =1, (1.25)

ji:’@:jfa fi:’z:jg'
Los definimos de esta manera para que el indicador de suavidad
descarte aquellos stencils que contienen una discontinuidad. En
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[20] se da una forma general de los indicadores de suavidad para
cualquier r que es:

Definicién 1.4. Sean/=7r+1,...,2r—2,y I}, conk=0,...,7—1los
indicadores de suavidad disenados en [11), [12], entonces definimos
los indicadores de suavidad en el nivel [ como:

Ikk+l_‘[l T‘l)+k7 k:O,,(ZT—Q)—l
También se da una expresion explicita para los pesos optimos
en cada nivel. Este trabajo se extiende para calcular una aproxi-

macion al valor de la derivada de una funcion en [19] y en medias
en celda aplicandolo a procesamiento de imagenes en [18].

(1.26)

1.4

Interpolacion racional adaptativa
con orden maximo cerca de las
discontinuidades

Un método de orden 2 tipo WENO fue el disefiado por S. Carrato
y G. Ramponi (ver [46, 67]) que consiste en calcular una aproxi-
macion al valor fix utilizando una media ponderada entre f;_; y

fia i.e.

A

fi_% =wofic1 +wifi, con wy+w; = 1.
En [46], se dan dos posibles familias de pesos:
L+ a(fia = fir1)?

WL = o o((fice — fi)? + (fiir — fis1)?)’
B 14+ o fiea — fi)? -2
Y=g + a((fice — fi)? + (fiz1 — fis1)?)’
y
g — 1L+ a(fior = fir)” + (fi = fin1)?) 7
R 04(2 ol (ficr = firr-3s)* + (fi = fir1-35)%)) (1.28)
o +al((fii1 — fio)? + (fi = fiie)?)
o ((

2—|—a(z Co((ficr = fir1-3s)? + (fi = fi1-ss)?))
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donde o es un parametro. Arandiga en [27] presenta un método
de orden 4 proponiendo pesos no lineales tipo WENO. En [39] se
extiende al entorno de medias en celda. Finalmente, en [40] se
generaliza el método para 2r puntos. Explicamos brevemente este
nuevo método para r = 4. Al igual que en el método de WENO,
queremos una aproximacion con 8 puntos definida como

3
I(Iz‘—%§ f) = Zwkp};(xi—%)
k=0

donde los pesos no lineales vienen dados por

Wi, = L . k=0,1,2,3
o+ a1 + ag + a3
siendo
J3
o 1/16 3/24 3/10 1 0 O 0 Jo
o | 7/16 Lt 14/24 7/10 0 0 O 7/24 J1
Qg 7/16 7/24 0 0 0 7/10 14/24 J_1
Q3 1/16 0 0 0 1 3/10 3/24 J o
J_3
con:

Je = |five — five ', €=-3,....3,
y t un parametro. Es decir, en cada columna situamos los coefi-
cientes optimos para obtener la aproximacion de orden maximo
con los polinomios que no estan afectados por la discontinuidad.
En [40] se definen los pesos generales para cada paso.

1.5
L1. Interpolantes no lineales

En esta seccion introducimos los proyectos de investigacion re-
lacionados con esta linea. Lo haremos dividiéndolas en distintas
sublineas indicando en cada caso los objetivos que nos plantea-
mos asi como los/as colaboradores con los/as que realizaremos
esta investigacion.
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L1.1. Interpolacion cubica de Hermite monétona

En [26] se trabaja en 2D y se amplian los resultados vistos
en [21], lo que nos lleva a plantearnos si los métodos disenados
se pueden extender en esta direccion. Por otra parte, viendo los
resultados numeéricos obtenidos, seria interesante ver propiedades
no estudiadas como la eliminacion del fenomeno de Gibbs. Asi,
planteamos los siguientes objetivos:

e Extender a 2D los resultados obtenidos para interpoladores
no lineales.

e Estudiar y analizar propiedades de los interpoladores (por
ejemplo splines) monotonos como la eliminacion del feno-
meno de Gibbs.

e Extender los resultados a otro tipo de splines como los suavi-
zantes.

En esta sublinea de investigacion participaran los investigadores:
F. Arandiga y A. Baeza ambos de la Universitat de Valéncia (UV).

L1.2. Splines cubicos evitando el fenémeno de Gibbs

Al igual que antes, nos planteamos si podemos extender los mé-
todos a varias dimensiones, en particular a dimension 2 sin nece-
sidad de utilizar producto tensor. También, quedaria pendiente en
una dimension ver propiedades de monotonia ya que los interpo-
ladores no producen fenomeno de Gibbs. Los objetivos serian:

e Extender a 2D los resultados obtenidos para interpoladores
no lineales.

e Extender los resultados a otro tipo de splines como los suavi-
zantes.

e Estudiar y analizar propiedades de los splines que evitan el
fenomeno de Gibbs como la monotonia.

e Plantear y estudiar una posible adaptacion al entorno de me-
dias en celda.
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En esta linea trabajaremos junto a los profesores S. Amat, J. Ruiz-
Alvarez, J.C. Trillo de la Universidad Politécnica de Cartagena (UPCT)
y D. Levin de Tel-Aviv University (TAU).

L1.3. Algoritmos con precision progresiva

En esta sublinea, como en las dos anteriores, se plantea am-
pliar el algoritmo a 2 dimensiones. En [33], se presenta un método
WENO no separable en dos dimensiones. A partir de este traba-
jo, nos preguntamos si podemos hacer un adaptacion progresiva
del orden dependiendo del numero de puntos que utilicemos en la
interpolacion. Esto lo trabajariamos también si consideramos los
datos como la discretizacion en medias en celda de una funcion.

e Extender a 2D los resultados obtenidos.

e Extender el procedimiento para conseguir precision progresi-
va a otros tipo de WENO como Hermite WENO o RBF-WENO
[32].

e Estudiar su aplicacion en resolucion numérica de EDPs.

El trabajo se hara junto a S. Amat (UPCT), P. Mulet (UV), J.
Ruiz-Alvarez (UPCT) y C.W. Shu de Brown University (BU).

L1.4. Interpolacion racional adaptativa

En [39] se extiende el resultado presentado en [67] al entorno de
medias en celda. Nos planteamos ampliar este resultado a un al-
goritmo adaptativo como el presentado en la seccion [1.4] a medias
en celda y al calculo de derivadas de una funcion. Asi mismo, si
podemos aplicarlo a compresion de imagenes digitales como opera-
dor prediccion en un esquema de multirresolucion. Asi, marcamos
como objetivos:

e Extender a 2D los resultados obtenidos.

e Extender el método al entorno de medias en celda y aplicarlo
a compresion de imagenes digitales y generacion de curvas.

Esta linea se trabajara junto a F. Arandiga (UV).
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L1.5. WENO en mallas no uniformes

Entre las posibles limitaciones del método WENO encontramos
que si la funcion presenta puntos criticos, el método puede detec-
tarlos como discontinuidades y bajar el orden de la aproximacion.
Esto ha sido estudiado y resuelto en [41), [42].

Por otra parte, los métodos WENO se definen en datos equies-
paciados, haciendo que, en un principio, no sean aplicables en
stencils donde los nodos no estan uniformemente espaciados. Asi,
junto a los profesores D. Zorio de la Universidad Internacional de
Valencia (VIU), M. C. Marti (UV) y P. Mulet (UV) se proponen los
siguientes objetivos en esta linea de investigacion:

Disenar el método WENO para mallados no uniformes.

Extender el resultado a medias en celda.

Extender el resultado a 2D.

Disenar el método con orden adaptativo en 1D y en 2D.

Analizar como resolver el problema que presenta el método
en los puntos criticos en estos nuevos esquemas.



Capitulo 2

Tratamiento de senales
e imagenes

Con el fuerte desarrollo de los sistemas informaticos, el trata-
miento de senales e imagenes digitales se ha situado como uno
de los principales campos de investigacion en Matematica Apli-
cada. Existen gran cantidad de técnicas matematicas que, desde
distintos puntos de vista, como el analitico o el numérico, han
abordado los problemas derivados al procesar una imagen digital
como compresion, eliminacion de ruido en senales, inpainting o
superresolucion.

En los anos 90, en el contexto de la resolucion numérica de
ecuaciones en derivadas parciales se desarrollan las técnicas de
multirresolucion. Harten, en [59], integrando ideas de tres campos
diferentes: teoria de bases wavelet, EDPs y esquemas de subdivi-
sion, presenta una estructura para la multirresolucion de datos.
La idea consiste en, suponiendo conocidos una serie de valores
en un nivel de resolucion £ (la resolucion depende del tamarnio de
k), que denotaremos con f*, en un espacio vectorial cualquiera V*,
construimos dos operadores de manera que podamos transitar en-
tre dos resoluciones, es decir el operador decimacion

Dyt vE s VY

que exigiremos que sea suprayectivo y lineal; y el operador predic-
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cion, PF | : V71 — VF que nos permite hallar una aproximacion
a los valores del nivel £ desde los datos del nivel £ — 1. Por tanto,
podemos definir el error como

" = [* =P (D)

y bajo ciertas condiciones de los operadores podemos representar
¢¥ en una base de dimensién menor, obteniendo las coordenadas
llamadas detalles d*, de manera que tenemos la equivalencia:

fr={dt,

si repetimos este paso K veces, (K < k), obtenemos la representa-
cion multiescala de los datos f*, es decir

fk = {fka’dkaJrl? o ,dkil,dk}.

El tratamiento de los detalles da lugar a diversas aplicaciones co-
mo eliminacion de ruido o compresion. Si suponemos que nues-
tros datos f!° son la imagen peppers que podemos ver en la figura
[2.T] entonces su descomposiciéon multiescala quedaria representa-
da en la figura |2.2| cuando K = 1,2, 3,4.

Figura 2.1: Imagen peppers

Hay diferentes formas de definir estos operadores (decimacion
y prediccion). En primer lugar, se analiza como entendemos los
datos, es decir, si los datos provienen de la discretizacion de una
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funcion en valores puntuales, o bien son las medias de una fun-
cion en una determinada celda. Para determinarlo, construimos el
operador decimacion. Suponiendo que F es un espacio de funcio-
nes, definimos:

Una vez que tenemos los datos, para utilizar teoria de aproxi-
macion o interpolacion, definimos el operador reconstruccion

Ri: Vo F.

La combinacion de estos, nos permite definir los operadores ante-
riores, asi tendriamos:

Dy ' =Dy Ry, Piy = DR

Gran cantidad de trabajos han ido destinados a la construccion
del operador prediccion (o reconstruccion) utilizando técnicas in-
terpolatorias como ENO, WENO (ver por ejemplo [24]) o cambios
en un operador lineal introduciendo medias no lineales (ver, por
ejemplo, [8, 19, [10]). En este capitulo, comentamos brevemente los
trabajos ya publicados y, finalmente, las lineas de investigacion
futuras.

2.1

Multirresolucion basada en
regresion local polinémica
ponderada

Tipicamente, en multirresolucion de Harten, el operador re-
construccion se disena utilizando interpolacion, ya sea lineal o no
lineal, técnicas como ENO o WENO vista en el capitulo [I} Sin em-
bargo, en muchas aplicaciones, los datos presentan cierto ruido y
no es conveniente utilizar interpolacion sino estrategias de aproxi-
macion como regresion local polinémica ponderada.
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(c) K=3

Figura 2.2: Descomposiciones multiescala de la imagen peppers

El problema consiste en hallar el polinomio que minimiza la
distancia en norma 2 entre los datos conocidos y la evaluacion
de dicho polinomio en los nodos. Supongamos que trabajamos en
valores puntuales, es decir, tenemos un mallado en cada nivel de
resolucion X* = (z¥)% con z¥ = /2" y nuestro operador decima-
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cion es fF = (Dpf); = f(2F), i = 0,...,2%, entonces sabemos que
zk, = ¥y f = fF'. Por tanto, el operador decimacion esta
definido. El problema para hallar el operador prediccion seria el

siguiente ([34]):

2(z) = argmm ZK xQJ LI L(FF 2(2fh)
2k 1

= o 3 Kl ot L et ™)

v €Ri=0,...,r i—0

2.1)

donde K es una funcién peso con ciertas propiedades y L una nor-
ma, en [34] L(x,y) = (z—y)*. Calculariamos (x5, ;) = >\ %i(z5; )",
j=1,...,21

En [34] se analiza el algoritmo desde el punto de vista de la
multirresolucion, en [35] se extiende a medias en celda y en [37]
a dos dimensiones. Uno de los problemas que presenta este tipo
de multirresolucion es que los operadores no son consistentes, es
decir, que al predecir y después decimar no obtienes los mismos
datos, esto fue en parte resuelto en [36]. Sin embargo, otros au-
tores, como Liandrat en [64], han planteado otras soluciones que
posiblemente sean mas convenientes para este tipo de operadores
y que estudiaremos en una futura linea de investigacion.

Los operadores reconstruccion pueden utilizarse como esque-
mas de subdivision (ver capitulo [3). Dyn et al. en [57] introducen
una familia de este tipo de esquemas, lo que nos invita a proponer
estudios sobre estos esquemas utilizandolos para datos con ruido.

La funciéon L puede ser la norma 1, lo cual dificulta la solu-
cion del problema. En [25], planteamos un esquema de multirre-
solucion para el tratamiento de senales utilizando este operador.
Mustafa, en [66], plantea un problema similar para disehar un
esquema de subdivision.

Estos métodos generalizan las técnicas interpolatorias amplia-
mente utilizadas, ver por ejemplo [24].
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2.2

Multirresolucion basadas en
técnicas estadisticas de aprendizaje

Como hemos mencionado anteriormente, el tratamiento de ima-
genes utilizando esquemas de multirresolucion consiste en, cono-
ciendo unos datos, aplicarles los operadores decimacion y predic-
cion (para el calculo del error) para descomponerlos y eliminar los
detalles dependiendo de la aplicacion que le queramos dar. Por
ejemplo, compresion o eliminacion de ruido. Por tanto, es conve-
niente tener un operador prediccion que calcule, de la manera mas
precisa posible, los valores del nivel £ utilizando los valores de un
nivel £ — 1. Esta forma de calcular el operador prediccion se tra-
bajo en [31], 23]. Veamos un ejemplo, tomamos de nuevo valores
puntuales, el problema es hallar G;, que resuelva:

2i—1_1

Gy=argminy Y [ff -G, (2.2)
GeK & 2

para algun valor fijo 1 < p < oo, siendo K un conjunto de funcio-
nes, por ejemplo, polinomios. Si tomamos 4 variables obtenemos
el problema lineal de regresion:

J—1_1

min > > |f(ah; ) = anf(27)) — axf(257)) — asf(ah ) — auf (2P
ko §=2

a€R4

En los articulos [31], 23] tan solo se trabaja con funciones poli-
nomicas y con minimizacion de normas p = 1,2, c0. Hay infinidad
de nuevas técnicas de aprendizaje (ver [61]) que pueden ser apli-
cadas.
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2.3
L2. Esquemas de multirresolucion

En esta linea de investigacion incluimos tres sublineas: la pri-
mera que esta relacionada con construir operadores de multirre-
solucion consistentes a partir de predictores basados en regresion
local polinémica. La segunda, seria de caracter mas practico, es
aplicar los operadores a imagenes con ruido. Y finalmente, en la
tercera trataremos de aplicar otros métodos de aprendizaje para
hallar nuevos operadores.

L2.1. Operadores consistentes

En [64], se explica como construir operadores decimacion a
partir de cualquier esquema de subdivision (ver capitulo [3). Asi,
los objetivos de esta linea serian:

e Generar operadores de multirresolucion consistentes, sabien-
do que el operador prediccion esta hallado como solucion de
un problema de regresion.

e Estudiar las propiedades y aplicarlo al tratamiento de image-
nes.

L2.2. Aplicacion de los métodos a eliminacion de ruido

En los ejemplos numeéricos presentados en los distintos traba-
jos sobre multirresolucion, tanto utilizando regresion polinomica
como técnicas de aprendizaje, hemos podido apreciar que estos
operadores pueden funcionar correctamente para eliminar ciertas
imperfecciones que aparecen en una imagen como el ruido. Asi,
nos planteamos:

e Aplicar los operadores mencionados en las secciones y
2.2l a la eliminacion de ruido.
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L2.3. Nuevas técnicas de multirresolucion basada en aprendi-
zaje

Finalmente, creemos que nuevas técnicas de learning o deep
learning pueden ser aplicadas al tratamiento de senales en el en-
torno de multirresolucion de Harten. Los objetivos, por tanto, se-
rian:

e Aplicar nuevas técnicas estadisticas para hallar un operador
prediccion.

e Estudiar las propiedades en el contexto de multirresolucion
como estabilidad.

Esta linea la trabajaremos junto con F. Arandiga (UV).



Capitulo 3

Diseno de curvas y
superficies

Los esquemas de subdivision surgen a finales del siglo XX en
el contexto del diseno asistido por ordenador. Los métodos con-
sisten en generar objetos 3D o curvas bidimensionales a partir de
un conjunto de puntos de control. Estas técnicas han sido am-
pliamente utilizadas en aplicaciones muy variadas como diseno de
peliculas de animacién. En la figura [3.1](a) podemos ver la malla
de puntos de control utilizada para generar el personaje de Pixar
que vemos en la figura [3.1}(b), [51].

Siguiendo la notacion de Dyn y Levin en [58], un esquema es-
tacionario con mascara de soporte compacto a = {a;},c7 se define
comenzando por un conjunto de datos finitos, f = {f }.c;, (puntos
de control), e iterando, calculamos nuevos valores en el nivel de re-
finamiento k+1, que denotamos como f*+! = {ff*'},c; | utilizando
la regla:

( afk fk:+1. Zaz 2jfk

JE€JK

Asi, un primer ejemplo es el propuesto por Chaikin en [47]:

fi + 4f1+17 (3.1)
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(@) (b)

Figura 3.1: (a) Malla de control para la cabeza de un personaje de Pixar,
[51]. (b) Personaje de Pixar generado a partir de la malla de control, [51].

donde a = (1,3,3 7). Podemos ver la curva generada a partir del
esquema de Chaikin en la figura[3.2]

El estudio de distintos esquemas, como los interpolatorios, pre-
sentados por Desluariers y Dubuc en [52] y el analisis de las pro-
piedades como convergencia, estabilidad, regularidad, monotonia,
reproduccion de polinomios ha dado lugar a un amplio numero
de publicaciones. Entre los distintos resultados, sabemos que si
la mascara es positiva entonces el método es convergente. En [15]
se prueba, entre otros resultados, que este tipo de esquemas no
producen fenéomeno de Gibbs cuando en los datos existen discon-
tinuidades.

En ciertas aplicaciones, los datos presentan gradientes pronun-
ciados y utilizando los esquemas lineales obtenemos curvas con
ciertos efectos no deseados. Con el fin de evitar este problema, se

plantean esquemas no lineales (ver [16, [17]) de la forma
SNLISL—F.FOA [32)

donde S, es un operador lineal, A es el operador diferencia y F :
(>°(Z) — ¢>°(Z) es un operador no lineal. Bajo ciertas condiciones
de F se puede probar la convergencia. Este operador no lineal
puede ser como en [17] una media no lineal. En este sentido, las
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(@) (b)
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Figura 3.2: (a) Puntos de control. (b) Puntos generados al aplicar el es-
quema una vez. (c) Puntos generados al aplicar el esquema dos veces. (d)
Puntos generados al aplicar el esquema 10 veces

propiedades de la media juegan un papel relevante a la hora de
analizar las caracteristicas del esquema de subdivision. Por este
motivo, se han propuesto nuevas medias (ver [7, [1]) que pueden
ser utilizadas como parte de un esquema de subdivision o en un
contexto de multirresolucion (ver [6]).

Del mismo modo, se contintian mejorando ciertas propiedades
de esquemas de subdivision conocidos. Asi, en [62] se perfeccio-
na la constante de estabilidad para datos convexos hallada en [5]
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para el esquema de subdivision interpolatorio de cuatro puntos
utilizando la media armonica (pph). Finalmente, se han propuesto
algoritmos de subdivision no lineales entendiendo los datos como
medias en celda como en [55].

En el anterior capitulo, [2| indicamos algunos proyectos de in-
vestigacion relacionados con los esquemas de subdivision que sur-
gen a raiz de los operadores de prediccion en los esquemas de
multirresolucion y que ahora explicamos con mas detalle.

3.1
L3. Esquemas de subdivision

En esta seccion planteamos una serie de posibles futuras in-
vestigaciones sobre esquemas de subdivision sobre cuestiones y
problemas que han surgido a lo largo de los estudios realizados.

L3.1. Esquemas de subdivision basados en regresion local po-
linémica

Como hemos visto en la seccion [2.1] los operadores recons-
truccion pueden ser vistos y estudiados como esquemas de subdi-
vision. En esta sublinea nos planteamos un analisis sobre esque-
mas de subdivision basados en regresion local polinomica ponde-
rada (ver [57]), entendiendo que los puntos de control tienen cierto
ruido. En este sentido, ya se ha trabajado, presentando algun re-
sultado previo en el congreso CEDYA de 2021. Nos marcamos los
siguientes objetivos en esta sublinea:

e Estudiar la convergencia de los esquemas de subdivision ba-
sados en regresion local polinémica.

e Estudiar propiedades como monotonia, regularidad o repro-
duccion de polinomios, de los esquemas de subdivision basa-
dos en regresion local polinémica.

e Extender los resultados a modelos no lineales tipo WENO.

En esta linea de investigacion participaran los profesores F.
Arandiga y Sergio Lopez-Urena (UV).
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L3.2. Esquemas de subdivision basados en regresion local po-
linémica en norma 1

Mustafa et al. en [66] presentan un esquema de subdivision
polinomica en norma 1 pero no estudian ninguna de sus propie-
dades. Asi, los objetivos que nos planteamos son:

e Estudiar propiedades como monotonia, regularidad o repro-
duccion de polinomios, de los esquemas de subdivision basa-
dos en regresion local polinémica en norma 1.

e Extender los resultados a 2D.

L3.3. Esquemas de subdivision basados en regresion local po-
linémica en mallados triangulares

En [48] disenan esquemas interpolatorios en mallados triangu-
lares utilizando medias no lineales. Este tipo de esquemas evitan
fenomenos no deseados en las discontinuidades. Nos planteamos
extender los esquemas basados en regresion local polinomica en
2D, en particular en mallados triangulares, es decir, tendriamos
como obijetivos:

e Disenar esquemas de subdivision basados en regresion local
polinomica para mallados triangulares.

e Estudiar las propiedades de estos esquemas.

Esta investigacion se hara junto a Sergio Lopez-Urena (UV) y
Costanza Conti Universidad de Florencia (UniFl).
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Capitulo 4

Formulas explicitas para
la aproximacion de
funciones a partir de su
discretizacion en
medias en celda

En ciertas aplicaciones, como en fotogrametria satelital (ver
[44]), se necesita aproximar los valores de una funciéon en un ma-
llado de puntos conociendo las medias de la funcién en celdas
regulares. En [3] se plantean dos soluciones. En primer lugar, se
da una formula cerrada dependiendo de la precision que se desea
hallar.

Asi, si suponemos una funcion real f € C*"*? y los valores de
las medias de f en intervalos de longitud h:

3 1 a+h/2
fa =y [

—h/2

fla) = fa) + ) arA f(a) + O(h™F2),
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done A%g(a) = g(a — h) — 2g(a) + g(a + h), y {a,} son los coeficientes
correspondientes a la solucion del sistema: M,,a’, = b’ con

1
— 1<
(20 + 1)1227 -

y M, = (m; )", definidos como:

= 1 e s 2] \2(i—t
m“:ZQQt—l(th)!(z(i—t))! 2. (=D (s>(3_j)( )'

t=0 s=j+1

b = — 1 <m,

Esta solucion se puede ampliar a varias dimensiones utilizando
producto tensor.

Como segunda solucion, utilizamos la base B-spline. Sabemos
(ver [69]) que una funcion, f, de clase CP*! se puede aproximar
utilizando el operador cuasi-interpolador (), definido como

x
Q@) = D L(fan) By (5 7). (4.1)

nez
donde B, es el B-spline de grado p con soporte en [, = [-ZH 2]

utilizando los nodos equidistantes S, = {—’%1, e 1%1};

Fap = (Fuc ] Tan g ))s

con f, = f(nh)y L, es una funcioén L, : R? []+1 5 R dada por (ver

[69]):
5]

Ly(fap) = Z Cpjfntis (4.2)
i==%)
donde los coeficientes ¢, ;, j = — |2],..., |2] son:
L%%Aﬂ%+p+lp+nzl (—1)
o= X Ty el @)
=0 p+1 =

J;; la delta de Kronecker y #(i, j) se pueden calcular recursivamente
como:

0, sij >,
L, sij =1,
ti—2,j—2) — (52)"4(i — 2,5), si2<j<i,

t(i,5) =
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con

m—1
£i,0) =0, t(i,1)= N, i,
(1,0) @0 =11 (5 1)
y t(0,0) = ¢(1,1) = 1,¢(0,1) = t(1,0) = 0. Entonces probamos en [3]
que:
Lp+1<fn,p+l) =L, (fn,p) . (4.4)

y tenemos la relacion buscada. Este resultado lo ampliamos a
cualquier media ¢ (ver [56]) y a varias dimensiones utilizando pro-
ducto tensor. Esta técnica se utiliza para aproximar funciones con-
tinuas a trozos desde valores en medias en celda en [4]. En estos
trabajos hemos supuesto los datos en un mallado igualmente es-
paciado pero la intencion es ampliarlo a cualquier tipo de datos
dispersos.

4.1

L4. Aproximaciones globales
explicitas

En esta seccion planteamos una unica linea de investigacion
que es la siguiente.

L4.1. Formulas explicitas de aproximacion de funciones desde
sus valores en medias en celda en mallados no uniformes

Nos marcamos un unico objetivo:

e Estudiar un método de aproximacion de funciones y funcio-
nes continuas a trozos utilizando como datos sus valores en
medias en celda en mallados no uniformes.

En esta linea de investigacion participaran los profesores S.
Amat y J. Ruiz (UPCT) y D. Levin (TAU).
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Capitulo 5

Resumen y conclusiones

En esta memoria hemos hecho un recorrido por el historial
investigador del autor dividiendo sus publicaciones por bloques
tematicos e indicando posibles lineas de investigacion futuras.
Asi mismo, hemos indicado los colaboradores que previsiblemente
participaran en cada linea. Esto, por tanto, es un documento que
contempla el proyecto investigador del autor o, mejor dicho, las in-
tenciones de investigacion del candidato en el momento en el que
se presenta a la plaza. Es dificil, en el contexto de la investigacion,
marcar un plan que no sea alterado o modificado porque, de cada
resultado obtenido, pueden surgir distintas ideas que pospongan
ciertas lineas; que, directamente, las anulen; o que sugieran otras
mas interesantes.

En esta memoria se han establecido, principalmente, cuatro
grandes lineas en las que, actualmente, se esta trabajando y den-
tro de estas lineas, diferentes sublineas:

L1. Interpolantes no lineales.

L1.1. Interpolacion cubica de Hermite monotona.
L1.2. Splines cubicos evitando el fenomeno de Gibbs.
L1.3. Algoritmos con precision progresiva.

L1.4. Interpolacion racional adaptativa.
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L1.5. WENO en mallas no uniformes.
L2. Tratamiento de senales e imagenes.

L2.1. Operadores consistentes.
L2.2. Aplicacion de los métodos a eliminacion de ruido.

L2.3. Nuevas técnicas de multirresolucion basada en apren-
dizaje.

L3. Disenos de curvas y superficies.

L3.1. Esquemas de subdivision basados en regresion local
polinémica.

L3.2. Esquemas de subdivision basados en regresion local
polinomica en norma 1.

L3.3. Esquemas de subdivision basados en regresion local
polinomica en mallados triangulares.

L4. Aproximaciones globales explicitas.

L4.1. Formulas explicitas de aproximacion de funciones des-
de sus valores en medias en celda en mallados no uni-
formes.

Ademas, participamos en otras lineas de investigacion que con-
tintian abiertas y resumimos muy brevemente:

L5. Modelos epidemioldégicos Los modelos mas utilizados para
la transmision de enfermedades son los modelos comparti-
mentales [63], donde a cada individuo se le asigna un com-
partimento, segin su situacion con respecto a la enferme-
dad, y se establecen ecuaciones para los flujos entre compar-
timentos. Los modelos difieren en el numero y tipo de com-
partimentos considerados y en la forma en que se definen las
transiciones entre ellos. Si se supone una mezcla perfecta de
individuos en cada compartimento, el modelo se puede plan-
tear como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO). En [28] basandose en [45] se propone un modelo para
la simulacion de la propagacion del virus SARS-CoV-2 que
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incorpora tasas de contacto variables (permitiendo la simula-
cion de medidas locales de confinamiento social) y flujos de
movilidad entre regiones que tienen en cuenta las restriccio-
nes de movilidad impuestas a la poblacion durante el estado
de alarma o cierres perimetrales locales.

L6. Didactica de las matematicas: En esta linea se trabaja, fun-

damentalmente en dos aspectos. Por una parte, en Educacion
Infantil, se estudiaron la relacion entre distintas variables en
los elementos de una serie y la dificultad que presenta al so-
lucionarla ([54]). Por otra parte, se han estudiado las reper-
cusiones que supone trabajar por medio de robots en el de-
sarrollo de la rotacion mental y pensamiento computacional
([53D.

En la tabla podemos ver un resumen de las lineas y su-
blineas propuestas, asi como los colaboradores y los articulos o
capitulos publicados de cada linea.

Colaboradores Articulos publicados

L11 Arandigay Baeza

L12 Amat, Levin, Ruiz y Trillo [21.[18].[19].[201[29].

L1 L13 Amat, Mulet, Ruiz y Shu
L14 Arandiga (301,381,391, [40]. [43]
L15 Marti, Mulet y Zorio

Lo Loy 61,181,191, 101, 1231, [25],
123 Arandiga [31],134].[351,136],[37]
L31 Arandiga y Lopez-Urena [11.[71.[151.[16]

L Ls2 o i (171,551, [62]
L33 Contiy Lopez-Urena

L4 141 Amat, Leviny Ruiz [31,14]

Arandiga, Baeza, Donat,
L5 L5 Lopez-Urena, Marti, Mulet 28]
L6 L6 Arnauy Diago [53],[54]

Tabla 5.1: Lineas y sublineas de investigacion
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