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/
COALGEBRA

Dada una categoria X, llamada la categoria base y un endofuntor
F: X =X,

Definicion

Una F'-coalgebra es un par (X, «), donde X es un objeto de X'y
a: X — FX esuna flechaen X.

Llamamos a X labasey a o la funcion estructural de la coalgebra.
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Magquina de dos botones
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COALGEBRA

Magquina de dos botones

Esta maquina puede ser descrita como coélgebra:

(v,n): X — Ax X
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HOMOMORFISMOS DE COALGEBRAS

Definicion

Sean (X, a) y (Y, 8) dos F-coalgebras. Un homomorfismo
de F-coalgebras, es una funcion f: X — Y que hace conmutar
el siguiente diagrama:

f
X Y
a B
FX —— FY
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SUBCOALGEBRAS

Definicion

Sea (X, «) una F-coalgebra. Sea W C X un subconjunto cual-
quiera de X . Diremos que W es una subcoalgebra de X si existe
una funcion estructural ay en W de forma que la funcion inclu-
siéni : W — X es un homomorfismo de F-coalgebras.

X
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BISIMULACION

Definicion

Sean (X, a)y (Y, 3) dos F-coalgebras. Un subconjunto Z del pro-
ducto cartesiano de X y Y es una F-bisimulacion si existe una
funcion estructural v : Z — FZ de forma que las proyecciones
de Z a X yY son homomorfismos de F-coalgebras.

oo
=7 Y
a FZ
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BISIMULACION

Definicion

Si (X, a) = (Y, ), entonces Z se llama bisimulacion en (X, «).
Una equivalencia bisimulacional es una bisimulacién que ademas
es una relacion de equivalencia.

Dos estados x € X,y € Y se llaman bisimilares si existe una
bisimulacion Z con (x,y) € Z.
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BISIMULACION

Definicion

Si (X, a) = (Y, ), entonces Z se llama bisimulacion en (X, «).
Una equivalencia bisimulacional es una bisimulacién que ademas
es una relacion de equivalencia.

Dos estados z € X,y € Y se llaman bisimilares si existe una
bisimulacion Z con (x,y) € Z.

Ejemplo

El conjunto vacio, ) € X x Y, siempre es una bisimulacion entre
(X,a)y (Y, B).
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BISIMULACION

Ejemplo




BISIMULACION

Maquina de dos botones
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COCIENTES

Teorema

Sea (X, a) una F-coalgebra. Sea Z una equivalencia bisimula-
cional en X. Entonces existe una unica funcion estructural vz :
X/Z — F(X/Z) que convierte la funcién cociente 7z : X —
X /Z en un homomorfismo de F-coalgebras.

x—2 . x/z
a 317z
FX F(X/Z)

Tz
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COALGEBRA FINAL

Definicion

Diremos que una F-coalgebra, (X, «), es una F-coalgebra final
si para cualquier otra F'-coalgebra (Y, 8) existe un unico homo-
morfismo de F-coalgebras!:Y — X.
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COALGEBRA FINAL

Definicion

Diremos que una F'-coalgebra, (X, «), es una F-coalgebra final
si para cualquier otra F'-coalgebra (Y, 8) existe un unico homo-
morfismo de F-coalgebras!:Y — X.

Teorema

Sea (X, «) una F-coalgebra final, entonces « es un isomorfis-
mo de F-coalgebras. La coalgebra final, si existe, es Unica salvo
isomorfismo.
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COALGEBRA FINAL

Definicion

Diremos que una F'-coalgebra, (X, «), es una F-coalgebra final
si para cualquier otra F'-coalgebra (Y, 8) existe un unico homo-
morfismo de F-coalgebras!:Y — X.

Teorema

Sea (X, «) una F-coalgebra final, entonces « es un isomorfis-
mo de F-coalgebras. La coalgebra final, si existe, es Unica salvo
isomorfismo.

Son puntos fijos para el funtor, estoes F(X) = X.
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COALGEBRA FINAL

Maquina de dos botones
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COALGEBRA FINAL

Magquina de dos botones

Consideremos la siguiente maquina de dos botones basada en
streams (AN, (h,t)) con funcion estructural:

(h,t) : AN — Ax AN
(ai)ien +— (a0, (@it1)ien)

Proposicidn

(AN, (h,t)) es la maquina de dos botones final:

' (X, (v,n)) — (AN , (h,1))
7 — (v(n'(2)))ieN
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FINAL COALGEBRAS

La existencia de la coalgebra final nos ayuda a definir nuevos
elementos y operadores.
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FINAL COALGEBRAS

La existencia de la coalgebra final nos ayuda a definir nuevos
elementos y operadores.

Sean (X, )y (Y, 3) dos F-coalgebras.Seaz € X yy € Y.

Teorema

x 'y y son bisimilares < l(z) =!(y)

Este teorema nos ayuda a probar proposiciones mediante
coinduccion.
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