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0. Introduccién

La Coalgebra Universal es una teoria
para el tratamiento matematico de los
sistemas.
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0. Introduccién

La Coalgebra Universal es una teoria
para el tratamiento matematico de los
sistemas.

Nos permite:
* Modelizar sistemas.
o Tener una definicién natural de morfismo entre sistemas.

o Detectar equivalencias en los comportamientos de los estados.
o Simplificar sistemas.
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1. Teoria de Autdmatas

Definicion
Un automata finito no determinista, o AFND, es una quintupla
A=(Q,X,9,qo, F), donde:

Q® es un conjunto finito de estados.

> es un conjunto finito que recibe el nombre de alfabeto. Los
elementos de ¥ se llaman /etras.

d:Q xX — P(Q) es una funcién parcial llamada funcion de
transicion.

go € Q es el estado inicial.
F C Q es el conjunto de estados finales.
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1. Teoria de Autdmatas

Ejemplo
Sea A = ({0,1,2},{a, b,c},9,0,{0,1}) el AFND con el
correspondiente diagrama de transicién dado por:

a b c

start
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1. Teoria de Autdmatas

Definicién

Sea A= (Q,X,0,qo, F) un AFND. La funcién N : Q@ — P(2)
definida para cada p € Q como:

© 0€ N(p)siy sélosi p= qo.
©1leN(p)siysolosipeF.

recibe el nombre de naturaleza del estado p.
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1. Teoria de Autdmatas

Definicion

Sea A= (Q,X,0,qo, F) un AFND. La funcién N : Q@ — P(2)
definida para cada p € Q como:

© 0€ N(p)siy sélosi p= qo.
©1leN(p)siysolosipeF.

recibe el nombre de naturaleza del estado p.

Ejemplo

{0} {1} {0, 1}

0
start ‘ start @ ‘
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1. Teoria de Autdmatas

Definicidn

Sea A= (Q,X,0,q0, F) un AFND y sea w € ¥* una palabra.
Diremos que w es aceptada por un estado g € Q cuando q — p con
p € F. Se define el lenguaje aceptado por g como:

Ly ={w € X*: w es una palabra aceptada por g}
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1. Teoria de Autdmatas

Definicion

Sea A=(Q,%,0,qo0, F) un AFND y sea w € ¥* una palabra.
Diremos que w es aceptada por un estado g € Q cuando q — p con
p € F. Se define el lenguaje aceptado por g como:

Ly ={w € X*: w es una palabra aceptada por g}
Definimos asi el lenguaje aceptado del AFND A como:

L(A) = qu
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2. Autématas como Coalgebras

Definicién

Sea Set la categoria de los conjuntos. Dado un endofunctor

F : Set — Set, una F-coadlgebra (o F-sistema) consiste en un par
(X, ), donde X es un conjuntoy o : X — FX es una funcién
cualquiera. Diremos que X es la base 'y « serd la funcion estructural
de la coalgebra.
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3. Homomorfismos entre Codlgebras

Definicién

Sean (X,a) y (Y, ) dos F-codlgebras. Un homomorfismo entre
F-codlgebras, f: (X,a) — (Y, ), es una funcién f : X — Y que
hace conmutar el siguiente diagrama:

FX

FYy
Ff
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3. Homomorfismos entre Codlgebras

Proposicién
Sean A =(Q,a) y A = (Q',a’) dos AFND. Una funcién f : Q@ — Q'
es un homomorfismo de autématas si y sélo si:
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3. Homomorfismos entre Codlgebras

Proposicién
Sean A =(Q,a) y A = (Q',a’) dos AFND. Una funcién f : Q@ — Q'
es un homomorfismo de autématas si y sélo si:

L. N(q) = N(f(q))
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3. Homomorfismos entre Codlgebras

Proposicién
Sean A =(Q,a) y A = (Q',a’) dos AFND. Una funcién f : Q@ — Q'
es un homomorfismo de autématas si y sélo si:

L. N(q) = N(f(q))
2 g3 p = f(a)>f(p)
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3. Homomorfismos entre Codlgebras

Proposicién
Sean A =(Q,a) y A = (Q',a’) dos AFND. Una funcién f : Q@ — Q'
es un homomorfismo de autématas si y sélo si:

L. N(q) = N(f(q))
2 g3 p = f(a)>f(p)
3 () p = peQ(g>pif(p)=p)

9/ 14



VNIVERSITAT l.
D VALENCIA

4. Bisimulaciones

Definicién

Dadas (X, ) y (Y, ) dos F-codlgebras. Un subconjunto Z C X x Y
del producto cartesiano se llama una F-bisimulacion si existe una
funcién estructural v : Z — FZ de forma que las proyecciones de Z a
X y a Y respectivamente son homomorfismos entre F-codlgebras.

X“/\

/mﬁ\
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4. Bisimulaciones

Definicién
© Dos elementos x € X, y € Y son bisimilares, y lo denotaremos
X < y, si existe una bisimulacién Z tal que (x,y) € Z.

© Para el caso en que (X,a) = (Y, ), definimos equivalencia
bisimulacional como aquella bisimulacién que, ademas, es relacién
binaria de equivalencia.
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4. Bisimulaciones

Proposicién
Sean A =(Q,a) y A" = (Q',a’) dos AFND. Consideramos g € Q y
q' € Q. Entonces q < q' si y sélo si:

12/ 14



VNIVERSITAT A R
B VALR O Departament d'Algebra [QV']

4. Bisimulaciones

Proposicién
Sean A =(Q,a) y A" = (Q',a’) dos AFND. Consideramos g € Q y
q' € Q. Entonces q < q' si y sélo si:

L N(q) = N(q")

12/ 14



VNIVERSITAT A R
B VALR O Departament d'Algebra [QV']

4. Bisimulaciones

Proposicién
Sean A =(Q,a) y A" = (Q',a’) dos AFND. Consideramos g € Q y
q' € Q. Entonces q < q' si y sélo si:

L N(q) = N(q")
a N /
2.q=>p = qg>optalquepep
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4. Bisimulaciones

Proposicién

Sean A =(Q,a) y A" = (Q',a’) dos AFND. Consideramos g € Q y
q' € Q. Entonces q < q' si y sélo si:

L N(q) = N(q")

0 q3p = ¢S ptalquep e p

2 qd3p = g3 ptalquep & pf
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5. Cocientes

Teorema

Sea (X, ) una F-codlgebra y sea Z un equivalencia bisimulacional en
X, entonces existe una funcién estructural vz : X/Z — F(X/Z) que
transforma la aplicacién cociente w7 : X — X/Z en un
homomorfismo entre codlgebras.

Tz

X X/Z

« 3! }72

FX F(X/Z)
Tz
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