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Introduccién El caso de los grupos  El caso de los monoides Sobre el ciclico minimal Descripcion de acciones fieles y transitivas

ACCION

Dado un monoide M y un conjunto no vacio €2, diremos que M
actla sobre Q si existe un homomorfismo de monoides

o M—To={f|f:Q2— Q}



Introduccién El caso de los grupos  El caso de los monoides Sobre el ciclico minimal Descripcion de acciones fieles y transitivas

ACCION

Dado un monoide M y un conjunto no vacio €2, diremos que M
actla sobre Q si existe un homomorfismo de monoides

o M—To={f|f:Q2— Q}

Usaremos la notacién usual (w)(m)y = wm.

Diremos que € es un M-conjunto.



Introduccién El caso de los grupos  El caso de los monoides Sobre el ciclico minimal Descripcion de acciones fieles y transitivas

ACCION

Dado un monoide M y un conjunto no vacio €2, diremos que M
actla sobre Q) si existe un homomorfismo de monoides

o M—To={f|f:Q2— Q}

Usaremos la notacién usual (w)(m)y = wm.

Diremos que € es un M-conjunto.
Ejemplo

Dado un monoide M, éste actla sobre él mismo por multipli-
caciéon a derecha. Esta accién se llama regular.



Introduccién El caso de los grupos  El caso de los monoides Sobre el ciclico minimal Descripcion de acciones fieles y transitivas

ACCION FIEL

La accién se llamard fiel si el correspondiente morfismo ¢ es
inyectivo. Equivalentemente, para todo m,n € M,

paratodow € Q (wm = wn), entonces m = n.
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ACCION FIEL

La accién se llamard fiel si el correspondiente morfismo ¢ es
inyectivo. Equivalentemente, para todo m,n € M,

paratodow € Q (wm = wn), entonces m = n.

Ejemplo

Para todo monoide M, su accién regular es fiel.



Introduccién El caso de los grupos  El caso de los monoides Sobre el ciclico minimal Descripcion de acciones fieles y transitivas

MORFISMOS

Un morfismo f: Q — A de M-conjuntos es una funciéon que
preserva la accién, esto es

paratodow € Qym e M, flwm) = f(w)m.

Si es una biyeccién, diremos que las acciones son equivalentes

O=2A
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MORFISMOS

Un subconjunto no vacio A C Q se llama M-invariante si

AM C A



Introduccién El caso de los grupos  El caso de los monoides Sobre el ciclico minimal Descripcion de acciones fieles y transitivas

MORFISMOS

Un subconjunto no vacio A C Q se llama M-invariante si

AM C A

Una congruencia a derecha = es una relacién binaria de
equivalencia en Q tal que, para todo m € M,

si (a, ) €=, entonces (am,m) €=
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PRIMER TEOREMA DE ISOMORFIA

Ejemplo

Dado un morfismo f: Q — A de M-conjuntos

Elnlcleo de f es una congruencia en Q

kerf = {(o, 8) € Q x Q| f(a) = f(B)}

La imagen de f es un subconjunto M-invariante de A

imf={0 € A|3weQ(fw) =0)}
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PRIMER TEOREMA DE ISOMORFIA

Ejemplo

Dado un morfismo f: Q — A de M-conjuntos

Elnlcleo de f es una congruencia en Q

kerf = {(o, 8) € Q x Q| f(a) = f(B)}

La imagen de f es un subconjunto M-invariante de A

imf={0 € A|3weQ(fw) =0)}

Ademads
Q/kerf = imf
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cicLicos

Un subconjunto M-invariante de la forma oM se llama ciclico.
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cicLicos

Un subconjunto M-invariante de la forma oM se llama ciclico.
Definimos una relaciéon de equivalencia en 2 dada por

a~pB siysolosi aM =M
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Un subconjunto M-invariante de la forma oM se llama ciclico.
Definimos una relaciéon de equivalencia en 2 dada por

a~pB siysolosi aM =M

Las clases de equivalencia de ~ se llaman oérbitas. La accién de
M se llama transitiva si solo tiene una Gnica érbita. Esto es,

paracadaa,B € Q, existenm,n € Mconam =By fAn =«



Introduccién  El caso de los grupos  El caso de los monoides Sobre el ciclico minimal Descripcion de acciones fieles y transitivas
Un subconjunto M-invariante de la forma oM se llama ciclico.
Definimos una relacién de equivalencia en 2 dada por

a~f siysolosi aM =M

Las clases de equivalencia de ~ se llaman oérbitas. La accién de
M se llama transitiva si solo tiene una Gnica érbita. Esto es,

paracadaa,B € Q, existenm,n € Mconam =By fAn =«

Ejemplo

La accién regular de un grupo siempre es transitiva, mientras
gue la de un monoide no necesariamente lo es.



Introduccién El caso de los grupos  El caso de los monoides Sobre el ciclico minimal Descripcion de acciones fieles y transitivas

OBJETIVO

El objetivo de nuestro trabajo ha sido el de caracterizar todas
las acciones fieles y transitivas de un monoide finito M.
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GRUPOS: TRANSITIVIDAD

Sea H un subgrupo de un grupo G.
Un subconjunto de la forma Hg con g € G se llama coclase.

El conjunto {Hyg | g € G} forma una particion de Gy tiene
estructura de G-conjunto con la multiplicacién a derecha.

Esta accidon siempre es transitiva.
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GRUPOS: TRANSITIVIDAD

Sea H un subgrupo de un grupo G.
Un subconjunto de la forma Hg con g € G se llama coclase.

El conjunto {Hyg | g € G} forma una particion de Gy tiene
estructura de G-conjunto con la multiplicacién a derecha.

Esta accidon siempre es transitiva.

Teorema

Toda accién transitiva de un grupo es equivalente a la accién
sobre las coclases de un subgrupo.



Introduccién El caso de los grupos  El caso de los monoides Sobre el ciclico minimal Descripcién de acciones fieles y transitivas

GRUPOS: TRANSITIVIDAD

Sea H un subgrupo de un grupo G.
Un subconjunto de la forma Hg con g € G se llama coclase.

El conjunto {Hyg | g € G} forma una particion de Gy tiene
estructura de G-conjunto con la multiplicacién a derecha.

Esta accidon siempre es transitiva.

Teorema

Toda accién transitiva de un grupo es equivalente a la accién
sobre las coclases de un subgrupo.

En la demostracion usamos Stabg(a) = {g € G | ag = a}.
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GRUPQOS: TRANSITIVIDAD Y FIDELIDAD

El core de H en G, dado por

Coreq(H) = () gHy ™"

es el mayor subgrupo normal de G que estd contenido en H.

Ademas, el nlcleo de la accién de G sobre el conjunto de las
coclases de H coincide con Coreg(H).
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GRUPOS: TRANSITIVIDAD Y FIDELIDAD

El core de H en G, dado por

Coreq(H) = () gHy™
9eG

es el mayor subgrupo normal de G que estd contenido en H.

Ademas, el nlcleo de la accién de G sobre el conjunto de las
coclases de H coincide con Coreg(H).

Teorema

Toda accion fiel y transitiva de un grupo es equivalente a la
accién sobre las coclases de un subgrupo de core trivial.
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MONOIDES: TRANSITIVIDAD

Proposicion

Dado un monoide M y un elemento m € M, la accién por mul-
tiplicacion a derecha en el conjunto m/ es transitiva siy solo
si mM es minimal.
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MONOIDES: TRANSITIVIDAD

Dado un monoide M y un elemento m € M, la accién por mul-
tiplicacion a derecha en el conjunto m/ es transitiva siy solo
si mM es minimal.

Todo monoide finito M tiene un ideal minimal, I(M).

Proposicion

(M) ={m e M| mM minimal}
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MONOIDES: TRANSITIVIDAD

Proposicion

Dado un monoide M y un elemento m € M, la accién por mul-
tiplicacion a derecha en el conjunto m/ es transitiva siy solo
si mM es minimal.

Todo monoide finito M tiene un ideal minimal, I(M).

Proposicion

(M) ={m e M| mM minimal}

Como I(M) contiene idempotentes, trabajamos con ellos
directamente.



Introduccién El caso de los grupos  El caso de los monoides Sobre el ciclico minimal Descripcién de acciones fieles y transitivas

MONOIDES: TRANSITIVIDAD Y FIDELIDAD

Teorema

Toda accién fiel y transitiva de un monoide M es equivalente
a la accién de M en algln eM /=, donde e es un idempotente
en (M) y = esunacongruencia en eM.
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SOBRE EL CiCLICO MINIMAL

Si ey f son dos idempotentes en I(M), entonces:

i) Los M-conjuntos eM'y fM son equivalentes.
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SOBRE EL CiCLICO MINIMAL

Si ey f son dos idempotentes en I(M), entonces:
i) Los M-conjuntos eM'y fM son equivalentes.
i) G.= eMe.

Donde G, es el mayor grupo en M que tiene a e como
elemento neutro. Este grupo se llama grupo maximal en e.
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SOBRE EL CiCLICO MINIMAL

Si e es un idempotente en I(M), entonces:

i) Las clases {G.m | m € M} forman una particién de eM.
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SOBRE EL CiCLICO MINIMAL

Si e es un idempotente en I(M), entonces:

i) Las clases {G.m | m € M} forman una particién de eM.
i) G.m contiene exactamente |G.| elementos.
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SOBRE EL CiCLICO MINIMAL

Si e es un idempotente en I(M), entonces:

i) Las clases {G.m | m € M} forman una particién de eM.
i) G.m contiene exactamente |G.| elementos.
iii) Si fesunidempotente en eM, entonces fe = ey ef = f.
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SOBRE EL CiCLICO MINIMAL

Si e es un idempotente en I(M), entonces:

i) Las clases {G.m | m € M} forman una particién de eM.
) Gem contiene exactamente |G,| elementos.

iii) Sifesunidempotente en eM, entonces fe =ey ef = f.
iv) G.m contiene exactamente un idempotente.

WY
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SOBRE EL CICLICO MINIMAL

Teorema

Si e es un idempotente en I(M), entonces:

i) Las clases {G.m | m € M} forman una particién de eM.
) Gem contiene exactamente |G,| elementos.

iii) Sifesunidempotente en eM, entonces fe =ey ef = f.
)
)

iv) G.m contiene exactamente un idempotente.

v) Sifesunidempotente en eM, entonces G.f = fMf = Gy.
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SOBRE EL CICLICO MINIMAL

Teorema

Si e es un idempotente en I(M), entonces:

i) Las clases {G.m | m € M} forman una particién de eM.

i) G.m contiene exactamente |G.| elementos.

iii) Si fesunidempotente en eM, entonces fe= ey ef = f.

)
)
)
iv) G.m contiene exactamente un idempotente.
v) Si fesunidempotente en eM, entonces G.f = fMf = G.
)

vi) Sif esunidempotente en eM, entonces G,y Gy son
isomorfos.
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ACCIONES FIELES Y TRANSITIVAS

En definitiva, el conjunto eM, con e idempotente minimal es
unién disjunta de grupos maximales isomorfos:

eM = H‘J Gf
feeM
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ACCIONES FIELES Y TRANSITIVAS

En definitiva, el conjunto eM, con e idempotente minimal es
unién disjunta de grupos maximales isomorfos:

eM = H‘J Gf

feeM

Lema

Si M actua fiel y transitivamente sobre un conjunto Q vy e es
un idempotente en M, entonces el monoide eMe actia fiel y
transitivamente sobre el conjunto Qe.
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ACCIONES FIELES Y TRANSITIVAS

En definitiva, el conjunto eM, con e idempotente minimal es
unién disjunta de grupos maximales isomorfos:

eM = H‘J Gf
feeM

Lema

Si M actua fiel y transitivamente sobre un conjunto Q vy e es
un idempotente en M, entonces el monoide eMe actia fiel y
transitivamente sobre el conjunto Qe.

Para e idempotente minimal, tenemos que G, actla fiely
transitivamene sobre Qe. Por tanto, recuperamos la descripcién
hecha antes de las acciones fieles y transitivas para grupos.
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ACCIONES FIELES Y TRANSITIVAS

Teorema

Sea e un idempotente minimal de M. Si M actua fiel y tran-
sitivamente en un conjunto £, entonces existe un subgrupo
H < G, con Coreg,(H) = {e} que satisface:
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ACCIONES FIELES Y TRANSITIVAS

Teorema

Sea e un idempotente minimal de M. Si M actua fiel y tran-
sitivamente en un conjunto £, entonces existe un subgrupo
H < G, con Coreg,(H) = {e} que satisface:

i) Las clases {Hm | m € M} forman una particion de elM;
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ACCIONES FIELES Y TRANSITIVAS

Teorema

Sea e un idempotente minimal de M. Si M actua fiel y tran-
sitivamente en un conjunto £, entonces existe un subgrupo
H < G, con Coreg,(H) = {e} que satisface:

i) Las clases {Hm | m € M} forman una particion de elM;

i) Si{x,---,z-} esuntransversalde Hen Gey {fi, - ,fs} €S
el conjunto de idempotentes en eM, la anterior particion
coincide con {Hz;f;j |1 < i<r, 1 <j<s};
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ACCIONES FIELES Y TRANSITIVAS

Teorema

Sea e un idempotente minimal de M. Si M actua fiel y tran-
sitivamente en un conjunto £, entonces existe un subgrupo
H < G, con Coreg,(H) = {e} que satisface:

i) Las clases {Hm | m € M} forman una particion de elM;

ii) Si{z,---,z.} esuntransversalde Hen G.y {fi, -~ ,fs} es
el conjunto de idempotentes en eM, la anterior particion
coincide con {Hz;f;j |1 < i<r, 1 <j<s};

iii) La accion de M en Q es equivalente a la accién de M en
eM /= por multiplicacién a derecha, donde = es una
congruencia en eM. La particién
{Hz;f; |1 <i<r, 1<j<s}colapsa=.
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ACCIONES FIELES Y TRANSITIVAS

Teorema

iii) La accién de M en Q es equivalente a la accién de M en
eM /= por multiplicacién a derecha, donde = es una congruen-
cia en eM. La particion {Hz;f; |1 < i < r, 1 < j < s} colapsa
=y, ademas, satisface:

- Si Hz;f; = Huxy fy, entonces ¢ = ¢
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ACCIONES FIELES Y TRANSITIVAS

Teorema

iii) La accién de M en Q es equivalente a la accién de M en
eM /= por multiplicacién a derecha, donde = es una congruen-
cia en eM. La particion {Hz;f; |1 < i < r, 1 < j < s} colapsa
=y, ademas, satisface:

- Si Hz;f; = Huxy fy, entonces ¢ = ¢
- Si Hz;f; = Hx;fy y m € M, entonces Hx;fim = Hx;fym;
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ACCIONES FIELES Y TRANSITIVAS

Teorema

iii) La accién de M en Q es equivalente a la accién de M en
eM /= por multiplicacién a derecha, donde = es una congruen-
cia en eM. La particion {Hz;f; |1 < i < r, 1 < j < s} colapsa
=y, ademas, satisface:

- Si Hz;f; = Huxy fy, entonces ¢ = ¢
- Si Hz;f; = Hx;fy y m € M, entonces Hx;fim = Hx;fym;

- Para cada par de idempotentes f;, f existe un transversal
z; tal que Hu;fj y Hz;fy no estdn =-relacionados.
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ACCIONES FIELES Y TRANSITIVAS

Ejemplo

Sea 2 = {1,---,5} un conjunto con 5 elementos. Considera-
mos el sequiente submonoide de Ty

M ={f € Ts|fiq123 €Stz [(4)=1(2), f(5) =f(3)}
U{g € T5| 91,45} € S5, 9(4) = g(2), 9(5) = 9(3)}
U {ids).
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ACCIONES FIELES Y TRANSITIVAS

Ejemplo

Sea 2 = {1,---,5} un conjunto con 5 elementos. Considera-
mos el sequiente submonoide de Ty

M ={f € T5| fiq123) €Sq1,2,3 f(4) =f(2), f(5) =f(3)}
U{g € T5| 91,45} € S5, 9(4) = g(2), 9(5) = 9(3)}
U {ids}.
Notamos que todo elemento f € M se puede escribir como

fo cono € Sy 53,y todo elemento g € M se puede escribir
COMO gr CON T € Syq 4 5}-

El monoide M actda fiel y transitivamente sobre .
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ACCIONES FIELES Y TRANSITIVAS

Ejemplo

El ideal I(M) viene dado por todas las funciones fy g antes
descritas, y contiene dos idempotentes fi y g;.

Ademas, fiMfy = g1 Mg, = Ss.
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ACCIONES FIELES Y TRANSITIVAS

Ejemplo

El ideal I(M) viene dado por todas las funciones fy g antes
descritas, y contiene dos idempotentes fi y g;.

Ademas, fi Mfy = g1 Mg, = Ss.

Fijando 1 € Qf;, tenemos que la acciéon de M en Q es equi-

valente a la accion sobre f; M /= donde = viene descrita por
{(m,n) € M|(1)m = (1)n}.
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ACCIONES FIELES Y TRANSITIVAS

Ejemplo

El ideal I(M) viene dado por todas las funciones fy g antes
descritas, y contiene dos idempotentes fi y g;.

Ademas, fi Mfy = g1 Mg, = Ss.

Fijando 1 € Qf;, tenemos que la acciéon de M en Q es equi-

valente a la accion sobre f; M /= donde = viene descrita por
{(m,n) € M|(1)m = (1)n}.

Ademas, H = Stabe1 (1) = {fi, fi2,3)} es el subgrupo que bus-
camos con Coreg, (H) = {fi}.
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ACCIONES FIELES Y TRANSITIVAS

Ejemplo

El ideal I(M) viene dado por todas las funciones fy g antes
descritas, y contiene dos idempotentes fi y g;.

Ademas, fi Mfy = g1 Mg, = Ss.

Fijando 1 € Qf;, tenemos que la acciéon de M en Q es equi-

valente a la accion sobre f; M /= donde = viene descrita por
{(m,n) € M|(1)m = (1)n}.

Ademas, H = Stabe1 (1) = {fi, fi2,3)} es el subgrupo que bus-
camos con Coreg, (H) = {fi}.

Fijamos el siguiente conjunto de transversales de H en Gy,;

s faz)s fas) )
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ACCIONES FIELES Y TRANSITIVAS

Ejemplo

Asi, el conjunto f; M se puede partir de la seguiente forma:

H  Hfqp) Hf(1,3)
M = : :
h Hg1  Hfaoy1  Hfazyn

20
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ACCIONES FIELES Y TRANSITIVAS

Ejemplo

Asi, el conjunto f; M se puede partir de la seguiente forma:

H  Hfqp) Hf(1,3)
M ) )
h Hg1  Hfaoy1  Hfazyn

H | Hfup | Hfags)
Hgi | Hfa2 | Hiuzn

AM/= =

20



Introduccion  El caso de los grupos  El caso de los monoides Sobre el ciclico minimal  Descripcion de acciones fieles y transitivas

ACCIONES FIELES Y TRANSITIVAS

Ejemplo

Asi, el conjunto f; M se puede partir de la seguiente forma:

H  Hfqp) Hf(1,3)
M = : :
h Hg1  Hfaoy1  Hfazyn

H | Hfup | Hfags)
M= = : :
hM/ Hgi | Hfa2 | Hiuzn
o 11213 -
AM/= = L - Q

20
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