} VNIVERSITAT
DGFVALENCIA

VARIEDADES Y COVARIEDADES DE LENGUAJES
Congreso de Jdvenes Investigadores, RSME

Sevilla, 2013

Enric Cosme-Ll6pez

Departament d'ALgebra
Universitat de Valéncia




PRELIMINARES



Variedades y covariedades

Preliminares Autdmatas distinguidos Ecuaciones y coecuaciones
s
AUTOMATA

Definicion

Sea A un alfabeto finito. Un autémata es un par (X, «) consis-
tente en un conjunto X de estados (posiblemente infinito) y una

funcion de transicion

a: X — X4



Variedades y covariedades

Preliminares Autdmatas distinguidos Ecuaciones y coecuaciones
s
AUTOMATA

Definicion

Sea A un alfabeto finito. Un autémata es un par (X, «) consis-
tente en un conjunto X de estados (posiblemente infinito) y una

funcion de transicion

a: X — X4

Utilizaremos la siguiente notacidn:

@i’@ < ar)(a)=y



Preliminares Autdmatas distinguidos Ecuaciones y coecuaciones Variedades y covariedades

AUTOMATA

Definicion

Sea A un alfabeto finito. Un autémata es un par (X, «) consis-
tente en un conjunto X de estados (posiblemente infinito) y una

funcion de transicion

a: X — X4

Utilizaremos la siguiente notacidn:

@—@® & a(z)(a) =y
También escribiremos z, = a(z)(a) y, de forma mas general,

Te =1 Twa = a(Ty)(a)
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AUTOMATAS PUNTEADOS Y COLOREADOS

Definicion

Un autémata puede tener estado inicial z € X. Representado por
una funcidn

z:1—> X

Llamaremos a la tupla (X, «, z) autémata punteado
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AUTOMATAS PUNTEADOS Y COLOREADOS

Definicion

Un autémata puede tener estado inicial z € X. Representado por
una funcidn

z:1—> X

Llamaremos a la tupla (X, a, ) autdmata punteado

Definicidn
Un estado también puede ser final o no. Representado por una
funcion

c: X =2

Diremos que el estado x es final si ¢(z) = 1y llamaremos a la
tupla (X, a, ¢) automata coloreado.
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DIAGRAMA

Todos estos objetos pueden representarse mediante el diagrama:
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1 z /C_*Q
X

ol
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AUTOMATAS DISTINGUIDOS
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ALGEBRA INICIAL

El conjunto A* forma un autémata punteado (A*, o, ¢) con estado
inicial e y funcidn de transicion definida por

o: A" = (AN o(w)(a) = wa
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ALGEBRA INICIAL

El conjunto A* forma un autémata punteado (A*, o, ¢) con estado
inicial e y funcidn de transicion definida por

o: A" = (AN o(w)(a) = wa

Proposicion

(A*, 0,¢) es un algebra inicial.

Para todo autdmata (X, «) y cualquier eleccion de estado inicial
2z : 1 — X, induce un tnico homomorfismo r, : A* — X, dado por

Tz (W) = Xy
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COALGEBRA FINAL

El conjunto 24" de lenguajes forma un autémata coloreado
(24", 7,€?) con funcién de coloracion e? definida por

1 sieec L

724 52 L) =
© - et(L) {O en otro caso

10
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COALGEBRA FINAL

El conjunto 24" de lenguajes forma un autémata coloreado
(24", 7,€?) con funcién de coloracion e? definida por

{1 siee L

7.2 52 (L) =
c - e¥(L) 0 enotrocaso
y funcién de transicion dada por

724 5 2 r(L)(a)=L,={ve A*|av e L}

Proposicion

(24", 7,¢7) es una coélgebra final.

Para todo autémata (X, «) y cualquier eleccion de funcién de
coloracion ¢ : X — 2, induce un Unico homomorfismo
0c: X — 247, dado por

oc(x) ={w € A" | e(xy) = 1}
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DIAGRAMA

En suma,

i\x : 5?%

11
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ECUACION

Definicion

Un conjunto de ecuaciones es una congruencia a derecha £ C
A* x A* en el automata inicial (4%, o).
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Un conjunto de ecuaciones es una congruencia a derecha £ C
A* x A* en el autémata inicial (A*, o).

Definicion

Diremos que el automata punteado (X, «, z) satisface E

(X,a,z) EE < V(v,w) € E, z,=my
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ECUACION

Definicion

Un conjunto de ecuaciones es una congruencia a derecha £ C
A* x A* en el autémata inicial (A*, o).

Definicion

Diremos que el automata punteado (X, «, z) satisface E
(X,a,z) EE < V(v,w) € E, z,=my
Definimos:

(X, o) FEF & Vr:1-X, (X,a,2) FF
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ECUACIONES

Seanwv,w € A*, consideramos la abreviatura v = w para denotar
la menor congruencia a derecha en A* que contiene (v, w).

14
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ECUACIONES

Sean v, w € A*, consideramos la abreviatura v = w para denotar
la menor congruencia a derecha en A* que contiene (v, w).

Ejemplo
=OWB 0=t

b
(X,a,z) =E{b=¢, ab=¢, aa = a}

14
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ECUACIONES

Sean v, w € A*, consideramos la abreviatura v = w para denotar
la menor congruencia a derecha en A* que contiene (v, w).

Ejemplo
=OWB 0=t

b

(X,a,z) =E{b=¢, ab=¢, aa = a}

(X,0,y) ={a=¢, ba =¢, bb=b}

14
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COECUACIONES

Definicion

Un conjunto de coecuaciones es un subautomata D < 24" del
autémata final (247, 7).
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COECUACIONES

Definicion

Un conjunto de coecuaciones es un subautomata D < 24" del
autémata final (247, 7).

Definicion

Diremos que el automata (X, «, ¢) satisface D
(X,a,c) ED & VreX, olx)eD

Definimos:

X,0)ED & Ve:X—=2, (X,o,¢) =D
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COECUACIONES

Ejemplo

Sca» o=t
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COECUACIONES

Ejemplo

a

CR_o:

b

Bajo la funcidn de observabilidad tenemos:

oc(z) = (a*b)"  oc(y) = (a”b)"
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COECUACIONES

Ejemplo

a

CR_o:

b

Bajo la funcidn de observabilidad tenemos:
oc(z) = (a*0)*  oc(y) = (a*b)*
por lo que,

(X, ,¢) = {(a"b)", (a”) "}
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EQ(X, «), COEQ(X, )

Definicion

Definimos Eq(X, &) como el mayor conjunto de ecuaciones que
el automata (X, «) satisface.

17
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EQ(X, o), COEQ(X, )

Definicion
Definimos Eq(X, &) como el mayor conjunto de ecuaciones que
el automata (X, «) satisface.

Definicion

Definimos coEq(X, ar) como el menor conjunto de coecuaciones
que el autémata (X, a) satisface.
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EN UN EJEMPLO CONCRETO
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EN UN EJEMPLO CONCRETO

Eq(X,a) = {aa = a,bb=b,ab =b,ba = a}
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EN UN EJEMPLO CONCRETO
Ejemplo
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EN UN EJEMPLO CONCRETO
Ejemplo

L

coEq(X, )
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VARIEDADES

Para cada conjunto E de ecuaciones definimos la variedad Vg
como
Ve ={(X,0) | (X,0a) = E}
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VARIEDADES

Definicion

Para cada conjunto E de ecuaciones definimos la variedad Vg

como
Ve = {(X,0) | (X,a) | E}

Proposicion

Toda variedad Vg esta cerrada bajo la formacion de subautoma-
tas, imagenes homomorfas y productos.
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COVARIEDADES

Para cada conjunto D de coecuaciones definimos la covariedad
Cp como

Cp = {(X,) | (X,a) | D}
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COVARIEDADES

Definicion

Para cada conjunto D de coecuaciones definimos la covariedad
Cp como

Cp = {(X,) | (X,a) | D}

Proposicion

Toda covariedad Cp esta cerrada bajo la formacion de subauto-
matas, imagenes homomorfas y coproductos.
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LENGUAJES

Sea Vg una variedad. Definimos la variedad de lenguajes L(Vg)
como
L(Vg) ={L e2? | (L) € Vg}
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LENGUAUJES

Sea Vg una variedad. Definimos la variedad de lenguajes L(Vg)
como
L(Vg) ={L e2? | (L) € Vg}

Definicion

Sea C'p una covariedad. Definimos la covariedad de lenguajes
L(Cp) como

L(Cp) ={L € 2" | (L) € Cp}
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DE ECUACIONES Y VARIEDADES

Sea E un conjunto de ecuaciones.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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DE ECUACIONES Y VARIEDADES

Sea E un conjunto de ecuaciones.
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i. £ es una congruencia.
ii. ¥ =Eq(X,«)paraalgunautémata (X, «).
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DE ECUACIONES Y VARIEDADES

Teorema

Sea E un conjunto de ecuaciones.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i. £ es una congruencia.

ii. ¥ =Eq(X,«)paraalgunautémata (X, «).

ii. (A*/E,[0]) EE.
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DE ECUACIONES Y VARIEDADES

Teorema

Sea E un conjunto de ecuaciones.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i. £ es una congruencia.

ii. ¥ =Eq(X,«)paraalgunautémata (X, «).
ii. (A*/E,[0]) E E.

iv. Eq(A*/E,[o]) = E.
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EN UN EJEMPLO CONCRETO
Ejemplo
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DE COECUACIONES Y COVARIEDADES

Sea D un conjunto de coecuaciones.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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DE COECUACIONES Y COVARIEDADES

Sea D un conjunto de coecuaciones.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i. D = cokEq(X,«) paraalgin autdmata (X, «).
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DE COECUACIONES Y COVARIEDADES

Sea D un conjunto de coecuaciones.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i. D = cokEq(X,«) paraalgin autdmata (X, «).
ii. (D,7)ED.



Preliminares Autdmatas distinguidos Ecuaciones y coecuaciones Variedades y covariedades

DE COECUACIONES Y COVARIEDADES

Teorema

Sea D un conjunto de coecuaciones.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i. D = cokEq(X,«) paraalgin autdmata (X, «).
ii. (D,7)ED.
iii. coEq(D, 1) = D.
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DE COECUACIONES Y COVARIEDADES

Teorema

Sea D un conjunto de coecuaciones.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i. D = cokEq(X,«) paraalgin autdmata (X, «).
ii. (D,7)ED.
iii. coEq(D, 1) = D.
iv. L(Cp) = D.
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EN UN EJEMPLO CONCRETO
Ejemplo

L

coEq(X, )
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