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ACCIO

Siga M un monoide i siga X un conjunt qualsevol. Direm que M
actua a l'esquerra d'X si existeix una funcio:

MxX — X
(m,x) +—— mzx
que compleix les seglients propietats:

al. Peratotmi,ms € Mix € X, mo(miz) = (mamy)x
a2. Peratotx e X, lz ==z

Direm que X és un M-conjunt a esquerra.
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ACCIO

L'accio natural

Siga M un monoide. Podem definir una accié en M emprant la
seua propia llei de multiplicacio interna:

M x M — M
(m17m2) = mims
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ACCIO

L'accio natural

Siga M un monoide. Podem definir una accié en M emprant la
seua propia llei de multiplicacio interna:

MxM — M

(ml, mz) = mims

Vegem un parell d'accions del monoide de transformacions d'un
conjunt de dos elements, 7s.
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ACCIONS

L'accid natural de 75
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ACCIONS

Una accid arbitraria de 7; en un conjunt de 12 elements
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M-MORFISME

Definicio

Siguen X i Y dos M-conjunts, es defineix M-morfisme d'X aY
com aquella funcié f : X — Y que compleix que

f(m-x) =m- f(z)

peratotamd'M itotaz € X.

Si f és bijectiva, direm que les accions son equivalents.
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CONGRUENCIES

Definicio

Siga X un M-conjunt. Unarelacié © C X x X s'anomena estable
al'esquerra siperacadax,y € X im € M, la condicid

Oy implica mxOmy

Una congruencia a esquerra és una relacio d'equivalencia estable
a l'esquerra.
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CONGRUENCIES

Definicio

Siga X un M-conjunt. Unarelacié © C X x X s'anomena estable
al'esquerra siperacadax,y € X im € M, la condicid

Oy implica mxOmy

Una congruencia a esquerra és una relacio d'equivalencia estable
a l'esquerra.

Hom pot definir una accio natural al quocient X /© en termes de
['accid definida a X de tal forma que ['epimorfisme canonic

o : X — X /0O esdevinga un M-epimorfisme. Notem que amb
tots els ingredients presentats fins ara podem provar un 1r
Teorema d'Isomorfia.
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TIPUS D'ACCIONS

Siga X un M-conjunt. Direm que l'accio és:

Transitiva; Si per a cada z,y € X, hi haun elementm € M
tal que mz = .
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TIPUS D'ACCIONS

Siga X un M-conjunt. Direm que l'accio és:
Transitiva; Si per a cada z,y € X, hi haun elementm € M

tal que mz = .
Ciclica; Sihihaunelement x € X tal que Mz = X.
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TIPUS D'ACCIONS

Siga X un M-conjunt. Direm que l'accio és:
Transitiva; Si per a cada z,y € X, hi haun elementm € M
tal que mz = .
Ciclica; Sihihaunelement x € X tal que Mz = X.

Quasi-transitiva; Si X no pot escriure's com el coproducte de
dos subconjunts invariants propis.
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TIPUS D'ACCIONS

Siga X un M-conjunt. Direm que l'accio és:

Transitiva; Si per a cada z,y € X, hi haun elementm € M
tal que mz = .
Ciclica; Sihihaunelement x € X tal que Mz = X.

Quasi-transitiva; Si X no pot escriure's com el coproducte de
dos subconjunts invariants propis.

Tenim les seguients implicacions:

Transitiva = Ciclica = Quasi-transitiva
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TIPUS D'ACCIONS

Siga X un M-conjunt. Direm que l'accio és:

Transitiva; Si per a cada z,y € X, hi haun elementm € M
tal que mz = .

Ciclica; Sihihaunelement x € X tal que Mz = X.

Quasi-transitiva; Si X no pot escriure's com el coproducte de
dos subconjunts invariants propis.

Tenim les seguients implicacions:
Transitiva = Ciclica = Quasi-transitiva

Totes aquestes nocions coincideixen quan treballem amb grups.
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TIPUS D'ACCIONS

Una accid arbitraria de 7; en un conjunt de 12 elements
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TIPUS D'ACCIONS

Una accio transitiva
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TIPUS D'ACCIONS

Una accio ciclica
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TIPUS D'ACCIONS

Una accié quasi-transitiva
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BLOCS CONSTITUTIUS

Siguen X i Y dos M-conjunts. Llavors les segtients afirmacions
son equivalents:

L. X=2Y

ii. Existeix una bijeccio h : mo(X) — mo(Y) entre el conjunt de
subaccions quasi-transitives d' X i el conjunt de subaccions
quasi-transitives d'Y que relaciona accions equivalents.
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BLOCS CONSTITUTIUS

Hem vist fins ara que les definicions de transitivitat usuals de les
accions de grup esdevenen imprecises per a les accions de
monoides.

Les accions quasi-transitives passen a ser els blocs constituents
de les accions de monoides, tanmateix son objectes complexos.
En canvi, entenem i treballem millor les accions cicliques.

14



Nocions Basiques Tipus d'accions Blocs constitutius Teorema de descomposicid

BLOCS CONSTITUTIUS

Hem vist fins ara que les definicions de transitivitat usuals de les
accions de grup esdevenen imprecises per a les accions de
monoides.

Les accions quasi-transitives passen a ser els blocs constituents
de les accions de monoides, tanmateix son objectes complexos.
En canvi, entenem i treballem millor les accions cicliques.

La pregunta és

Podem emprar les accions cicliques com blocs constitutius?
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TEOREMA DE DESCOMPQOSICIO

Definicid

Siguen X i Y dos M-conjunts. Assumim que tots dos compar-
teixen subconjunts invariants equivalents a un tercer M-conjunt
W. Llavors, hom pot considerar la suma amalgamada d'X i Y
relativa a W. Aquesta estructura torna a ser un M-conjunt que

denotarem per:
Xy Y



Nocions Basiques Tipus d'accions Blocs constitutius Teorema de descomposicid

TEOREMA DE DESCOMPQOSICIO

Suma amalgamada
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TEOREMA DE DESCOMPQOSICIO

Suma amalgamada
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TEOREMA DE DESCOMPQOSICIO

Teorema

Siga X un M-conjunt finit. Sil'accido d'M en X és quasi-transitiva,
llavors podem trobar subconjunts invariants W,Y i Z d'X tals
que:

i. W és una subaccioé tant d'Y com de Z.

ii. Y ésun M-conjunt ciclic.
iii. Z ésun M-conjunt quasi-transitiu.
iv. X 2Y Iy Z
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TEOREMA DE DESCOMPQOSICIO

Teorema

Siga X un M-conjunt finit. Sil'accido d'M en X és quasi-transitiva,
llavors podem trobar subconjunts invariants W,Y i Z d'X tals
que:

i. W és una subaccioé tant d'Y com de Z.

ii. Y ésun M-conjunt ciclic.
iii. Z ésun M-conjunt quasi-transitiu.
iv. X 2Y Iy Z

Corollari

Tot M-conjunt quasi-transitiu finit pot ser escrit com la suma
amalgamada d'M-conjunts ciclics.
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TEOREMA DE DESCOMPQOSICIO

Una accid arbitraria de 7; en un conjunt de 12 elements
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TEOREMA DE DESCOMPQOSICIO

W conjunts invariants
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TEOREMA DE DESCOMPQOSICIO

Corollari

Siga X un M-conjunt finit quasi-transitiu no ciclic. Llavors W,
el subconjunt invariant que apareix en el teorema de descompo-
sicio, és isomorf a un quocient del major ideal propi a esquerra
d'M.
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