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Introduccio El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcié d'accions fidels i transitives

ACCIO

Donat un monoide M i un conjunt no buit €2, direm que M actua
sobre €2 si existeix un homomorfisme de monoides

oM —To={f|f:Q2—Q}



Introduccio El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcié d'accions fidels i transitives

ACCIO

Donat un monoide M i un conjunt no buit €2, direm que M actua
sobre Q si existeix un homomorfisme de monoides

oM —To={f|f:Q2—Q}

Emprarem la notacio usual (w)(m)p = wm.

Direm que € és un M-conjunt.



Introduccio El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcié d'accions fidels i transitives

ACCIO

Donat un monoide M i un conjunt no buit €2, direm que M actua
sobre €2 si existeix un homomorfisme de monoides

oM —To={f|f:Q2—Q}

Emprarem la notacid usual (w)(m)p = wm.

Direm que € és un M-conjunt.

Exemple

Donat un monoide M, aquest actua sobre ell mateix per multi-
plicacio a dreta. A aquesta accio 'anomenarem regular.



Introduccio El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcié d'accions fidels i transitives

ACCIO FIDEL

L'accid s'anomena fidel si el corresponent morfisme ¢ és injectiu.
Equivalentment, per a tot parell d'elements m,n € M, si
wm = wn per atotw € Q, llavors m = n.



Introduccio El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcié d'accions fidels i transitives

ACCIO FIDEL

L'accio s'anomena fidel si el corresponent morfisme ¢ és injectiu.
Equivalentment, per a tot parell d'elements m,n € M, si
wm = wn per atotw € Q, llavors m = n.

Exemple

Per a un monoide M, l'accio regular és fidel.



Introduccio El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcié d'accions fidels i transitives

MORFISMES

Un morfisme f: Q — A d'M-conjunts és una funcié que preserva
l'accid, és adir, f(wm) = f(w)mperatotw € Qim e M. Si f és
una bijeccio, direm gue les accions son equivalents.



Introduccio El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcié d'accions fidels i transitives

MORFISMES

Un morfisme f: Q — A d'M-conjunts és una funcié que preserva
l'accid, és adir, f(wm) = f(w)mperatotw € Qim e M. Si f és
una bijeccio, direm gue les accions son equivalents.

Un subconjunt no buit A C © s'anomena M-invariant si AM C A.
En aquest cas, A hereda l'acci6 definida en Qi l'inclusid 2: A — Q
és un homomorfisme d'M-conjunts.



Introduccio El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcié d'accions fidels i transitives

MORFISMES

Un morfisme f: Q — A d'M-conjunts és una funcié que preserva
l'accid, es adir, f(wm) = f(w)ymperatotw € Qim e M. Si f és
una bijeccio, direm gue les accions son equivalents.

Un subconjunt no buit A C © s'anomena M-invariant si AM C A.
En aquest cas, A hereda l'acci6 definida en Qi l'inclusid 2: A — Q
és un homomorfisme d'M-conjunts.

Donat un M-conjunt ©, una congruéncia a dreta = és una relacié
binaria d'equivaléncia en 2 que satisfa:

si(a, 8) e=im € M, llavors (am, fm) €=.

Donada una congruencia = en ) podem definir una accié en el
quocient €2/ =, donada per [w]m = [wm]. En aquest cas, la funcio
quocient m: Q — Q/ = és un homomorfisme d'M-conjunts.



Introduccié El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcié d'accions fidels i transitives

PRIMER TEOREMA D'ISOMORFIA

Exemple

Com és usual, el nucli d'un morfisme f: Q@ — A d'M-conjunts,
definit per

kerf = {(a, ) € 2 x Q| f(a) = f(B)}

€s una congruencia en .
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PRIMER TEOREMA D'ISOMORFIA

Exemple

Com és usual, el nucli d'un morfisme f: Q@ — A d'M-conjunts,
definit per

kerf = {(a, B) € @ x Q| f(e) = f(B)}
€s una congruencia en .
A més, l'imatge d'f, definida per
imf ={d € A| existeixunw € Qamb f(w) =6}

és un subconjunt M-invariant de A.
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PRIMER TEOREMA D'ISOMORFIA

Exemple

Com és usual, el nucli d'un morfisme f: Q@ — A d'M-conjunts,
definit per

kerf = {(a, B) € @ x Q| f(e) = f(B)}
€s una congruencia en .
A més, l'imatge d'f, definida per
imf ={d € A| existeixunw € Qamb f(w) =6}
és un subconjunt M-invariant de A.

Els M-conjunts Q/ker f iimf son equivalents.
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cicLIcs

Un subconjunt M-invariant de la forma oM s'anomena ciclic.
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cicLIcs

Un subconjunt M-invariant de la forma aM s'anomena ciclic.

El concepte de ciclic ens permet definir una relacio d'equivaléencia
en 2 donada per « ~ (3 siinomeés siaM = SM. Les classes
d'equivaléncia de ~ s'anomenen orbites.



Introduccio El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcié d'accions fidels i transitives

cicLIcs

Un subconjunt M-invariant de la forma aM s'anomena ciclic.

El concepte de ciclic ens permet definir una relacio d'equivaléencia
en 2 donada per « ~ (3 siinomeés siaM = SM. Les classes
d'equivaléncia de ~ s'anomenen orbites.

L'accid d'M s'anomenara transitiva si només té una Unica orbita.
Equivalentment, l'accio és transitiva si per a cada o, 5 € €,
existeixenm,n € M ambam = i fn = a.



Introduccio El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcié d'accions fidels i transitives

cicLIcs

Un subconjunt M-invariant de la forma oM s'anomena ciclic.

El concepte de ciclic ens permet definir una relacio d'equivalencia
en Q donada per a ~ 3 siinomés siaM = BM. Les classes
d'equivaléncia de ~ s'anomenen orbites.

L'accio d'M s'anomenara transitiva si només té una Unica orbita.
Equivalentment, l'accio és transitiva si per a cada o, 5 € €,
existeixenm,n € M ambam = i fn = a.

Exemple

L'accio regular d'un grup sempre és transitiva, mentre que lad'un
monoide no necessariament ho és.



Introduccio El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcié d'accions fidels i transitives

OBJECTIU

L'objectiu del nostre treball ha estat el de caracteritzar totes les
accions fidels i transitives d'un monoide finit M.



Introduccio El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcid d'accions fidels i transitives

GRUPS: TRANSITIVITAT

Donat un subgrup H d'un grup G. Un subconjunt de la forma Hg
amb g € GG s'anomena coclasse. El conjunt de les coclasses

{Hg | g € G} forma una particio de G i té estructura de G-conjunt
amb multiplicacio a dreta. L'accio sobre les coclasses d'un
subgrup és sempre transitiva.
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GRUPS: TRANSITIVITAT

Donat un subgrup H d'un grup G. Un subconjunt de la forma Hg
amb g € GG s'anomena coclasse. El conjunt de les coclasses

{Hyg | g € G} forma una particié de G i té estructura de G-conjunt
amb multiplicacié a dreta. L'accid sobre les coclasses d'un
subgrup és sempre transitiva.

Teorema

Tota accio transitiva d'un grup és equivalent a l'accio sobre les
coclasses d'un subgrup.
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GRUPS: TRANSITIVITAT

Donat un subgrup H d'un grup G. Un subconjunt de la forma Hg
amb g € GG s'anomena coclasse. El conjunt de les coclasses

{Hyg | g € G} forma una particié de G i té estructura de G-conjunt
amb multiplicacié a dreta. L'accid sobre les coclasses d'un
subgrup és sempre transitiva.

Teorema

Tota accio transitiva d'un grup és equivalent a l'accio sobre les
coclasses d'un subgrup.

En la demostracio emprem Stabg(a) = {g € G | ag = a}.



Introduccio El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcid d'accions fidels i transitives

GRUPS: TRANSITIVITAT I FIDELITAT

Donat un subgrup H d'un grup G, el cored'H en G, denotat per
Coreg(H) és el conjunt

Coreq(H) = () gHg ™"
gelG@

Es pot provar que Coreg(H) és el major subgrup normal de G que
esta contingut en H. A més, el nucli de l'accid de G sobre el
conjunt de les coclasses d'H és exactament Coreg(H).
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GRUPS: TRANSITIVITAT I FIDELITAT

Donat un subgrup H d'un grup G, el cored'H en G, denotat per
Coreg(H) és el conjunt

Coreq(H) = () gHg ™"
gelG@

Es pot provar que Coreg(H) és el major subgrup normal de G que
esta contingut en H. A més, el nucli de ['accio de G sobre el
conjunt de les coclasses d'H és exactament Coreg(H).

Teorema

Tota accio fidel i transitiva d'un grup és equivalent a l'accié sobre
les coclasses d'un subgrup de core trivial.



Introduccio El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcié d'accions fidels i transitives

MONOIDES: TRANSITIVITAT

Proposicid

Donat un monoide M i un element m € M, l'accié per multipli-
cacid a dreta en el conjunt mM és transitiva sii només simM és
minimal.

10



Introduccié El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcié d'accions fidels i transitives

MONOIDES: TRANSITIVITAT

Proposicid
Donat un monoide M i un element m € M, l'accié per multipli-

cacid a dreta en el conjunt mM és transitiva sii només simM és
minimal.

Tot monoide finit M conté un ideal minimal, denotat per I(M).

Proposicid

I(M)={m e M | mM minimal}

10



Introduccié El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcié d'accions fidels i transitives

MONOIDES: TRANSITIVITAT

Proposicid

Donat un monoide M i un element m € M, l'accié per multipli-
cacid a dreta en el conjunt mM és transitiva sii només simM és
minimal.

Tot monoide finit M conté un ideal minimal, denotat per I(M).

Proposicid

I(M)={m e M | mM minimal}

Com I(M) conté idempotents, podem treballar amb ells
directament.

10



Introduccio El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcié d'accions fidels i transitives

MONOIDES: TRANSITIVITAT I FIDELITAT

Teorema

Tota accid fidel i transitiva d'un monoide M és equivalent al'accio
d'M en algun eM /=, on e és un idempotent en I(M) i = és una
congruencia en eM.

11
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SOBRE EL CICLIC MINIMAL

Proposicid

Siei f son dos idempotents en I(M), llavors:

i) Els M-conjunts eM i fM son equivalents.
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SOBRE EL CICLIC MINIMAL

Proposicid

Siei f son dos idempotents en I(M), llavors:

i) Els M-conjunts eM i fM son equivalents.
i) Ge=eMe.
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SOBRE EL CICLIC MINIMAL

Teorema

Si e és unidempotent en I(M), llavors:

i) Lesclasses {G.m | m € M} forma una particié d'e M.

13
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SOBRE EL CICLIC MINIMAL

Teorema

Si e és unidempotent en I(M), llavors:

i) Lesclasses {G.m | m € M} forma una particié d'e M.
i) G.m conté exactament |G.| elements.

13



Introduccié El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcié d'accions fidels i transitives

SOBRE EL CICLIC MINIMAL

Teorema

Si e és unidempotent en I(M), llavors:

i) Lesclasses {G.m | m € M} forma una particié d'e M.
i) G.m conté exactament |G.| elements.
iii) Si f ésunidempotentenel, llavors fe =eief = f.
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SOBRE EL CICLIC MINIMAL

Si e és unidempotent en I(M), llavors:

) Les classes {G.m | m € M} forma una particié d'e M.
i) G.m conté exactament |G.| elements.
iii) Si f ésunidempotentenel, llavors fe =eief = f.
)

iv) Gem conté exactament un idempotent.
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SOBRE EL CICLIC MINIMAL

Teorema

Si e és unidempotent en I(M), llavors:

) Les classes {G.m | m € M} forma una particié d'e M.
i) G.m conté exactament |G.| elements.
i) Si fésunidempotent enel, llavors fe=cief = f.
)

)

iv) Gem conté exactament un idempotent.
v) Si f ésunidempotent eneM, llavors G.f = fM f = Gy.
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SOBRE EL CICLIC MINIMAL

Teorema

Si e és unidempotent en I(M), llavors:

i) Lesclasses {Gem | m € M} forma una particio d'e M.

)
) G.m conté exactament |G, | elements.

) Si fésunidempotent eneM, llavors fe=cief = f.
iv) G.m conté exactament un idempotent.
)

)

v) Si f ésunidempotent eneM, llavors G.f = fM f = Gy.
vi) Si f ésunidempotent en eM, llavors G. i Gy son isomorfos.
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SOBRE EL CICLIC MINIMAL

Teorema

Si e és unidempotent en I(M), llavors:

i) Lesclasses {Gem | m € M} forma una particio d'e M.

)
) G.m conté exactament |G, | elements.

) Si fésunidempotent eneM, llavors fe=cief = f.
iv) G.m conté exactament un idempotent.
)

)

v) Si f ésunidempotent eneM, llavors G.f = fM f = Gy.
vi) Si f ésunidempotent en eM, llavors G. i Gy son isomorfos.

En definitiva, el conjunt eM, amb e idempotent minimal és unid
disjunta de grups maximals isomorfos:

eM = |4 Gy
feeM



Introduccio El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcid d'accions fidels i transitives

ACCIONS FIDELS I TRANSITIVES

Lema

Si M actua fidelment i transitivament sobre un conjunt Qi e és
un idempotent en M, llavors el monoide eMe actua fidelment i
transitivament sobre el conjunt Qe.
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ACCIONS FIDELS I TRANSITIVES

Lema

Si M actua fidelment i transitivament sobre un conjunt Qi e és
un idempotent en M, llavors el monoide eMe actua fidelment i
transitivament sobre el conjunt Qe.

Per a e idempotent minimal, tenim que G, actua fidelment i
transitivament sobre Qe. Per tant, recuperem la descripcio feta
abans de les accions fidels i transitives per a grups.
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ACCIONS FIDELS I TRANSITIVES

Teorema

Siga e un idempotent minimal d'M. Si M actua fidelment i tran-
sitivament en un conjunt €2, llavors existeix un subgrup H < G,
amb Coreg, (H) = {e} que satisfa:
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ACCIONS FIDELS I TRANSITIVES

Teorema

Siga e un idempotent minimal d'M. Si M actua fidelment i tran-
sitivament en un conjunt €2, llavors existeix un subgrup H < G,
amb Coreg, (H) = {e} que satisfa:

i) Lesclasses {Hm | m € M} formen una particié d' eM;
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ACCIONS FIDELS I TRANSITIVES

Teorema

Siga e un idempotent minimal d'M. Si M actua fidelment i tran-
sitivament en un conjunt €2, llavors existeix un subgrup H < G,
amb Coreg, (H) = {e} que satisfa:

i) Lesclasses {Hm | m € M} formen una particié d' eM;

i) Si{z1,---,z,}ésuntransversald'HenG.i{f1, -, fs} €s
el conjunt d'idempotents en eM, ['anterior particié coincideix
amb {Hz;f; |1 <i<r, 1<j<s}h
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ACCIONS FIDELS I TRANSITIVES

Teorema

Siga e un idempotent minimal d'M. Si M actua fidelment i tran-
sitivament en un conjunt €2, llavors existeix un subgrup H < G,
amb Coreg, (H) = {e} que satisfa:

i) Lesclasses {Hm | m € M} formen una particié d' eM;

i) Si{z1,---,z,}ésuntransversald'HenG.i{f1, -, fs} €s
el conjunt d'idempotents en eM, ['anterior particié coincideix
amb {Hz;f; |1 <i<r, 1<j<s}h

iii) L'accié d'M en  és equivalent a l'accié d'M en eM /= per
multiplicacid a dreta, on = és una congruéncia en eM. La
particio {Hz;f; |1 <i<r, 1< j<s}collapsa=i ames,
satisfa:
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ACCIONS FIDELS I TRANSITIVES

Teorema

iii) L'accié d'M en € és equivalent a l'accié d'M en eM /= per
multiplicacié a dreta, on = és una congruencia en eM. La particio
{Hz;fj |1 <i<r 1<j<s}collapsa=i, amés, satisfa:

- Si Hl‘lf] = Hﬂfi/fj/, llavors i = i/;
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ACCIONS FIDELS I TRANSITIVES

Teorema

iii) L'accié d'M en € és equivalent a l'accié d'M en eM /= per
multiplicacié a dreta, on = és una congruencia en eM. La particio
{Hz;fj |1 <i<r 1<j<s}collapsa=i, amés, satisfa:

- Si Hl‘lf] = Hﬂfi/fj/, llavors i = i/;

- SiHz;f; = Hx; fy im € M, llavors Hz; fym = Hx; fym;



Introduccio El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcid d'accions fidels i transitives

ACCIONS FIDELS I TRANSITIVES

Teorema

iii) L'accié d'M en € és equivalent a l'accié d'M en eM /= per
multiplicacié a dreta, on = és una congruencia en eM. La particio
{Hz;fj |1 <i<r 1<j<s}collapsa=i, amés, satisfa:

- Si Hl‘lf] = Hﬂfi/fj/, llavors i = i/;

- SiHz;f; = Hx; fy im € M, llavors Hz; fym = Hx; fym;

- Per a cada parell d'idempotents f;, f; existeix un transversal
x; tal que Hx; f; | Hx; fj no estan =-relacionats.
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ACCIONS FIDELS I TRANSITIVES

Exemple

Siga 2 = {1,---,5} un conjunt amb 5 elements. Considerem el
seglient submonoide de Ts

M ={f€T5| fir23) € Sq12,3p, f(4) = f(2), f(5) = f(3)}
U{g € T | 9){1,45) € Sq1.45)> 9(4) = 9(2), 9(5) = 9(3)}
U {ids).

17
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ACCIONS FIDELS I TRANSITIVES

Exemple

Siga 2 = {1,---,5} un conjunt amb 5 elements. Considerem el
seglient submonoide de Ts

M ={f€T5| fir23) € Sq12,3p, f(4) = f(2), f(5) = f(3)}
U{g € T5 | 91,45} € Sq1.4,5) 9(4) = 9(2), 9(5) = g(3)}
U {ids}.

Notem que tot element f € M es pot escriure com f, amb o €
Sq1,2,3) | tot element g € M es pot escriure com g, amb 7 €

S{1,4,5)

El monoide M actua fidelment i transitivament sobre €.

17



Introduccio El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcid d'accions fidels i transitives

ACCIONS FIDELS I TRANSITIVES

Exemple

L'ideal I(M) consisteix en totes les funcions f i g abans descri-
tes, i conté dos idempotents f7 i g1.

Notem que f1M f1 = g1 Mgy = Ss.

18
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ACCIONS FIDELS I TRANSITIVES

Exemple

L'ideal I(M) consisteix en totes les funcions f i g abans descri-
tes, i conté dos idempotents f7 i g1.

Notem que f1M f1 = g1 Mgy = Ss.

Fixant 1 € Qf1, tenim que l'accio d'M en €2 és equivalent a l'accio
sobre f1 M /= on = ve descrita per {(m,n) € M | (1)m = (1)n}.

18



Introduccio El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcid d'accions fidels i transitives

ACCIONS FIDELS I TRANSITIVES

Exemple

L'ideal I(M) consisteix en totes les funcions f i g abans descri-
tes, i conté dos idempotents f7 i g1.

Notem que f1M f1 = g1 Mgy = Ss.

Fixant 1 € Qf1, tenim que l'accio d'M en €2 és equivalent a l'accio
sobre f1 M /= on = ve descrita per {(m,n) € M | (1)m = (1)n}.

A més, H = Stabg,, (1) = {f1, f2,3)} s el subgrup que bus-
quem amb Coreg, (H) = {f1}.

18



Introduccio El cas dels grups El cas dels monoides Sobre el c'iclic minimal Descripcid d'accions fidels i transitives

ACCIONS FIDELS I TRANSITIVES

Exemple

L'ideal I(M) consisteix en totes les funcions f i g abans descri-
tes, i conté dos idempotents f7 i g1.

Notem que f1M f1 = g1 Mgy = Ss.

Fixant 1 € Qf1, tenim que l'accio d'M en €2 és equivalent a l'accio
sobre f1 M /= on = ve descrita per {(m,n) € M | (1)m = (1)n}.

A més, H = Stabg,, (1) = {f1, f2,3)} s el subgrup que bus-
quem amb Coreg, (H) = {f1}.

Un conjunt de transversals d'H en Gy, pot ser { f1, f(1,2), f1,3)}-
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Aixi, el conjunt f1 M es pot partir de la seglient forma:

H HYf Hf
v - (1,2) (1,3)
h Hgi Hfaan Hfazg
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H HYf Hf
v - (1,2) (1,3)
h Hgi Hfaan Hfazg

H Hf(1,2) Hf3)
Hgi | Hfnpg1 | Hf a3

flM/E =
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Exemple

Aixi, el conjunt f1 M es pot partir de la seglient forma:

H Hf Hf
v - (1,2) (1,3)
i Hgi Hfaan Hfazg
_ H | Hfapg Hfug)
M == = : :
fiM] Hgi | Hfnpg1 | Hf a3
o 11213 .
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