AUTOMATA

Vida Gtil y métodos de reciclaje

XIX ENEM
Valencia, 2018

Enric Cosme Ll6pez

Departament de Matematiques
Universitat de Valéncia




Autématas Algebra Universal Grafos

AUTOMATAS

Ejemplos

A={a,b}
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AUTOMATAS

Un autémata es un par (X, «), donde X es un conjunto de
estadosy, para un alfabeto 4, o una aplicacién de transicién

a: X xA — X
(z,0) +— x4

que se puede extender a A*, donde

AF = U Hom(n, A)

neN

es el conjunto de todas las palabras sobre el alfabeto A.
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AUTOMATAS

Ejemplos

A={a,b}

Aceptan aabbababbby bbb pero no abb ni bbaabbaabba.
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RECONOCIBILIDAD DE LENGUAJES

El lenguaje reconocido por (X, «) es el conjunto

L(X,a)={we A* | wesreconocida por (X, «)}

En general, para un lenguaje L C A*, diremos que L es
reconocible si existe un autdémata finito (X, o) tal que

L=L(X a)
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RECONOCIBILIDAD DE LENGUAJES

Ejemplos

A={a,b}

L(X,a)={we A* | |w|, =0(mod 2)}
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RECONOCIBILIDAD DE LENGUAJES

/\
abbabaab : (X, ) —

Palabras Autémata Propiedad
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RECONOCIBILIDAD DE LENGUAJES

Los autdématas son objetos matematicos muy Utiles para el
estudio de propiedades sobre lenguajes.

Asi, por ejemplo, si Ly K son lenguajes reconocibles, a partir de
los autématas que reconocen estos lenguajes, somos capaces
de construir autématas que reconocen LN K, LU K 0 A* — L.

El problema surge cuando queremos reconocer otro tipo de
objetos matematicos. Por ejemplo grafos.
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RECONOCIBILIDAD

Grafos i? Propiedad
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RECONOCIBILIDAD

It is not clear at all how an
automaton should traverse
a graph. A “general” graph
has no evident structure,
whereas a word or a tree is
(roughly speaking) its own
algebraic structure.

B. Courcelle, 1991
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MINIMIZACION

La minimizacién es el proceso de transformar un autémata
dado en uno equivalente que reconozca el mismo lenguaje y
que tenga el menor ndmero de estados posibles.

Dado L C A* podemos definir una relacion de equivalencia ~,
en A* como sigue:

Dados w, ven A*

w~pv & Vr,ye A (zwy € L& avy € L)
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MINIMIZACION

Notamos que A* = (A*, A, \) es un monoide.
Se comprueba que ~, es una congruencia en A*.

Siwy ~p we Y v1 ~p, 19, ENLONCES
w101 ~L W2V2.

La relacién ~, se le llama la congruencia sintactica asociada a L.
Es la mayor congruencia en A* que satura a L.

El cociente A*/~ tiene estructura de monoide y autémata.
Como autémata, A*/~ es el minimo autémata que reconoce
L. En particular,

L=L(A"/~p).
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MINIMIZACION

Ejemplos

A={a,b}
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LENGUAJES RECONOCIBLES

Para un lenguaje L C A* son equivalentes:

1. Lesreconocible.

2. ~ tiene indice finito en A*.

3. Lestdsaturado por una congruencia de indice finito en A*.
4.

Existe un monoide finito M, un homomorfismo de
monoides f: A* — My un subconjunto C' C M tal que

L=f7YCl.

Esta caracterizacién no depende de ningln tipo de autématay,
por tanto, puede generalizarse a cualquier algebra.
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ALGEBRA UNIVERSAL

Dada una signatura X = (X,,)en, Una X-dlgebra es un par
A = (A, F), donde A esun conjuntoy F una estructura de
Y-dlgebra en A. Esto es

F: ¥, — Hom(A™ A)
o — oh
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ALGEBRA UNIVERSAL

Dadas dos X-adlgebras A = (A, F)yB = (B, G), un
Y¥-homomorfismo f: A — B esuna aplicacién de A a B tal que
paratodon e N,o € ¥,y (a;)ien € A" se tiene que

Fe*(ai)ien)) = o®((f(ai)ien)
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ALGEBRA UNIVERSAL

Dada una X-dlgebra A = (4, F), una congruencia en A es una
relaciéon de equivalencia ® en A tal que paratodon € N,

o€ Xy, (a7)ien € A™Y (by)ien € A™, Si (a;, b;) € @ para todo

1 € n, entonces

(0™ ((as)ien), o™ ((bi)ien)) € @
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ALGEBRA UNIVERSAL

Sea A una X-3lgebra.

Decimos que una aplicaciéon T € Hom(A, A) es una traslacién
elemental, T € Etl(A), siy sélo si existe un simbolo de
operacién o € ¥, i € n, una familia (a;);e; € A’y una familia
(a)ken—(it1) € A" (FD tal que, para cada z € A4,

T(:E) = UA(a07 oty Qi—1, T, A1, 7an—1)
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ALGEBRA UNIVERSAL

Denotamos por Tl(A) el subconjunto de aplicaciones de
Hom(A, A) para las que existe un m € N — 1y una familia de
traslaciones elementales (T})jem € EEL(A)™ tales que

T: Tm_10°"o TQ

Llamaremos a los elementos de Tl(A) traslaciones de A.
Ademads id también serd considerada un aplicacién en TI(A).
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ALGEBRA UNIVERSAL

Sea A una X-4lgebray ® una relacién de equivalencia en A.

Son equivalentes:

1. ® esuna congruencia en A.
2. ® estd cerrada por traslaciones elementales en A.
3. ® estd cerrada por traslaciones en A.

Estoes,si T € Etl(A) (TI(A)) y (a, b) € , entonces

(T(a), T(b) e®

20
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ALGEBRA UNIVERSAL

Sea A una X-3lgebray L C A.
Definimos la relacién Q” (L) en A como sigue.
Dadosa,be A

(a,0) e QML) < VT eTl(A)(T(a) e L T(b) € L)

Se tiene que QA (L) es la mayor congruencia en A que satura L.
Esta congruencia se [lama la congruencia sintactica de L.
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ALGEBRA UNIVERSAL

La definicion de reconocibilidad se debe a Mezeiy Wright.

Dada una X-dlgebra A = (4, F) y un lenguaje L C A. Decimos
que L es reconocible si cumple cualquiera de las siguientes
propiedades.

1. QA(L) tiene indice finito en A.

2. Lestd saturado por una congruencia de indice finito en A.

3. Existe una X-algebra finita M, un homomorfismo de
Y-algebras f: A — M y un subconjunto C C M tal que

L=fYCl.
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RECONOCIBILIDAD DE LENGUAJES

/\
O M —
\
Elementos de una ¥-algebras Propiedad

Y-algebra finitas
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GRAFOS

:Son los grafos elementos de una X-dlgebra?

24
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ALEGORIAS

Las alegorias son dlgebras para la signatura
Y= {'a ﬂ, 'Oa 1a T}

Fueron introducidas por Freyd y Scedrov en 1990.

Han sido intensivamente estudiadas por Andrékay Bredikhin.

25
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GRAFOS 2-PUNTEADOS SOBRE 4

El conjunto G(A4) de todos los grafos 2-punteados sobre un
alfabeto A tiene estructura de alegoria.

G

G-H:—>OL>OL>0—> GNH=-0"30>
H
G° = <—OL>O<— 1= 50>

26



Autématas Algebra Universal Grafos

TERMINOS

Si ademas interpretamos cada letra a € A como el grafo

Entonces, todo término bien formado sobre las alegorias
admite una representacién Unica como grafo.

27
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TERMINOS

Ejemplo

El grafo asociado a (1 N b)a(1 N b)((a®(1Nb)b°) Na®Na)es

28
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TERMINOS

No todo grafo en G(A4) es el grafo de un término.

Ejemplo

El grafo completo de 4 vértices, K4, independientemente de
la orientacion de los ejes y su etiquetado, asi como la elecciéon
de la entrada o salida no es el grafo de ningln término.

Un G € G(A) es el grafo de un término siy sélo si G € TWy(A4),
esto es, si G tiene amplitud de arbol 2.

29
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TERMINOS

Diferentes términos pueden representar el mismo grafo.
Ejemplo
Los términos (1Na)by ((1Na)T)Nbdesignan el mismo grafo.

a

S0

30
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2P-ALGEBRAS

Una 2p-dlgebra es una alegoria que cumple:

Al. an(bne) = (anb)Ne A7. (anb)® =b°Na°

A2. anb="bNa A8. (ab)® = b°a®

A3. aNT =a AS. 1Nn1=1

A4. a(bc) = (ab)c A10. 1N(ab) =1N((anNbd°)T)
A5. al =a Al anT =N (aT))T

A6. a°° =a A12. (1Na)b=((1Na)T)Nb

31



Autématas Algebra Universal Grafos

2P-ALGEBRAS

TW4(A) es la 2p-algebra libre.

En particular, del conjunto de axiomas se deduce una ecuacién
e = f entre términos siy sélo si G(e) y G(f) son isomorfos.

32
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2P-ALGEBRAS

Grafo en TWy(A) 2p-algebra finita Propiedad
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