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Autòmats Àlgebra universal Grafs

Els límits del meu
llenguatge són els límits
del meu món.

L. Wittgenstein, 1922
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Autòmats Àlgebra universal Grafs

L’àlgebra és l’oferta que fa
el dimoni al matemàtic. El
dimoni diu: “Et donaré esta
poderosamàquina que
respondrà a qualsevol
pregunta que tingues.
Només has d’entregar-me
la teua ànima: Renuncia a la
geometria i obtindràs esta
meravella”.

M. Atiyah, 2004
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Autòmats Àlgebra universal Grafs

Un autòmat és un parell (X , α), on X és un conjunt d’estats i,

per a un alfabet A, α és una aplicació de transició

α : X × A −→ X
(x, a) 7−→ xa

que es pot extendre a A?, on

A? =
⋃
n∈N

Hom(n,A)

és el conjunt de totes les paraules sobre l’alfabet A.
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Reconeixen aabbababbb i bbb però no abb ni bbaabbaabba.
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El llenguatge reconegut per (X , α) és el conjunt

L(X , α) = {w ∈ A? | w és reconeguda per (X , α)}

En general, per a un llenguatge L ⊆ A?, direm que L és

reconeixible si existeix un autòmat finit (X , α) tal que

L = L(X , α)
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Reconeixibilitat de llenguatges
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L(X , α) = {w ∈ A? | |w|a ≡ 0 (mòd 2)}
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abbabaab (X , α)

AutòmatParaules Propietat
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X

10
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Els autòmats són objectes matemàtics molt útils per a l’estudi

de propietats sobre llenguatges.

Així, per exemple, si L i K són llenguatges reconeixibles, a partir

dels autòmats que reconeixen estos llenguatges som capaços

de construir autòmats que reconeixen L ∩ K , L ∪ K o A? − L.

El problema sorgeix quan volem reconèixer un altre tipus

d’objectes matemàtics. Per exemple grafs.
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No està gens clar com un
autòmat deuria atravessar
un graf. Un graf “general”
no té estructura evident,
mentre que una paraula o
un arbre és, a grans trets, la
seua pròpia estructura
algebraica.

B. Courcelle, 1991
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Laminimització és el proces de transformar un autòmat donat

en un d’equivalent que reconega el mateix llenguage i que

tinga el menor nombre d’estats possibles.

Donat L ⊆ A? podem definir una relació d’equivalència∼L en

A? com segueix:

Donades w, v en A?

w ∼L v ⇔ ∀x, y ∈ A? (xwy ∈ L ⇔ xvy ∈ L)
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Notem que A? = (A?,f, λ) és unmonoide.

De fet A? és el monoide lliure generat per A.

A

M

A?in

f
∃ ! f ]
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A més∼L és una congruència en A?.

Si w1 ∼L w2 i v1 ∼L v2, aleshores

w1v1 ∼L w2v2.

La relació∼L s’anomena congruència sintàctica associada a L.
És la major congruència en A? que satura a L.

El quocient A?/∼L té estructura de monoide i d’autòmat. Com

a autòmat, A?/∼L és el mínim autòmat que reconeix a L.

L = L(A?/∼L).
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Per a un llenguatge L ⊆ A? són equivalents:

1. L és reconeixible.

2. ∼L té índex finit en A?.

3. L està saturat per una congruència d’índex finit en A?.

4. Existeix un monoide finit M, un homomorfisme de

monoides f : A? −→ M i un subconjunt C ⊆ M tal que

L = f −1[C ].

Esta caracterització no depén de cap tipus d’autòmat i, per

tant, pot generalitzar-se a qualsevol àlgebra.
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ÀLGEBRA UNIVERSAL
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ÀLGEBRA UNIVERSAL

Donada una signatura Σ = (Σn)n∈N, una Σ-àlgebra és un parell

A = (A,F), on A és un conjunt i F una estructura de Σ-àlgebra
en A. És a dir

F : Σn −→ Hom(An,A)
σ 7−→ σA
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ÀLGEBRA UNIVERSAL

Donades dues Σ-àlgebres A = (A,F) i B = (B,G), un
Σ-homomorfisme f : A → B és una aplicació d’A en B tal que,

per a tot n ∈ N, σ ∈ Σn i (ai)i∈n ∈ An es té que

f
(
σA (

(ai)i∈n
))

= σB
((

f (ai)
)

i∈n

)
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ÀLGEBRA UNIVERSAL

Donada una Σ-àlgebra A, una congruència en A és una relació

d’equivalència Φ en A tal que per a tot n ∈ N, σ ∈ Σn ,
(ai)i∈n ∈ An i (bi)i∈n ∈ An , si (ai , bi) ∈ Φ per a tot i ∈ n,
aleshores (

σA (
(ai)i∈n

)
, σA (

(bi)i∈n
))

∈ Φ
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ÀLGEBRA UNIVERSAL

Siga A una Σ-àlgebra.

Diem que una aplicació T ∈ Hom(A,A) és una translació
elemental, T ∈ Etl(A), si existeix un símbol d’operació σ ∈ Σn ,
i ∈ n, una família (aj)j∈i ∈ Ai i una família

(ak)k∈n−(i+1) ∈ An−(i+1) tal que, per a cada x ∈ A,

T(x) = σA (a0, · · · , ai−1, x, ai+1, · · · , an−1)
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ÀLGEBRA UNIVERSAL

Denotem per Tl(A) el subconjunt d’aplicacions d’Hom(A,A)
per a les què existeix un m ∈ N− 1 i una família de

translaciones elementals (Tj)j∈m ∈ Etl(A)m tals que

T = Tm−1 ◦ · · · ◦ T0

Anomenarem als elements de Tl(A) translacions d’A. A més

idA també serà considerada una aplicació en Tl(A).
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ÀLGEBRA UNIVERSAL

Siga A una Σ-àlgebra i Φ una relació d’equivalència en A.

Són equivalents:

1. Φ és una congruència en A.

2. Φ està tancada per translacions elementals en A.

3. Φ està tancada per translacions en A.

És a dir, si T ∈ Etl(A) (Tl(A)) i (a, b) ∈ Φ, aleshores

(T(a),T(b)) ∈ Φ
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ÀLGEBRA UNIVERSAL

Siga A una Σ-àlgebra i L ⊆ A.

Definim la relació ΩA(L) en A com segueix.

Donats a, b ∈ A

(a, b) ∈ ΩA(L) ⇔ ∀T ∈ Tl(A) (T(a) ∈ L ⇔ T(b) ∈ L)

Es té que ΩA(L) és la major congruència en A que satura L.
Esta congruència s’anomena la congruència sintàctica d’L.

26



Autòmats Àlgebra universal Grafs

ÀLGEBRA UNIVERSAL

Donada una Σ-àlgebra A = (A,F) i un llenguatge L ⊆ A. Diem

que L és reconeixible si satisfà qualsevol de las següents

propietats equivalents

1. ΩA(L) té índex finit en A.

2. L està saturat per una congruència d’índex finit en A.

3. Existeix una Σ-àlgebra finita M, un homomorfisme de

Σ-àlgebres f : A → M i un subconjunt C ⊆ M tal que

L = f −1[C ].

Aquesta caracterització la debem aMezei i Wright.
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GRAFS
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AL·LEGORIES

Les al·legories són àlgebres per a la signatura

Σ = {·,∩, ·◦, 1,>}

Foren introduïdes per Freyd i Scedrov en 1990.

Han estat estudiades principalment per Andréka i Bredikhin.
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El conjunt G(A) de tots els grafs 2-puntejats sobre un alfabet

A té estructura d’al·legoria.

G · H =
G H

G ∩ H =
G

H

G◦ =
G

1 =

> =
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Si, a més, interpretem cada lletra a ∈ A com el graf

G(a) = a

Aleshores, tot terme ben format sobre les al·legories admet

una representació única com a graf 2-puntejat.
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Interpretació de termes

El graf associat a (1 ∩ b)a(1 ∩ b)((a◦(1 ∩ b)b◦) ∩ a◦ ∩ a) és
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No tot graf en G(A) és el graf d’un terme.

Exemple

El graf complet de 4 vèrtexs, K4, independentment de l’orien-

tació dels eixos i l’etiquetatge, així com l’elecció d’entrada i

eixida no és el graf de cap terme.

Un G ∈ G(A) és el graf d’un terme si, i només si, G ∈ TW2(A), és
a dir, si G té amplada d'arbre 2.
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Diferents termes poden representar el mateix graf.

Exemple

Els termes (1 ∩ a)b i ((1 ∩ a)>) ∩ b designen el mateix graf.

a
b
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2P-ÀLGEBRES

Una 2p-àlgebra és una al·legoria que satisfà:

A1. a∩(b∩c) = (a∩b)∩c
A2. a ∩ b = b ∩ a
A3. a ∩ > = a
A4. a(bc) = (ab)c
A5. a1 = a
A6. a◦◦ = a

A7. (a ∩ b)◦ = b◦ ∩ a◦

A8. (ab)◦ = b◦a◦

A9. 1 ∩ 1 = 1

A10. 1 ∩ (ab) = 1 ∩ ((a ∩ b◦)>)

A11. a ∩ > = (1 ∩ (a>))>
A12. (1 ∩ a)b = ((1 ∩ a)>) ∩ b
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Teorema

TW2(A) és la 2p-àlgebra lliure generada per A.

A

M

TW2(A)
G

f
∃ ! f ]

En particular, del conjunt d’axiomes es dedueix una equació

e = f entre termes si, i només si, G(e) i G(f ) són isomorfs.
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