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Els limits del meu
llenguatge sén els limits
del meu mon.

L. Wittgenstein, 1922
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Algebra universal

L'algebra és l'oferta que fa
el dimoni al matematic. El
dimoni diu: “Et donaré esta
poderosa maquina que
respondra a qualsevol
pregunta que tingues.
Només has d’entregar-me
la teua anima: Renuncia a la
geometria i obtindras esta
meravella”.

M. Atiyah, 2004

Grafs
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1. Automats
2. Algebra universal

3. Grafs
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Un automat és un parell (X, «), on X és un conjunt d'estats i,
per a un alfabet A, o és una aplicacié de transicid

a: X xA — X
(z,a0) +— x4

que es pot extendre a A*, on

AF = U Hom(n, A)

neN

és el conjunt de totes les paraules sobre ['alfabet A.
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Reconeixen aabbababbb i bbb pero no abb ni bbaabbaabba.
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El llenguatge reconegut per (X, «) és el conjunt

L(X,a)={we A* | wésreconeguda per (X, a)}

En general, per a un llenguatge L C A*, direm que L és
reconeixible si existeix un automat finit (X, «) tal que

L=L(X, a)
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L(X,a)={we A* | |w|, =0(modd 2)}
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Els automats sén objectes matematics molt Gtils per a l'estudi
de propietats sobre llenguatges.

Aixi, per exemple, si Li K sén llenguatges reconeixibles, a partir
dels autdmats que reconeixen estos llenguatges som capacos
de construir autdmats que reconeixen LN K, LU K 0 A* — L.

El problema sorgeix quan volem reconeixer un altre tipus
d’objectes matematics. Per exemple grafs.
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l

? Propietat
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No esta gens clar com un
automat deuria atravessar
un graf. Un graf “general”
no té estructura evident,
mentre que una paraula o
un arbre és, a grans trets, la
seua propia estructura
algebraica.

B. Courcelle, 1991
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La minimitzacio és el proces de transformar un automat donat
en un d'equivalent que reconega el mateix llenguage i que
tinga el menor nombre d’estats possibles.

Donat L C A* podem definir una relacié d'equivaléncia ~;, en
A* com segueix:

Donades w, ven A*

w~pv & Vr,ye A (zwy € L& avy € L)
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Notem que A* = (4*, A, \) és un monoide.
De fet A* és el monoide lliure generat per A.
A L) A*

3!

M
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A més ~, és una congruencia en A*,

Siwy ~1 wo i vy ~1, 19, aleshores

wrvr ~p W22.

La relacié ~;, s'Tanomena congrueéncia sintactica associada a L.
Es la major congruéncia en A* que saturaa L.

El quocient A*/~ té estructura de monoide i d'automat. Com
a automat, A*/~, és el minim autdmat que reconeix a L.

L=L(A"/~p).
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Per a un llenguatge L C A* sén equivalents:

1. L ésreconeixible.

2. ~g téindex finit en A*.

3. L esta saturat per una congruéncia d’index finit en A*.
4,

Existeix un monoide finit M, un homomorfisme de
monoides f: A* — M iun subconjunt C' C M tal que

L=fC).

Esta caracteritzacié no depén de cap tipus d'automat i, per
tant, pot generalitzar-se a qualsevol algebra.
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ALGEBRA UNIVERSAL
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ALGEBRA UNIVERSAL

Donada una signatura 3 = (3,,).en, Una X-algebra és un parell
A = (A, F),on Aésunconjunti F una estructura de X-algebra
en A. Es a dir

F: ¥, — Hom(A" A)
g — UA

20
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ALGEBRA UNIVERSAL

Donades dues X-algebres A = (4, F)iB = (B, G), un
Y-homomorfisme f: A — B és una aplicacié d'4 en B tal que,
peratotn e N, o € X, i(a;)ien € A™ €s té que

f <UA ((ai)ien)) = UB((f(ai))ien)

21
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ALGEBRA UNIVERSAL

Donada una X-3algebra A, una congruéncia en A és una relacié
d’equivaléncia ® en Atalque peratotne N, o € X,
(ai)ien c A" (bz)ZEn c A" si (az-, bl) € ®peratotien,

aleshores
(UA ((al)zen) 70'A ((bz)zen)) cd

22
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ALGEBRA UNIVERSAL

Siga A una X-algebra.

Diem que una aplicacié T' € Hom(4, A) és una translacio
elemental, 7" € Etl(A), si existeix un simbol d'operacié o € %,,,
i € n, una familia (aj)je; € A”iuna familia

(a)ken—(it1) € A" FD tal que, peracada z € A4,

T(JJ) = UA (a07 A1, Ty A1, 7t 7a’n—1>

23
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ALGEBRA UNIVERSAL

Denotem per Tl(A) el subconjunt d'aplicacions d'Hom(4, A)
per a les qué existeix un m € N — 1iuna familia de
translaciones elementals (7})jem € ELl(A)™ tals que

T: Tm_10°"o TQ

Anomenarem als elements de TI(A) translacions d'A. A més
ida també sera considerada una aplicacié en TI(A).

24
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ALGEBRA UNIVERSAL

Siga A una X-algebra i ® una relacié d'equivaléncia en A.

Sén equivalents:

1. ® ésuna congruénciaen A.
2. ® esta tancada per translacions elementals en A.
3. ® esta tancada per translacions en A.

Esadir,si T € Etl(A) (TI(A)) i (a, b) € ®, aleshores

(T(a), T(b) e®

25
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ALGEBRA UNIVERSAL

Siga A una X-algebrai L C A.
Definim la relacié QA (L) en A com segueix.

Donatsa,be A
(a,0) e QML) < VT eTl(A)(T(a) e L T(b) € L)

Es té que QA (L) és la major congruéncia en A que satura L.
Esta congruéncia s'anomena la congruéncia sintactica d'L.

26
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ALGEBRA UNIVERSAL

Donada una Y-algebra A = (A, F) i un llenguatge L C A. Diem
que L és reconeixible si satisfa qualsevol de las seglents
propietats equivalents

1. QA(L) té index finit en A.
2. L esta saturat per una congruéncia d'index finit en A.

3. Existeix una X-algebra finita M, un homomorfisme de
Y-algebres f: A — M iunsubconjunt C' C M tal que

L=f"cl.

Aquesta caracteritzacié la debem a Mezei i Wright.

27
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o M —
\

Elements d'una Y-algebras

R Propietat
Y-algebra finites P

Grafs
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GRAFS
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Sén els grafs elements

d'una X-algebra?

30
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AL-LEGORIES

Les al-legories sdn algebres per a la signatura
Y= {'7 ma 'Oa 1a T}

Foren introduides per Freyd i Scedrov en 1990.

Han estat estudiades principalment per Andréka i Bredikhin.

31
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El conjunt G(A) de tots els grafs 2-puntejats sobre un alfabet
A té estructura d’al-legoria.

G

GH:—>0L>0L>0—> GNH =030~
H
C° = <_OL)0<_ 1= -0

32
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Si, a més, interpretem cada lletra a € A com el graf

Aleshores, tot terme ben format sobre les al-legories admet
una representacio (nica com a graf 2-puntejat.

33
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El graf associata (1 N b)a(1 N b)((a®(1 N b)b°) Na® N a) és

34
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No tot graf en G(A) és el graf d'un terme.

El graf complet de 4 vértexs, K4, independentment de ['orien-
tacio dels eixos i l'etiquetatge, aixi com l'eleccié d’entrada i
eixida no és el graf de cap terme.

Un G e G(A) éselgraf d'un terme si,inoméssi, G € TWy(A), és
a dir, si G té amplada d'arbre 2.

35
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Diferents termes poden representar el mateix graf.

Elstermes (1N a)bi((1Na)T)N bdesignen el mateix graf.

a

S0

36
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2P-ALGEBRES

Una 2p-algebra és una al-legoria que satisfa:

Al. an(bne) = (anb)Ne A7. (anb)® =b°Na°

A2. anb="bNa A8. (ab)® = b°a®

A3. aNT =a AS. 1Nn1=1

A4. a(bc) = (ab)c A10. 1N(ab) =1N((anNbd°)T)
A5. al =a Al anT =N (aT))T

A6. a°° =a A12. (1Na)b=((1Na)T)Nb

37
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Teorema

TW,(A) és la 2p-algebra lliure generada per A.

A—C L TW,(4)
El:
o
M

En particular, del conjunt d’axiomes es dedueix una equacié
e = f entre termes si, i només si, G(e) i G(f) sén isomorfs.

Grafs
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N
G M e
\

Graf en TWs(A) 2p-algebra finita Propietat
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