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Las matematicas se escriben.
Calcular es reescribir.
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ESPECIFICACION

Una especificacion es una tupla A = (X, X, A) donde

Y es una signatura;
X es un conjunto de variables;
A es un subconjunto de Tx(X)2.

Los elementos de A se llaman reglas de reescritura.



Caminos Curry-Howard Términos camino La iteracion La simulacién

CAMINOS

Un camino en A de longitud n € N es
B = ((Pi)iens1, ()ien; (pi)ien) € Tu(X)™TH x N™ x A"
donde para cada i € n, sip; = (M;, N;), entonces

(1) M; es un subtérmino de P;;

(2) P, tiene al menos a; ocurrencias de M; como subtérmino;

(3) P;11 e obtiene sustituyendo la a;-ésima ocurrencia de M;
en P; por N;.

m: PO (aOaPO) Pl (alvpl) (an72vpn72) P (anflvpnfl) P”

n—1
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(@[OS

Ejemplo
PB: & (z,8(z, )) @Ew, ) )
N @(D(z,x),z,D(x,x))
- o E(z,2),z,0(z, z))
- O(y,z,B0(z, z))
- O(y,2,2)
T
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(@[OS

Problema de la Palabra
En G = (a,b| ab= ba)
babb~ tab™! = baab™!

= abab™ !

= a2bh !
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(@[OS

Operaciones Elementales
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(@[OS

Calculo de Derivadas

% [cos(:z:2 +z)] = (- sin(z? + x))% [z2 + |

0
= —sin(2? + z) (83; [2*] + 92 [x])
= —sin(z? + z)(2z + 1).
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(@[OS
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PREGUNTA

;Cuando dos sistemas de reescritura
se pueden considerar equivalentes?
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COMPOSICION

Los caminos se pueden componer.
SifP: P— QyN: Q — R, entonces QoP: P — R.

La composicion es una operacién binaria parcial.

SC
Pthy <—ip
tg

Tx(X)

Denotamos por Pth(A) a la categoria que tiene a los términos
como objetosy a los caminos como morfismos.
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DESCOMPOSICION

Los caminos se pueden descomponer.
Sip = (M, N)esunaregla de reescritura en A, su escalon
asociado es el camino de longitud 1

(0,p)

Ech(p) : M N

Diremos que un camino tiene escalones si alguno de sus
subcaminos de longitud 1 es un escalén.
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La iteracién La simulacion

DESCOMPOSICION

Ejemplo
P: @ (z,0(z, )
escalon —
%
%
_)
escalon  —

Proposicion. Los caminos sin escalones son entre términos

complejos y homogéneos.
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DESCOMPOSICION

Ejemplo
o((@(2) - (2 ) (B 2)
@(@ : /iﬁ ; D(xl,x))
@(/iﬁ ) 2 ’ @)
@(\L L flcl ) (tﬁ)

Proposicion. En un camino sin escalones se pueden extraer
tantos subcaminos como la aridad de la operacién.
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DESCOMPOSICION

Sea < la relacién binaria en Pth 4 dada por Q < B siy solo si

i. P tiene longitud mayor estricta que 1, contiene su primer
escalén en la posicion 7y Q es el subcamino estrictamente
precedente o el subcamino consecuente que incluye al
escalon; o

ii. P esun camino no identidad sin escalonesy 9 es uno de
los caminos extraidos en ‘B.
Denotamos por < a la clausura reflexivo transitiva de <.

Proposicion. < es un orden Artiniano en Pth 4 cuyos elementos
minimales son los caminos identidad y los escalones.
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DESCOMPOSICION

Ejemplo
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—What do you read, my lord?
—Words, words, words.
—Hamlet, W. Shakespeare.
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SIGNATURA CATEGORIAL

Definimos la signatura categorial determinada por la
especificacion A a la signatura que amplia a X con

i. las producciones en A como constantes;
ii. dos operaciones unariasscy tg;
iii. una operacién binaria o.

Denotaremos esta signatura por ¢4,
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LA APLICACION DE CURRY-HOWARD

Definimos la aplicacién de Curry-Howard por recursion
Artiniana sobre los caminos

CH: Pthy —> Tsea(X)

Para caminos minimales

CH(ip(P)) = P; CH(Ech(p)) = p.

Para caminos no minimales

CH(P*HI=1) o CH(P»1);

CH(¥) = { o((CH(Qj))jen)-
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LA APLICACION DE CURRY-HOWARD

Ejemplo
B: & (z,0(z, )) ®(z, )

P(z, 2)

— 0(2 ), 2,(z, 7))

- o(z ), z,0(z, 1))

- O(y,7,H(z, 1))

— O(y,z,2)

— T

20



Caminos Curry-Howard Términos camino La iteracion La simulacién

FL ALGEBRA DE CAMINOS

Proposicién. El conjunto Pth 4 tiene estructura de X%4-4lgebra
parcial sobre Pth 4, que denotaremos por Pthf{‘, donde las
operaciones vienen definidas por

sc(P) = ip(sc(P)); tg(P) = ip(tg(P));
p = Ech(p); QoP=90P.

21
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FL ALGEBRA DE CAMINOS

Sio € X,V (Bj)jen € Pthy, entonces

o((sc(%Po)) » (sc(P1)) - o(s¢(Pn-1)))
1%o I I
o((tg(Po)) » (se(B)) - | )
o ((Bj)jen) : I R I
o] (te(B)) 0 . o(se(PBn-1)))
I I 3B
o({tg®o)) » \teB) » - (te(Far))

Proposicion. o((;)en) NUNCa tiene escalones.

22
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EL NUCLEO DE LA APLICACION DE CURRY-HOWARD

Proposicion. CH es un ¥-homomorfismo pero no
necesariamente un X%A-homomorfismo.

CH(ip(P)) = CH(ip(P) o ip(P)) # CH(ip(P)) o CH(ip(P)).

Proposicién. Ker(CH) es una ¥%4-congruencia.

Denotamos al cociente Pth 4 /Ker(CH) por [Pthf{“] y alaclase
de un camino ‘B por [B].

23
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EL COCIENTE DE CAMINOS

El cociente [Pthy] tiene estructura de X-algebra parcial,
conjunto parcialmente ordenado y categoria.

Ademas, las operaciones o € X de aridad n son Funtores de
[Pthy]™ en [Pthy], ya que

sc (U (([‘Bj])jen)) =0 ((SC ([gpﬂ))jen)
te (o (B);en)) = o (b8 (B,
o (10 B, ) = o ((Q)en) 07 ((Fi)e)

Llamamos a esta estructura ¥-algebra categorial y la
denotamos por [Pthi{“].

24
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EL COCIENTE DE CAMINOS

o s (m)) a(%,'?,-- (@)
@0 1 w0 I I
o v (W) o((m), M), |m|)
ag [ I wI I
o((m], vy (mY) o((m|,(m]: - m|)
e [ nffn I
o((m|,(m).,|m] oo
[NES [ nffn I
o(|m|,(m u|) a( s, (m))
nffn mfI
°(i= m|., (W)
2 I I
o((m),\m).-- . |m|)
I D;E I
o(m|,(m)].-,|m|)
o I nffn I
o(|m|,|m|, -, (m))

] ®u nffn I
o(|m|,|m|, -, ) o((m|,|m|, (W}
nffn] 2u ] 2e
o(m), (@), (m) o((m),(m),- (m))
o((2; o PBj)jen) a((25)jen) © 7((Bs)ien)

25
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EL COCIENTE DE CAMINOS

Teorema. El cociente [PthfiA] es la ©>A-4lgebra libre parcial
generada por Pthy para una variedad de X%4-4lgebras
parciales PAlg(£94).

Ecuaciones relativas a la estructura de categoria.
Existencia de producciones.
Relacién entre las operaciones y la composicion.

/\(ﬂﬁj oy = zi0y) | = o((zoy)jen) = o((2))jen) 0o ((45)jen)-

26
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UN RESULTADO DE TIPO CURRY-HOWARD

Teorema. Existen un par de aplicaciones inversas
CH
Pt -~ [PTSL (X))o
ipfe

e isomorfismos de X¢-3lgebras;
e isomorfismos de érdenes;
e isomorfismos categoriales.

27
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LA SUSTITUCION EN TERMINOS CAMINO

Proposicion. Si M, N, P son términos camino en PTyc.a(X)y
s (ipr(M)) = sc (ipr(N)) ; tg (ipr(M)> = tg (ipr(N)> :

Entonces la sustitucién de M por N en P vuelve a ser un
término camino.

Esto es, la sustitucion esta bien definida en P Ty (X).

28
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Podemos plantearnos caminos de segundo orden, esto es,
homotopias

Para una especificacién de sequndo orden A un camino de
segundo orden B2 tiene la forma

29
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Para A® = (A®), ., especificacién de segundo orden,

[PTy. a0 (X)) o2

30
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Para A™ = (A®),., especificacién de orden n,

La simulacién

@HD
a0t

[PT,. 0 (X)]jor

31
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[Py o (X))ot

Py (Ve

32
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SIMULACIONES

Para determinar una simulacién de A = (A®), ., a
B = (B®),¢, necesitaremos

e Asignar a cada variable en X un término en Tp(Y);

e Asignar a cada simbolo de operacién n-ario en X un
término en Tr(Y') y una asignacién de variables, esto es,
un derivor

P—Q=-PVQ

e Asignar a cada k-produccién en A®) un camino de orden k&
en Pthyg que respete los dominios y codominios
correspondientes.

La aplicacion final, ¢y : Pth 44 — Pthgw), se obtiene por
recursion Artiniana y, por Propiedad Universal, inducir una
aplicacion en los cocientes.

33
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In these days the angel of topology and the devil
of abstract algebra Fight for the soul of every
individual discipline of mathematics.

—H. Weyl.

34
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= {4

St %}
= {(x%)}

I
= M
I

%
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Kl sin(z 9

ox ox
— cos(z) cos(z)

oz = Sin oz

36
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X - {x7y’z}
s ) T = o
=9 4 = par
A@ = {((-or)o(qop),(gop)o( o))}

37
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(- o—fa)o(3fio2fi)=(3fi02f1)o( /0—f2)

38
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;Y si con estas especificaciones pudiésemos
demostrar propiedades topoldgicas?

o T2 =Sl xSt
om (T2 =ZaZ
e T2 es orientable.

La simulacién

39
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»&\% nLab
computational trilogy

1.Idea

A profound cross-disciplinary insight has emerged — starting in the late 1970s, with core refinements in recent years —
observing that three superficially different-looking fields of mathematics,

® co-category theory/e-topos theory (algebraic topology)

are but three different perspectives on a single underlying phenomenon at the foundations of mathematics:

computation

/

spaces

\\Jlogic

La simulacién

40
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La possibilité de la traduction implique
I'existence d’'un invariant. Traduire, c'est
précisément dégager cet invariant.

—H. Poincaré.

41
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