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Resumen

Comenzaremos desarrollando los conceptos matematicos del dlgebra re-
lacional y el algebra de términos necesarios para probar los tres teoremas
de decibilidad para leyes entre relaciones que se presentardn a lo largo del
trabajo. La utilidad principal de estos teoremas reside en la automatiza-
cion de las pruebas formales para ecuaciones relacionales. Para presentar los
teoremas repasaremos distintos articulos centrados en cada una de las tres
estructuras algebraicas principales que se presentaran a lo largo del trabajo:
Algebras de Kleene, Alegorias y Alegorias de Kleene. Veremos que el conjun-
to de relaciones sobre un conjunto dado presenta estructura de algebra, para
cualquiera de estas tres signaturas, siempre que se asocien las operaciones
adecuadas al conjunto de las relaciones. Introduciremos distintas algebras,
con las tres estructuras mencionadas, para las que ya se han automatizado
los procesos de pruebas formales. Los teoremas nos permitiran viajar entre
algebras asegurando la validez de una ecuacién en el algebra de relaciones
si y solo si se satisface un procedimiento determinado en la otra dlgebra. El
teorema de decibilidad para alegorias de Kleene unificara los resultados del
teorema de decibilidad para algebras de Kleene y el teorema de decibilidad
para alegorias.

Palabras clave: Algebra de relaciones, Teoremas de decibilidad, Alge—
bras de Kleene, Alegorias, Alegorias de Kleene.
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Introduccion

En el marco conceptual del dlgebra relacional, nos encontramos con el
problema de determinar la validez de ecuaciones e inecuaciones entre rela-
ciones. En el primer capitulo de Automata for relation algebra and formal
proofs [16], Damien Pous presenta algunos conceptos del célculo relacional,
campo iniciado por De Morgan, Pierce y mas adelante Schroder a finales del
siglo XIX, y estudiado extensamente por Tarski en la década de 1940. Lo
hace con el objetivo, entre otros, de presentar algoritmos para la automati-
zacién de los procedimientos de decision sobre las mencionadas ecuaciones
e inecuaciones. En este trabajo, ampliamos ese primer capitulo, desarro-
llando las bases matematicas que sustentan la programaciéon de algoritmos
para la decibilidad de ecuaciones relacionales. Asi, reuniremos resultados de
distintos articulos unificando notacién, con el objetivo de clarificar la base
matematica que sustenta la formalizacion tedrica y asi probar de forma clara
los teoremas de decibilidad que recoje Damien Pous a partir de los trabajos
de Freyd y Scedrov [9], Andréka y Bredikhin [1] con alegorias; Kleene, Con-
way [7] y Kozen [10, 11] con dlgebras de Kleene; y los resultados recientes
de Paul Brunet y Damien Pous para alegorias de Kleene [4].

En el primer capitulo haremos una revision de los conceptos bésicos del
algebra de conjuntos asi como una introduccién al &lgebra de relaciones,
para ello hemos revisado los Apuntes de Matemdtica Bdsica (Marta Pla)
[15]. En esta introduccién se repasaran las propiedades més importantes del
algebra relacional y se definirdn las distintas operaciones que se dan entre
relaciones.

En el segundo capitulo estudiaremos las bases del algebra universal,
apoyéndonos en A Course in Universal Algebra (Stanley Burris y H.P. San-
kappanavar) [5], que nos permitirdn definir el dlgebra de términos, basdndo-
nos principalemente en el articulo Eilenberg theorems for many-sorted for-
mations (J. Climent y E. Cosme) [6].

Los siguientes capitulos presentaran la misma estructura entre si. En pri-
mer lugar definiremos una signatura algebraica con la que construiremos la
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correspondiente algebra de términos. En segundo lugar veremos que existe
un algebra definida sobre el conjunto de relaciones junto con algunas opera-
ciones que admite, en cada caso, la estructura de la correspondiente algebra
de términos para la signatura definida. A continuacién presentaremos otra
algebra con la misma estructura: la del conjunto de lenguajes en el tercer
capitulo, dedicado a algebras de Kleene, y la del conjunto de grafos en el
cuarto capitulo, dedicado a las alegorias. Finalmente, probaremos en cada
capitulo el teorema de decibilidad para las algebras estudiadas. Estos teo-
remas nos permitirdn viajar entre algebras de forma que probar la validez
de una ecuacion en relaciones sea equivalente a probar que se satisface un
procedimiento en lenguajes o grafos. Y, dado que se pueden automatizar las
pruebas de procedimiento en lenguajes o grafos, esto facilitara enormemente
las pruebas de ecuaciones relacionales.

Por 1ltimo, el capitulo quinto pretende agrupar ambos resultados. Pa-
ra ello se define una nueva signatura algebraica, que retne las operaciones
de las signaturas de los capitulos tercero y cuarto (salvo por la operacién
constante T que presenta problemas como se explicard en la introduccion
al capitulo). Y de la misma forma que en estos, veremos que el conjunto de
relaciones admite la estructura del algebra de términos para la signatura de-
finida, estructura de alegoria de Kleene. A continuacién, presentaremos dos
dlgebras con esta misma estructura: lenguajes de grafos y partes de la LAY~
algebra libre. Cerraremos con el tercer teorema de decibilidad: Teorema de
Decibilidad en Alegorias de Kleene, que recoge los dos resultados anteriores
para todas las operaciones salvo T.

A lo largo del trabajo, en lo que se refiere a teoria de conjuntos, adopta-
remos la siguiente convencion. Un ordinal a es un conjunto transitivo bien
ordenado para la pertenencia. Es decir, a« = {5 | § € a}. El primer ordinal
transfinito, wg, se denotard por N que es el conjunto de todos los nimeros
naturales. Por esto, para todon € N

n={0,...,n—1}

Asi, la tupla (ag, . ..,an—1), la escribiremos ((a;)ien)-



Capitulo 1

Relaciones algebraicas

1.1. Conceptos previos

Comenzamos por dar unas nociones béasicas de la teoria de conjuntos que
nos permitiran definir las relaciones algebraicas y sus propiedades.

Definicion 1.1.1. Dado un conjunto C, definimos el conjunto de las partes
de C, y escribimos P(C'), como el conjunto de todos los subconjuntos de C,
es decir, los conjuntos B tales que B C C.

Definicién 1.1.2. Sean 'y y (> conjuntos, definimos el producto cartesiano
de C1 con Cs, y lo denotamos C x Cs, como el conjunto de todos los pares
ordenados con primer elemento en C7 y segundo elemento en Cs. Es decir,
el conjunto de elementos (a,b) con a € Cy y b € Cs.

Ejemplo 1.1.3. Sea C7 = {1,2,3} un conjunto. Entonces, el conjunto de
las partes de C] es:

P(C1) = {2, {1}, {2}, {3}, {1,2},{2,3}, {1, 3}, (1 }-

Sea Cy = {a,b} un segundo conjunto, el producto cartesiano de Cy con Co
es:
Cy x Cy ={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b) }.

Definiciéon 1.1.4. Dado un conjunto C, una relacion binaria en C es un
subconjunto R C C' x C'. Escribiremos

aRb siysolosi (a,b) €R.

El conjunto de relaciones en C es el conjunto P(C x C).

3



CAPITULO 1. RELACIONES ALGEBRAICAS

Notacion. A lo largo del trabajo utilizaremos la siguiente notacién:
Letras mayusculas latinas, A, B, C, ..., para referirnos a conjuntos.
Letras minusculas, a, b, ¢, . . ., para denotar elementos en los conjuntos.

Letras mayusculas caligraficas, R,S,T,..., cuando nos refiramos a
relaciones.

Definicion 1.1.5. Dada una relaciéon binaria R en un conjunto C, diremos
que R es:

Reflexiva si Va € C, aRa.

Irreflexiva si Ya € C, aRa.

Transitiva si Va,b,c € C;, aRby bRc = aRec.
Simétrica si Va,b € C;, aRb= bRa.
Antisimétrica si Va,b € C;, aRby bRa = a =b.
Asimétrica si Va,b € C, aRb= bRa.

Completa si Va,b e C, aRb 6 bRa.

Aciclica si para (a;)ient1 € C"T,n € N,Vi € n,a;Ra;1 = ag # an.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.1.6. Dado el conjunto C' = {1,2, 3,4}, definimos las relaciones
R,S y T en C y vemos sus propiedades:

R = {(L 2)7 (273)}

R no es reflexiva, es irreflexiva, no es transitiva, no es simétrica, es
antisimétrica, es asimétrica, no es completa y es aciclica.

S = {(17 1), (27 2)7 (17 2)7 (2, 1)7 (374)}

S no es reflexiva, no es irreflexiva, es transitiva, no es simétrica, no es
antisimétrica, no es asimétrica, no es completa, no es aciclica y no es aciclica.

T =1{(1,1),(2,2),(3,3), (4,4)}

T es reflexiva, no es irreflexiva, es transitiva, es simétrica, es antisimétri-
ca, no es asimétrica y no es completa.
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Veamos las definiciones de relacién de equivalencia y relacién de orden.

Definicion 1.1.7. Una relacién binaria en C es una relacion de equivalencia
si cumple las propiedades reflexiva, transitiva y simétrica.

Definicion 1.1.8. Una relacién binaria en C es una relacion de orden parcial
si cumple las propiedades reflexiva, transitiva y antisimétrica.

Ademsds, una relacién binaria en C es:

= orden parcial estricto si es irreflexiva y transitiva.
= orden total si es un orden parcial y completa.

= orden total estricto si es un orden parcial estricto y completa.

Ejemplo 1.1.9. Retomando el ejemplo anterior, vemos que R y S no se
ajustan a ninguna de las definiciones, en cambio 7 es a la vez una relacién
de equivalencia y de orden parcial.

Definicion 1.1.10. Una relacién binaria R en un conjunto C' es un preorden
en C si es reflexiva y transitiva.

Si (a,b) € R preorden, decimos que a es menor o igual que b. Normal-
mente utilizaremos el simbolo < para denotar predrdenes, y escribiremos
a<b.

Nota. Un orden parcial en C, es un preorden < que ademds cumple la
propiedad antisimétrica.

Definicién 1.1.11. Dado un preorden < en C' y un subconjunto A C C, se
define la clausura descendente de A como:

WA={ceC|3acA:ca}

A lo largo de esta seccién hemos introducido nociones bésicas sobre las
relaciones y sus propiedades. En lo que sigue de capitulo nos centraremos en
el conjunto que contiene todas las relaciones sobre un conjuto C' cualquiera.

1.2. El conjunto de relaciones

Como hemos visto en la Definicién 1.1.4, el conjunto de todas las relacio-
nes sobre un conjunto C, es el conjunto P(C x C'). Veremos en esta seccién
algunas de las propiedades y operaciones que admite este conjunto.

El conjunto P(C x C') estd provisto de un orden parcial dado por la
inclusién entre relaciones.

Ademsds, este conjunto contiene tres relaciones especiales:
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= La relacion vacia, que denotaremos por 0.
Se define como 0 = ().

s La relacion universal o total, que denotaremos por T.
Se define como T =C x C.

» Y la relacion identidad, que denotaremos por 1.
Se define como 1 = {(a,b) € C x C' | a = b}.

Veamos ahora tres operaciones unartas que podemos realizar con las
relaciones.

= Complemento: La relacién complementaria a la relacién R, denotada
R€, se define como:

RS :={(a,b) € C x C | aRb}.

= [nversa: La relacién inversa u opuesta de R se denota por R° y se
define como:
R :={(a,b) € C x C' | bRa}.

» Clausura reflexivo-transitiva: La clausura reflexivo-transitiva de R, de-
notada R*, se define como:

R* :={(a,b) e CxC| Fcp,...,c, €C:
ccp=ayc,=byVien,c;Reip1}

Veamos ahora tres operaciones binarias que podemos realizar con los

elementos de P(C x C).

= Union: La uniéon de R y S, denotada RUS, es la relacién que contiene
todos los elementos que estdan en R o S:

RUS :={(a,b) € C x C | aRb 6 aSb}.

= Interseccion: La interseccion de R y S, denotada RN S, es la relacion
que contiene todos los elementos que estan en R y S:

RNS :={(a,b) e C xC|aRby aSb}.

= Composicion: La composicién de R y S, denotada por R-S, se define
€omo:

R-S:={(a,b) e C xC|3ceC:aRcy cSh}.
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Ademads, se puede realizar la potencia de una relacion.

= Potencia: Para n € N, se define la potencia n-ésima de una relacién R
de forma recurrente sobre la composicién de relaciones como sigue:

RV = 1,
R = R™.R.

Nota. Sea R" la potencia n-ésima de la relacién R y sean a,b € C. Enton-
ces, aR"b si y solo si existen (z;)ient1 en C tales que:

Ty = a,
Tn =0,
xiRx;41 para todo ¢ € n + 1.

Definicion 1.2.1. Diremos que dos relaciones R y & conmutan si dados
tres elementos a, b, c € C tales que ¢Ra y ¢Sb, entonces existe un elemento
d € C tal que bRd y aSd. Es decir, si R -S§ =8 - R.

Nos limitaremos a esta lista de operaciones a pesar de no ser exhaustiva.
De estas operaciones derivan distintas propieades. Vemos algunos ejemplos:

Propiedad 1.2.2. Si1 C R entonces R es reflexiva.

Demostracion. La relacién identidad esta en R, 1 C R, por tanto se cumple
que para cualquier a € C,aRa y entonces R es reflexiva. ]

Propiedad 1.2.3. 5i R-R C R entonces R es transitiva.

Demostracion. La composicién de R con R es el conjunto
R-R={(a,b) e CxC|TceC:aRecy cRb}.
Sabemos por hipétesis que este conjunto estd contenido en
R ={(a,b) € C x C'| aRb}.

Entonces, sea un elemento (a,b) € R - R se cumpird que existe un ¢ € C tal
que aRc 'y ¢Rb, y puesto que (a,b) € R-R C R, se sigue que aRb.
Es decir, aRc y ¢Rb implica aRb y por tanto R es transitiva. O

Propiedad 1.2.4. Si R-R*N1 =1 entonces R es aciclica.
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Demostracion. Veamos en primer lugar cual es la relacion R - R* N 1:
R-R*={(a,b) e CxC|IeceC:aRecy cR"b}
donde ¢R*b significa que existen ca,c3,...,cn—1 € C tales que
CRcoy coRe3y ... v cn1RD.
Por tanto,

R-R*={(a,b) e CxC| Fc,co,c3,...,¢h—1 €C:
:aRcy cRea y caResy ...y cpn—1Rb}.

Asi tenemos,

R-R*={(a,b) e CxC| Fep=a,ci,c2,...,¢cn-1,cn =beC:
:CiRCi_H Vi e n}

Ahora bien,

R-R*N1 = {(a,b) e CxC|a(R-R*)by aldb}
= {(a,b) eCxC|a(R-R*)bya=>b}
0

donde la igualdad marcada con (%) se da por hipétesis.
Es decir que para cualesquiera cq,...,c, € C tales que ¢;Rc;+1 para
i € n se cumple que ¢y # ¢, y, por tanto, R es aciclica. O

Propiedad 1.2.5. Si R°- S C §-R° entonces R y S conmutan.

Demostracion. Comencemos por ver en que consisten las relaciones R°- Sy

S-R°.
R°-S = {(a,b) eCxC|IceC:aR’y cSb}
= {(a,b) eCxC|JceC:cRay cSh}.

SR = {(ab)eCxC|IdeC:aSdy dRb}
= {(a,b) eCxC|3deC:aSdy bRd}.

(*) Recordamos que R° = {(a,b) € C x C | bRa} es la relacién in-
versa de R. Entonces, como R°- S C §-R° tenemos que dado un elemento
(a,b) € R°-S, este cumplird que existe ¢ € C tal que ¢Ra y ¢Sb, y, como
por hipédtesis R°-S C S-R?, el elemento (a, b) estd también en S- R, por lo
que cumple que existe d € C tal que aSd y bRd.

Asi, si se cumple ¢Ra y ¢Sb, entonces existe d € C tal que aSd y bRd y,
por tanto, R y S conmutan. ]
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Ademsds, estas operaciones safisfacen muchas ecuaciones. Algunas de ellas
muy sencillas:

= La composicién de relaciones es asociativa: (R-R')-R" =R-(R-R").

Demostracion.

(R-R)-R" = {(a,b)eCxC|IdeC:a(R-R)dydR b}
{(a,b) eCxC|3¢c,de C:aRey cR'dy dR"b}
{(a,b) €CxC|3ceC:aRey (R -R")b}

"

= R(R-R")

Con lo que queda probada la propiedad asociativa para la composicién
de relaciones. O

= La composicion de cualquier relacién con la relacion vacia es la relacién
vacia: R-0=0=0-R.

s La clausura reflexivo-transitiva es transitiva: R*- R* C R*.

Demostracion. Comenzamos por ver cudl es la relacién R*- R*.
Recordamos que

R* = {(a,b) e CxC|3co,....,.cneECico=aycp,=D0b
y Vi € n,a;Rait1}

es la clausura reflexivo-transitiva de R.

R*R* =

={(a,b) e CxC|TceC:aR*cy cR*b}

={(a,b) eCxC|Tecx=a,...,c;,=c€ C:Vi€n,ciRecit1
ydem=c...,cn=beCm<n:Vien—m,c;Reciv1}

Entonces, dado un elemento (a,b) € R*- R*, sabemos que existen ele-
mentos ¢y = a,c1,...,¢h_1,¢, = b € C tales que para i € n se cum-
ple: a;Ra;11, por lo que podemos afirmar que (a,b) € R*. Es decir,
R*-R* C R*. O
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Algunas ecuaciones, en cambio, requieren mas trabajo para comprobar
si se cumplen o no:

INR € RRNAR-R-R (1.1)
(RUS)* = R* (SR (1.2)
(RUS)* = (1UR)-S)* (1.3)

R-(SNT) = RSNR-T (1.4)
R-SNT C R(SNR°T) (1.5)
R-SNT C (RNT-8°-(SNR°T) (1.6)
(RNS-T)T = RTNS- T (1.7)

Vemos a continucacion la demostracién de un par de estas propiedades
como muestra de la dificultad que supone saber si son o no ciertas:

» Propiedad (1.1) INRCR-RNR-R-R.

Demostracion. Para ver que se cumple hemos de comprobar que dado
un elemento (a,b) € 1 NR, dicho elemento también se encuentra en
R-RNR-R- R, para ello hemos de ver que nuestro elemento (a, b) esté
tanto en R-R como en R-R-R.

(a,b) €1 portanto a=0»b
Sea (a,b) € 1 N'R, entonces ¢ y

(a,b) € R por tanto aRb.

Asi aRa,aRby bRb.

Para ver que (a,b) € R-R = {(a,b) | 3¢ € C : aRcy c¢Rb} basta
con considerar ¢ = a 0 ¢ = b y asi comprobamos que efectivamente
(a,b) e R-R.

Por otro lado, para comprobar que
(a,b) e R-R-R={(a,b) | Id,e € C : aRd y dRe y eRb},

consideramos d = a y e = b y tenemos que (a,b) € R-R - R.
Por lo tanto el elemento (a,b) € R-RNR-R-R, y asi:

INRCR-RNR-R-R.

Y podemos afirmar que la inecuacién es universalmente vélida en para
cualquier relacion R. ]
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= Propiedad (1.4): R-(SNT)=R-SNR-T.

Demostracion. Para ver si son iguales veremos en que consisten las
expresiones a cada lado de la igualdad.

Comenzamos por ver como es la relacién R- (SN 7T):
SNT ={(c,b) | ¢Sby cTh},
entonces:

R-(SNT)={(a,b) | e € C : aRe,cSb y cTb}.

Por otro lado, veamos como es la relacién R-SNR-T:

R-S = {(a,b)|3d e C:aRdy dSb}
R-T = {(a,b)|Jec C:aRey eTb}

por tanto:

R-SNR-T ={(a,b) | Ie,d € C : aRe,cSb,aRd y dTb}.

La inclusiéon R- (SNT) C R-SNR-T es evidente, ya que dado (a,b) €
R-(SNT), consideramos ¢ = d = e y por tanto existe ¢ € C tal que
aRe,cSby ¢Th. De esta forma (a,b) € R-SNR-T.

La inclusién contraria, R-(SN7T) 2 R-SNR-T no tiene porque
cumplirse, veamos un contraejemplo:

Sobre el conjunto C' = {1,2,3}, consideramos las relaciones R =

{(1,2),(1,3)},8§ ={(2,3)} y T = {(3,3)}, entonces:

R-S = {(1,3)}

RT = {(13) } entonces (1,3) e R-SNR-T

Pero SNT =0 porloque R-(SNT)=R-0=10
Y asi, existe un elemento (1,3) € R-SNR- T tal que (1,3) ¢ R- (SNT)

Por tanto no necesariamente se da la igualdad: R- (SNT) = R-SNR-T
y esta no es una ecuacién universalmente valida para relaciones. [

Resulta trabajoso comprobar la validez de estas propiedades. Nos plan-
teamos, en consecuencia, si existe la posibilidad de decidir si una inecuacién
es valida o no sin necesidad de demostrar cada caso en particular. En este
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trabajo pretendemos hallar métodos que nos permitan decidir de forma més
sencilla si una inecuacion es universalmente valida o no en modelos relacio-
nales. Para ello veremos que se pueden dar equivalencias entre la validez de
una inecuacién en relaciones y una inecuacién en lenguajes, y también entre
la validez de una inecuacién en relaciones y la existencia de un homomorfis-
mo entre grafos. Esto nos permitra decir que una ecuacion es universalmente
valida para todo modelo relacional si y solo si los lenguajes o grafos asociados
a ella cumplen determinadas hipdtesis.

Estudiaremos en el siguiente capitulo algunos conceptos del dlgebra de
términos para ver que podemos entender las relaciones, los lenguajes y los
grafos como determinadas algebras. Lo que nos permitird mas adelante dar
las equivalencias de las que hablamos.



Capitulo 2

Algebra de términos

2.1. Algebra universal. Definicién y ejemplos.

El algebra universal tiene por objetivo, entre otros, extraer los elemen-
tos comunes de distintos tipos de estructuras algebraicas, cuando esto sea
posible. Para lograr este objetivo, se buscan conceptos, construcciones y re-
sultados que generalicen los conocimientos que ya se tienen sobre situaciones
especiales. Describiremos en esta seccién algunos de estos conceptos gene-
rales que nos permitiran comprender, y presentar con mayor facilidad, el
algebra de términos.

Para llegar a la definicién de &dlgebra, comenzaremos por ver algunos
conceptos basicos necesarios:

Definicién 2.1.1. Dado un conjunto A no vacio y un entero n no negativo,
definimos A° = {0}, y, para n > 0, definimos A" como el conjunto de n-
tuplas de elementos de A.

Definicién 2.1.2 (Ariedad, operaciones n-arias). Una operacion n-aria en
A es una aplicacién o de A™ en A. Llamamos ariedad de o a n. Una operacion
finitaria es una operacién n-aria, para algun n.

Notacion. La imagen de (a;);e, por una operacién n-aria o se denota por
o((ai)ien)-
Definicion 2.1.3. Una operacion o en A se llama constante si su ariedad es
cero; esta completamente determinada por la imagen de o(()) en A del dnico
elemento () de A° y, como tal, es conveniente identificarla con el elemento
a(0). Por lo tanto una constante es considerada como un elemento de A.
Una operacién o en A es unaria, binaria o ternaria si su ariedad es 1, 2
o 3, respectivamente.

13
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Notacion. Llamaremos Hom(A™, A) al conjunto de todas las aplicaciones
o: A" — A.

Definicion 2.1.4. Una signatura algebraica es un conjunto ¥ de simbolos
de operaciones tal que a cada elemento o de ¥ se le asigna un entero no
negativo n. Este entero se llama ariedad de o, y se dice que o es un simbolo
de operacién n-aria.

El subconjunto de simbolos de operacién n-arias de X se denota por >,,.
Asi, la signatura algebraica puede representarse como ¥ = (3, )nen.

Ahora que tenemos claro el concepto de signatura algebraica, podemos
dar la definicién de X-algebra:

Definicion 2.1.5. Dada una signatura algebraica X, una X-dlgebra A es un
par ordenado (A, F') donde A es un conjunto no vacio y F' es una familia de
operaciones finitarias en A indexadas por X de manera que a cada simbolo
de funcién n-aria o en ¥, le corresponde una operacién n-aria o en A:

F:¥ — U,eyHom(A" A)
o — ofi A" — A
Al conjunto A se le llama conjunto subyacente (o universo) de A =
(A, F), y las o se llaman operaciones fundamentales de A.

Notacidn. Habitualmente escribiremos o en lugar de o.

Dada una signatura algebraica 3, si el conjunto X es finito, es decir, ¥ =
{01,...,01}, en ocasiones escribiremos (A,o01,...,0k) en lugar de (A, F),
ordenando las operaciones fundamentales de forma que:

ariedad o1 > ariedad o9 > --- > ariedad o},

Definicién 2.1.6. Dadas dos X-dlgebras, A = (A, F) y B = (B, G), dire-
mos que B es subdlgebra de A si B C Ay todas las operaciones fundamen-
tales de B son la restriccién de la operacién correspondiente de A a B, es
decir, para cada simbolo de funcién o, oB es la restriccién de o a B.

A continuacién veremos como ejemplo algunas de las algebras mas co-
nocidas, como son los grupos, los anillos o los monoides, expresadas de la
forma que hemos visto en esta secciéon. En ningin caso nos encontraremos
con operaciones de ariedad mayor o igual a tres.

Ejemplo 2.1.7 (Grupoides). Un grupoide o magma es un algebra (G, ) que
solo tiene una operacién binaria; esta operacién suele denotarse por -. Para
la imagen de (a, b) por esta operacidn, escribiremos a - b (o simplemente ab),
y la llamaremos producto de a por b.
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Ejemplo 2.1.8 (Semigrupos). Un semigrupo es un grupoide (G, -) con una
operacion binaria - que satisface la ley:
Gl:iz-(y-2)=(z-y)- =2

Ejemplo 2.1.9 (Monoides). Un monoide M es un algebra (M, -, 1), donde
- es una operacién binaria y 1 es una constante, que satisface la ley (G1) y
ademas:

Ml:z-1=1-2x=u=.

Ejemplo 2.1.10 (Grupos). Un grupo G es un élgebra (G,-,~!, 1) con una
operacion binaria, una operacién unaria y una constante, en la que se cum-
plen las condiciones (G1), (M1) y ademaés:
G2:z-z =zt 2=1.

Un grupo G es abeliano (o conmutativo) si, ademds, cumple:
Gz y=y-x.

Ejemplo 2.1.11 (Anillos). Un anillo R es un algebra (R, +, -, —, 0), donde +
y - son operaciones binarias, — es una operacién unaria y 0 es una constante,
que satisface las siguientes condiciones:
R1: (R,+,—,0) es un grupo abeliano.
R2: (R,-) es un semigrupo.
R3:a-(y+2)=(2-y)+(z-2)
y (@+y)-z=(@-2)+y-2).

Un anillo con identidad es un algebra (R, +,-, —,0,1) tal que (R1)-(R3)
y (M1) se cumplen.

Antes de pasar a la siguiente seccién, definimos el concepto de homo-
morfismo entre Y-algebras. Este serd necesario para poder dar los distintos
procedimientos que proporcionan los tres teoremas de decibilidad que nos
premitiran probar, utilizando otras dlgebras, si una ecuacién es universal-
mente valida en el algebra de relaciones.

Definicién 2.1.12. Dadas dos X-dlgebras A = (A, F) y B = (B, G), defi-
nimos un YX-homomorfismo o simplemente homomorfismo de A a B como
una aplicaciéon de A a B, denotada por f : A — B, tal que, para cada
o € ¥,y para cada (a;);en, € A™ se satisface la siguiente expresién:

F(o2((ai)ien)) = o (f((ai)ien))-

En la siguiente seccién definiremos el concepto de algebra de términos
que nos permitira formar algebras a partir de una signatura algebraica dada.
Estas algebras hardan de intermediarias entre las relaciones y los lenguajes,
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los grafos, los lenguajes de grafos, etc. Lo haran mediante homomorfismos
entre algebras con la misma signatura algebraica. La existencia de estos
homomorfismos viene asegurada por la propiedad universal del dlgebra de
términos que probaremos en la siguiente seccién.

2.2. Algebras de términos

Dada un algebra A generalmente hay muchas aplicaciones ademas de las
operaciones fundamentales que conservan subalgebras de A. Las aplicaciones
mas obvias de este tipo son las obtenidas por la composicién de las opera-
ciones fundamentales. Esto nos lleva a estudiar los términos que consisten
precisamente en los elementos obtenidos por la composicién de operaciones
fundamentales actuando sobre variables de un conjunto X dado. Vemos a
continuacién la definicién formal:

Definiciéon 2.2.1. Sea X un conjunto cuyos elementos llamaremos varia-
bles. Sea ¥ una signatura algebraica. El conjunto de términos de tipo 3 sobre
X se denota por Tx(X) y es el conjunto més pequeno tal que:

(1) X C Tx(X).
(1) 3o C Tx(X).
(111) Para cualquier n € N, si (p;)ien € Tx(X) y 0 € 3, entonces la cadena
o((pi)ien) € Te(X).

Notacion. Para un simbolo de operacién binaria - normalmente escribiremos

p1 - p2 en lugar de -(p1,p2).
Para p € Ty(X), escribiremos p como p((z;)ien) para indicar que las
variables actuando en p estan entre xg,...,r,—1 € X.

Ejemplo 2.2.2. Veamos algunos ejemplos de términos en distintas Y-dlge-
bras:

(1) Sea ¥ una signatura algebraica con 3o = {-} y X, = 0 para n # 2,
y sea X = {z,y, z}. Entonces algunos de los términos sobre X son los
siguientes:

az,y,z,x-y,y-z,x-(y'z),(x-y)-ZGTg(X).

(2) Sea ¥ una signatura algebraica con ¥ = {71}, 3 = {+,.} y 5, =0
paran # 1,2, y sea X el conjunto del ejemplo anterior. Entonces:

vy za eyt 2w (Y +2) (@ y) + (v 2) 7 € Te(X).



2.2. ALGEBRAS DE TERMINOS 17

(3) Sea ¥ una signatura algebraica con 9 = {U,N} y ¥, = () paran # 2 ,
y sea X = {z,y, z}. Entonces, algunos de los términos sobre X son:

r,y,z, Uy, zNy, (yNz)U(yne) € T(X).

Llegados a este punto es natural dotar al conjunto Ty (X) de estructura
de X-algebra. Vedmoslo:

Definicion 2.2.3. Dada una signatura algebraica > y un conjunto de va-
riables X, si Tx(X) # 0 entonces la Y-dlgebra de términos sobre X, escri-
ta como Tx(X), tiene como conjunto subyaciente (o universo) al conjunto
Tx(X), y las operaciones fundamentales satisfacen:

o= Te(X)" — Tx(X)
(P1y--sDn) +—> o(P1y.--,Pn)

para o € ¥, vy p; € Ty(X), para todo i € n.
Nota. Tyx(0)) existe si y solo si Xg # 0.

Nos referiremos al siguiente resultado como la propiedad universal del
dlgebra de términos. Esta propiedad asegura que, dada una aplicacién de un
conjunto de variables en un algebra cualquiera con determinada signatura,
siempre existe una extensiéon de la aplicacién que nos lleva del dlgebra de
términos con la misma signatura en el algebra dada.

Proposicién 2.2.4. Sea ¥ una signatura algebraica, sea X un conjunto de
variables y sea A una -dlgebra, entonces, para toda aplicacion f: X — A,
existe un tinico homomorfismo f# : Tx(X) — A que extiende a f, esto es

ffonx =f.

T _A

RS

Ts(X)

X

donde nx : X — Tx(X) es la aplicacion, conocida como insercién de
generadores, que lleva la variable x € X al término x € Tx(X).

Demostracion. Veamos en primer lugar la existencia:
Sea p € Ty(X) un término. Por construccién de Tx(X) se pueden dar
los siguientes casos:
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(1) p=xzconzeX.
(2) p =0 para algin o € %.

(3) p = o((pi)ien) para un dnico o € 3, y una familia de términos (p;)ien €
Ty(X)".

Definimos la aplicacién f# por inducién sobre el término p.
Asi, en el caso (1) se define f#(x) = f(x).
En el caso (2) definimos f#(cT5(X)) = oA,
Por tltimo, en el caso (3), se define como

FEE™= ) (p)ien)) = o™ (f# (11))ien)

Falta probar que f#:Tx(X) — A es un homomorfismo y que se cumple

que f#onx = f.
Sean 0 € X, ¥ (pi)ien € Tx(X), f# es homomorfismo si conserva las
operaciones fundamentales, es decir, si se cumple:

FEOT= (pi)ien)) = o™ ((F# (91))ien)

y esto es cierto precisamente por la construccién de f#. Por tanto, f# es
homomorfismo.
Ademsds, si z € X:

f#onx(z) = f#(z) = f(z), entonces: f#onx=Ff

Probemos ahora la unicidad:
Sea g:Tx(X) — A un homomorfismo que extiende a f, esto es gony =
f. Sea p € Ty(X) un término, si:

(1) p=x con x € X, entonces g(z) = f(z) = f#(x)
(2) p = o para alglin o € ¥, entonces g(cT=(X)) = oA = f#(5Ts(X))

(3) p = 0((pi)ien) para un tnico o € ¥, y una familia de términos (p;)ien €
Ty (X)", entonces:

9(0T= ((pi)ien)) = o ((F#(pi))ien) = F# (™= (pi)ien))-

Es decir, para todo término p € Txg(X), se cumple que g(p) = f7(p).
Por lo tanto: g = f7. O
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Este resultado serd clave a lo largo del trabajo ya que asegura la exis-
tencia de un homomorfismo tnico entre cualquier dlgebra de términos y
cualquier algebra con la misma signatura siempre que exista una aplicacion
del conjunto de variables en esta algbra. Es decir, gracias a este resulta-
do, sabemos que dada una aplicacién de un conjunto de variables en una
Y-algebra, existe una unica interpretacion de las variables en esa algebra.

En los capitulos que siguen definiremos distintas signaturas algebraicas,
Y, v dotaremos al conjunto de las relaciones de estructura de X-algebra
para la signatura definida en cada caso, asocidndole determinadas opera-
ciones. En cada capitulo de los que veremos a continuacién se definird al
menos otra algebra con la misma estructura. Gracias a los homomorfismos
entre estas X-algebras y la Y-algebra de términos asociada, cuya existencia
podemos asegurar gracias a la propiedad universal del dlgebra de términos,
podremos probar los distintos teoremas de decibilidad. Seran estos teoremas
de decibilidad los que nos den la equivalencia entre la validez inecuaciones
en relaciones y diferentes procedimientos en lenguajes, grafos, lenguajes de
grafos, etc.
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Capitulo 3

Decibilidad en algebras de
Kleene

En este capitulo definiremos la signatura de un algebra de Kleene. A
continuacién veremos que se puede construir un algebra con el conjunto de
las relaciones y determinadas operaciones de las estudiadas en el primer
capitulo, tal que presente estructura de algebra de Kleene. En la siguiente
seccién definiremos los lenguajes y se dotard al conjunto de todos los len-
guajes sobre un alfabeto A de estructura de dlgebra de Kleene, definiendo
las operaciones pertinentes entre lenguajes. Asimismo, definiremos una apli-
cacién del conjunto de variables al conjunto de los lenguajes de forma que,
por la propiedad universal del algebra de términos, podremos extenderla
a un homomorfismo. Por ultimo probaremos el Teorema de Decibilidad en
Algebras de Kleene que asegurard la validez de una ley relacional si y solo
si se cumple la equivalente inecuacion entre lenguajes. Seran el homomorfis-
mo que extiende la aplicacién definida en esta capitulo y el homomorfismo
que extiende una interpretacién relacional cualquiera, f#, los que nos per-
mitan determinar esa equivalencia. Basaremos el contenido de este capitulo
en el trabajo realizado por Jean-Eric Pin en Mathematical Foundations of
Automata Theory [14].

Definicion 3.0.1. Definimos la signatura de Kleene como la signatura
K= (Egl)nEN tal que Eéﬂ = {+7'}ﬂ2¥1 = {*}’25(1 = {071} y 2711(1 =
para n > 2. Llamaremos dlgebra de Kleene a toda ZKl-glgebra.

Notacion. A lo largo del trabajo apareceran unos y ceros como operaciones
constantes en distintas algebras. Cuando esto pueda crear confusién escribi-

remos a las constantes un superindice indicando el dlgebra en la que estan
actuando.

21
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3.1. Algebras de Klenee para relaciones

Sea C' un conjunto, consideramos el conjunto P(C x C), como hemos
visto en el capitulo 1, este es el conjunto que contiene todas las relaciones
en C'. El conjunto de todas las relaciones sobre un conjunto C es un algebra
de Kleene con las operaciones binarias unién y composicion, la operacion
unaria clausura reflexivo-transitiva y las constantes relacién vacia y relacién
identidad. Es decir,

P(CxC)=(P(Cx(C),U,-*,0,1)

es un algebra de Kleene.
Recordamos las operaciones sobre relaciones con las que trabajaremos
en este capitulo:

» Union: RUS = {(a,b) € C x C' | aRb 6 aSb}.
» Composicion: R-S = {(a,b) € C x C | Jc € C : aRcy cSbh}.

Clausura reflexivo-transitiva: R* = {(a,b) € C x C' | Jeg,...,cn € C:
tcog=a,cp, =byVieEn, cReit}.

Relacion vacia: 0 = (.

Relacion identidad: 1 = {(a,b) € C x C' | a = b}.

De este forma, podemos expresar las ecuaciones e inecuaciones que hemos
visto al final del capitulo 1 y que planteaban dificultades a la hora de decidir
sobre su validez, como ecuaciones e inecuaciones entre términos de un algebra
de Kleene.

En la siguiente secciéon daremos unas nociones basicas sobre lenguajes
que nos permitirdn presentar el Teorema de decibilidad en dlgebras de Klee-
ne. Este teorema asegura la validez de una inecuacion entre relaciones si
y solo si se cumple una inecuacién entre ciertos lenguajes asociados a esas
relaciones. Para poder probarlo necesitaremos, ademas del contenido de la
siguiente seccién, el Lema que se da a continuacion:

Lema 3.1.1. (P(C x C),-,1) es un monoide.

Demostracion. Para comprobar que (P(C x C),-,1) es un monoide hemos
de ver que la operacién binaria composicién de relaciones, -, cumple la pro-
piedad asociativa y que el elemento relacién identidad, 1, es neutro para esta
operacion.
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1

Dadas las relaciones R, R/, R" € A se cumple que R - R-R)=(R-
R') -R" como ya vimos en el capitulo dedicado a las relaciones en la seccién
1.2.

Ademas, si R = {(a,b) € C x C'| aRb}, entonces:

R-1 = {(a,b) eCxC|JceC:aRcy clb}
= {(a,b)eCxC|3ceC:aRcyc=0b}
{(a,b) € C x C | aRb}

= R

Y, por otro lado, 1-R = R por un razonamiento similar.
Asi (P(C x C),-,1) es un monoide. O

3.2. Lenguajes

En esta seccion presentamos los lenguajes. Con el conjunto de lenguajes
sobre un alfabeto y ciertas operaciones que definiremos a lo largo de la
seccion, construiremos un algebra que también estda dotada de estructura de
algebra de Kleene.

Definiciéon 3.2.1. Sea A un conjunto que denominaremos alfabeto. El mo-
noide libre en A, denotado por A*, es (A*, A, \) donde:

n A* es el conjunto de todas las palabras en A, esto es, el conjunto de
todas las aplicaciones w :n — A, n € N,

A* = U Hom(n, A)
neN

La aplicacién w es una palabra. Llamamos a n longitud de la palabra.
= A es la concatenacion de palabras en A, es decir, A es la operacion
binaria en A* que envia un par de palabras (w,v) en A a la palabra

wAv:|w|+|v] — A. Donde |w| y |v| son las longitudes (o dominios)
de las aplicaciones w y v, respectivamente.

wAv:|w+ v — A

. w; 510 <i < |wl
1/ . .
Uiy sl << ful + o]

= ) es la palabra vacia en A que se define como la tinica aplicacién de ()
en A. Es el elemento neutro para la concatenacién de palabras.
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Ejemplo 3.2.2. Sea el alfabeto A = {c, a, s}.

La palabra w : 4 — A tal que w(0) = c,w(1l) = a,w(2) = sy w(3) =a
se representa normalente como w = casa. La longitud de la palabra es
|lw| = 4.

Sea v otra palabraen A, v:2 — A tal que v(0) = cy v(1) = a, es decir
v = ca, con longitud |v| = 2.

Entonces, la concatenacion de w con v es la palabra:

wAv:6— Atal que w A v = casaca.

De la misma forma que hicimos con las relaciones, vemos el siguiente
lema que nos permitira utilizar la Propiedad Universal del Monoide Libre
para hallar la equivalencia de la que venimos hablando entre relaciones y
lenguajes.

Lema 3.2.3. (A*, A, \) es un monoide.

Demostracion. Para comprobar que (A*, A, A) es un monoide hemos de ver
que la operacién binaria concatenacién de palabras, A, cumple la propiedad
asociativa y que el elemento palabra vacia, A, es neutro para esta operacion.

Dadas las palabras w,v,u € A*, entonces w: |w| — A, v: |v] — Ay
u: |u| — A. Veamos que se cumple w A (v A u) = (w A v) A w:

w A (v Au):|lw|+ (Jv] + |u]) — A

. w; si0<i < |w|
i ‘ .
(VA w)ipy st |w] < i <Jw|+ (Jv] + |ul)

Y, como

vAu:lvl+|ul — A

, vj si0<j<|v
J . )
Uj—jp S v <j < |v] + |ul

Entonces:
w A (v Au) :|Jw|+ v+ |u] — A
w; si0<i<|wl

i Uy st |w| <i < |w|+ |v]

Ui(fuwl+e) 81 [w]+ [v] <7 < fw] + [o] + [u]
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De la misma forma,

(w Av) Au:(Jw| + |v]) + |u] — A

. (w Av); si0<i< (Jw|+ |v])
Uir(wl+fol) St (Jw] + [o]) <@ < (jw] + [o]) + |u|

Y, como

wAv:|lw|+ v — A

, wj si0<j<|wl
J . .
Vi St w| < j < fw|+ v

Entonces:

w A (v Au) :|jw|+ v+ |u — A
w; si0<i< |wl
i V| si|w| <i < |w|+ [v]
Ui (jul+lol) 81 [w|+ o] <0 <|w[ + |v] + |u|
Y asi, vemos que w A (v A u) = (w A v) A u.
Por otro lado, la palabra vacia, A, se define como la tnica aplicacion
A: 0 — A. Por tanto la concatenacion de w y A es la palabra:
w A A:|wl+ 0] — A
w; si0<i<|wl
{)\i_w| siw| <i < |w]

Es decir:
w AN |w — A
i —w; si0<i<|wl

Asi, w A A = w. De forma equivalente se prueba que A A w = w. Por tanto,
A es el elemento neutro para la concatenacién de palabras.
Asi, (A*, A, A) es un monoide. O

Hemos visto que tanto (P(C x C),-,1) como (A*, A, \) son monoides.
A continuacién probamos la Propiedad Universal del Monoide Libre que,



26 CAPITULO 3. DECIBILIDAD EN ALGEBRAS DE KLEENE

de forma similar a la propiedad universal del algebra de términos, asegura
la existencia de un homomorfismo del monoide libre en otro monoide como
extension de una aplicacién dada entre el alfabeto A y el segundo monoide.

Utilizaremos esta propiedad para obtener un homomorfismo entre los
dos monoides estudiados en este capitulo.

Proposicién 3.2.4 (Propiedad Universal del Monoide Libre.). Sea la apli-
cacion f: A — M del alfabeto A en el monoide M = (M, -, 1), entonces
existe un unico homomorfismo de monoides.

A — M

tal que f%opua = f. Es decir, tal que el siguiente diagrama conmuta:

A*f>M

A7

A*

donde pp : A — A* es la aplicacion que lleva el elemento a € A a la
palabra a € A* de longitud n = 1.

Demostracion. Veamos en primer lugar la existencia:

Sea w € A* una palabra, entonces w puede ser w = A, donde A € A es
la palabra vacia, o w = wg . .. W1

Definimos la aplicacién f% como:

(1) fon) = 1M
(2) fHw) = fHwo. .. wp—1) = f(wo) - - .+ f(W—1)-

Falta probar que f% A* —s M es un homomorfismo y que se cumple
que fAops=f.

Sean las palabras u,v € A* tales que u = ug ... Ujy—1 Yy V=100 .. V|1,
f? es homomorfismo si conserva las operaciones fundamentales, es decir, si
se cumple:

Veamoslo:
fH(A\) = 1M por la construccién de f1.
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filuiv) = fi(ug... Ujy|—1V0 - - - Vj|—1)

fluo) - oo flupy—1) - fvo) oo fvp-1)
(Flu0) - Flu 1) - (F0) - Flopg1))
Fiu) - fH(v).

Asi, f% es homomorfismo.

Ademss, si a € A:

fropala) = fia) = f(a), entonces: fYopuy=f.

Probemos ahora la unicidad:
Sea g: A* — M un homomorfismo que extiende a f, esto es gouas = f.
Sea w € A* una palabra, si:

(1) w = A, entonces g(\) = 1M = fi()\).

(2) w=wq...wy,—1, entonces:

gwo .. wyp—1) = g(wo A -+ A Wjy—1)
= g(wo) ... g(wyy-1)
= gopua(wo) ... gopa(Wp-1)
= flwo) - f(Wpw|-1)
= fiw).

Es decir, para toda palabra w € A*, se cumple que g(w) = f*(w). Por lo
tanto: g = f2. Y asi, el homomorfismo existe y es tnico. O

Notacion. Siguiendo la tradicién en ciencias de la computacion llamaremos
lenguagjes a los subconjuntos L C A*.
En particular, ) y A* son también lenguajes en A*.

Veamos algtin ejemplo de lenguajes.

Ejemplo 3.2.5. Sea el alfabeto A = {m,a,p,q,u,e,s,r 0}, los siguientes
conjuntos son lenguajes:

(1) L = {mapa, peque, pero, seso, queso} C A*.
(2) K = {pam,ro,sse,uesro} C A*.

A continuacién definimos las distintas operaciones que se pueden realizar
con lenguajes en A*.
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Definicion 3.2.6. Sean L, K C A* dos lenguajes, se definen las siguientes
operaciones:

» Union: LUK ={we A* |lweLéweK}.
» Producto: L - K ={w e A* |l w=vAu,v€ Lyuec K}.

= Potencia: Para n € N se define la potencia n-ésima de un lenguaje L
de forma recurrente como sigue:

LY = {\}
Lt = L.
» Producto estrella: L* =, .y L".

Y las operaciones constantes:
s Cero: 0= 0.

» Identidad: 1 = {\}.

Veamos como actiian estas operaciones sobre los lenguajes del ejemplo
anterior.

Ejemplo 3.2.7. Sean A, L y K, el alfabeto y los lenguajes, respectivamente,

del ejemplo 3.2.5. Entonces:
La union de L y K es:

L U K = {mapa, peque, pero, seso, queso, pam, ro, SSe, uesro}.
Algunas palabras del producto de L por K son:
mapapam, pequepam, quesosse, mapauesro € L - K.
Algunas palabras del producto estrella de L son:
Mapapequeseso, quesoperoseso, Mapa, quesoquesoquesoqueso € L*.

El conjunto P(A*) es el conjunto de todos los lenguajes en A*. Notamos
que P(A*) es también un algebra de Kleene con las operaciones binarias
unién y producto, la operacion unaria producto estrella, y las constantes
cero y palabra vacia. Es decir,

P(A*) = (P(A"),U,-,*,0,)\)

es un algebra de Kleene.

Asi, tanto las relaciones sobre un conjunto como los lenguajes sobre un
alfabeto, tienen estructura de algebra de Kleene. En la siguiente seccion
veremos el teorema que nos permitira utilizar esto para decidir sobre la vali-
dez de una ecuacion entre relaciones demostrando que se cumple la ecuacion
equivalente en lenguajes.
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3.3. Teorema de decibilidad en algebras de Kleene

Hemos hablado con frecuencia, a lo largo del trabajo de ley universalmen-
te valida para relaciones. En la definicién que sigue expresamos formalmente
este concepto para las relaciones entendidas como términos de un algebra
de Kleene.

Definicién 3.3.1. Dados dos términos p,q € Ty (X), diremos que la
inecuacion p C q es universalmente vdlida para modelos relacionales, y escri-
biremos Rel = p C ¢ siy solo si, para todo conjunto C y para toda aplicacién
f:X — P(C x O) se tiene que f#(p) C f7(q).

Veamos ahora como ejemplo la demostracion de la validez universal de
una ecuacién en modelos relacionales. Después del Teorema de Decibilidad
en Algebms de Kleene probaremos de nuevo esta ecuacién pero utilizando
los lenguajes asociados a las relaciones a cada lado de la ecuacién.

Ejemplo 3.3.2. Sean z,y, 2 € Tsxi(X) términos en un dlgebra de Kleene.
Queremos probar que la siguiente ecuacion entre términos es universalmente
véaida en modelos relacionales:

RelEz-(y-2)=z-y+x-2

Consideramos la interpretacion relacional f: X — P(C x C) que lleva,
mediante el homomorfismo f#, los términos z,, z a las relaciones R,S, T
sobre un conjunto C' cualquiera, respectivamente. Por tanto, podemos ex-
presar la ecuacion entre los términos x, y, z como la siguiente ecuacién entre
relaciones:

R-(SUT)=R-SUR-T

Probemos que se trata de una ecuacién universalmente valida para cualquier
modelo relacional.

Demostracion. Para probar que se cumple la igualdad, probaremos ambas
inclusiones. En primer lugar, veamos que dado (a,b) € R - (SUT) entonces
(a,b) e R-SUR-T.

Consideramos (a,b) € R - (SUT), entonces existe ¢ € C tal que aRc y
c(SUT)b, asi, ¢Sb 6 ¢Th. Si aRey ¢Sb, entonces (a,b) € R -S. Por otro
lado, si aRc y ¢Tb, entonces (a,b) € R-T. Por tanto si (a,b) e R-(SUT)
entonces (a,b) € R-S o (a,b) e R-T. Asi (a,b) e R-SUR-T.

Por otro lado, veamos que si (a,b) € R-SUR - T entonces (a,b) €
R-(SUT).
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Sea (a,b) € R-SUR - T, entonces a(R - S)b 6 a(R - T)b. Si a(R - S)b,
existe ¢ € C tal que aRe y ¢Sby entonces (a,b) € R-(SUT). Sia(R-T)b,
existe d € C tal que aRdy dTb y asi (a,b) € R-(SUT). Por tanto, en
cualquier caso, se da la inclusion.

Puesto que se cumplen ambas inclusiones, queda probada la igualdad.
O

Como hemos visto, necesitamos la interpretacién relacional f que va
del conjunto de variables, X, en el conjunto de relaciones P(C x C) para
poder trasladar una inecuacién entre términos de un algebra de Kleene a una
inecuacion entre relaciones. De igual manera, necesitaremos una aplicacion
que vaya del conjunto de variables en el de lenguajes para poder proceder
con ellos. La aplicacién de la siguiente definicion lleva los elementos x € X
a lenguajes en P(X*).

Definicién 3.3.3. Definimos la aplicacién [-] como sigue:

[]: X — PXY)
Propiedad 3.3.4. Sea la aplicacion [-] de la definicion anterior, como

P(X*) es un dlgebra de Kleene, sabemos, por la propiedad universal del
dlgebra de términos, que [-] puede extenderse de forma unica a un homo-
morfismo de dlgebras de Kleene:

[ : Ty (X) — P(XY)

tal que []# “nx =[]

X —=P(X")

S e

Tyri (X)

Asi, mediante los homomorfismos que extienden las aplicaciones f y [],
podemos ir del conjunto de variables X en el dlgebra de términos Tyxxi(X)
y de esta bien a P(C x C), bien a P(X*).

El Teorema de Decibilidad en /flgebms de Kleene asegura que una inecua-
cién entre dos términos de un algebra de Kleene es universalmente valida
para todo modelo relacional si y solo si se cumple la misma inecuacién para
los lenguajes asociados a esos términos mediante el homomorfismo [-]# que
extiende a la aplicacién [-].
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Teorema 3.3.5. Dados dos términos p,q € Tyxi(X), se cumple:
Rel =p Cq siysolosi [p]? Clq".
Antes de empezar con la prueba veremos dos lemas técnicos.

Lema 3.3.6. Para todo lenguaje L C X* y para todo n € N se cumple la
stquiente tqualdad entre relaciones:

{(w,wv) |w e X* v e L}" = {(w,wv) |we X* ve L"}.

Demostracion. Por induccion sobre n € N.
Para n = 0:

{(w,wv) |w e X*,v € L}V 1
{(w,w) | w e X*}

= {(w,wv) |we X*,ve L.

Suponemos cierto para n y probamos que para n + 1 se cumple:
{(w,wv) |w e X*,v € L}" = {(w,wv) |we X*,ve L'}

{(w,wv) |w e X*,v e L}
= {(w,wv) |we X*,ve L} {(w,wv) |we X*vel}
={(w,wv) |w e X*veL"} {(w,wv) |we X*vel}

donde la tdltima igualdad se debe a la hipdtesis inductiva.

Esta operacién consistente en la composicion de dos relaciones da como
resultado una nueva relacion. Veamos que esta nueva relaciéon es precisa-
mente {(w,wv) | w € X* v e L™},

Para simplificar llamamos R; = {(w,wv) | w € X*,v € L"} y Ry =
{(w,wv) | w € X*,v € L}. La relacién que se obtiene de la composicién de
estas es la siguiente:

{(w,w’) | Ju e X* : wRu y uRow'}.
Por cumplirse wRqu, se tiene que u = wv’ con w € X* y v/ € L™ Asi,
uRow’ = wv'Row’. Y por tanto w’' = wv'v” con w € X*, v/ € L™ y v" € L.
Podemos reescribir w’ = wv con v = v'v” € L™ - L = L. Y asi,

Ry -Ro = {(w,wv) |we X*,ve L'}

Y por tanto queda demostrado el lema. O
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En particular se cumple:
Corolario 3.3.7. {(w,wv)| w € X*,v € L}* = {(w,wv)| w € X*,v € L*}.
Veamos el segundo lema:

Lema 3.3.8. Sean X y C conjuntos no vacios y sea f7: X* — P(C x C)
el inico homomorfismo de monoides que extiende a f: X — P(C x C) tal
que flopa = f (como vimos en el capitulo anterior). Entonces, para todo
lenguaje L C X* y para todo n € N se cumple la siguiente igualdad entre

relaciones:
(Urm) = U o

veEL veL™

Demostracion. Sea R € Uyepn f%(v), entonces existe v® € L™ tal que

fi(wR) = R. Como v® € L", entonces v = vJ*...vR | con v* € L para

todo i € n. Asi,
R=fH0R) = Aol o) = FAE) - o)
Y como f4(vR) € U,y f4(v), entonces:
R =) Ry e (U Fw)
veL

Veamos la otra inclusic%n.

Sea R € (UUGL f“(v)) = Uper f*(®) - .-Uypey, f(v). Entonces existen
Vo, ..., Un_1 € L tales que R = f“(vo) o f“(vn,l).

Sea v® =vy...v,_1 € L™. Entonces,

R=fHvo) ... fionr) = fF10%) € | FFv)
veEL™

Y, por tanto, queda demostrada la igualdad. ]

En particular se cumple:

Corolario 3.3.9. <Uv€L f”(v))* = Uper~ FA(0).

Ahora estamos en condiciones de demostrar el primer teorema de deci-
bilidad: Teorema de Decibilidad en A/lgebms de Kleene.

Recordemos el teorema:
Teorema 3.3.5 Dados dos términos p,q € Ty (X), se cumple:

Rel =p Cq  siy solo si [p]# C [q]*.
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Demostracion. Supongamos que Rel = p C ¢. Entonces, para todo conjunto
C' y para toda asignacién de variables f : X — P(C x C) se tiene que
#(p) € #(q).

Vamos a encontrar un conjunto C' y una aplicacién f : X — P(C x C)
tal que si f7(p) C f#(q) entonces se cumpla [p]* C [¢]7.

Tomamos C' = X* y definimos la siguiente asignacién de variables,

Fi X — P(X*x XY
r — {(w,wz)e X*x X" |we X*}

Y, por hipétesis, se cumple que f#(p) C f#(q).

Afirmacién 1: Para todo término r € Txxi(X) se tiene que

f#(r) ={(w,wv) e X* x X" |v € [r]#}

Demostracion. Demostraremos esta afirmaciéon por inducciéon sobre la es-
tructura de r. Notamos que el término r puede ser de la forma:

Comprobaremos Caso por caso.

(1) Sea r = x una variable, entonces:

ff@) = f*onx(x)
= f(z)={(w,wz) e X* x X* |we X*}

Ademés, como [z]# = {z}, se tiene que z € [z]*.
(2) Sea r el cero del dlgebra de términos de Kleene, 7 = 07=%1(X) "entonces:
f#(OTEKI(X)> — OP(X*XX*)

=0
= {(w,wv) € X* x X* | v € [0]#}

ya que [0]% = ().
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(3) Sea r el término identidad, r = 1T=x1(X) " entonces:

f#(lTEKl(X)) — 1PX*xX™)
= {(w,w) e X* x X*|we X"}
= {(w,w\) € X* x X*|w e X*}
= {(w,wv) € X* x X* |we X*,vec [\#}

ya que (A7 = {\}.

(4) Sea r = s*, el producto estrella de un término s € Ty (X), entonces:

A = (f7(s))
= {(w,wv) € X* x X* | v e [s]*}*
= {(w,wv) e X*x X*|ve [5*]#}-

(¥1) Aplicando el Corolario 3.3.7 y que []* es homomorfismo.

(5) Sea r = s+t el término resultante de la suma de los términos s,t €
Ty (X), entonces:

ff(s+t) =

= f#(s) U f#(t)

= {(w,wv) € X* x X* | v € [s]*} U{(w,wv) € X*xX* | v € [t]#}
= {(w,wv) € X* x X* | v € [s]* 6 v e [t]"}.

Si v € [s]* 6v € [t]#, entonces v € [s]* U [t]#, y dado que []* es
homomorfismo, [s]# U [t]# = [s + t]*

Ast, f7(s+1t) = {(w,wv) € X* x X* | v € [s +1]7}.

(6) Por tltimo, sea r = s-t el término resultante del producto de los términos
s,t € Tyxi(X), entonces:

s-1) =
#(s) - f7(1)
(w,wv) € X* x X* |v € [s]"} {(w,wv) € X* x X*|v € [t]"}.

F7(
f
{
Para simplificar llamamos Ry = {(w,wv) € X* x X* | v € [s]*} ¥

Ro = {(w,wv) € X* x X* | v GE]#}.

La relacién que se obtiene de la composicion de estas es: Ry - Ry =
{(w,w') | Fu € X*: wRiu y uRow'}.
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Por cumplirse wRiu, se tiene que u = wv'’ con we X yv e [s]# Asi,
uRow' = wv'Row’. Y por tanto w' = wv'v” con w € X*, v/ € [s]"
v" € [t]#. Podemos reescribir w’ = wv con v = v'v" € [s]# [ ] = [s- ]
ya que [-]# es homomorfismo.

Ast, f#(s-t) = {(w,wv) € X* x X* | v € [s-t]”} y queda probada la
afirmacion. O

En particular se tiene que v € [r]# si y solo si (\,v) € f#(r) para todo
término r € Ty (X).

Si v € [p]” entonces (\,v) € f#(p). Asi, como f#(p) C f#(q) por
hipétesis, se tiene que (A, v) € f#(q), y entonces, v € [g]*. Por lo tanto
[pl# C [q)7.

Probemos la implicacion contraria.
Suponemos ahora que [p]* C [¢]*. Queremos probar que se cumple

Rel = p Cq.
Sea C' un conjunto y sea la aplicacién f: X — P(C x C'), queremos ver

que f#(p) C f#(q).

Afirmacién 2: Para todo término r € Txxi(X) se tiene que

U Fw)

ve[r])#

Demostracion. Demostraremos esta afirmacion por induccién sobre la es-
tructura de r. Notamos que el término r puede ser de la forma:

(1)

(2)

(3)

(4) r = s* para algin s € Tyx(X).

(5) r = s+t para algunos términos s,t € Tyri(X).
(6)

Comprobaremos caso por caso.
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(1) Sea r = x una variable, entonces:

fFR)= f*onx()
f(x)

= fi(z)
= U fiv)

ve{z}

= U fiv)

vE[z]#

ya que [z]7 = {z}.

X)

(2) Sea r el cero del dlgebra de términos, r = 0T=x1(X) " entonces:

f#(OTI;]l) — (P(CxC)
— 0
= U fi(v)

ve[0]#
ya que [0]7 = ().
(3) Sea r el término identidad, r = 1T=x1X) entonces:

f#(lTIE(l) — 1P(Cx0)
— PO
= U fiv)

ve{A}
= U fiv)
vE[N]#
ya que [\]# = {\}.

(4) Sea r = s*, el producto estrella de un término s € Ty (X), entonces:

5))"

~
Ik
“w,
*

|
—~
~
Ik

(¥3) Aplicando el Corolario 3.3.9 y que [-]# es un homomorfismo.



3.3. TEOREMA DE DECIBILIDAD EN ALGEBRAS DE KLEENE 37

(5) Sea r = s+t el término resultante de la suma de los términos s,t €
Tyxi(X), entonces:

fFs+t)= fH(s)Uf7(t)
= (U fA@)ul U fiv)

vE[s]# velt]#
= U  f.
vE[s]# 6 vet]#
Si v € [s]* 6v € [t]”, entonces v € [s]* U [t]#, y dado que []* es
homomorfismo, [s]# U [t]* = [s + t]*.

Asi, fA(s+t)= U fiv).

vE[s+t]#

(6) Sea r = s -t el término resultante del producto de los términos s,t €
Tyxi(X), entonces:

fF(s-t) = {

(s) - f7(t)
U i) (U ).

vsE[s]# v E[t]#

Seam € |J f%(vs), entonces existe u? € [s]# tal que m = fi(ul)
vsE[s]#
yseal € |J fv), entonces existe ut € [t]# tal que I = fi(ul).
vte[t]#
Entonces m-1€ ( U fi(vs))-( U fHv)) y, ademés:
vsE[s]# veE[t]#

m-l=fiwl) ffuy) = v e |J ).

vE[s]#-[t]#

Reciprocamente, sea m € U  ff(v), entonces existe v’ € [s]# - [t]*

vE[s]#-[t]#
tal que m = fA(v'). Y existen w € [s]# y u € [t]* tales que v/ = wu.
Por tanto:
m = [A(v) = f{wu) = fi(w) (U Fen- U Fw)
vsem# B
Ast (U fi))- (U fiw)) = U fHv). Y dado que []# es
vs E[s]# v E[t]# vE[s]#-[t]#

homomorfismo: [s]? - [t]# =Is- t]# de lo que sigue:

= U re

vE[s-t]#
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Dado que se cumple para todo término en Tyri(X), queda probada la Afir-
macion 2. n

Asi, por la Afirmacién 2, f#(p) = Uve# #7(v) que estd contenido en
Userg# f %(v) ya que por hipétesis [p]# C [¢]*. Y, de nuevo por la Afirmacién
2, UUE[q]# fi(v) = f#(q). Por lo tanto:

Foy = J Ffvc U Fr) =r.

ve[pl# vE[q]#
Y ast, f#(p) € f*(q). O
Como consecuencia directa del teorema, se tiene el siguiente resultado:

Corolario 3.3.10. Dados dos términos p,q € Tsxi(X), se cumple:

#:[ #

Rel Ep=gq siysolosi [p] q]

Retomamos el ejemplo 3.3.2 en el que probabamos la validez universal
de una ecuacion trabajando con relaciones:

Ejemplo 3.3.11. En el ejemplo 3.3.2 probamos que se cumplia la siguiente
ecuacién para todo modelo relacional:

RelFz-(y-2)=z-y+z-z

con z,y,z € Tyxi(X) términos. Hicimos la prueba utilizando las relaciones
asociadas a estos términos mediante una asignacion relacional cualquiera f.
Sabemos por el teorema que acabamos de ver que una ecuacién es vélida
para cualquier modelo relacional si y solo si se cumple para los lenguajes
asociados a los términos que intervienen en la ecuacion. Como hemos visto a
lo largo del capitulo, la propiedad universal del algebra de términos asegura
que la aplicacién [-]: X — P(X*) se puede extender a un homomorfismo
[]#: Tgxi(X) — P(X*). Por tanto podemos interpretar los términos de la
ecuacién como lenguajes en P(X™*). Asi, la expresién de la ecuacién anterior
entre lenguajes es de la siguiente forma:

- (y+2)F =z -y+a-2*

Probemos que es cierta esta expresion.
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Demostracion.
o (y+ 2 = [ [y+ 27
= [2]* - ()" U []7)
= {z}- ({ypufz}) ={a} -{y, 2}
= Aay, 2z} = {zy} U {ez}
= [z-y#Ulz-2* =[x -y+a-2]*
donde hemos utilizado que [-]# es homomorfismo y que [z]* = {z}. O

Mediante estos ejemplos pretendemos evidenciar la simplicidad de tra-
bajar con lenguajes frente a hacerlo con relaciones. No obstante, cuando se
trata de ecuaciones mas complicadas, la prueba utilizando lenguajes tam-
bién se puede complicar. Adn asi, esta equivalencia resulta ventajosa dado
que, como ya se ha explicado, la prueba para lenguajes se puede automatizar
mediante el uso de autéomatas finitos. De hecho, comprobar la equivalencia
entre lenguajes formales con autématas es un problema clasico en informati-
ca, con multiples aplicaciones. En su trabajo, D.Pous presenta nuevos algo-
ritmos enfocados a la resolucién de este problema. (Véase [16].)

En este capitulo hemos definido una signatura algebraica, la signatu-
ra de Kleene, y la consiguiente algebra de términos, Tsi(X). Hemos visto
que el conjunto de las relaciones admite estructura de Y¥l-glgebra con las
operaciones union, composicion, clausura reflexivo-transitiva, relacién vacia
e identidad. Ademés, hemos presentado los lenguajes y hemos definido las
operaciones unién, producto, producto estrella, cero y uno. Hemos visto que
el conjunto de lenguajes junto con estas operaciones admite también estruc-
tura de algebra de Kleene. Finalmente hemos probado varios lemas que nos
han permitido demostrar el primer teorema de decibilidad. Este teorema
proporciona un procedimiento para determinar la validez de una ecuacién
relacional mediante la prueba de una equivalencia entre lengujes que, como
ya se ha explicado, consituye un problema clasico en el campo de la in-
formatica para cuya resolucién existen multiples algoritmos. Con el objeto
de mostrar la simplicidad que aporta el teorema a la prueba de una ecua-
cién en relaciones, hemos probado, como ejemplo, la validez de una ecuacion
utilizando primero las propiedades relacionales y después utilizando el pro-
cedimiento entre lenguajes que nos proporciona el Teorema de Decibilidad
en Algebras de Kleene.
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Capitulo 4

Decibilidad en alegorias

En este capitulo definiremos la signatura de una alegoria y veremos que
se puede construir un algebra con el conjunto de las relaciones y determina-
das operaciones entre ellas, de manera que presente estructura de alegoria.
En la segunda seccién definiremos los grafos y algunas operaciones entre
ellos. Veremos que el dlgebra de todos los grafos sobre un alfabeto A admite
también estructura de alegorfa. A continuacion, definiremos una aplicacién
del conjunto de variables al conjunto de grafos de forma que, por la pro-
piedad universal del algebra de términos, podremos extender la aplicacion
a un homomorfismo que parte del algebra de términos con signatura de ale-
goria. Finalmente, probaremos el Teorema de Decibilidad en Alegorias que
asegurara la validez de una inecuacién relacional si y solo si existe un homo-
morfismo entre los grafos asociados a cada término. Serdn el homomorfismo
de la nueva aplicaciéon junto con el que estudiamos en el primer capitulo,
f#, los que nos permitan determinar la correspondencia entre relaciones y
grafos. Basaremos el contenido de este capitulo en el trabajo realizado por
Enric Cosme y Damien Pous en K4-free Grafs as a Free Algebra [8].

Definicion 4.0.1. Definimos la signatura de una alegoria como la signatura
YA = (24D, oy tal que B = { N}, 2 = {0158 = {1, T} y B4 =
para n > 2. Llamaremos alegoria a toda Z*-4lgebra.

4.1. Alegorias para relaciones

Ya sabemos que P(C x C) es el conjunto que contiene todas las relacio-
nes en C. Vimos en el capitulo anterior que este conjunto se puede entender
como un &lgebra de Kleene, P(C x C) = (P(C x C),U,-,*,0,1). Pero si

41
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ahora consideramos las operaciones fundamentales siguientes: las operacio-
nes binarias composicion e intersecciéon de relaciones, la operacion unaria
relacion inversa y las constantes relacién identidad y relacién total; entonces
el conjunto de todas las relacione sobre C' admite estructura de alegoria con
estas operaciones. Es decir,

P(CxC)=(P(CxC),-,n2,1,T)

es una alegoria.
Recordamos las operaciones sobre relaciones con las que trabajaremos
en este capitulo:

» Composicion: R-S = {(a,b) € C x C | dc € C:aRcy cSbh}.
» Interseccion: RNS = {(a,b) € C x C | aRb y aSb}.

Inversa: R° = {(a,b) € C x C | bRa}.

Relacién identidad: 1 = {(a,b) € C x C' | a = b}.

Relacion total: T=C x C.

Ahora, podemos expresar las ecuaciones e inecuaciones que hemos visto
al final del capitulo 1 y que planteaban dificultades a la hora de decidir sobre
su validez, como ecuaciones e inecuaciones entre términos de un algebra
de Kleene, como vimos en el capitulo 3. En este capitulo veremos como
expresarlas como términos de una alegoria. La eleccion dependera de las
operaciones que intervengan en la ecuacién de la cual queramos comprobar
su validez.

En la siguiente seccién daremos unas nociones bésicas sobre grafos que
nos permitiran presentar el Teorema de Decibilidad en Alegorias. Este teo-
rema asegura la validez de una inecuacion entre relaciones si y solo si se da
un homomorfismo entre ciertos grafos asociados a los términos que denotan
esas relaciones, de forma similar al primer teorema de decibilidad.

4.2. Grafos

A continuacién veremos la definicién de grafo y las operaciones que se
pueden realizar con ellos, también algunos ejemplos. Veremos que el conjun-
to de todos los grafos sobre un alfabeto junto con las operaciones definidas
estd dotado de estructura de alegoria. Ademas daremos la definicién de ho-
momorfismo entre grafos, necesaria para poder presentar el segundo teorema

de decibilidad.
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Definicion 4.2.1. Sea A un alfabeto. Un grafo sobre A es una tupla G =
(V,E,s,t,l,i,0) donde:

= V' es un conjunto finito de vértices.
= I/ es un conjunto finito de ejes

= 5y tson aplicaciones que van de F en V indicando el origen y destino,
respectivamente, de cada eje.

= [ es una aplicacién [: E — A que a cada eje le asigna una etiqueta
en A. La llamamos aplicacion etiquetado.

= { vy o son elementos de V' llamados respectivamente entrada y salida.

Nota. A lo largo del capitulo mostraremos algunos grafos mediante su re-
presentacién grafica. Asi, los vértices se representaran por circulos: o y los
ejes se represantaran mediante flechas que van de un vértice a otro: o—>0,
Si un eje esta etiquetado mediante | por el elemento a € A lo representa-

a s . [
remos: o—0. Por ultimo, los elementos entrada y salida se representaran
por —-0 y o—, respectivamente.

FEn ocasiones, representaremos un grafo G de forma simplificada como:

G

—>0———»0—>
7 o

Ejemplo 4.2.2. Sea el alfabeto A = {a, b, c}. El siguiente es un grafo sobre
A:

Veamos ahora las operaciones que se pueden realizar entre grafos:

Definicién 4.2.3. Sean G y G’ dos grafos sobre el alfabeto A, tales que
G = (V,E,s,t,l,i,0) y G' = (V',E' s, t',I',i,0), se definen las siguientes
operaciones:

s La composicion en serie de G y G’ se denota por G - G’ y consiste en
el grafo:
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Este grafo tiene por vértices la unién disjunta de los vértices de ambos
grafos, donde identificamos o con ¢’. El conjunto de ejes es la unién de
E y E'. Asi, las aplicaciones s.,t. y [. del grafo composicién en serie
acttiian como s,t y [ si lo hacen sobre un eje e € E, y como s',t' y I’ si
lo hacen sobre un eje e € E’. La entrada del grafo es la entrada de G,
i. La salida del grafo es la salida de G’, o'.

» La composicién en paralelo de G 'y G’ se denota por G NG’ y consiste
en el grafo:

que tiene por vértices la unién disjunta de los vértices de Gy G’,
donde identificamos i con i’ y o con o’. Los ejes del grafo composicién
en paralelo son la unién de los ejes de ambos grafos, las funciones sn, tn
y ln del grafo composicién en paralelo actian como s,t y [ si lo hacen
sobre un eje ¢ € E, y como s',t y I’ si lo hacen sobre un eje e € E’.
Por ultimo, la entrada, in, es el vértice entrada de G y G’, es decir:
in = ¢ = ¢'. Del mismo modo, la salida es on = 0 = 0'.

= Kl grafo opuesto de G se denota por G° y es el grafo:

que coincide con el grafo G, salvo porque se han intercambiado la
entrada y la salida, es decir: i, =0y 0, = 1.

Ademds, definimos dos grafos constantes:

» El grafo identidad, que denotaremos por 1 o 1€, es un grafo con un
solo nodo que es a la vez entrada y salida:
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—>-0—>
1=o0

s El grafo total, que denotaremos por T, es el grafo que solo tiene dos
vértices disjuntos, uno de entrada y otro de salida:

—»0 oO—»
) 0

Veamos algin ejemplo de estas operaciones.

Ejemplo 4.2.4. Sean G y G’ los siguientes grafos sobre el alfabeto A =

{a,b,c}:
5 G, = —>i/ (())/—>
a b’ b \ /b
¢ = _>fi c 8_> o

Entonces:

= La composicién en serie de Gy G’ es el grafo:

a

a b b ,
G-G/E—>' C(*) %_»
(o]
C

donde (*) es el vértice en el que hacemos la correspondencia: o = 7'.

= La composicién en paralelo de Gy G’ es el grafo:
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donde i =14y o= 0.

= Kl grafo opuesto de G es:

a
b?b
O<+—
€9

Definicién 4.2.5. Definimos el conjunto G(A) como el conjunto de todos
los grafos sobre el alfabeto A.

Asi, G(A) = (G(A),-,N,°,1,T) tiene estructura de alegoria.

El teorema de decibilidad en alegorias, como ya se anunciaba previamen-
te, asegura la validez de una ecuacién entre relaciones si y solo si existe un
homomorfismo entre los grafos asociados a las relaciones de la inecuacién.
Necesitamos pues definir el concepto de homomorfismo de grafos.

Definicién 4.2.6. Sean Gy G’ dos grafos sobre el alfabeto A, tales que
G = (V,E,s,t,l,i,0) y G = (V',E' ¢ t',I',i',0'). Un homomorfismo de G
a G esun par h = (f,g) de funciones f: V — V'y g: E — E’ que respeta
los diversos componentes: i’ = f(i), o’ = f(0), § og=fos, t'og=foty
[ =1'og. Si existe un homomorfismo de G a G’ lo denotamos G’ € G.

Ejemplo 4.2.7. Sea el alfabeto A = {a,b,c,d} y sean G y G’ los siguientes
grafos sobre A:

——>

G/

\/

Veamos graficamente que existe un homomorfismo de G a G”:
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Las flechas ---- de la imagen representan la aplicacién f: V — V’
de la definicién de homomorfismo. La aplicacién g: E — E’ es la que lleva
el eje entre dos vértices de G al eje entre dos vértices de G’ con la misma
etiqueta en A. Notamos que f lleva el vértice entrada de G, i, al vértice
entrada de G’, 7. De la misma forma f lleva el vértice salida o de G al
vértice salida o' de G’.

4.3. Teorema de decibilidad en alegorias

Veremos en esta seccion el segundo teorema de decibilidad que nos darda
un método para demostrar la validez de una ecuacién en relaciones mediante
la existencia de un homomorfismo entre grafos. En primer lugar definimos
inecuacién universalmente vélida para modelos relacionales como hicimos en
el capitulo anterior, pero esta vez consideramos términos en una alegoria.

Definicién 4.3.1. Dados dos términos p,q € Txai(X), diremos que la
inecuacion p C q es universalmente vdlida para modelos relacionales, y escri-
biremos Rel = p C ¢ siy solo si, para todo conjunto C y para toda aplicacién
f:X — P(C x C) se tiene que f#(p) C f7(q).

De la misma forma que hicimos en decibilidad en algebras de Kleene,
veamos ahora como ejemplo la demostracion de la validez universal de una
inecuacion en modelos relacionales. Después del Teorema de Decibilidad en
Alegorias probaremos de nuevo esta inecuacién pero utilizando los grafos
asociados a las relaciones a cada lado de la inecuacién.

Ejemplo 4.3.2. Sean z,y, z € Tyai1(X) términos en una alegoria. Queremos
probar que la siguiente inecuacién entre términos es universalmente vaida
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en modelos relacionales:

Rel mz-(ynz) C(zn(z-9°) -y

Consideramos la interpretacion relacional f: X — P(C x C) que lleva,
mediante el homomorfismo f#, los términos z,, z a las relaciones R,S, T
sobre un conjunto C' cualquiera, respectivamente. Por tanto, podemos ex-
presar la inecuacién entre los términos x,y, z como la siguiente inecuacién
entre relaciones:

R-SNTC(RNT-8%-S

Probemos que se trata de una inecuacién universalmente véalida para mode-
los relacionales.

Demostracion. Para probar que se cumple la inecuacion veamos que dado
(a,b) € R-SNT entonces (a,b) € (RNT -8°)-S.

Consideramos (a,b) € R-SNT, entonces aTb y a(R-S)b asi existe c € C
tal que aRc y ¢Sb.

Veamos en que consiste la relacién a la derecha de la inecuacion. Sea
(a,b) € (RNT -8°) - S entonces existe d € C tal que a(RNT -S8°)d y dSb.
Entonces aRd y a(T - S8°)d. Por tanto, existe e € C tal que aT ey eS°d, asi,
dSe. Es decir:

(RNT-8°-S={(a,b) e CxC|3d,ecC:aRd,dSb,dSey aTe}

Asi, dado (a,b) € R-SNT existen d = ¢y e = b tales que aRd, dSb, dSe
y aTe, es decir, aRe, cSb,aTbh, y por tanto (a,b) € (RNT -S°) - S. O

Como podemos ver en el ejemplo, necesitamos la interpretacion relacional
f que va del conjunto de variables, X, en el conjunto de relaciones P(C x C')
para poder trasladar una inecuacién entre términos de una alegoria a una
inecuacién entre relaciones. De igual manera, necesitaremos una aplicacion
que vaya del conjunto de variables en el de grafos para poder proceder con
ellos. La aplicacién de la siguiente definicion lleva los elementos x € X a
grafos en G(X).

Definicion 4.3.3. Definimos la aplicacion g como sigue:

g: X — GX)

;i x O
r — g(r)=—>0——>0—
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Propiedad 4.3.4. Sea la aplicacion g de la definicion anterior, como G(X)
es una alegoria, sabemos por la propiedad universal del dlgebra de términos
que g puede extenderse de forma unica al homomorfismo:

g : Tya(X) — G(X)
tal que g7 - nx = g.

X —5.G(X)

Sk

Ty (X)

Asi, mediante los homomorfismos que extienden las aplicaciones f y g,
podemos ir del conjunto de variables X en el dlgebra de términos Txai(X)
y de esta bien a P(C x C), bien a G(X).

El Teorema de Decibilidad en Alegorias asegura que una inecuacién entre
dos términos de una alegoria es universalmente valida para todo modelo
relacional si y solo si existe un homomorfismo entre los grafos asociados a
esos términos mediante el homomorfismo g# que extiende a la aplicacién g.
Veamos el teorema:

Teorema 4.3.5. Dados dos términos p,q € Txa1(X), se cumple:
Rell=pCq siysolosi g(p) < g”(q).

Antes de entrar a la demostracion del segundo teorema de decibilidad
veremos un lema técnico necesario para la prueba.

Lema 4.3.6. Seap € Txai(X), seag”(p) = (V, E,s,1,1,i,0) el grafo asocia-
do al término p. Sea C' un conjunto y sea f: X — P(C'xC) una asignacion
de relaciones a las variables en X. Entonces, para todo a,b € C se tiene que
(a,b) € f7(p) si y solo si existe una aplicacion ¢ : V — C tal que:

(1) ¢(1) = a
() ¢(o) =b
(1) Sie € E es un eje cumpliendo

s(e) =v
tle) =w » entonces (¢p(v),p(w)) € f(x).
lle)=x
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Demostracion. Demostraremos esta afirmaciéon por induccion sobre la es-
tructura de p. Notamos que el término p puede ser de la formas:

Comprobaremos en cada caso ambas implicaciones.

(1) Sea el término p = z una variable.

(=) Sean a,b € C tales que (a,b) € f#(p), entonces

(a,b) € f#(p) = f#(z) = f# onx(z) = f(x)

Por otro lado, g”(p) = g™ (z) = g” onx(z) = g(x) = S L

Consideramos la aplicacién ¢: V. — C que asigna a la entrada y la
salida del grafo las siguientes imagenes: ¢(i) = a, (o) = b. Entonces,
por definicién, se cumplen (1) y (11). Para (111) notamos que solo hay un
eje e € E con

i
te)=o0 b y se cumple que (4(1), 6(0)) = (a,b) € ().
x
(<) Sea ¢ la aplicacién de V' en C que satisface las hipdtesis. Notemos

que g (p) = g¥(x) = g¥ onx(z) = g(z) = -z 3.

La aplicacién ¢ satisface:

(1) ¢(o) =
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Entonces, como (¢(i), ¢(0)) = (a,b), se tiene que

(a,b) € f(x) = f# onx(x) = f#(x) = f*(p)
con lo que queda probado el primer caso.

Sea p = 1T=a1%) 1a identidad del algebra de términos.

(=) Sean a,b € C tales que (a,b) € f#(p), entonces
(a,b) € f#(p) = fH(ATsa(X)) = 1P(CxO),

Asi a =0b.

Por otro lado, g#(p) = g#(1T=a1(X)) = 16(X) = 455

Consideramos la aplicacién ¢: V' — C' que asigna al tinico vértice: € V'
la imagen a € C. Asi, por definicién se cumple ¢(i) = a y como i = o
y a = b, se tiene ¢(0) = ¢(i) = a = b, es decir, se cumplen (1) y (11).
Notamos que el grafo 16X no tiene ningun eje e € E, por tanto queda
demostrada la implicacién. Veamos el reciproco.

(<) Sea ¢ la aplicacién de V en C que satisface las hipdtesis. Notamos
que g#(p) = g# (1T=a1 (X)) = 16(X) = 459

La aplicacién ¢ satisface: (1) ¢(i) = a y (11) ¢(0) = b. Dado que g7 (p)
no tiene ningin eje, no cabe considerar la hipé6tesis (111).

Como g7 (p) consiste en un tinico vértice, a = ¢(i) = ¢(0) = b. Y asi,
(a,0) € 1P(OXC) = p#AToA10) = f#(p).

Seap = TTea1(X) g operacion constante total en el dlgebra de términos.

(=) Sean a,b € C tales que (a,b) € f#(p), entonces

(a,b) € f#(p) = f#<TTEA1(X)) _ TP(CxC).

Por otro lado, g#(p) = g#(TT=a1(X)) = T6X) = 4§ o—r.
Consideramos la aplicacién ¢: V — C' que asigna las siguientes image-
nes: ¢(i) = a, ¢(0) = b. Asi, por la definicién de ¢ se cumplen (1) y (11).
Notamos que el grafo T¢&) no tiene ningin eje e € E, por tanto queda
demostrada la implicacién.

(<) Sea ¢ la aplicacién de V en C' que satisface las hip6tesis, entonces
¢ satisface: (1) ¢(i) = a y (11) ¢(0) = b. Dado que g7 (p) no tiene ningiin
eje, no cabe considerar la hipétesis (111).
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Como TPEXC) contiene a todas las relaciones en C,

(a,0) € TP = pH(TTn0) = £#(p).

Sea p = ¢° el opuesto del término g € Tyai(X).
(=) Sean a,b € C tales que (a,b) € f#(p), entonces

(a,0) € f*(p) = 7(¢°) = 17 ()"
Asi, (b,a) € f#(q).
Notamos que g#(p) = g (¢°) = g (q)° = <—o—><i><—
7 q o

yg”(q) = .
Fijamos la siguiente notacién: g% (q) = (Vy, By, S¢:tgs lgs igs 0g)-
Por induccién, existe ¢4: V, — C tal que se cumple:

(1) ¢qliq) =

(11) ¢q(0q) = a

(11) Sie € E; es un eje que cumple
v

He)=w § entonces (¢g(v), dg(w)) € f(x).
T

Notamos que el grafo asociado al término p, es g” (p) = (V, E, s,t,1,1, 0)
donde V' = V,, excepto por los vértices entrada y salida que cumplen
i = 04y 0o = ig. El resto de elementos de ambos grafos coinciden:
E=FE,s=sqt=1t,yl =14 Porloque ¢ coincide con ¢,, excepto en
los vértices mencionados. Asi, ¢ cumple:

(1) ¢(i) = ¢q(0g) = a
(1) ¢(0) = ¢qliq) =b

(11) Sie € E = E, es un eje que cumple

t(e) =w o entonces (¢(v), p(w)) = (¢q(v), ¢g(w)) € f(x).

Con lo que queda demostrada la implicacién a derecha.

(<) Por hipdtesis existe una aplicacién ¢: V' — C' que cumple:
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(1) ¢(i) = a
(1) ¢(o) =
(11) Sie € E es un eje que cumple
s(e) = v
t(e) =w , entonces (¢(v), p(w)) € f(x).
lle) ==

Sea g7 (q) = (Vy, Ey, S, g, lgs i, 04) €l grafo asociado al término ¢, como
en la implicacién anterior. Y sea ¢,: V; — C tal que se cumple:

(1) Pqliq) = b
(1) ¢4(0g) = a

(111) Sie € E; es un eje que cumple
v

He) = w b entonces (64(v), d(w)) € ().
x

Asi, por induccién, (b,a) € f#(q). Por tanto:
(a,b) € f#(q)° = [ (a°) = [ (p)-
Y queda demostrado el caso (4).

(5) Sea p = ¢ - r el término resultante del producto de ¢,r € Txa(X)
términos.

(=) Sean a,b € C tales que (a,b) € f#(p), entonces
(a,b) € f#(p) = [ (qr) = f*(q) - f7 ().

Entonces existe ¢ € C tal que (a,¢) € f#(q) v (¢,b) € f#(r).

Fijamos la siguiente notacién:

g7(q) = (Vg Eqy Sqs tgs lgy iy 0q) ¥ 87 (1) = (Viey Ery Sy ey by iy O1).

Por induccién existen ¢,: Vy; — C'y ¢: V, — C tales que se cumple:
(1) dq(iq) =a
(1) ¢q(og) = ¢
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1) Sie € E, es un eje que cumple
q )

s(e) = v
t(e) = wy entonces (¢q(vq), ¢q(wq)) € f(2).

£S)

Y para ¢,.:

(I) ¢T(iT) =c
(H) ¢T(OT) =b

(1) Sie € E, es un eje que cumple

t(e) = wr,n entonces (¢r(vr), or(wr)) € f(x).

. ot #

Notamos que g% (p) = g”(q) - g (r) = —»M»og—m»g—» Asi,
el conjunto de vértices de g#(p) es la unién disjunta de los vértices de
g (q) y los vértices de g#(r), donde hemos identificado o, = i,. La
aplicacién ¢, serd aquella que lleva los vértices de V; a la imagen por ¢,
y los de V,. a la imagen por ¢,; y que actia de igual manera con los ejes.
En el vértice especial o4 = 1,, sabemos que ¢4(04) = ¢ = ¢, (i), por lo
que la aplicacién ¢ estd bien definida y cumple (1), (11) y (111).

(«=) Por hipétesis existe una aplicaciéon ¢ : V. — C tal que:

(1) 6(i) = a
(1) ¢(0) = b

(11) Sie € E es un eje que cumple

t(e) =w , entonces (¢(v),dp(w)) € f(x).

. ot #
g"\q grir
Notamos que g7 (p) = g”(q) - g7 (r) = 4@»#8—»
Notamos que la restriccién ¢q|y, : Vg — C, es una aplicaciéon que cum-
ple (1), (1) y (ur). Llamamos ¢ = ¢,(0p). Entonces, por induccién, se
tiene que (a,c) € f#(q).
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De la misma forma, la restriccién ¢,y : V, — C cumple (1), (11) ¥y
(mm1); y por la correspondencia entre oq4 € i, se tiene que ¢,y (i,) = c.
Y por induccién se tiene que (c,b) € f#(r).

Y por lo tanto, (a,b) € f7(q) - f7(r) = f7(qr) = f7(p).

(6) Sea el término p = ¢ N r resultante de la interseccién de los términos
q,r € TEAI(X).

(=) Sean a,b € C tales que (a,b) € f#(p), entonces

(a,0) € f#(p) = fF(anr) = fF(g) N fF(r).
Fijamos la siguiente notacién:
g#(Q) = (an Eq, 8q5tq gy i, Oq) y g#(r) = Vo, Epy 8yt by i, 07).
Por induccién existen ¢,: Vy, — C'y ¢: V, — C tales que se cumple:
(1) ¢qliq) = a
(I1) @q(0g) =b

(111) Sie € E; es un eje que cumple

s(e) = vg
t(e) =wy o entonces (¢q(vq), ¢q(wq)) € f(x).
lle)==

Y para ¢,:

(I) ¢r(7;r) =a
(1) ¢r(or) =0

(1) Sie € E, es un eje que cumple

s(e) = vy
t(e) = w, » entonces (¢(vy), dr(wy)) € f(z).
lle) ==
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Asi, el conjunto de vértices de g¥(p) es la unién disjunta de los vértices
de g (q) y los vértices de g (1), donde hemos identificado i = i, = i,
y 0 = 04 = or. La aplicaciéon ¢, serd aquella que lleva los vértices de
Vy a la imagen por ¢, y los de V;. a la imagen por ¢,; y que actia de
igual manera con los ejes. En los vértices especiales i y o, sabemos que

¢(i) = dqliq) = ¢rlir) = a'y ¢(0) = d¢(0g) = ¢r(0r) = b, por lo que la
aplicacién ¢ estd bien definida y cumple (1), (11) y (11).

Veamos la implicacién contraria.

(«<)Por hipétesis existe una aplicacién ¢ : V. — C' tal que:
(1) ¢(i) =a
(1) ¢(o) =b

(1) Sie € E es un eje que cumple

s(e) =wv
;Ee) =w » entonces (¢(v),p(w)) € f(z).

e)==z

Notamos que g7 (p) = g (q) N g (r) =

()
g% (r)

La restriccién ¢qlv, : Vg — C, es una aplicaciéon que cumple (1), (11) y
(11). Por induccién, se tiene que (a,b) € f#(q).

De la misma forma, la restriccién ¢,y : V; — C cumple (1), (1) y
(1) y por induccién se tiene que (a,b) € f#(r).

Y por lo tanto, (a,b) € f#(q) N f#(r) = f#(gnr) = f#(p).
Asi, queda demostrado el lema para todo término p € Tsai(X). ]

Estamos ahora en condiciones de probar el segundo teorema de deci-
bilidad. El Teorema de Decibilidad en Alegorias asegura la validez de una
inecuacion entre relaciones si y solo si existe un homomorfismo entre los
grafos asociados a las relaciones de la inecuacion.

Recordemos el teorema:

Teorema 4.3.5 Dados dos términos p,q € Txa(X), se cumple:

Rell=pCq siysolosi g(p) €4g”(q)
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o7

Demostracion. Suponemos que Rel = p C q. Hemos de encontrar un homo-
morfismo de grafos de g7 (q) a g (p), donde g™ (q)
vy g% (p) =

(Vq’ Eq, 5q:tq, g, 74, Oq)
(Vos Ep, Sps ps lp, ip, 0p)
Sea C' =

Vp, consideramos la siguiente interpretacion
[ X — PV, xV)
z +— {(v,w)|Je € E, tal que s(e) =v,t(e) =wy l(e) =z}
Por hipétesis f7(p) C f7#(q).
Consideramos ¢1: V, — V},, tal que ¢1 = Idy,. Entonces ¢; cumple
(1) ¢1(ip) =i

(1) é1(op) = 0p

(111) Sie € E, es un eje que cumple

} entonces (¢1(v), ¢1(w)) = (v,w) € f(x)

por la construccién de f
Asi, por el lema 4.3.6, (ip,0,) € f#(p) C f#(g). Y aplicando de nuevo el
lema 4.3.6, existe ¢: V, — V), tal que
(1) ¢(iq) = ip
(1) ¢(0q) = 0y

Sq
(1) Siee€ E; con tg
lq

—
~—

(&

6)

w } entonces (¢(v), p(w)) € f(x).

omo la aplicacion que lleva el eje e € F,

q( ) = z al eje Y(e) € E, con sy(¢(e)) :q
)y bp(i(e)

) = x. Graficamente, esto es:

/\/\
\_/
I

Definimos 9: E,
con sq(e) = v,tq(e)
¢(v), tp(¢(e)) = dp(w

IIL

E,
wy

e
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Sea e € E,, entonces el par (¢, 1) cumple:

= ip = (i),

0p = ¢(0g),

spo(e) = sp(v(e)) = d(v) = d(sq(e)) = ¢ o sy(e), asi sp01) = posq,
tpo(e) = tp(v(e)) = p(w) = d(tq(e)) = doty(e), asi tp o = d oty
w1y =2 =l,(¥(e)) = Iy o P(e), entonces Iy = I, 0 1.

Y asi, el par (¢,v) es un homomorfismo de g (q) a g (p).

Veamos ahora la implicaciéon contraria. Suponemos que existe un homo-
morfismo (¢, 1) de g% (q) a g% (p).

Sea C' un conjunto y sea f: X — P(C x C). Queremos comprobar que
entonces #(p) € f#(q).

Sea (a,b) € f7(p). Para comprobar que (a,b) € f7(q), en virtud del lema
4.3.6, es suficiente comprobar la existencia de una aplicacién ¢4: V;, — C
cumpliendo las condiciones (1), (11) y (11) del lema.

Como (a,b) € f#(p), por el mismo lema 4.3.6, sabemos que existe una
aplicaciéon ¢,,: V,, — C', cumpliendo:

(1) dplip) =a
(11) ¢p(op) =b

sp(e) = vp
(1) Sie € E, con ?((e)) = wp } entonces (¢p(vp), dp(wp)) € f(x).

Consideramos la aplicacion ¢, = ¢pp o p: Vy; — C
(1) ¢qliq) = dp o v(ig) = dplip) = a
(H> ¢Q(OQ) = ¢p © W(Oq) = ¢p(0p) =b

sq(€) = vg }
(1) Sie e E; con ty(e) =w, , entonces
ly(e) =
(0q(vq), pq(wq)) = (&p © P(vq), dp © (wq)) = (dp(vp), Pp(wyp)) € f(x).

Asi, existe una funcién ¢, cumpliendo (1), (11) y (11). Entonces, por el
lema 4.3.6, (a,b) € f#(q). Y por tanto, f#(p) C f#(q). Quedando demos-
trado el teorema. O
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Como consecuencia del teorema se da el siguiente resultado.

Corolario 4.3.7. Dados dos términos p,q € Txai(X), se cumple:

g (p) 4g%(q) y

Rel =p=gq siy solo si
g% (1) «g*(p)

Retomamos ahora el ejemplo 4.3.2:

Ejemplo 4.3.8. En el ejemplo 4.3.2 probamos al comienzo de la seccion
que se cumple la siguiente expresion:

RelEz-(yNnz)C(xN(y-2°))-=

para términos z,y, z € Txa(X).

Para ello, probamos que dadas R,S y T relaciones sobre un conjunto
C cualquiera asociadas mediante una asignacion relacional f a los términos
x,, z, la inecuacion:

R-SNTC(RNT-8%-S

se cumple.

Veamos que, gracias al teorema, podemos probar esta inecuacién de for-
ma mas sencilla hallando un homomorfismo entre los grafos asociados a los
términos de la inecuacién mediante el homomorfismo g# que extiende a la
aplicacién g que definimos en este mismo capitulo.

Entonces, para confirmar que la inecuacién entre relaciones dada es
universalmente valida, basta con probar que existe un homomorfismo de
g*((xNz-y°)-y)agh(z-ynz). Vedmoslo:

Demostracion. Para probarlo, representaremos graficamente ambos grafos y
veremos que existe el homomorfismo mencionado. Veamos la representacién
grafica:

x Yy 0

(oo yns) = o

g ((znz-y°)-y)

Q |
!

Veamos graficamente que existe el homomorfismo que buscamos:
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4 _ ;X Yy o
g (w-yﬂz): P O IfO‘I
’ ’ ~
! z . N
1 V \
1 LAY \
1 LA \
1 / \ \
1 / \ \
‘\ ', ‘\ ‘\
\ ,, | 1
\\ ! y : y :
x /
%) . = —>»
g ((znz-y°) y) = —o G——0——0—
i 0
z
Las flechas grises, ---> , como en el ejemplo de homomorfismo entre

grafos (Ejemplo 4.2.7), representan la aplicacién f: V/ — V dénde V' y V
son los conjuntos de vértices de g#((z Nz -4°) -y) v g7 (z - y N 2) respecti-
vamente. La aplicacién g de la definicion de homomorfismo es la que lleva
el eje entre dos vértices de un grafo al eje entre dos vértices del otro con
la misma etiqueta, ahora las etiquetas de nuestros grafos son los términos
z,y,z € Txa(X) involucrados en la inecuacién. Notamos que f lleva el
vértice entrada de un grafo, ¢/, al vértice entrada del otro, 7. De la misma
forma f lleva el vértice salida o' al vértice salida o.

Asi, existe un par h = (f,g) de funciones tal que respeta los diversos
componentes. Por tanto, g (z -y Nz) 4 g”((zNz-y°) -y). O

Mediante estos ejemplos pretendemos mostrar la sancillez de trabajar
con grafos frente a hacerlo directamente con relaciones. No obstante, igual
que nos pasaba con los lenguajes, cuando se trata de ecuaciones més compli-
cadas, probar que existe un homomorfismo de grafos puede resultar comple-
jo. Aun asi, esta equivalencia resulta ventajosa dado que, aunque el proble-
ma del homomorfismo entre grafos es un conocido problema NP-completo
en teoria de complejidad computacional, cuando trabajamos con alegorias,
este problema se reduce a un caso muy restringido: los grafos de términos
tienen un ancho de arbol menor o igual que dos. En concreto, dado un grafo
arbitrario G con n vértices y una palabra ¢ de tamano m, un algoritmo de
programacién dindmica simple decide si existe un homomorfismo de g#(q)
a G en O(n?m) operaciones. (Véase [16].)

En este capitulo hemos definido una nueva signatura algebraica: la sig-
natura de una alegorfa, XAl y la consiguiente dlgebra de términos: Tai(X).
Hemos visto que el conjunto de las relaciones admite estructura de $41-4lge-
bra con las operaciones composicion, interseccion, inverso, relacién total e
identidad. Ademas, hemos presentado los grafos y hemos definido las opera-
ciones composicién en serie, composicién en paralelo, opuesto, identidad y



4.3. TEOREMA DE DECIBILIDAD EN ALEGORIAS 61

grafo total. Hemos visto que el conjunto de grafos junto con estas operaciones
admite también estructura de alegoria. Finalmente hemos probado un lema
que nos ha permitido demostrar el Teorema de Decibilidad en Alegorias.
Este teorema proporciona un procedimiento para determinar la validez de
una ecuacion relacional mediante la prueba de la existencia de un homomor-
fismo entre grafos. Como ya hemos explicado, hallar ese homomorfismo es
un problema conocido en el campo de la informdtica para cuya resolucion
existen ya algoritmos. Con el objeto de hacer patente la utilidad del teore-
ma para probar la validez de una ecuacién en relaciones, hemos probado,
como ejemplo, la validez de una ecuacion utilizando primero las propieda-
des relacionales y después utilizando el procedimiento entre grafos que nos
proporciona el segundo teorema de decibilidad.
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Capitulo 5

Decibilidad en alegorias de
Kleene

En este capitulo definiremos la signatura de una alegoria de Kleene. En
la primera seccién veremos que el conjunto de las relaciones con determi-
nadas operaciones admite estructura de alegoria de Kleene. En la siguiente
seccion definiremos los lenguajes de grafos y las opeRaciones en este con-
junto y veremos que el conjunto de todos los lenguajes de grafos sobre el
alfabeto A presenta estructura de alegoria de Kleene. Ocurrird lo mismo con
el dlgebra que definimos en la tercera seccién, el dlgebra de las partes de la
LAY _4lgebra libre. Asimismo, definiremos la signatura 4 y las operaciones
que se pueden realizan con elementos en Tyay (X). Definiremos una aplica-
cién del conjunto de variables X en cada una de estas algebras, gracias a la
propiedad universal del algebra de términos podremos extenderlas a homo-
morfismos que parten de Tyax(X) y van al dlgebra respectiva. Por dltimo
probaremos dos lemas que relacionan estos homomorfismos entre si y con el
homomorfismo, f#, extensién de una interpretacién relacional cualquiera,
f: X — P(C x C); que serdn claves para probar el tercer y ultimo teorema
de decibilidad: Teorema de Decibilidad en Alegorias de Kleene. Basaremos el
contenido de este capitulo en el trabajo realizado por Paul Brunet y Damien
Pous en Petri Automata for Kleene Allegories [4].

Definiciéon 5.0.1. Definimos la signatura de una alegoria de Kleene como
la signatura SAK = (AK) v tal que 20K = {- +,N}, 04K = {x 0} 0K =
{0,1} y ©AK = () para n > 2. Llamaremos alegoria de Kleene a toda $AK-
algebra.

Notamos que en esta estructura no se considera la operacién constante
T, esto se debe a que T tiene distintas interpretaciones segin el algebra en

63
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la que trabajemos y este hecho presenta problemas a la hora de demostrar
algunos de los lemas que se dardn a lo largo del capitulo. Dejando fuera
la constante T podemos, aunque de forma sesgada, generalizar el resultado
con el tercer teorema de decibilidad. Este teorema nos aportara dos métodos
distintos para probar la validez de una ecuacién relacional, uno de ellos serd
utilizando los lenguajes de grafos, el otro mediante lenguajes sobre el algebra
de términos Tyar (X).

5.1. Alegorias de Kleene para relaciones

Como ya sabemos, P(C x C) es el conjunto que contiene todas las re-
laciones en un conjunto C' cualquiera. El conjunto P(C x C), combinado
con distintas operaciones, presenta estructura bien de algebra de Kleene:
(P(C x C),U,-,*,0,1), bien de alegoria: (P(C x C),-,N,°,1,T), como he-
mos visto en anteriores capitulos.

Veremos en este capitulo que P(C x C), con las operaciones composicién,
unién e interseccion de relaciones, calusura reflexivo-transitiva, relacién in-
versa, relacién vacia y relacién identidad tiene estructura de XAK-algebra.
Es decir,

P(CxC)=(P(CxC),-,U,nN",°,0,1)

es una alegoria de Kleene.
Recordamos las operaciones sobre relaciones con las que trabajaremos
en este capitulo:

» Composicion: R-S = {(a,b) € C x C'|Jc € C: aRey cSb}
» Union: RUS = {(a,b) € C x C' | aRb 6 aSb}

Interseccion: RNS ={(a,b) € C x C | aRb y aSb}

Clausura reflexivo-transitiva: R* = {(a,b) € C x C' | Jeg,...,cn € C:
tco=a,cp, =byVieEn, cReip1}

Inversa: R° = {(a,b) € C x C | bRa}
= Relacion vacia: 0= ()
= Relacion identidad: 1 = {(a,b) € C x C | a = b}

Ahora podemos expresar las ecuaciones entre relaciones como ecuaciones
entre términos de una alegoria de Kleene. Igual que en los capitulos ante-
riores, necesitamos un algebra que posea estructura de alegoria de Kleene
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y que nos permita transladar el problema de la validez universal de una
inecuacion en relaciones a esta nueva algebra donde trabajaremos de forma
mas sencilla. En este caso presentamos dos dlgebras distintas con estructura
de alegoria de Kleene: los Lenguajes de grafos y el conjunto de las Partes
de la EAl/—dlgebm libre. Vemos en las siguientes secciones en que consisten
ambas algebras.

5.2. Lenguajes de grafos

Comenzaremos por definir el conjunto de los lenguajes de grafos. A conti-
nuacion veremos que este conjunto, con determinadas operaciones, presenta
estructura de alegoria de Kleene.

Definicion 5.2.1. Dado un alfabeto A, definimos el conjunto de lenguajes
de grafos sobre A como el conjunto P(G(A)).

Recordamos que G(A) es el conjunto de todos los grafos sobre el alfabeto
A definido en el capitulo 4. El conjunto P(G(A)) junto con las operaciones
entre lenguajes de grafos que veremos a continuacion, presenta la estructura
de una alegoria de Kleene.

Definicién 5.2.2. Sea A un alfabeto y sean Ly K € P(G(A)) dos lenguajes
sobre grafos, se definen las siguientes operaciones:

» Producto: L-K={G-H|Ge Ly H €K}

= Suma: L+ K = LUK, donde U es la unién conjuntista.
» Interseccion: LNK={GNH|Ge Ly HeK}.

» Inverso: L°={G° |G € L}.

» Producto estrella: L* = J, e L7

s Cero: 0 = 0.

w Identidad: 1 = {10} = {55% ).

Asi, (P(G(A)),-,+,N,*,°,0,1) es una alegoria de Kleene.
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5.3. Partes de la ©A'-4lgebra libre

A continuacién presentamos otra dlgebra que posee también estructura
de alegorfa de Kleene. Para ello, definimos la signatura SA:

Definiciéon 5.3.1. Definimos la signatura de una alegoria sin T como la
signatura R4 = (SA1), cy tal que DAY = {-,n}, B = {7}, 2 = {1} y
A" = ¢ para n > 2.

Asi, el conjunto de las partes del dlgebra libre Tyar(A), con las opera-
ciones que se definen a continuacién, es una alegoria de Kleene.

Definicién 5.3.2. Sea A un alfabeto y sean £ y K € P(Tyar(A)) dos
elementos del conjunto de las partes de la EAI/—élgebra libre, se definen las
siguientes operaciones:

» Producto: L-K={p-q|peLyqeK}.

Suma: L+ K = LUK, donde U es la unién conjuntista.

Interseccion: LOK ={pnq|pe LyqeK}.

Inverso: L° = {p° | p € L}.

Producto estrella: L* =, ey £

Cero: 0 = ().

Identidad: 1 = {1T=ax (X},

Es decir, (P(Tgar(A)),-,+,N,%,°,0,1) es una alegoria de Kleene.

5.4. Teorema de decibilidad en alegorias de Kleene

Veremos en esta seccion el tercer teorema de decibilidad que nos dara
una doble equivalencia entre la validez de una inecuacién entre relaciones,
una inecuacién entre lenguajes de grafos asociados a las relaciones y una
inecuacién entre elementos de P(Tyar(X)) asociados también a las rela-
ciones. En primer lugar definimos inecuaciéon universalmente vélida para
modelos relacionales como hicimos en los capitulos anteriores, pero esta vez
consideramos términos en una alegoria de Kleene.
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Definicién 5.4.1. Dados dos términos p,q € Tyxax(X), diremos que la
inecuacion p C q es universalmente valida para modelos relacionales, y es-
cribiremos Rel = p C ¢ si y solo si, para todo conjunto C y para toda
aplicacién f: X — P(C x C) se tiene que f#(p) C f#(q).

De la misma forma que hicimos en decibilidad en algebras de Kleene
y decibilidad en alegorias, veamos ahora como ejemplo la demostracién de
la validez universal de una inecuacion en modelos relacionales. Después del
Teorema de Decibilidad en Alegorias de Kleene probaremos de nuevo esta
inecuacién pero utilizando los dos métodos que nos propone el tercer teorema
de decibilidad.

Ejemplo 5.4.2. Sean z,y € Tyax(X) términos en una alegoria de Kleene.
Queremos probar que la siguiente inecuacién entre términos es universal-
mente vaida en modelos relacionales:

RelE1Nnz C (zNa®)+y

donde 1 es la identidad en una alegoria de Kleene.

Consideramos la interpretacion relacional f: X — P(C x C) que lleva,
mediante el homomorfismo f#, los términos 1,z,y a las relaciones 1, R, S
sobre un conjunto C cualquiera, respectivamente. Por tanto, podemos ex-
presar la inecuacién entre los términos 1, x,y como la siguiente inecuacion
entre relaciones:

INRC(RARY)US

Probemos que se trata de una inecuacion universalmente valida para mode-
los relacionales.

Demostracion. Para probar que se cumple la inecuaciéon veamos que dado
(a,b) € 1NR entonces (a,b) € (RNR°)US.

Si (a,b) € 1NR, entonces alby aRb, pero si alb sabemos que a = b por
lo que (a,b) = (a,a) y sabemos que aRa.

Por otro lado, si (a,b) € (RNR?) US, entonces aSb 6 a(R NR°)b, y si
a(R NR?)b, entonces aRb y aR°b.

Asi, dado (a,b) € 1NR, sabemos que (a,b) = (a,a) y aRa. De lo que se
deduce que aR%a. Por tanto a(RNR%)a. Y asi (a,b) = (a,a) € (RNR°)US.

Por tanto queda probado que 1NR C (RNR°)US. O

Como podemos ver en el ejemplo, es necesaria la interpretacion relacional
f que va del conjunto de variables, X, en el conjunto de relaciones, P(C' x C)
para poder trasladar una inecuacion entre términos de una alegoria a una
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inecuacién entre relaciones. De igual manera, necesitaremos una aplicacion
que vaya del conjunto de variables en el de lenguajes de grafos para poder
proceder con ellos. La aplicacién de la siguiente definicion lleva los elementos
x € X alenguajes de grafos en P(G(X)).

Definicion 5.4.3. Definimos G como la aplicacion:
G: X — P(GX))
) x o
z — {—o———o0—}={g(x)}
Esta aplicacion se puede extender a un homomorfismo.

Propiedad 5.4.4. Sea la aplicacion G de la definicion anterior, como sabe-
mos que P(G(X)) es una alegoria de Kleene, por la propiedad universal del
algebra de términos se puede extender G de forma unica a un homomorfismo:

G : Txax(X) — P(G(X))

tal que G* -nx = G, es decir, tal que el siguiente diagrama conmuta:
X —P(6(X))

nx Tg#
TEAK (X)

Y necesitaremos también una aplicaciéon que vaya del conjunto de varia-
bles en el de lenguajes sobre la SV -4lgebra libre para poder proceder con
ellos. La aplicacion de la siguiente definicién lleva los elementos z € X a
conjuntos en P(Tgar (X)).

Definicién 5.4.5. Definimos la aplicacién [[-] como sigue:

[]:X — P(Txar(X))

Propiedad 5.4.6. Sea la aplicacion [-] de la definicion anterior, como
P(Tsar(X)) es una alegoria de Kleene, sabemos por la propiedad universal
del algebra de términos que [-]se puede extender a un inico homomorfismo:

[17 : Tgax(X) — P(Tyar (X))

tal que [ - nx = [
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X —LHIP(TEA]/ (X))

nx T[[]]#
TzAK (X)

Asi, mediante los homomorfismos que extienden las aplicaciones f, G y
[-], podemos movernos entre las tres alegorias de Kleene que hemos estudia-
do en este capitulo.

El Teorema de Decibilidad en Alegorias de Kleene nos aporta dos méto-
dos distintos para poder asegurar que una inecuacion entre dos términos de
una alegoria de Kleene es universalmente valida en todo modelo relacional.
Para poder presentar este resultado introducimos la siguiente definicién.

Definicién 5.4.7. Sean p/, ¢’ € Tyar (X), decimos que p’ es menor o igual
que ¢’y escribimos p’ < ¢ si y solo si g7 (p') € g”(¢)

Nota. Notamos que si p es un término en Tyax (X), tiene sentido el conjunto

“[p]* = {g € Tpar(X) | 3w € [p]* : g qw}

Por la definicién, ¢ <w si y solo si g#(q) < g (w), es decir, estamos
considerando grafos sobre Tyay (X).Como hemos definido los grafos g#(p)
para términos p € Tya1(X) en el capitulo 4 y YA C 3L 6] conjunto [p]*
estd bien definido.

El dltimo teorema de decibilidad da, como se ha dicho, dos métodos
distintos para determinar si una inecuacién entre términos de una alegoria
de Kleene es universalmente valida para todo modelo relacional. Uno de ellos
interpreta los términos como lenguajes de grafos mediante el homomorfismo
G7. Para el otro método interpretamos los términos como lenguajes sobre la
»Al'_4lgebra libre mediante el homomorfismo [-]#. Presentamos el teorema
a continuacion:

Teorema 5.4.8. Sean p,q € Txax(X) términos de una alegoria de Kleene.
Entonces son equivalentes:

1) Rel=pCq
2) [p)” < [a]”

3) G*(p) C* G*(q).
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Para poder probar este teorema de decibilidad necesitamos algunos lemas
técnicos. El lema al Teorema de Decibilidad en Alegorias de Kleene que se da
a continuacién relaciona las extensiones, G# y H#, de las dos aplicaciones
que hemos definido en esta seccién.

Lema 5.4.9. Sea p € Tyax(X) se cumple la siguiente igualdad:

G*(p) = {g"(w) | w € [p]"}

Nota. Recordamos que la aplicacion g : Tyai(X) — G(X) es la que
extiende a la aplicacién:

g: X — GX)
5 T O
x — g(r)=—>0——r0—
Demostracion. Probaremos la igualdad por induccién sobre la estructura
del término p € Txak(X). Notamos que p puede ser de la forma:

1) p = z para alguna variable z € X.

2) p=0Tzax(X),

3) p= 1Tgak (X))

5) p = q° para algin ¢ € Tyax(X).

6 = ¢ - r para algunos términos ¢, r € Tyax (X).

7

1) p

(2)

(3)

(4) p = ¢* para algiin ¢ € Tyax (X).
() p

(6) p

(7) p = g+ r para algunos términos ¢, € Txax (X).
(8) p

8) p = g Nr para algunos términos ¢, r € Tyax(X).

Comprobaremos la igualdad en cada caso.

(1) Sea p = x una variable en X, entonces:

G#(z) = {g(=)}
= {g"(2)}
= {g"(w) |we {a}}
= {g"(w) |w e [2]"}

ya que [2]# = {z}.
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(2) Sea p = 0Tnax (X) el cero del dlgebra de términos, entonces:

G# (OTEAK (X)) = 0

— {g*(w) |we )
{g# (w) | w e [0ToAx O]}

ya que [0Tsax(0]# = .

(3) Seap = 1T2ax (X) ] término identidad del algebra de términos, entonces:

G#(1Teax(X)y = 16}

= {g*( )
= {g*(w) |we {172}y
= {g#(w) | w e [1Tsax(0]#)

ya que [1TzAK (X)]]# _ {1T2A1’ (X)}'

Si p = ¢* es el producto estrella de un término ¢ € Tyax (X), entonces:

Gtgr) 9L

Def

H.I.

~

G#(q)*
U ¢#(g)"

neN

U {g"(w) [ w € [q]*}"

neN
LGJN{g#(wO) g (wnet) | wo, - w1 € [q]7}

LEJN{g#(wo —cwn 1) [ wo - wn € ([q]F)")

U {g"(v) [ v e ([a]")"}

gi(vo) | v € ([q]*)°}U...

U {g# (vn-1) | vp—1 € ([a]%)" 13
{g7(u) [ue (([a]*)° V- Ua)" )}
{87 (u) [ u € Upen(lal™)"}

{g7 (u) | u e (la]")"}

{g” (u) | u e [¢"]"}.
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5) Sea p = ¢° el término opuesto de ¢ € Tyax(X), entonces:
b

G#(q0) TTEm gH(g)
T {g#(w) | w e [q]#)°
{g#ngo |w e [q]#}
(w)

Def

{87 (w) | w € [}
{g” (w) | w € [¢°]"}-

(6) Sea el término p = ¢ - r resultado del producto de los dos términos
q,r € Tyax(X). Entonces:

G#(g-r) I GHg) -G ()
T g (w) | w e [a]#} - {g# (v) | v e []#)
{g#(w) - g#(v) |w e [I*,v € [r]#}
L gt (w ) |w v € [q]* - []#)
LZHom tg# () |w e [q - r]#}.

Def

7) Sip = g+r es el término suma de los términos q,r € Tyax (X ). Entonces:
b))

G(g+r) TET Ghg) +g* )
P g g UGt (r)
;’éf' {g#(w) | w € [q]#} U {g#(v) | v € [1]#}
= {g#(w) | ue [q]# U [r]#)
(PHom g# () | e g+ r]#}.

8) Sea p = gNr la interseccién de los términos ¢,r € Tyax (X ). Entonces:
b

G#(gnr) THE™ G Q) N GH(r)

T {g#(w) |w e [dl#*} N {g#(v) | v € [\]#}
{g#(w) Ng#(v) | w e [q]*.v € [F]#}
g# Hom
= (
(

Def

2 {ghwn) [wnv e [l 0 1T)
EEem (gt (u) | u € [gnr]#).

Asf queda probado que G (p) = {g” (w) | w € [p]*}, para todo término
pE TEAK (X) ]
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A continuacion veremos el segundo lema al Teorema de Decibilidad en
Alegorias de Kleene. Este resultado relaciona la extension f#: Tyax (X) —
P(C'x(C) de una interpretacién relacional cualquiera, f: X — P(CxC), con
la extensién [-]#: Tyax(X) — P(Txar (X)) de la aplicacién [-] definida en
la seccién anterior. Es en este lema donde surge el problema con la operacion
constante T, ya que hay distintas formas de interpretarla en lenguajes de
grafos. Veamos el lema:

Lema 5.4.10. Para todo término p € Txax(X) y toda interpretacion rela-
cional f: X — P(C x C), se tiene:

U Fw)
we[p]#

Demostracion. Probaremos la igualdad por induccién sobre la estructura
del término p € Tyax (X ). Recordamos que p puede ser de la forma:

(1) p = x para alguna variable z € X.

(2) p = 0Tzak(X),

(3) p=1Tsax(X),

(4) p = ¢* para algin q € Txax(X).

(5) p = ¢° para algin q € Tyax (X).

(6) p = q-r para algunos términos ¢, € Tyax (X).
(7) p = q+ r para algunos términos ¢,r € Tyax (X).
(8) p=qnNr para algunos términos ¢, € Tyax (X).

Comprobaremos la igualdad en cada caso.

(1) Sea p = x una variable en X, entonces:

ffa)= U fF(w)

we{z}

= U ffw)

we[z]#

ya que [2]7 = {z}.
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(2) Sea p = 0Tk (X) el cero del algebra de términos, entonces:

FEOTsax (X)) = ¢
= U ffw)

wed
= U 7 (w)

we[[OTEAK(X)]]#

ya que [0T=ax(X)# = g,

(3) Seap = 1T=4K(X) ¢] término identidad del dlgebra de términos, entonces:

AT (0) = U
we{lTEAK(X)}
= U

we1TeaK %
ya que HlTEAK(X)]]# — 1Tear(X) _ {1TZAK(X)}.

(4) Sip = ¢* es el producto estrella de un término ¢ € Txax(X), entonces:
Probamos primero que para todo n € N se cumple:

= U ).

we[gn]#

Consideramos w = wy . .. w1 € ([¢]7)" = [¢"]*
SHIom e (gy

= [ r* )

A1 ( U f#(w0)> ( U f#(wn—1)>

wo€E[[q]# wy—1€[q]#

U (7# o). f#(wa)

wo€[q]]#

(")

~

wnfle[[Q]]#

#Hom
/ g f#(’w(). ..wn_l)
wo...wn—1€([q]#)™

U f*(w).

wegn]#

[1# Hom
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Y por tanto

U f#*w)
neN “welqn]#
- U f#w)

we U [g"]#
neN

= U ftw)

we g ]#

Il
(@
7N

(5) Sea p = ¢° el término opuesto de g € Txax (X), entonces:

) TET ) )
(U fw)

we[q]# .

U (r#w)
weﬂq]]#( )

= (¥

Si (a,b) € f#(q°), existe w € [¢]* tal que (a,b) € (f#(w))°. Entonces
(b,a) € f#(w) y por tanto (a,b) € f#(w®). Ast:

x) = U [
we[q]#
= U fw)

we[gqo]#

va que [¢7# TE™ ([#)° = {w® | w € [q]#}.

(6) Sea el término p = ¢ - r resultado del producto de los dos términos
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q,7 € Tyax(X). Entonces:

g T

H.

~
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1#(a) - f#(r)
(U r#@)-( U rfw)
ve[q]# uelr]#

U f#(©)- f*(w)
ve[q]#

u€er]#

U f#(v-u)
ve[g]#
u€l[r]#

U #(w)

we[g-r]#

va que [q-r]* = {v-u|v € [q]*,u € [r]*}).

(7) Sip = g+ esel término suma de los términos ¢, r € Txax (X). Entonces:

f#gom

fH(q+r)
H.I.

[1# Hom

@)U f#(r)
U f#(v))u #(u
ve[q]# ) (ueL[[g}]#f ( >)
f#(w)
we[g]#ulr]#
U fw).

we[g+r]#

(8) Sea p = ¢ Nr la interseccién de los términos ¢, r € Txax(X). Entonces:

#
fgnr) TTET
H.I.

(@) 0 f#(r)

U f#@))n f#(u
ve[q]# ) <ue%ﬂ# ())
U )0 f#(u)

veq]#

u€r]#

U f*(vnu
ve[g]#
u€r]#

U rtw

we [gNr]#

ya que [qN7]# ={vNnu|v e [q]",u € [r]*}.
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De esta forma queda probado que para todo término p € Tyax(X) se
cumple el resultado. O

Como extension al lema anterior, Lema 5.4.10, se da el siguiente resul-
tado:

Corolario 5.4.11. Para todo término p € Tyax(X) y toda interpretacion
relacional f: X — P(C x C), se tiene:

o= U rfw

vedp]#

Demostracion. Sea v €9 [p]]*, entonces existe w € [p]* tal que v < w,
es decir, g(v) <« g(w). Entonces, por el Teorema de Decibilidad en Ale-
gorias Rel = v C w y, en particular, f#(v) C f#(w). A su vez, f#(w) C
Unepr# f#(u) que, por el lema 5.4.10, es f#(p). Es decir,

fFoycfwc |J Fu) =)
u€ [p]]#

Y, por tanto
U <.
ved[p]#

Veamos la otra inclusiéon para comprobar que se da la igualdad.
Por el lema 5.4.10, f#(p) = Uwe[[p]]# f#(w). Notemos que para todo

w € ﬂpﬂ#, w<dw ya que g(w) < g(w). Entonces w € [[p]]# Asi, f#(w) -
Uveq[[p]}# f#(v). Y, por tanto:

o= U rFwc U Fwo

we[p]# vep]#
Con lo que queda probado el corolario. O

A lo largo de la demostracion del tercer teorema de decibilidad utilizare-
mos, ademas de los dos lemas de esta seccion, el lema 4.3.6 que probamos en
el Capitulo 4, Decibilidad en Alegorias, y que es vélido también en Ty av (X)
ya que no aparece ninguna operaciéon nueva.

Recordemos el lema.

Lema 4.3.6. Sea p € Txai(X), sea g% (p) = (V,E, s,t,1,i,0) el grafo aso-
ciado al término p. Sea C un conjunto y sea f: X — P(C x C) una



78 CAPITULO 5. DECIBILIDAD EN ALEGORIAS DE KLEENE

asignacion de relaciones a las variables en X. Entonces, para todo a,b € C
se tiene que (a,b) € f7(p) si y solo si existe una aplicacion ¢ : V — C tal
que:

(1) (i) = a
(11) (o) = b

(11) Sie € E es un eje cumpliendo
v

t(e) =w » entonces (p(v),dp(w)) € f(x).
x

Ahora si nos encontramos en condiciones de probar el iltimo teorema de
decibilidad: Teorema de Decibilidad en Alegorias de Kleene.

Recordemos el teorema:
Teorema 5.4.8 Sean p,q € Txax(X) términos de una alegoria de Kleene.
Entonces son equivalentes:

1) Rel =pCq
2) [p]* < [q]*
3) G*(p) C* G%(q).

Demostracion. 1) = 3) Sea g(w) € G#(p) con w € [p]#. Fijamos la nota-
cion g(w) = (Viy, Ew, Sw) tw, lw, tw, 0w ). Consideramos la aplicacion:

f: X — PVyxVy)
z — {(v,0) € VyxV, |Jee€ By :
Dsw(e) = v, tw(e) =0 y ly(e) =z}

Por el lema 4.3.6 (iy,0,) € f*(w) € U f¥(w) = f#(p), donde la
we[p]#
tltima igualdad se da por el lema 5.4.10. Y por hipétesis f#(p) C f#(q). De
nuevo por el lema 5.4.10 f#(q) = |J f#(v). Entonces existe v € [¢]* tal
ve[q]#
que (i, 0,) € f7(v). Aplicando de nuevo el lema 4.3.6 existe una aplicacién
¢: V, — V,, tal que, como vimos en la demostracion del segundo teorema
de decibilidad, asegura la existencia de un homomorfismo de g(v) en g(w).

Asf g(w) «g(v) y por tanto G#(p) C* G#(q).
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3) = 2) Sea w € [p]*, por el lema 5.4.9 g(w) € G#(p). Por hipdtesis
existe g € G7(q) tal que g(w) « g. Ahora bien, como g € G (q), por el lema
5.4.10, entonces g = g(u) con u € [q]*. Asi g(w) <« g(u) con u € [¢]#, lo
que implica que w <u, y por tanto, w €% [¢]*. Y asi: [p]* <7 [¢]7.

2) = 1) Sea f una interpretacién relacional, f: X — P(C x C). Que-
remos probar que f7(p) C f#(q). Por el lema 5.4.10 f#(p) = U f*(w).

we[p]#
Por hipétesis |J f7(w) € U f7(u). Ahora bien, por el corolario
we[p]# ue[q]*
5411 U f#(u) = f#(q). Y asi, f#(p) C [#(q). O

u€[q]#
Retomamos ahora el ejemplo 5.4.2:

Ejemplo 5.4.12. Al comienzo de la seccién probamos, en el ejemplo 5.4.2,
que se cumple la siguiente expresion:

RelE1Nnz C (zNa®)+y

para términos 1, z,y € Tyax (X).

Para ello, demostramos que dadas 1, R y S relaciones sobre un conjunto
C cualquiera asociadas mediante una asignacion relacional f a los términos
1, x,y, la inecuacién:

INRC(RARY)US

se cumple.

Como hemos visto, el Teorema de Decibilidad en Alegorias de Kleene
proporciona dos métodos para probar la validez de una expresién como la
anterior. Utilizaremos a continuacion ambos métodos para demostrar que se
cumple:

RelE1Nnz C(zNa’)+y

donde 1,z,y € Txax(X).

Veamos en primer lugar como probar la expresion utilizando el homo-
morfismo [-]# que extiende a la aplicacién [-]: X — P(Txar (X)), es decir,
utilizando lenguajes sobre el algebra libre Ty v (X). Para ello hemos de de-
mostrar que se cumple la siguiente expresion:

[1Nna]?* € [(xzNa°) + y]*.
Probémoslo:

Demostracion. [1 N z]# = [1]# N [z]* = {A\} N {z} = 0 y, claramente,
) € [(x N z°) 4+ y]*. Por lo que queda probada la expresion. O
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Por otro lado, podemos probar la validez de la expresién utilizando el
homomorfismo G# que extiende a la aplicacién G: X — P(G(X)), es de-
cir, utilizando lenguajes de grafos. Asi, el segundo método asegura que la
expresion Rel = 1Na C (zNa®) + y es valida si y solo si se cumple:

g#(l Nz) C* g#((x Nz°) +y).

Probemos que asi es:

x
Demostracion. G7(1Nz) = {— o<}
x
—»O—»

Por otro lado, G#((x N2°) +5) = { z ,—»o—y>o—>}

Y dado que existe un homomorfismo de uno de los grafos del conjunto
G ((x N x°) + ) en el grafo del conjunto G# (1 N ), podemos asegurar que
se cumple G (1 Nz) C*G7((x N x°) +y).

El homomorfismo del que hablamos es el siguiente:

T
— S)E__t
, N

Y asi queda probado por este segundo método que se cumple la expresién
Rel = 1Nz C (zNa°) + y para cualesquiera términos 1,2,y € Tyak(X),
donde, recordamos, 1 es el término identidad de la alegoria de Kleene. [J

Este ejemplo muestra que para ecuaciones relativamente sencillas, resul-
ta méas cémodo trabajar con lenguajes de grafos o con lenguajes sobre el
algebra Tyav (X) para probar la validez de una ecuacién en modelos relacio-
nales que probarlo mediante las propiedades de las relaciones directamente
como hicimos en el ejemplo 5.4.2. Pero, jqué ocurre cuando las ecuaciones
a probar son més complicadas? En Automata for relation algebra and for-
mal proofs [16], D.Pous explica que él y P.Brunet propusieron un modelo de
autémata que permite reconocer lenguajes de grafos asociados a expresio-
nes. Este modelo de autémata se inspira en las redes de Petri (ver [13, 12])
que permiten estudiar estructuras mas complejas que las palabras. A cada
expresion p, se le asocia lo que han llamado un autémata de Petri, cuyo
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lenguaje es precisamente *G# (p). De esta forma, el problema de la validez
de ecuaciones o inecuaciones se reduce, gracias al Teorema de Decibilidad
en Alegorias de Kleene, a comparar autématas de Petri. (Véase [3].) Este
modelo tiene algunas restricciones de calculo, por ejemplo deja fuera la inter-
seccion y la constante asociada, T. En la linea de obtener una generalizacion
para el calculo completo, Brunet ha demostrado un teorema de Kleene para
su modelo de autématas de forma que la decibilidad de cualquier ecuacion o
inecuacion es equivalente a la decibilidad de ese modelo de autémata. (Véase
2))

En este capitulo hemos definido la signatura algebraica de una alegoria de
Kleene: XK y la consiguiente dlgebra de términos, Tk (X). Hemos visto
que el conjunto de las relaciones admite estructura de SAK-glgebra con las
operaciones composicion, unioén, interseccién, clausura reflexivo-transitiva,
inverso, relacion vacia e identidad. Ademads, hemos presentado los lenguajes
de grafos y las partes del dlgebra libre Ty, (X ). Hemos definido las ope-
raciones necesarias en cada uno de estos conjuntos de forma que admitan
estructura de alegoria de Kleene. Finalmente hemos probado algunos lemas
que nos ha permitido demostrar el Teorema de Decibilidad en Alegorias de
Kleene. Este teorema proporciona dos métodos para determinar la validez
de una ecuacién relacional utilizando bien lenguajes de grafos, bien lengua-
jes sobre el dlgebra Ty v (X). Como ya hemos visto, esos procedimientos se
pueden llevar a cabo con el uso de autématas finitos de forma que la tarea se
reduce a introducir una serie de datos a un algoritmo ya existente, haciéndola
asi menos tediosa que la prueba mediante propiedades relacionales.
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Conclusiones

Nuestro objetivo a lo largo del trabajo ha consitido en el estudio de la
decibilidad de ecuaciones e inecuaciones en modelos relacionales. Para ello
hemos comenzado por estudiar las relaciones y sus propiedades, asi como las
operaciones que se pueden realizar con ellas.

A continuacién hemos presentado el algebra de términos con un resultado
clave para las pruebas de los tres teoremas de decibilidad: la propiedad
universal del dlgebra de términos. Esta propiedad nos da una forma tnica
de interpretar las variables en cualquier algebra.

En los capitulos siguientes hemos presentado distintas signaturas alge-
braicas con sus &dlgebras de términos asociadas, ademas de otras algebras
con las mismas estructuras. Hemos definido en cada caso una aplicacién del
conjunto de las variables en el algebra, que, cumpliendo la propiedad uni-
versal del dlgebra de términos, se podia extender a un homomorfismo tnico
de el algebra de términos con la signatura respectiva en el dlgebra corres-
pondiente. Estos homomorfismos nos han servido para viajar entre algebras
con el objetivo de trasladar el problema de la validez de una ecuacién en
relaciones a un problema equivalente en otra algebra, pero resoluble me-
diante autématas finitos. Esta equivalencia la hemos presentado con los tres
teoremas de decibilidad: Teorema de Decibilidad en Algebras de Kleene,
Teorema de Decibilidad en Alegorias y Teorema de Decibilidad en Alegorias
de Kleene.

La eleccién del método a utilizar depende de las operaciones involucradas
en la ecuacién cuya validez queramos probar. El tltimo teorema pretende
generalizar el resultado de los dos teoremas previos de forma que permita
provar la validez de cualquier expresién. Aun asi, hemos tenido que dejar
fuera la operaciéon constante T porque resultaba problemética al tener dis-
tintas interpretaciones dependiendo del algebra en la que se trabajara.

Las pruebas de los resultados presentados a lo largo del trabajo se han
realizado en su mayoria por induccion sobre la estructura de los términos
en las distintas Y-dlgebras, por lo que no han resultado complejas aunque si

83
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algo tediosas.

Al extraer resultados de diversos trabajos nos hemos encontrado con
notaciones muy distintas para conceptos iguales, ademas de algunos abusos
de notacién que podian crear confusién. Por esto, hemos prestado especial
atencion a la notacién a lo largo del trabajo, tratando de ser coherentes con
las notaciones ya existentes sin pérdida de rigor.

Como ya hemos explicado al final de los capitulos principales, los resul-
tados que presentamos son ttiles cuando se usan autématas finitos pero no
hemos profundizado en ello. Para mas informacion al respecto consultar las
referencias citadas a lo largo del trabajo.
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