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Capitol 1

Introduccid.

L’objectiu d’aquest treball és entendre les ferramentes que s’utilitzen per a caracteritzar llen-
guatges reconeixibles. Aquestes ferramentes son la teoria d’automates finits i les congruéncies
d’index finit desenvolupades per Myhill [Myh57] i Nerode [Ner58|. Treballarem des dels dos
punts de vista per fer entendre i deixar ben clar quines sén les limitacions de cada eina i quins
son els avantatges en cada cas.

Aquest treball es troba dins del camp de les estructures algebraiques i de la teoria de la com-
putacio i llenguatges formals. Aixi comengarem parlant primer un poc sobre la base algebraica
amb algunes definicions de conjunts d’ordre, I'estructura algebraica del monoide, homomorfis-
mes entre monoides, congruéncies, conjunts quocients, teorema d’isomorfia i el cas particular
del monoide lliure. Vorem també que tant el conjunt de submonoides com el de congruéncies
amb les seues respectives operacions i ’ordre habitual d’inclusid, tenen estructures de reticle i
que les congruéncies d’'index finit sén un filtre del reticle de totes les congruéncies. Per a tot
aquests resultats hem necesitat 1’ajuda de coneixements que hem anat adquirint al llarg del
grau en les diferents assignatures d’algebra i de llibres com [BS81].

En el capitol segiient pasem a parlar sobre automates, enllacant un poc amb el monoide lliure,
i la propietat de reconeixibilitat dels llenguatges formals. Tots aquests conceptes han sigut to-
talment nous i s’han hagut de treballar amb lectures de llibres i articles com [Pin12] i [BLR15],
i ’'ajuda del tutor Enric Cosme. En la primera meitat del segle XX era el moment en el que els
grans matematics de tot el moéon com ara Hilbert, tractaven de trobar un tnic sistema axiomatic
de manera que les matematiques pogueren reduirse a un sistema computacional en el qual es
podria deduir la veracitat o falsetat de qualsevol enunciat matematic. Pero, en 1931, 'austri-
ac Kurt Godel va publicar el “Teorema de incompletitud” en el qual demostrava que hi havia
resultats que no es podia provar ni la seua veracitat ni la seua falsetat. Més tard, en 1937, el
matematic Alan Turing, va presentar la seua maquina de Turing, que és el tipus d’automata
més complex que existeix i amb més poder computacional, i va demostrar que molts problemes
perfectament definits i enunciats no és podien resoldre mitjancant eixa maquina. La teoria dels
automates sorgix a meitat del segle XX arran d’aquests fets per determinar quins llenguatges
podrien ser reconeguts per aquest automates. Aquesta teoria parteix amb el teorema de Kleene,



que mostra que la classe de llenguatges reconeixibles (és a dir, reconeguts per automates finits),
coincideix amb la classe de llenguatges racionals, que son donats per expressions racionals. Es
va observar rapidament que aquestes definicions basicament combinatories es podien interpre-
tar de manera molt rica en termes algebraics i logics. Gracies a aquesta teoria comencen a
desenvoluparse els primers computadors. En aquest capitol el que vorem sera un dels auto-
mates més simples, 'automata finit i ens trobem amb un dels resultats més importants del
treball, si no el que més, que és el teorema de Myhill-Nerode [Myh57|[Ner58| que ens relaciona
i posa al mateix nivell el que hem vist fins el moment, la saturacié6 d’un llenguatge respecte
congruéncies d’index finit i la reconeixibilitat d’un llenguatge. Després també vorem algunes
propietats de clausura entre llenguatges reconeixibles i sempre fent les demostracions des de
dos punts de vista, primer per automates finits, demostracions les quals hem tret les idees de
[Pini2] i després amb les congruéncies d’index finit, demostracions les quals hem tret les idees
de Particle |[CC18|.

A continuaci6 passem ja a caracteritzar les congruéncies d’index finit sobre el cas particular del
monoide de nombres naturals, el qual vorem que és isomorf al monoide lliure d’un generador i
ens servira per, juntament amb el teorema de Myhill-Nerode [Myh57|[Ner58|, determinar si un
subconjunt dels nombres naturals donat, pot ser reconegut per un automata finit o no. Vorem,
per acabar, que 'exemple dels nombres primers és un llenguatge no reconeixible.

També cal aclarir en aquesta introduccié un parell de giiestions de notacié. En algunes ocasions,
donat un n € N, si tenim expressions del tipus 7 € n en aquest cas entenem n com el conjunt
de naturals menors estricte que eixe n, és a dir, n = {0,...,n — 1}. Si tenim una aplicaci6 f
entre dos conjunts A i B, aleshores l'apliacio f[-] és una aplicaci6é que va de subconjunts de A
en subconjunts de B, és a dir, donat X C A, aleshores f[X]={y € B |3z € X(y = f(2))}.



Capitol 2

Preliminars

En aquest capitol tractarem d’entendre nocions algebraiques basiques i continguts que es con-
sidera que son importants a 'hora d’entendre el que vindra més tard per a que siga d’allé6 més
autocontingut possible.

Comengem amb definicions basiques de teoria d’ordre amb exemples per comprendre millor les
definicions. Després presentarem l’estructura de monoide amb la subestructura de monoide i
destaquem que el conjunt de submonoides amb les operacions que vorem més endavant i ’ordre
habitual d’inclusi6 formen un reticle. A continuacié vorem les congruéncies que podem fer
sobre els monoides i com formem el conjunt quocient. Destaquem en aquesta part també que
el conjunt de totes les congruéncies que es poden fer sobre un monoide formen un reticle i que
les congruéncies d’'index finit formen un filtre d’aquest reticle. Continuarem amb el teorema
d’isomorfia amb un exemple de monoides isomorfs. Per finalitzar, presentem un cas particular
de monoide, el monoide lliure format sobre un alfabet, demostrem la propietat universal del
monoide lliure i destaquem en un exemple que el monoide lliure sobre un alfabet amb només
una lletra és isomorf als nombres naturals.

2.1 Conjunts parcialment ordenats

Definicié 2.1. Siga < una relaci6é binaria definida en un conjunt P. Direm que < és un ordre
parcial si donats a,b,c € P qualsevol es compleixen les segiients propietats:

1. a < a (reflexivitat);
2. Sia<bib<a, aleshores a = b (antisimetria);
3. Sia<bib<c, aleshores a < ¢ (transitivitat).

En aquest cas direm que (P, <) és un conjunt parcialment ordenat.



Exemple 2.2.

1. El congunt de mombres naturals amb 'ordre habitual, (N, <) és un conjunt parcialment
ordenat.

2. En el conjunt de nombres naturals podem definir una relacio binaria, la divisio. Donats
x,y € N, direm que x divideix a y, i denotem x | y, si existeix un enter k de manera que
y = kx. Aleshores, el conjunt dels nombres naturals amb la divisio, (N, |) és un conjunt
parcialment ordenat.

Definici6é 2.3. Si tenim un conjunt parcialment ordenat (P, <) i prenem un subconjunt qual-
sevol X de P, definim fita superior de X en P als elements p € P de manera que z < p per a
tot x € X, i definim fita inferior de X en P als elements p € P de manera que p < x per a tot
r e X.

Definici6é 2.4. Si tenim un conjunt parcialment ordenat (P, <) i prenem un subconjunt qual-
sevol X de P, definim suprem de X en P, i escrivim sup(X), a la menor de les fites superiors
de X i definim #nfim de X en P, i escrivim inf(X), a la major de les fites inferiors de X.

Definicié 2.5. Direm que un conjunt parcialment ordenat (P, <) és un reticle complet si per
a qualsevol subconjunt X de P existeix sup(X) i inf(X) i estan en P. Els elements sup(X) i
inf(X) els denotem per \/ X i A X respectivament.

Definicié 2.6. Si tenim un conjunt parcialment ordenat (P, <), aleshores si prenem un sub-
conjunt qualsevol X de P, definim minim de X i denotem min(X) al element p € X de manera
que p < x per a tot x € X, i definim també maxim de X i denotem maxz(X) al element p € X
de manera que p < x per a tot z € X.

Nota 2.7. Notem que el minim i el maxim d’un subconjunt d’un conjunt parcialment ordenat
no tenen perqueé existir sempre.

Definicié 2.8. Si tenim un conjunt parcialment ordenat (P, <), es diu ben ordenat si tot
subconjunt no buit de P té minim.

Proposicio 2.9. (N, <) és un conjunt ben ordenat.

Definicié 2.10. Donat un conjunt parcialment ordenat (P, <), aleshores direm que un sub-
conjunt no buit X de P és un filtre si es compleixen les segiients condicions:

1. Si tenim dos elements a,b € X, aleshores a A b € X;

2. Si tenim un element a € X i donat b € P tenim que a < b, aleshores b € X.



2.2 Monoide

Definicié 2.11. Un monoide és una estructura algebraica que consisteix en una terna M=
(M, -, 1), on M és un conjunt d’elements, - una operacié binaria interna associativa i 1 € M és
[’element neutre. Es a dir, si donats x,y, z € M qualsevol es compleix :

1. -y € M (operaci6 binaria interna);

2. (z-y)-z==x-(y-2) (associativitat);

3. 1-x=ux-1=x (element neutre).
Nota 2.12. Normalment obviarem l'operacié “-” quan considerem monoides amb una operaciod
multiplicativa.
Proposicié 2.13. En un monoide, l’element neutre és tunic.

Demostracid. Suposem que existeixen dos elements neutres, 1 1 1/, aleshores per la definicid
d’element neutre tenim que 1’ = 11" =11 = 1. |

Exemple 2.14.

1. Considerem estructura algebraica de grup, que consisteix en una terna (G,-,1) on [’o-
peracio “7 €s associativa, tenim [’existencia d’element neutre 1 € G i també lexisténcia
d’un element invers, és a dir, que per qualsevol a € G existeix un b € G de manera que
a-b=>b-a=1. Aleshores tenim que un grup €s un cas particular de monoide.

2. El conjunt de matrius de tamany n sobre un cos K amb el producte habitual de matrius
amb la matriu identitat com a element neutre (M, (K),-, I,,), també és un monoide.

3. El conjunt amb dos elements, 0 1 1 amb el producte habitual i 'l com a element neutre
del producte ({0,1},-,1), també és un monoide.

4. Per a un conjunt Q amb |Q| = n, definim T,, = {f : Q@ — Q| f aplicacid}. Aleshores
aquest conjunt amb la composicio d’aplicacions com a operacio del conjunt i la identitat
com a element neutre T,, = (T,,0,id,), és un monoide que denominem monoide de
transformacions d’un conjunt amb n elements.

5. El conjunt dels nombres naturals amb la suma habitual i el 0 com a neutre N = (N, 4, 0),
és un monoide.
Definici6 2.15. Siguen M= (M, -, 1) i N= (N, %, 1) monoides i siga f: M — N una aplicacio.
Direm que f: M — N és homomorfisme de monoides si preserva 'operacié de cada monoide,
és a dir, si Vmy, mo € M es compleix:
fma-ma) = f(ma) x f(ma).
De la definici6 es dedueix que f(1) = 1,.

Definicié 2.16. Direm que M és un monoide commutatiu si compleix que donats n,m € M
qualsevols, tenim que m -n =n-m.



2.3  Submonoide

Podem considerar ara una subestructura dins del monoide, la de submonoide i a més, vorem
que ser submonoide compleix una série de propietats interessants.

Definicié 2.17. Siga M un monoide, si tenim un conjunt N tal que N C M, direm que N
és submonoide del monoide M si es compleix que 1 € N i 'operaci6 de M restringida a N és
interna, és a dir, si m,n € N aleshores m -n € N.

Anem a vore una de les consequéncies que té ser submonoide.

Proposicioé 2.18. Siga M un monoide i siga N submonoide de M, aleshores l’aplicacio inclusio
inN: N — M és homomorfisme de monoides.

Demostracio. Si N és submonoide de M aleshores, si n,m € N
inn(nm) = nm
= inn(n)inn(m).
Notem que la primera igualtat la tenim perqué n - m € N per ser N submonoide de M. |
Exemple 2.19.
1. 8i M és un monoide, aleshores 1y © M son submonoides.

2. Si considerem un grup G com a monoide, aleshores els subgrups de G son també submo-
noides.

3. Si considerem el monoide de les matrius de tamany n sobre un cos K, tenim que el
subconjunt de les matrius invertibles és un submonoide.

4. Si considerem el monotide dels nombres naturals, aleshores el conjunt de nombres parells
és un submonoide.

Definicié 2.20. Donat un monoide M podem considerar el conjunt que conté a tots els sub-
monoides de M i el denotem per Sub(M) = {N | N és submonoide de M}.

Lema 2.21. Siga M un monoide, I un conjunt d’indexs i {A; | i € 1} una familia de submo-
noides de M qualsevol, aleshores (,.; A; és un submonoide de M.

Demostracio. Anem a demostrar-ho per la defincié de submonoide. Per una banda tenim que la
intersecci6 dels A; esta inclosa en M ja que tots els A; son submonoides. Per altra part, el neutre
de M esta en la interseccio dels A;, ja que esta en tots els A; per ser submonoides. Per ultim,
si tenim dos elements qualsevol aq, as en la interseccié dels A;, aleshores ay,as € A; Vi € I, per
tant ajas € A; Vi € 1, per ser tots submonoides, i aixi ajas esta en la interseccié dels A;. W



Definici6é 2.22. Si tenim M un monoide aleshores podem considerar per a cada X subconjunt
de M:
Sg(X) = ﬂ{N | X C NiN és submonoide de M}

Llegim Sg(X) com “el submonoide generat per X

Lema 2.23. Siga M un monoide, I un conjunt d’indezs i {A; | i € I} una familia de submo-
noides de M qualsevol, aleshores Sg(|J,c; Ai) €s un submonoide de M.

Teorema 2.24. Siga M un monoide, I un conjunt d’indexs i A = {A; | i € I} una familia de
submonoides de M qualsevol. Definim les operacions:

NAi=A:, A =sgl A

i€l i€l i€l i€l

Amb aquestes operacions, Sub(M) amb l'ordre habitual és un reticle complet. Denotarem aquest
reticle per Sub(M) = (Sub(M), C).

Demostracio. Anem a vore que (),.;A; és infim de A. i que Sg(|J,.; Ai) ¢és suprem de A. Si
considerem N; un submonoide de M tal que esta contingut en A; Vi € 1, aleshores Ny C ier A
Aixi tenim que (),.;A; és infim de la familia de submonoides A. Ara considerem Ny un
submonoide de M que conté a A; Vi € I, aleshores | J,.; A; € Ny i per tant, per com esta definit
Sg(U,er Ai) tenim que Sg(lUJ,o; Ai) € Ny. D’aquesta forma tenim que Sg(|J,o; As) és suprem de
la familia de submonoides.

Per i tenim que aquest infim i suprem s6n monoides, per tant Sub(M), amb les
operacions definides en ’enunciat, és un reticle complet amb 1’ordre habitual. |

i€l

Corol-lari 2.25. Siga M un monoide aleshores /\ Sub(M) = 1y 7 \/ Sub(M) = M.

2.4 Monoide quocient i congruéncies

Definicié 2.26. Donat un monoide M i una relacié d’equivaléncia & C M x M, es diu que ® és
una relacid de congrueéncia en M si per a tot (my, ms), (n1,ny) € ®, tenim (my-nq, ma-ny) € .

Definicié 2.27. Siga M un monoide, aleshores definim la diagonal com el segiient conjunt,
Ap = {(m,m) | me M} CM x M.

Exemple 2.28.
1. Si tenim el monoide M aleshores Ay @ M? = M x M, son congruéncies.

2. Considerem el monoide de les matrius de tamany n sobre un cos K. Si relacionem aquestes

matrius en funcio de si tenen el mateix determinant o no, tindrem la segiient relacio

= {(z,y) € M,(K) x M,(K) | det(z) = det(y)}. Tenim que ® és una congruéncia,
anem a comprovar-ho.



Clarament ® és relacio d’equivaléncia, per tant només cal vore que €s relacid de con-
gruéncia. Siguen x1,%2,v1,y2 € M,(K) de manera que (x1,11), (x2,y2) € ®, és a dir,
det(x1) = det(y1) i det(xy) = det(ys), aleshores, com sabem per propietats dels deter-
minants que el determinant del producte és el producte dels determinants, temim que
det(x1x9) = det(xq)det(xs) = det(yy)det(ys) = det(yr1y2) i aixi (x129,y1y2) € D

Definicié 2.29. Siga M un monoide i ® una relacié de congruéncia sobre M. Anomenem
conjunt quocient al conjunt format per les classes d’equivaléncia dels elements de M respecte
de @ i el denotem per M/® = {[m]s | m € M}.

A continuaci6, vorem que el conjunt quocient que hem definit admet estructura de monoide amb
el producte de representants de cada clase. Aquest monoide sera anomenat monoide quocient.

Proposicié 2.30. Considerem un monoide M i ® una relacio de congruéncia en M, aleshores
M/® = (M/®,*,[1]e) €s un monoide, on l'operacic “«” esta definida de la segiient manera:

£ M/®x M/® — M/
([mile, [mele) = [muls * [ma]e = [mimale

Demostracio. Hem de vore que 'operacidé “*” estd ben definida, que és associativa, que és
compatible amb la relaci6 @ i que [1]g és 'element neutre.

Ben definida i compatible amb ¢ :

Siguen ([mi]e, [Mmale), ([n1]s, [n2]e) € M/P x M/® tal que [mi]e = [n1]e 1 [Ma]e = [n2]e.
Aleshores sabem que (mq,n1), (m2,ny) € ® i per tant com que P és una relacié de congruéncia
sobre M tenim (myms, ning) € ® | és a dir, [mymale = [n1n2]e.

Associativa: Siguen [m4]s, [mo]e, [m3]e € M/®

([mile[ma]s)[msle = ([mimale)(msle

Notem que la tercera igualtat I’'obtenim ja que 'operacié de M és associativa en ser M monoide.

Element neutre: Siga [m|s € M/® qualsevol, aleshores,

[m]e[l]e = [ml]e
= [Im]e
= [Ue[m]e
= [m @
Notem que la segona i la quarta igualtat es dona en ser 1 el neutre del monoide M. |



Proposicié 2.31. Siga M un monoide i« ® C M x M wuna relacio de congruéncia en M.
Aleshores aplicacio projeccio prg: M — M/®, que a cada m € M i fa correspondre la seua
classe de congruéncia [m|ge, és un homomorfisme de monoides.

Demostracio. Siguen m,n € M, aleshores

pre(m, n) [mn]e
]@[n]
o (

m)pre(n).

-—|

Notem que la segona igualtat ve donada per ser ® una congruéncia. Aleshores prg és un
homomorfisme. |

Definicié 2.32. Donat un monoide M, definim el conjunt de totes les congruéncies sobre el
monoide M com Con(M)={® C M x M | ® és una congruéncia en M}.

Lema 2.33. Siga M un monoide, 1 un conjunt d’indexs i {®; | i € I} una familia arbitraria
de congruéncies en M qualsevol, (,.; ®; €s una congrueéncia en M.

Demostracid. Comengarem provant que (,.; ®; és una relaci6 d’equivaléncia.
o Reflexiva: (m,m) € (,c; ®; perqué (m,m) € ®; (Viel).

e Simétrica: Si (mq,mg) € [, i aleshores tenim que (my,me) € ®; (Vi € I). Ara, com
cada ®; és relacio d’equivaléncia, tenim també (mgq,m;) € ®; (Vi € 1), per tant podem

concloure que (mg,my) € (o i

o Transitiva: Si (mq,ms), (Mg, m3) € (), i, aleshores (my, my), (mg,m3) € ®; (Vi€ l).
Per la propietat transitiva que tenen cada un dels ®; tenim que (my,m3) € &; (Vi € 1),
aleshores (mq,mg) € (), Pi-

Ara sols ens queda vore que és relacié de congruéncia.

Siguen (my,my), (n1,n2) € [;ey ®; aleshores (my,my), (n1,n2) € ®; (Vi € I ). Per tant, com
que cada un dels ®; és relacié de congruéncia, tenim que (miny, mony) € ®; (Vi € 1), aleshores
(mlnl, mzng) € miEI (I)z [ |

Lema 2.34. Siga M un monoide, 1 un conjunt d’indexs i {®; | i € I} una familia arbitraria
de congruéncies en M qualsevol, aleshores tenim que:

U={(a,b) e MxM | 3ImeN, (a;)7y € M™™ (a;_1,a;) € Ui @i V1< j<m}
és una congruencia en M.

Demostracio. Anem a vore primer que és relacié d’equivaléncia:

10



e Reflexiva: Si a € M, com (a,a) € ®; per a tot i € I per ser totes congruéncies, aleshores
(a,a) € U, @i i per tant (a,a) € V.

e Simetrica: Siga (a,b) € ¥, aleshores existeix una successio (a;)J-, € M™*!, sent ag = a i
am = b, tal que per a tot j € {1,...,m}, tenim (a;_1,a;) € |J;o; P;. Per tant, si prenem la
successio inversa (a,,—;)7., tenim que per a tot j € {1,...,m}, (@m—j-1,0m—j) € U P
per la propietat simétrica de cada congruéncia de la familia, aleshores (b, a) € V.

e Transitiva: Siguen (a,b), (b,c) € ¥, aleshores existeixen dos successions (a;)7-, € M™*" i
(aj);”:tj € M*t! sent ag = a,a,, = b1ia,.s = c, tal que per a tot j € {1,...,m+ s}, tenim
(aj-1,a;) € Uje ®i- Per tant, si unim les dos successions (a;)72’, tenim que (a,c) € V.

Una volta ja tenim que és relacié d’equivaléncia, ens queda vore que l'operacié del monoide és
compatible amb la relacio V.

Si tenim (ag, am), (bo,bs) € W, aleshores existeixen dos successions a = (a;), € M™*! i
b = (br)i_g € M**' amb m,s € N, de manera que per a tot j € {1,..,m} i per a tot
ke {1,...,s}, tenim que cada (a;_1,a;) € J;e; ®i 1 (bp—1,0x) € U;er i

Ara com que (bg, by), (am,am) € ®; per a tot ¢ € I per la propietat reflexiva que tenen cada
una de les congruéncies ®;, aleshores tenim que el producte (a;_1bo, a;by) € |J;c; @i per a tot
J €{1,...,m} ja que cada (a;_1,a;) € |J;o; ®;- En particular esta en alguna congruéncia ®; per
a algun 7 € [ i en multiplicar per (bg, by) continua estant en la mateixa congruéncia, per tant
(ambi—1, amby) € U, @i per a tot k € {1,..., s} pel mateix raonament.

Notem que I'taltim element de la successié aby (s’enten que cada component de la successio a es
multiplica per by per la dreta) que és a,,by coincideix amb el primer element de la successio a,,b,
per tant si unim les dos successions ens queda una tnica successié que uneix (agbg, a,,bs) de
manera que cada un dels sements de la successio esta en UieI ®;, aixi ja tenim que (agb, a,,bs) €
¥ i concloem que ¥ és una congruéncia. |

Teorema 2.35. Siga M un monoide, I un conjunt d’indexs i {®; | i € 1} una famiia de
congruencies en M qualsevol. Definim les operacions:

Aoi=2,

iel i€l
\/ @i = {(ag, am) € Mx M | I(a;)g €M™ (aj1,05) €| J®; VI <j <m}.
iel iel
Amb aquestes operacions, Con(M) amb l'ordre habitual és un reticle complet. Denotarem aquest

reticle per Con(M) = (Con(M), C).

Demostracio. Si considerem Wy una congruéncia en M tal que esta continguda en ®;Vi € I,
aleshores Wy C (,o;®;. Aixi tenim que ()., ®; és infim de la familia de congruéncies. Ara
considerem W, una congruéncia en M que conté a ®; Vi € 1, aixi tenim UieI ®, C U,y. Per tant,
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siga. (a,b) € ;o ®; aleshores existeix un cami (a;)7, € M™*!, sent ag = a i a,, = b, tal que
per a tot j € {1,...,m}, tenim (a;_1,a;) € U;o; @i € Y2 i com W, és una congruéncia en M
tenim per la propietat transitiva que (a,b) € Wy. En conclusié obtenim que \/._; ®; C U, per
tant \/,.; ®; és suprem de la familia de congruencies.

Per i tenim que aquest infim i suprem sén congruéncies en M, per tant Con(M),
amb les operacions definides en ’enunciat, és un reticle complet per 'ordre habitual donat per
la inclusio. ]

i€l

Corol-lari 2.36. Siga M un monoide aleshores )\ Con(M) = Ay ¢ \/ Con(M) = M2.

Definicié 2.37. Direm que el monoide M és finit quan M és finit. Donada una congriiéncia ¢
en M direm que té indez finit quan M/® és finit.

Definicié 2.38. Donat un monoide M, definim
Cong (M) = {® C M x M | ® congruéncia en M d’index finit}
com el conjunt format per totes les congruéncies d’index finit sobre el monoide M.

Siga M un monoide no finit, aleshores la interseccié arbitraria de congruéncies d’index finit
no necessariament ha de ser una congruéncia d’index finit. Ja vorem un exemple d’aquesta
situacié més endavant. No obstant la interseccio finita de congruéncies d’index finit i el suprem
d’un nombre finit de congruéncies d’index finit, si que continua sent una congruéncia d’index
finit. La notacié que hem emprat al teorema ([2.35)) ens servira per a aquest cas també.

Proposicié 2.39. Siga M un monoide i &1, Py € Cony (M), aleshores &1 A Py € Conye(M).

Demostracio. Ja sabem que &1 A & = 1 N Py € Con(M) pel resultat (2.33)), per tant només
queda vore que és una congruéncia d’index finit. Considerem 1’aplicacio:

fr M/(® N D) — M/®, x M/,
[m]qhﬂ‘?z — ([m]‘1>17[m]¢’2>

Veiem que f esta ben definida. Siga [m]e,ne, = [7]o,ne, que és el mateix que (m,n) € &1 NPy,
per tant com (m,n) esta en les dos congruéncies ®; i ¢, tenim que [m|e, = [n|e, per ai =1,2.
Aixi f esta ben definida.

També f és injectiva. Siguen [mle,ne,, [P]o,ne, € M/P1 N Py de manera que ([m]e,, [M]e,) =
([n]e,, [n]e,), aleshores es compleix que [m|e, = [n|e, 1 [Mm]e, = [n]e, 1 per tant també tenim
que (m,n) € ®; N $,. En conclusié obtenim que [mle,ne, = [n]e,ne, 1 aixi aplicacio f és
injectiva.

Com f és injectiva i el seu codomini és finit, perqué el producte cartesia de conjunts finits és
finit, tenim que el domini també és finit i ja hem demostrat que ®; N ®5 € Conir(M). [ ]
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Proposicié 2.40. Siga M un monoide, ®; € Cony(M) i &5 € Con(M) de manera que &; C
o, aleshores @5 € Cony(M).

Demostracio. Considerem 'aplicacié f segiient:

Fi M/® — M/®,
[m]‘1>1 — [m]<1>2

Ara anem a vore que estd ben definida. Siguen m,n €M de manera que [m]e, = [n]e, tenim
(m,n) € ®; com partim de la hipotesi de que ®; C ®y, aleshores (m,n) € P, i per tant
[m]e, = [n]s,. Aixi f esta ben definida.

Ara anem a vore també que f és sobrejectiva. Siga [m]e, € M /P4 per a algun m €M, podem
considerar [m]e, 1 aixi f([m]s,) = [m]e, 1 concloem que f és sobrejectiva.

Ara com f és sobrejectiva i el domini és finit, aleshores el codomini és finit també i per tant
P, € COHif(M). [ |

Corol-lari 2.41. Siga M un monoide i &1, Py € Cony (M), aleshores 1V $5 € Conie(M)

Demostracié. Sabem que @1V @5 € Con(M) per la proposicio (2.34]) i com ®; C ®; V &, per
la proposicié anterior (2.40)) ja tenim que ®; V &5 € Cony(M). [ |

Corol-lari 2.42. Siga M un monoide, aleshores Coni(M) és un filtre en (Con(M), C).

Demostracio. Per les proposicions ([2.39) i (2.40) tenim que Con;s(M) és un filtre. |

2.5 Teorema d’isomorfia

Aquest resultat que anem a vore és molt important ja que l'utilitzarem prou voltes al llarg de
tot el treball.

Definici6 2.43. Siguen M i N dos monoides i siga f: M — N un homomorfisme de monoides
definim el nucli de f com Ker(f) = {(mi,m2) € M x M | f(m1) = f(m2)} i el conjunt imatge
de fcomIm(f)={ne N|Ime M(f(m)=n)}.

Definici6é 2.44. Direm que dos monoides M i N son isomorfs si Af : M — N isomorfisme de
monoides, és a dir, un homomorfisme de monoides bijectiu. En aquest cas escriurem M = N.

Proposicié 2.45. Siguen M i N dos monoides i siga f : M — N un homomorfisme de
monotdes, aleshores tenim que:

1. Ker(f) és una relacié de congriiéncia en M,
2. Im(f) és un submonoide de N amb la restriccio de les operacions;
3. M/Ker(f) = Im(f).
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Demostracio. 1. Notem que Ker(f) és una relacié d’equivaléncia, ja que compleix la propi-
etat reflexiva, simétrica i transitiva. Falta comprovar la compatibilitat de 'operaci6 del
monoide.

Siguen (my,ma), (n1,n1) € Ker(f) per definicio de Ker(f) tenim que f(my) = f(ms) i
f(n1) = f(ny). Aleshores

Notem que la primera i la tercera igualtat les obtenim per ser f un homomorfisme de
monoides. Aixi (miny, mang) € Ker(f).

2. L’aplicaci6 inclusio entre Im(f) i N, ingm(p): Im(f) — N és homomorfisme de monoides
ja que f ho és.

3. Volem comprovar que M /Ker(f) = Im(f) aixi que definim la segiient funcio:

F: M/Ker(f) — Im(f)
[)ier(ry > f(m)

Anem a vore primer que F' esta ben definida. Considerem dos elements m,n € M de
manera que [m]ker(f) = [7]Kker(f), que és el mateix que dir que (m,n) €Ker(f) aleshores
per definici6 de Ker(f) tenim que f(m) = f(n) i aixi ja hem demostrat que F' esta ben
definida. Notem que si repetim ’argument que hem fet servir per vore que F' esta ben
definida altra volta pero en sentit contrari tenim també que F' és injectiva.

Anem a vore ara que F' és una aplicaci6 sobrejectiva. Siga n € Im(f) aleshores sabem
que existeix un element m € M de manera que f(m) = n, per tant podem considerar la
clase d’equivaléncia d’eixe element respecte Ker(f), [m]ker(s), aixi ja tenim que existeix
un element del domini tal que la seua imatge per F' ens dona l’element n, per tant ja
tenim que F' és sobrejectiva. A més, I’ és homomorfisme de monoides, perqué si tenim
m,n € M, aleshores

E(Imlken(s) [n]ker(r) = F([mn]ers))
= f(mn)
= f(m)f(n)
= F([m]er(s)) F([n]ker(s))

Notem que la primer igualtat la tenim en ser Ker(f) una congruéncia i la tercera en ser f
un homomorfisme. Per tant F' és un homomorfisme bijectiu, és a dir, és un isomorfisme.
Podem concloure aixi que M /Ker(f) = Im(f).

|
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Exemple 2.46. Prenem el monoide dels naturals amb la suma habitual N = (N, 4, 0) ¢ definim
la segiient relacio sobre N

®={(0,0}U{(p,q) [ p,qg > 1}

Aquesta relacio €s una relacid de congruéncia ja que compleix ser relacié d’equivaléncia i la
suma de dos elements de ® també esta en .

I ara podem obtindre el conjunt quocient N/® = {[0]e, [l]e} ¢ amb ['operacid induida per la
congruencia, €s a dir, la suma dels respresentants, tenim un monoide finit a partir d’altre que
no ho és.

Ara per altra banda, com que ({0,1}, max,0) és un monoide per ser el maz associatiu, podem
considerar el segiient homomorfisme de monoides:

F:N—{0,1}
. 0sin=20
" 1sin#0

Clarament tenim que Ker(F) = ® aleshores per tenim que N/® = ({0, 1}, max, 0).

2.6 Monoide lliure

Siga A un conjunt que anomenem alfabet, format per elements que anomenem [letres. Sin € N
podem definim la segiient aplicacié w: n —> A que anomenem paraula de A de llargaria n.
Denotem per A* com el conjunt de totes les paraules en A. Aquest conjunt esta dotat del que
anomenarem operacio concatenacid “A”, de manera que donades dos paraules w: n —A i
u: m —A aleshores:
A A XA — AF
(wyu) +— wAu: n+m — A
B A
w(j—n) sij—nem,
També podem considerar les paraules simplement com la concatenacié de lletres de manera
que w = (ag---a,_1) i la concatenacié de paraules w i u = (by---bs_1) en aquest cas seria
wu = (ag--+ap_1by -+ bs_1).
L’operacié A té element neutre, que anomenem la paraula buida i denotem per \: 0 — A.
Aquesta operaci6 és associativa, ja que siguen w,u,v € A* w = (ag---an_1), v = (bo- - bp_1)
iv=_(co---¢_1) 1 per tant

(CLO CeeQpy_1bg - bm—l)(co e Cl—l)
(ag -+ an_1bo- - by1co---cr-1)
(ao ce an—l)(bo coiby_1C0 Cl—l)

= w(uw).

(wu)v =
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Per tant el conjunt A* amb 'operacié concatenacio i el neutre \ té estructura de monoide, que
anomenarem monoide lliure sobre A.
Ara anem a definir la segiient aplicacié que anomenarem insercid de generadors:

na: A — A¥
a — (a): 1 — A
0 — a

Aquesta aplicacié el que fa és incloure a cada lletra a de A com a paraula en A* formada
tnicament per la lletra a. Per simplificar la notacié un poc, usualment escriurem a = (a).

Definicié 2.47. Donat un alfabet A anomenem [llenguatge de A* a qualsevol . C A*.

Proposicié 2.48 (Propietat universal del monoide lliure). Siga A un alfabet, M un monoide
1 f: A —> M una aplicacio, aleshores tenim que existeir un unic homomorfisme de monoides
ffr A" — M tal que f = f*ona.

Demostracio. Anem a provar-ho construint el homomorfisme de manera que f*(\) = 1y i
siw = (apay---ap_1y € A*definim f*(w) = f(ao)f(a1)--- f(a,). Clarament aixi f* és un
homomorfisme de monoides.

Ara suposem que existeix un altre homomorfisme de monoides g entre A* i M tal que f = gona.
Aleshores tenim que

glag---an—1) = g(ag) - g(an_1)
= f(ao) T f(%ﬂ)

= f*(an - an-).

Notem que la segon igualtat la tenim perqué si considerem a; com a paraula de A aleshores
g(a;) = g(na(a;)) considerant ara a; com a lletra i tenint en compte que f = g ona ja ho
tindriem. ]

Exemple 2.49.

1. Si|A|l =1, considerem A = {a}. Si agafem una paraula w € A* de llargaria n per a algun
n € N tenim que w = a™. Ara fem Uaplicacio f: A — N tal que f(a) = 1 aleshores per la
propietat universal del monoide lliure tenim que existeiz un homomorfisme de monoides
i A" — N tal que f = f* ona, aleshores

fa) = f(a-a)
= f(a)+ -+ f(a)
=1+-+1

= n.
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D’aquesta manera f* és clarament una bijeccid, anem a vore que Ker(f*) = Aa-.

Per altra banda prenem la congruéncia A« que recordem que és de la forma Ay =
{(x,z) € A* x A* | x € A*} ¢ 'homomorfisme identitat idp«: A* — A* tenim que
Ker(ida~) = {(x,y) € A* X A* | z = ida~(x) = idp-(y) = y} = Aa« aleshores d’aquesta
manera per la proposicio tenim que A* /A =2 A*.

Aleshores ara per la proposicid altra volta tenim que A* /A =2 A* 2 N, és a dir

que el monoide lliure d’un generador és isomorf al monoide dels naturals cosa que sera
molt important per a després.

. Si |A| = 2 aleshores A* % N? perque A* no és commutatiu pero N? si ho és. Notem que la
imatge per un homomorfisme d’un monoide commutatiu també és un monoide commutatiu
per tant no pot haver un homomorfisme entre un monoide commutatiu i altre que no ho
és, encara menys un isomorfisme.
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Capitol 3

Automates

Una de les rames que anem a tractar en aquest treball i que tractarem en aquest capitol és la
teoria d’automates que és troba dins de la teoria de la computaci6 i estretament relacionada
amb la teoria de llenguatges formals.

En aquest capitol presentarem tres tipus d’automates i també la seua equivaléncia en quant a
llenguatges que reconeixen. Després vorem el resultat més important del treball, el teorema
de Myhill-Nerode [Myh57|[Ner58| que ens relacionara el que hem vist fins ara de congruéncies
sobre un monoide amb els automates. També vorem propietats de clausura dels llenguatges
reconeixibles des de dos punts de vista diferents, emprant autdomates i emprant congruéncies
d’index finit, recalcant el fet de fer les dos demostracions per vore les limitacions i els avantatges
de cada eina per entendre-les millor.

3.1 Models d’automates.

Dins del moén dels automates anem a destacar fonamentalment tres tipus diferents, no obstant
vorem que en realitat els tres tipus son equivalents. En qualsevol cas parlarem d’automata
finit, pero primer que res, anem a vore que és un automata.

Definicié 3.1. Un automata no determinista sobre un alfabet A és una tupla X = (X, «, I, 0)
on:

e X és un conjunt finit d’estats;

a:A— P(X)X={f]f: X — P(X)} és laplicaci6 de transicions;
e [ C X conjunt d’estats inicials (inputs);
e O C X conjunt d’estats finals (outputs).

Sia € A, com ala) € Z(X)* denotem «a(a)(z) = z, i 'anomenem conjunt d’estats al qual
podem accedir des de x mitjantcant a.
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Notem que Z(X)* té estructura de monoide. Si tenim dos aplicacions f,g € Z2(X)¥, és a dir,
[ X — P(X)ig: X — P(X), definim ara g0 f: X — Z(X) de manera que si tenim un
element z € X aleshores, g0 f(2) = U, ;) 9(y). aixi la “composici” ¢ és associativa. Definim
també l'operacié neutra, 1: X — Z(X) que a un element z li fa correspondre {z}. Aix{
P (X)X = (2(X)X,0,1) té estructura de monoide.

Aleshores com tenim a: A — Z2(X)¥X, per la propietat universal del monoide lliure
tenim que existeix un homomorfisme de monoides a*: A* — 2 (X)X. Per a w € A*, a*(w) €
P (X)X, aleshores siga * € X denotem o*(w)(x) = x,, i 'anomenem conjunt d’estats al qual
podem accedir des de x mitjancant la paraula w.

Definicio 3.2. Un automata no determinista amb transicions buides és un automata no deter-
minista en que es permeten transicions buides, és a dir, tal que existeixen elements y € a*(\)(z)
amb y # x.

Definicié 3.3. Donat un autdomata no determinista sense transicions buides (X, «, I, O) sobre
A, diem que és determinista si I només té un element i donat a € Aix € X, z, té només
un element. En aquest cas prenem l'aplicacié de transicions en XX = {f | f: X — X} de
manera que o: A — XX,

Notem que XX també té estructura de monoide amb la composicié habitual d’aplicacions i
la identitat com a neutre. Aleshores podem aplicar la propietat universal i tenim que
existeix a*: A* — X homomorfisme de monoides de manera que si w € A* i w = (ag - - a,),
aleshores a*(w) = a(ag) - - - a(ay,).

Exemple 3.4. Un exemple de automata no determinista sense transicions buides seria el se-
gtient. Considerem X = {x,y,z}, A= {a,b}, [ ={z,z}, O ={y} i per dltim com a aplicacio
de transicions prenem a(a) = ag: X — P(X), tal que o, = {z,2}, Yo = 2 1 24 = ¥y, 1
alb)=ap: X — P(X) tal que xp =y, Yp = 1 2, = 2.

start —

start —

Figura 3.1: Diagrama d’un automata no determinista.

En aquest diagrama, la fletxa amb un “start” denota els estats inicials, les fletxes ens diuen
quin €s el segiient estat si emprem la lletra en la que esta etiquetada v dos cercles concentrics
denoten els estats finals.

19



Definicié 3.5. Siga X un automata, definim %Zx = {w € A* | Iz € [ (2, NO # &)} com el
llenguatge que reconeix 'automata X. Agd és que reconeix les paraules w tal que, el conjunt
d’estats al qual es pot accedir des d’algun estat inicial z mitjancant w, conté algun estat final.

Definicié 3.6. Direm que dos automates X i X' son equivalents si reconeixen els mateixos
llenguatges, és a dir, si Zx = Zx

Ara anem a vore un resultat que ens donara la capacitat de poder determinitzar un automata
que no és determinista i també poder eliminar les transicions buides.

Proposicié 3.7. Tot automata és equivalent a un automata determinista.

Demostracio. Siga X = (X, «, I,O) un autdmata no determinista amb transicions buides farem
altre automata no determinista X' = (X, o/, I’,0’) el qual ja no tindra transicions buides i
anem a vore que soén equivalents. Notem que I'tinic que no canviem és el conjunt d’estats, la
resta ho canviem tot. En tindre X transicions buides, ’aplicacié de transicions és de la forma
a: AU{A} — 2(X)¥, al nou conjunt d’estats inicials hem d’afegir aquells estats als quals
es pot accedir des d’'un estat inicial amb una transicié buida, és a dir, I’ = I U a(\)[I] 1 al
conjunt d’estats finals hem d’afegir aquells estats als quals es pot accedir des d'un estat final
amb una transici buida, és a dir, O’ = O U a()\)[O]. Per tant, ara definim o/: A — 2(X)*
de manera que si tenim una lletra a € A aleshores la nova aplicacié de transicions queda com
o'(a)(z) = a(a)(x) U{z € X [ Fy € a(a)(z), (z € a(N)(y))}-

Volem vore que els llenguatges que reconeixen els dos automates son el mateix, per tant anem
a comprovar si es compleix la igualtat Zx = Zx.

Siga w una paraula reconeguda per X, w € %x. Aleshores existeix un cami en 'automata X
etiquetat en la paraula w que transforma un estat inicial en un de final. Si aquest cami no
ha utilitzat transicions buides, aleshores aquest cami es pot reproduir en 'automata X’. Si per
contra si que ha utilitzat transicions buides, suposem que per a passar d'un estat x a un y s’ha
utilitzat una transicié buida, aleshores com que en l'automata X’ tenim que aquests passos
s’han incorporat a banda, podem reproduir el mateix pas des de x, al qual hem accedit sense
transicions buides. D’aquesta manera tenim que w € Zx.

Siga ara w una paraula reconeguda per 'automata X', w € Zx. Aixi existeix un cami en
lautomata X’ etiquetat amb la paraula w que transforma un estat inicial en un final. Notem
ara que per a cada pas entre dos estats x i y, es pot donar en 'automata X o vindria donat
per una transici6 buida que hem incorporat en la construccié de 'automata X’. En qualsevol
cas, en 'automata X podem trobar un cami etiquetat en la paraula w que transforma un estat
inicial en un final.

Per tant ja tenim que %x = %x, i per tant els dos automates X i X’ son equivalents.

Ara suposem que tenim X un automata no determinista i anem a vore que és equivalent a un
automata determinista. Considerem ara 'automata D(X) = (#£(X),«, I,0’) de manera que
O={YeZX)|IyeY, yeO}tidonat Y € Z(X)iac Adefinimy, ={z, |z €Y}
aixi es clar que D(X) és un automata determinista ja que només té un element de Z(X) com
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a estat inicial i donat ¥ € #(X) i a € A tenim que existeix com a molt un element soles
VeZX)talqueY, =Y ={x, |z €Y}

Siga w € Zx, aleshores existeix un cami en 'automata X etiquetat amb la paraula w que ens
porta d’un estat inicial a un estat final. Aleshores, aquest cami ens portaria a un estat final de
(X)) amb l'automata D(X) per tant w € Zp(x).

Ara siga w una paraula reconeguda per l'automata D(X), w € #p(x), aleshores w és I'tinic
cami que porta I'inic estat inicial a un estat final de &?(X) aleshores existeix un estat de I,
que anomenem x de manera que I,, és un estat final i per tant w € %x.

Aleshores #x = Zp(x) iper tant X i D(X) sén dos automates equivalents. Concloem finalment
que tot automata és equivalent a un atomata determinista. |

Exemple 3.8. En aquest exemple vorem com podem anar transformant els automates de ma-
nera que siguen equivalents fent cas a la demostracio constructiva de .
Primer partirem d’un automata no determinista amb transicions buides on el conjunt d’estats

és X ={z,y,z}, A={a,b}, [ ={a} i O = {x,y}.

A
start H
a

A b

Figura 3.2: Diagrama d’un automata no determinista amb transicions buides.

Ara el que anem a fer és llevar la transicio buida, perd afegint les tramsicions que siguen
necessaries per a que el nou automata siga equivalent a l’anterior. Com x, =y, z, = y © podem
accedir a x des de y amb una transicio buida, aleshores afegirem les transicions de manera que
xq ={x,y} i 2o = {y,z}. D’aquesta manera obtenim un nou automata no detereminista sense
transicions buides com podem vore en la figura[3.3

a

start —

3‘
b
%f

Figura 3.3: Diagrama d’un automata no determinista sense transicions buides.
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Ara volem fer altre automata pero determinista. El que feiem en la demostracio de era
considerar el conjunt de parts de X i les transicions seran les mateixes pero evaluades en cada
element del conjunt estat que se’ns quede. D’aquesta manera consequim tindre un automata
determinista que ens quedaria de la forma que podem vore en la figura[3.4)

a
a
start — {x}j @% start
a
b a b % start
b
b a b 5
a,b b {z,y} )]« start

Figura 3.4: Diagrama d’un automata determinista.

Aquests tres automates que hem wvist son els tres equivalents, és a dir reconeizen les mateizes
paraules. Per exemple aba és una paraula reconequda pels tres automates.

Definici6é 3.9. Un llenguatge .2 C A* s’anomena reconeixible si existeix un automata finit
X =(X,a,1,0) tal que ¥ = Zx.

Definicié 3.10. Siga .2 C A* un llenguatge i siga ® € Con(A*) direm que .Z esta saturat per
a ® si es compleix que:

Z = [we.

wes
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Nota 3.11. La inclusiéo .2 C |J,c 4[w]s es dona sempre ja que si tenim una paraula v € &
aleshores v € [v]e C U, c»[w]s, per tant per vore si un llenguatge esta saturat per a ® només
cal comprovar 'altra inclusié.

A proposit d’aquesta definicio, ara donarem una condicidé necessaria i també suficient per a
saber si un llenguatge és o no reconeixible gracies al treball fet en [Myh57] i [Ner58|. Aquest
és el resultat més important de tot el treball.

Teorema 3.12 (Myhill-Nerode). Siga £ C A* un llenguatge de A*, aleshores les segiients
afirmacions son equivalents:

1. £ és un llenguatge reconeizxible.

2. Ezisteiz ® € Conys(A*) per a la qual £ esta saturat.

Demostracio. Primer anem a vore que 1. implica 2., per tant suposem que . C A* és un
llenguatge reconeixible, aixi podem trobar un automata finit X = (X,a,I,0) per al qual
Zx = ZL. Per la proposicié podem suposar que X és un automata determinista.

Ara hem de trobar una congruéncia de A* d’index finit per a la qual .Z estiga saturat.

Per la propietat universal del monoide lliure tenim que existeix un homomorfisme de
monoides a*: A* —s XX, aleshores per tenim que Ker(a*) és una congruéncia en A* i
també tenim que A*/Ker(a*) = Im(a*) < XX i com que X és un conjunt finit, també ho és
XX i per tant Ker(a*) és una congruéncia d’index finit.

Per tltim, només ens queda comprovar que .Z esta saturat per a Ker(a®), és a dir vore si es
compleix .Z = [, c ¢[W]Ker(ar)- Tal i com hem comentat en la nota d’abans només cal comprovar
Z C Uwej[w]Ker(a*) per vore que esta saturat. Com podem suposar que X és un automata
determinista, sabem que I només té un element, per tant siga w € . = %x, tenim que z,, € O.
Notem que

[W]Ker(ar) = {v € A" | (v,w) € Ker(a®)} = {v e A" | a*(v) = a"(w)}.

Aleshores si v € [W]ker(a+) tenim que a*(v)(xz) = o*(w)(x) per a x € X i com o*(w)(x) € O,
també a*(v)(x) = z, € O. Per tant concloem que .2 = J,c o[W]ker(ar) 1 que £ esta saturat
per a Ker(a*).

Ara anem a vore la implicaci6 que ens queda, vore que 2. implica 1., suposem que .Z esta
saturat per a ® € Con;s(A*).

Considerem 'automata A*/® = (A*/®, a, [N, pre[-Z]), on A*/P és un conjunt finit per ser
® una congruéncia d’index finit, si a € A aleshores a(a): A*/® — A*/® aplicacio tal que
a(a)([w]e) = [wale, que estd ben definida, [Ae € A*/® que és la clase d’equivaléncia de la
paraula buida i per altim, prg: A* — A*/® tal que prg(w) = [w]e per a qualsevol w € A* i
com .Z C A* tenim que pry[-Z] C A* /P, per tant queda comprovat que A*/® és un automata.
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Ara anem a vore que efectivament .Z és un llenguatge reconeixible, anem a vore quin és el
llenguatge que reconeix 'automata A*/®.

Ly ={v e A" [ (v)([Ne) € pro[ L1}
={ve A" | [v]e € pro[ZL]}
={v e A" | [v]le = [w]e amb w € £}

= Unezlwle
=Y

Notem que I'tltima igualtat la tenim perqué .Z esta saturat per a ®. D’aquesta manera tenim
que £ = ZLx-/¢ 1 per tant £ és un llenguatge reconeixible per a l'automata finit que hem
definit. |

Aquest resultat és molt important en aquest treball ja que gracies a ell tenim una condicié
necessaria i suficient per vore si un llenguatge és reconeixible o no i a més ens relaciona les con-
gruéncies d’index finit en un monoide i els automates, donant-nos aquesta equivaléncia, podent
crear un automata a partir de les clases d’equivaléncia de la congruéncia d’index finit. Més
avant vorem un cas d’un monoide en particular en el que vorem com son totes les congruéncies
d’index finit i juntament amb el teorema de Myhill-Nerode ens sera relativament facil
vore si un llenguatge és reconeixible o no.

3.2 Propietats de clausura.

En aquesta seccié anem a vore com es comporten els llenguatges reconeixibles amb operacions
de clausura entre llenguatges reconeixibles com ara séon la uni6, la interseccio, el llenguatge
complementari i la concatenaci6é de llenguatge.

Tots aquests resultats els vorem des de dos punts de vista diferents, donarem una demostracio
emprant automates i altra abordant el problema des de les congruéncies d’index finit, que
gracies al teorema de Myhill-Nerode hem vist que sén equivalents. D’aquesta manera
vorem quines son les limitacions de cada métode i les dificultats que ens podem trobar en cada
cas.

Proposicio 3.13. Si tenim #,. L C A* dos llenguatges reconeizibles, aleshores # N.ZL també
és un llenguatge reconeizible.

Demostracio. Automates.

Per a la primera demostracio, suposem que % ,.% son dos llenguatges reconeixibles de A*,
aleshores tenim dos automates X = (X, «a,1,0),X’' = (X', o/, I',0’) que els reconeixen, res-
pectivament. Com que X x X’ és finit per ser producte cartesia de dos conjunts finits podem
considerar 'automata Y = (X x X', 5, I xI',O xO') on tenim que (3 és I'aplicacié de transicions
que definim de la segiient manera:
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B: A — X x XX
a +—> B(a): XxX — XxX
(x,2") +— (xq,2))

a

Volem vore que J# N .Y = Yy, per tant si tenim que w € %y com podem suposar que
lautomata Y és determinista per iaixi [ = {2} i’ = {2’} només tenen un element
cadascun, aleshores z,, € O iz}, € O itambé w € Xx i w € Zx/, és adir, w e X NZL.
Notem que per a tindre l'altra inclusié és el mateix argument. En conclusio, Y és 'automata
que reconeix £ N.Z i aixi és un llenguatge reconeixible.

Congruéncies.

Per a la segona desmostracio, suposem que £ ,.%Z séon dos llenguatges reconeixibles de A*,
aleshores pel teorema tenim que existeixen @1, ®, congruéncies d’index finit de A* de
manera que # = J,cpWle, 1 £ = U ceplwle,. Siconsiderem ara la congruéncia ®; N @,
sabem que és una congruéncia d’index finit per . Ara anem a demostrar que % N_.Z esta
saturat per a ®; N ®,, és a dir, hem de demostrar

%ﬂg = U [w]ém%'

weX NYL

Com sempre només hem de comprovar una inclusio ja que l'altra és evident. Siga u € # N.Z
iv e A* de manera que (u,v) € &1 N Py volem vore que v € # N.ZL. Com (u,v) € &1 N Py,
aleshores (u,v) € ¢1 1 (u,v) € ®3. Com que (u,v) € Py iue 1 (u,v) € Py iue L tenim
que:

UE[u]q)lg U[w]q>1:<)£/ 1 Ue[u]q)zg U[w]%:f.

weH weL
Aixi v € Z N2 1jatenim que # NZL = Jyc pnglWens,. Aplicant (3.12) ja hem demostrat
que £ N.Z és un llenguatge reconeixible. |

Proposicio 3.14. Si tenim # , L C A* dos llenguatges reconeizibles, aleshores # UL també
és un llenguatge reconeixible.

Demostracio. Automates.

Per a la primera demostracio, suposem que % ,.% son dos llenguatges reconeixibles de A*,
aleshores tenim dos automates X = (X, «, [, 0), X' = (X', o/, I', 0’) que els reconeixen, respec-
tivament. Considerem 'automata Y = (X U X', 8, TUTI';OUO’) on tenim que és finit per ser
X i X' finits i B és I'aplicacio de transicions que definim de la segiient manera:

B: A — XUXx*X
a — B(a): XUuX — XUuX

. ala)(z) size X,
— {o/(a)(x) size X,
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Aleshores Y reconeix clarament a % U .Z i per tant tenim que £ U .Z és un llenguatge
reconeixible.

Congruéncies.
Per a la segon demostracio considerem ara la congruéncia ®; N ®, atra volta, sabem que és una
congruéncia d’index finit, vorem que també satura a % U_.Z. Hem de demostrar

%Ug = U [W]¢10q>2.

weX UYL

Com sempre només hem de comprovar una inclusio ja que l'altra és evident. Siga u € # U.Z
iv e A* de manera que (u,v) € ®; N Py volem vore que v € & U.Z. Ara com u € ¥ UL,
suposem primer que u € £, com (u,v) € 1 N Dy, aleshores (u,v) € $; 1 aixi

veEule, € |J e, =X CH UL

weH

Ara suposem que u € £, com (u,v) € &1 N Py, aleshores (u,v) € ¢y 1 aixi

vefue, € | Jwle, =2 CcHr UL
wes

En qualsevol cas tenim que v € # U2 i ja tenim que # UL = J,cpu o Wlo,ne,. Aplicant
(3-12) ja hem demostrat que £ U .Z és un llenguatge reconeixible. ]

Proposicié 3.15. Si tenim £ C A* un llenguatge reconeixible, aleshores el llenguatge comple-
mentari A* — £ també és reconeizible.

Demostracio. Automates.

Per a la primera demostracio, suposem que .Z és un llenguatge reconeixible de A*, aleshores
tenim un automata X = (X, a, I, 0) que reconeix aquest llenguatge. Considerem ara 1’auto-
mata Y = (X, «a, I, A* — O), al qual li hem canviat solament el conjunt d’estats finals pel seu
complement en A*.

Volem vore que A* — . = Yy, per tant si tenim que w € %y com podem suposar que
lautomata Y és determinista per i aixi [ = {x} només té un element i z,, € A* — O, per
tant w ¢ Z i aixi w € A* — Z. Notem que per a tindre I'altra inclusié és el mateix argument.
En conclusio, Xy = # N.Z i per tant £ N.Z és un llenguatge reconeixible.

Congruéncies.

Per a la segona desmostracio, suposem que .Z és un llenguatge reconeixible de A*, aleshores
pel teorema tenim que existeix ¢ congruéncia d’index finit de A* de manera que . =
Upeg[w]e. Ara anem a vore que A* — £ esta saturat per a la mateixa congruéncia, és a dir,
hem de demostrar A* — % = {J, c 4-_ o [W]s.
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Com sempre només hem de comprovar una inclusié ja que 'altra és evident. Siga v € A* — %
volem vore que [v]e C A* — . Siga u € [v]g, suposem per reducci6 a I'absurd que u € Z.
Com el lleguatge .Z esta saturat per a ®, aleshores [u]e C % 1 aixi com (u,v) € @, tenim que
v € [v]e C &, cosa que ens crea la contradiccid ja que v € A* — £ i per tant [v]e C A* — &
i ja tenim que A* — % = (J, ca+_o[w]s. Aplicant (3.12)) ja hem demostrat que A* — £ és un
llenguatge reconeixible. ]

Definici6é 3.16. Si tenim 2,2 C A* dos llenguatges, definim la concatenacio de dos llen-
guatges de la seglient manera:

AL ={kl|kedile L)

Proposicioé 3.17. Si tenim %, . C A* dos llenguatges reconeixibles, aleshores la concatenacio
H L també és un llenguatge reconeixible.

Demostracio. Automates.

Per a la primera demostracié, suposem que %, son dos llenguatges reconeixibles de A*,
aleshores tenim dos automates X = (X, «, I, 0), X' = (X', o/, I', 0’) que els reconeixen, respec-
tivament. Per la proposici podem suposar que X i X’ son dos automates deterministes,
aixi [ = {z}, I' = {2’} 1 podem suposar també que X i X’ s6n conjunts disjunts. Considerem
lautomata Y = (X U X', 5,1,0’) de tal manera que ara el conjunt d’estats és la unié dels dos
conjunts dels anteriors automates, que continua sent un conjunt finit, el conjunt d’estats inicials
és de l'automata que reconeix % i el conjunt d’estats finals és el de 'automata que reconeix
Z 1 B és laplicacio de transicions que, donat a € A tenim que S(a)(z) = afa)(x) si z € X,
Ba)(z) = d(a)(x)siz € X'iB(N)(x) = {z}UI per atot x € O. Aleshores tenim que Y és un
atomata no determinista amb transicions buides. Anem a vore ara que %y = .Z. Siga w € Yy
tenim que existeix € I de manera que x,, N O’ # &, aleshores w = ulv perau € Lx = # i
v E Lx =L iper tant w € F L. Ara si tenim una paraula w € £ %, aleshores existeixen
ke X il e £ de manera que w = kl. Aixi, per una part com % = Zx, tenim que x; € O
i per altra part, com £ = Zx, tenim que x; € O'. Notem que S(\)(zx) = {zx,2'}, aleshores
T N O # iaixi tenim ja que w = kl € Zy. En conclusio tenim que Yy = £ i per tant
KX &L és un llenguatge reconeixible.

Congruéncies.

Per a la segona desmostracio, suposem que % ,.Z sén dos llenguatges reconeixibles de A*,
aleshores pel teorema tenim que existeixen @1, P, congruéncies d’index finit de A* de
manera que % i % son dos llenguatges saturats per a ®; i $, respectivament, és a dir,
KX = UperWo, 12 =, cglws,. Siprenem la congruencia & = ®; N ®,, sabem que és una
congruéncia d’index finit, de manera que |A*/®| = p. Com ®; té index finit, siguen {ud, ..., ul}
un conjunt de transversals per a ®; i com ®, també té index finit, siguen {u2, ..., u2,} un conjunt
de transversals per a 5. Anem a considerar un refinament de ® que anomenarem ¥ de manera
que (w,v) € VU si:
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1. (w,v) € &;

2

2. SiVieniVjemtenim que w € [uj]e, [Uf]e, siinomés siv € [uj]e, [u5]s,.

J

Notem que ¥ C &, perd anem a vore si ¥ continua sent d’index finit, per contra aquest
refinament no ens servira. El que fem en aquest refinament es que dins de cada clase [w]s,
que hi ha p, hem de vore si w esta en [u}]e, [u?]% per a cada i € n i j € m, perd pot ser que
diferents productes siguen iguals, és a dir, que [uj]e, (U], = [up]e, [U]]e, Per a i # kij # 1.
En qualsevol cas el nombre de possibilitats esta fitat per p2™" per tant |A*/W¥| és finit.

Ens queda demostrar que ¥ és una congruéncia i que £ .Z esta saturat per a W. Primer
vorem que ¥ és una relacié d’equivaléncia, com ® compleix ser relacié d’equivaléncia només cal
comprovar la segona condicié. La propietat reflexiva es compleix clarament. Siguen w,v,x €
A*, i (w,v) € U també (v, w) € U, aleshores es compleix la propietat simétrica i per ultim, si
tenim que (w,v), (v, x) € ¥ aleshores per a qualsevol i € nij € m w € [u]]e, [uf]e, si i només
si v € [uj]e, [Uf]e, siinomés siz € [uf]e, [uf]e, i per tant (w,z) € ¥ complint aixi la propietat
transitiva. Ja tenim que ¥ és relacié d’ equvaléncia.

Vore que és una congruéncia és un poc més complex. Si tenim (w,v), (w',v") € ¥ volem arribar
a que (ww',vv') € U. La primer condici6 es compleix clarament per ser & una congruéncia.
Anem a vore que es compleix que ww' € [uj]e,[u5]s, siinomés si vv' € [u}]s, [uf]e,, només
farem una implicaci6é ja que laltra es faria de manera analoga Siguen i € nij €m suposem

que ww' € [u ]¢1[u§]¢>2, aleshores existeixen u; € [uj]e, 115 € [uf]e, de manera que ww' = ;5.
Una vegada tenim agd, anem a separar per casos, el pr1mer cas seria si tenim |w| < |u; | el
segon cas si |w| = |u}| i el tercer cas ¢és en el que |w| > |u}|.

Primer demostrarem el segon cas que és el més facil dels tres. Si suposem que |w| = |u |
aleshores w = U; i w' = U} i per tant w € [uyj]e, i W' € [uf]g,. Com (w,v) € & C &y
(w',v") e & C <I>2, per la propietat transitiva de ®; i ®, tenim que v € [u]s, i que v’ € [u ?]@
Concloem que vv' € [u ]cpl[u?]%.

Notem que el primer cas i el tercer son simétrics, per tant només cal fer la demostracié d’un
cas. Volem vore en quina clase d’equvaléncia estan v i v’. Suposem sense pérdua de generalitat
que |w| < || per tant notem l'existéncia d'una paraula u € A* tal que wu = @ i vt} = w'.
Adonem-nos de que w' = uti? € [u]g, [U7]g,. Com {ug, ..., u,} és el conjunt de transversals de
®,, aleshores existeix u; d’aquest conjunt de transversals de manera que [u]g, = [uk]q,1 Aix{
w' € [uyle, [u3le, perque [U]g, = [u3]y, i com (w',v') € ¥, tenim que v € [uy]e, [u7]e,. Per
altra part com (w,v) € & C &y, aleshores [v]g, = [w]e,. Aixi tenim que vV’ € [v]g [Uk]q>1[ HES
pero tenim que

[U]CI)I [ullc]fbl [u§]¢2 = [w]qh [U]@l [u§]¢2
= [wu]‘bl [u?]‘%
= [uj]a, [uf]a,-
La segona igualtat la tenim per com funciona el producte de classes per a una congruéncia.
;]

D’aquesta manera tenim que vv’ € [u;]g, [U3]s,-
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Per tant ara ja tenim que W és una congruéncia en A*. Ara anem a vore que % .Z esta saturat
per ¥. Com sempre, la inclusi6 #°.Z C |J,c 4 o[*]w ja la tenim, ara ens queda vore l'altra
inclusio6.

Siga x € A%, aleshores existeixen w € & i v € £ de manera que x = wv. Siga y € [z]y,

prenem u}, un element del transversal {u},...,ul} per al qual [w]e, = [u}]e, i v} un element
del transversal {u?, ..., u? } per al qual [v]e, = [u}]s,, aleshores com x = wv tenim que x €
[up]e, [u?]e,. Com que (z,y) € ¥, deduim que y € [u}]s, [u}]s, i notem que [uf]e, [uf]e, C H L
perqué, per un costat tenim w € ', [w]e, = [ujp]e, 1 A estd saturat per a ®;, per tant

[ur]e, C 2 i per altra part tenim que v € &, [v]g, = [ul]e, 1 £ esta saturat per a ®y, i per
tant [u?]e, C .. Podem concloure que y € #.% i per tant ja tenim que ¥ .% esta saturat
per a W. Aplicant el teorema (3.12)) tenim que J#.%Z és un llengatge reconeixible. |

Una vegada ja hem demostrat aquest resultats des d’els dos punts de vista podem destacar que
en els tres primers resultats, (3.13), (3.14]) i (3.15]) tenim que tant la demostracié per automates
com la demostracié emprant congruéncies d’index finit no generaven gran dificultat ja que no
eren idees de les demostracions no eren molt i les congruéncies que empravem eren congruéencies
ja conegudes i estudiades en la secci6 anterior. No obstant, per a la demostracioé de la proposicié
, la demostracié per aotomates tenia una idea molt asequible, ja que feiem la unié dels dos
automates amb una transicié buida pero per a la demostracié emprant congruéncies d’index finit
era necessaria una idea un poc més elaborada, era necessari fer un refinament de la interseccio
de les dos congruéncies, cosa que complica un poc més la demostracio.

Aixi hem vist que en alguns casos resuta més facil gastar automates i en altres gastar congruén-
cies d’index finit. Destaquem la importancia del teorema de Mhyhill-Nerodes (3.12)) ja que ens
dona la possibilitat d’emprar qualsevol de les dos eines per fer vore propietats de llenguatges
reconeixibles.
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Capitol 4

Congruéncies d’index finit sobre N

Una vegada hem vist resultats generals sobre monoides i automates, i com els hem relacionat
entre ells, anem a estudiar un cas particular, el monoide del nombres naturals, que com ja hem
vist en és isomorf a el monoide lliure d’'un generador .

El que anem a fer és caracteritzar com son totes les congruéncies d’index finit que podem fer
sobre el monoide dels nombres naturals, aixi com les possibles operacions entre congruéncies
que ja hem definit abans en el capitol de preliminars.

4.1 Introduccié i exemples

En aquesta seccié vorem exemples de congruéncies que podem fer sobre el monoide de nombres
naturals. La nostra intencié més avant sera amb aquesta informacié extraure quina podria ser
la forma de les congruéncies dindex finit sobre els naturals que estem buscant.

Exemple 4.1.

1. Siga n € N considerem la sequent familia de relacions en N:

¢, = AnU{(p,q) e NxN|p,qg>n}.

Anem a vore primer que ®,, és un relacid d’equivaléncia. La propietat reflexiva, la sime-
trica i la transitiva és compleizen clarament ja que tenim per una part la diagonal en N
i l'altra component tenim que tots els elements estan relacionats en tots a partir de n.

Ens queda vore que ®,, és una congrueéncia. Prenem dos parells de la relacid , (a,b)(c,d) €
®,, volem vore que efectivament (a + ¢,b+ d) € ®,,. Anem a separar per casos.

Primer si suposem que a = b i ¢ = d aleshores tenim que (a + ¢,b 4+ d) € ®,, per la
propietat refleviva de P,,.

Ara si suposem a = b i ¢,d > n aleshores a + ¢,b+d > n i per tant (a 4+ ¢,b + d) € ®,,.
Notem que si suposem que ¢ = d i a,b > n el cas és el mateix © es fa servir el mateix
argument.
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Per altim si suposem que a,b, c,d > n aleshores també tenim que (a+c,b+d) € ®,, perqué
at+c>nib+d>n.

En qualsevol cas tenim que (a + ¢,b+ d) € ®,, aleshores podem concloure que que ®,, és
una congruéncia en N.

D’aquesta manera, com que ®, €s una congruencia en N, tenim que el monoide quocient
N/®,, ens dona un nombre finit de clases d’equivaléncia, n + 1 per a ser exactes.

Amb aquesta congruéncia ®,, tenim la segiient representacid del conjunt quocient:
0] —[1] —..—[n-1 — [n]D
Cada fletxa indica el succesor de cada element de la clase.

. Siga r € N*, considerem la familia de relacions en N:
U, ={(a,b) e NxN|a=b (modr)}.

Anem a vore que WV, és una relacio d’equivaléncia. La propietat reflexiva es compleix
clarament. Si tenim a,b,c € N de manera que (a,b) € U, tenim que a — b = kr per a
algun k € Z, 1 per tant tenim que b — a = —kr = k'r i k' € Z, per tant (b,a) € VU,
1 aixi es compleix la propietat refleviva. I per a la propietat transitiva, si tenim que
(a,b),(b,c) € V,, tenim que a = b (mod r) i b = ¢ (mod r), és a dir que a —b = kr i
b—c=Ir perak,l €Z, aleshoresa —c=kr+Ilr=(k+1)r ik+1¢€Z, per tant a = c
(mod ) i (a,c) € V,.

Ens queda vore que U, és una congruéncia. Prenem dos parells de la relacio, (a,b), (¢,d) €
U,., i volem vore si (a +c¢,b+d) € V... Com (a,b),(c,d) € U, tenim que a —b = pr i
c—d=qr per ap,q € Z aleshores obtenim que a+c— (b+d) =a—b+c—d=pr+qr =
(p+ q)r. Per tant (a + ¢,b+d) € W, i ja tenim que ¥, és una congruéncia.

D’aquesta manera, com que WV, és una congruéncia en N, tenim que el monoide quocient
N/U, ens dona un nombre finit de clases d’equivaléncia, r per a ser exactes.

Amb aquesta congruéncia ®,, tenim la segiient representacid del conjunt quocient, que és
wsomorf a un grup ciclic d’ordre r:

N
N



3. Ara anem a considerar una generalitzacid de les dos families, ®,, i ¥, per a (n,r) € NxN*,
que denotarem de la segiient manera:

Onr =AyU{(a,b) e NxNl|a,b>n ia=b (modr)}

Aquest congunt de relacions, ©,, €és relacio d’equivaléncia com hem provat ja en els
anteriors dos exemples.

Només ens queda vore que es tracta d’una congruéncia. Suposem que tenim a,b,c,d € N
de manera que (a,b), (c,d) € O,,,. Anem a separar per casos. Si suposem que a = b, c = d,
aleshores per la propietat reflexiva de ©,,, tenim que (a+c,b+d) € ©,,,.. Si ara suposem
quea =bic,d>n de manera que ¢ = d (mod r) aleshores a+c—(b+d) = a+c—a—d =
c—d, pertanta+c=b+d (mod r) i aizi (a+c,b+d) € O,,. Si suposem a,b > n de
manera que a = b (mod r) i ¢ = d, estem en el mateix cas que abans i fariem el mateix
arqgument. Per dltim, si suposem ara que a,b,c,d > n de manera que a = b (mod 1) i
¢ =d (mod r), tenim que r | (a —0b) ir | (b—d). Pertant, r | (a+c—b—d), i aixd
tenim que (a+c¢,b+d) € ©,,,.. Aleshores ja hem demostrat que ©,,, és una congruéncia.

D’aquesta manera, com que ©,,, €s una congruéncia en N, tenim que el monoide quocient
N/O,., ens dona un nombre finit de clases d’equivaléncia, n + r per a ser exactes.

Amb aquesta congruéncia ©,,, tenim el segiient diagrama del conjunt quocient:

/\
AN

[n+1r—1]

4.2 Caracteritzaci6é de les congruéncies d’index finit en N

En aquesta seccié anem a demostrar quina sera la forma que han de tindre les congruéncies
d’index finit i una série de resultats previs que farem servir per a que la demostracié del teorema
siga més entendible.

Siga ¢ € Conif(N), com N és infinit i N/¢ és finit, I'apliacié pr,: N — N/ que a cada natural
a li fa correspondre pr,(a) = [a], no és injectiva. Aleshores existeixen a,b € N de manera que
a # b pero [a], = [b],. Per tant existeixen naturals que estan relacionats respecte ¢ amb més
naturals a part d’ells mateixa.
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Definicié 4.2. Siga ¢ € Coni(N) definim el segiient conjunt:

L,={aeN]| [a], té més d'un element}.

Aquest conjunt és el conjunt que conté els elements de N que tinguen més d’un element relaci-
onats amb ells respecte de ®.

Com el conjunt de nombres naturals és un conjunt ben ordenat, aleshores existeix n = min(L,).

Proposicié 4.3. Considerant el monoide N 1 p € Coni¢(N), aleshores si n = min(Ly), llavors
L,={aeN|a>n}

Demostracid. La inclusié cap a la dreta (C) és clara en ser n = min(L,).

Ara, com sabem que n € L, aleshores sabem que [n],, té més d'un element, i com n és el minim
de Ly, sabem que existeix un natural m # n, aixi m > n, de manera que [ml, = [n],.

Ara si | € N qualsevol tal que [ > n, volem vore que [l|, té¢ més d'un element. Com [ > n,
podem considerar que | = n + k per a algun k£ € N. Sabem que (n,m) € ¢ i també (k, k) € ¢
per la propietat reflexiva de ¢, aleshores (n + k,m + k) € ¢ també per ser ¢ una congruéncia
en N. Per tant, [n + k|, = [m + k|, 1 aixi ja tenim que per a qualsevol [ > n, [l|, té més d’un
element.

Aleshores tenim L, = {a € N | [a], té més d’'un element} = {a € N| a > n}. |

Definicié 4.4. Siga ¢ € Con;¢(N) definim el segiient conjunt:
M, = {be N* | [n+0], = [n],.}.

Notem que M és no buit ja que com hem vist en la demostracié de la proposicid tenim
que existeix un natural m > n = min(L,) de manera que [m], = [n], i aixi podem prendre
b=m —n € N* i d’aquesta manera tenim que [n + b], = [m], = [n], i b € M.

Denotem per r = min(M) i aixi [n + r], = [n],.

Siga a € L, podem considerar la segiient familia:

My={beN | [a+b),= o]}
En aquest cas denotem per r, = min(M,). Notem que r = min(M,)

Ara demostrarem una série de lemes a proposit d’aquestes definicions que farem servir més
endavant en el teorema de caracteritzacio.

Lema 4.5. Siga ¢ € Coni(N). Si prenem a € L, 1 b € M,, aleshores tenim que (a,a+kb) € ¢
per a qualsevol k € N.

Demostracio. Com tenim que b € M, aleshores sabem per la definci6 de M, que (a,a+b) € ¢.
Ara per la propietat reflexiva de ¢ tenim que (b,b) € ¢ i com que ¢ és una congruéncia tenim
que (a+0b,a+2b) € p. Per la propietat transitiva de ¢ arribem a que (a, a4+ 2b) € ¢ també. Si
continuem fent aquest procés repetidamet obtenim que (a, a+kb) € per a qualsevol £k € N. H
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Notem que (a,a+kry), (a,a+kr), (n,n+kr) € ¢ també, ja que sén cassos particulars del lema

(E3).

Lema 4.6. Siga ¢ € Cony(N). Si prenem a € L, i b € M,, aleshores tenim que r, | b. En
particular si b € M, tenim que r | b.

Demostracio. Per ser r, = min(M,) tenim que r, < b per tant podem considerar que b = pr,+z
amb0<z<r,ipeN.

Com volem vore que r, | b, anem a provar que z = 0. Anem a provar-ho per reduccio6 a 'absurd,
per tant suposem que z # 0. Per una part tenim que com b € M, aleshores (a,a+b) € ¢ i per
altra, pel lema tenim que (a,a + pry) € ¢ i per la propietat reflexiva de ¢ tenim també
que (z,2) € @, per tant, com @ és una congruéncia, es té que (a+ z,a+b) € ¢. Per la propietat
transitiva de ¢ obtenim que (a,a + z) € p, és a dir, que z € M,, perd com z < r, serfa una
contradicci6 ja que r, = min(M,). Aleshores ja tenim que z = 0 i podem concloure que r, | b
en ser b = pr, per aun p € N. |

Corol-lari 4.7. Siga ¢ € Cony(N). Considerem dos naturals a,a’ € Ly, tal que a < a’, aleshores
tenim que ro | 4.

Demostracio. Volem vore que r, € M, perqué d’aquesta manera aplicant el lema tindrem
que 7y | 74 Com a < @', podem suposar que a’ = a + [ per a [ € N. Aleshores per una part
tenim que (a,a 4+ r,) € ¢ degut a que r, € M, i per altra part, (I,]) € ¢ per la propietat
reflexiva de . Per tant, com que ¢ és una congruéncia, tenim que (a +1l,a+1+7r,) € ¢ i com
que a + [ = o’ apleguem a que (a’,a’ + r,) € p. En conclusi6é obtenim que r, € M, i pel lema
(4.6) ja tenim que rq | 4. |

Corol-lari 4.8. Siga ¢ € Cong(N), aleshores es té que r, = r per a tot a € L.

Demostracio. Primer que tot, com n < a, si apliquem el corol-lari tenim que r, | . Ara
per a vore que 1, = r sols és necessari vore que r | .

Com que n < a perqué a € L, i n = min(L,), aleshores existeix algun natural p de manera
que a < n + pr, i pel corol-lari altra volta tenim que 7,4, | 74. Ara el que anem a provar
és que T | roqp

Per una part ara tenim que (n + pr,n + pr + ry4,) € @ per la definicié de M, ,, 1 per altra
part tenim que (n,n + pr) € ¢ en ser un cas particular del lema (4.5) com haviem dit en la
nota posterior, aleshores per la propietat transitiva de ¢ tenim que (n,n +pr+1r,4,-) € ¢ i pel
lema podem dir que 7 | pr + 7,4, 1 per tant r | 7,4, En conclusi6é obtenim que r | 7, i
aixi r = r, per a qualsevol a € L. |

Nota 4.9. Notem que d’aquests resultats obtenim el segiient resultat:

¢ € Cony(N), aeL,, be M, = r|b
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Ara anem a demostrar el resultat més rellevant d’aquest capitol amb 'ajuda dels lemes i co-
rol-laris que acabem de demostrar. Aquest resultat caracteritza totes les congruéncies d’index
finit del monoide del nombres naturals.

Teorema 4.10. Si tenim el monoide N = (N, +,0) totes les congruéncies d’index finit en N
son els elements de la familia de cogruéncies segiient:

Onr =AyU{(p,q¢) |p,g>nip=q (modr)} neN, reN-

Demostracio. Siga ¢ € Coni(N) volem vore que existeixen n € N, r € N* de manera que
©=0,,.

Siga (a,b) € ¢, si a < n aleshores a ¢ L, i per tant [a], només té un element. Aixi que b =a i
podem concloure que (a,b) € O,,,.

Anem al cas a,b > n ia # b, aleshores a,b € L, i les clases d’equivaléncia [a], = [b], tenen
més d'un element. Podem suposar sense pérdua de generalitat que a < b, aleshores prenem
b =a+ cper aalgin ¢ € N. Com (a,b) € ¢ també tenim que (a,a + ¢) € ¢, cosa que ens
diu que ¢ € M, i ara pel lema i el corol-lari tenim que 7 | ¢ = b — a. En conclusio
obtenim que ¢ = b (mod r) i aixi (a,b) € ©,,. Ja tenim que ¢ C O,,,, ara ens falta l'altra
inclusio.

Si tenim el parell (a,b) € ©,,,., podem suposar que a # b, en cas contrari ja tindriem (a,b) € ¢.
Com a # b sabem que a,b > n i per tant a € L,. També sabem que ¢ = b (mod r), per
tant b — a = kr. Aixi tenim que, pel lema i el corol-lari el parell (a,a + kr) € ¢ i
com tenim que b = a + kr ens queda que ©,,, C . D’aquesta manera ja queda provat que
©=0,,. [ |

4.3 Operacions en congruéncies d’index finit

Proposicié 4.11. Si tenim O, ,, Ony ., € Cong(N), aleshores les segiients afirmacions son
equivalents:

1. @nlﬂ”l g @nzﬂ”z'
2. n2§n1 iT2|T1.

Demostracié. Primer anem a vore que 2. implica 1., per tant suposem que ny < ny i 7y | r1.
Siga (a,b) € Oy, ,,, si a = b aleshores (a,b) € O,,,, per la propietat reflexiva de ©,, ,,. Ara
podem suposar que a # b aleshores sabem que a,b > ny i com que ny < ny tenim que a,b > ns.
Partim de la hipotesi de que ry | 71 per tant existeix un [ € N tal que r; = Iy i com que a = b
(mod 1) per ser a,b > nq, aleshores a — b = kr; = kilry i aixi a = b (mod ry).

En conclusi6, tenint (a,b) € O, ,, de manera que a # b hem aplegat a que a,b > nsiquea =b
(mod r9) aleshores O, ,, C Oy, 1.
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Anem a vore ara que 1. implica 2., per tant suposem ara que ©,,,, C ©,,,,. Sabem que
(n1,n1 +r1) € O,,,, pel lema i aleshores (ny,ny +ry) € O,,,, perqué O, ,, C O, ,,.
Com ny # ny + ry perqué r # 0, tenim que ny,ny + 11 > ng 1 aixi ny < nq.

Per altra banda tenim que ny = ny+r; (mod rq), per tant ny +r; —ny = kry, és a dir, r; = kry
i aixi tenim que 74 | 71.

En conclusio, tenint 6, ,, C ©,, ,, hem aplegat a que ny < ny i que o | 71. |

Proposicié 4.12. Siguen ©,, ,,, 0y, , € Coni(N) aleshores tenim que:

®n1,r1 N ®n2,r2 = @max(nl,n2),mcm(r1,r2)

Demostracid. Sabem que ©,, ,, N Oy, ,, € Cony(N) per (2.39) volem vore que ©,, ,, MOy, 1, =
Onr o0 n = max(ny,ng) i r = mem(ry,r).

Siga (a,b) € O, r, N Oy, si a = b, aleshores (a,b) € ©,,, per la propietat reflexiva.
Suposem a # b aleshores a,b > ny,ny i per tant a,b > max(ni, ns).

També sabem que a = b (mod 7;), 7 = 1,2 , suposem sense pérdua de generalitat que b < a,
aleshores tenim que r; | a — b, i = 1,2 i per tant r = mem(ry,r2) |a —bia =b (mod r). Aixi
ja tenim que (a,b) € O,,,.

Com n; < maz(ni,ng) = nir; | mem(ry,ry) = r per a ¢ = 1,2. aleshores per la proposicio
tenim que ©,,,, € ©,,, ,, N O,,, 1 podem concloure que 6©,,, = 60,,, ,, N Oy, ,,. |

Ara que ja sabem quina forma tenen les interseccions de congruéncies d’index finit en el monoide
dels nombres naturals anem a vore un contraexemple que ens demostra que les interseccions

arbitraries de congruéncies d’index finit no necessariament ha de ser una congruéncia d’index
finit.

Exemple 4.13. Si considerem el monoide dels nombres naturals anem a vore una interseccio
nfinita de congruencies d’index finit que ens dona una congruéncia que no té index finit. Consi-
derem la familia de congruéncies d’index finit {©,1 | n € N} anem a vore que (), oy On,1 = An.
La inclusio (,,cy Ona 2 An €s clara ja que, com sabem per la interseccio de congruencies
és una congruéncia. Ara per vore l'altra inclusio, només cal notar que siguen (x,y) € (,cn On,1
qualsevol, sempre existira un n' € N tal que (z,y) € Opy i x,y < 0/, per tant © = y i aixd
(7,y) € An. Aleshores ja tenim que (), o On1 = An.

Com Uaplicacio identitat idy és un homomorfisme tal que Ker(idy) = Ay aleshores per
tenim que N/Ker(idy) = N. Com que els nombres naturals son infinits, concloem que Ay €s
una congruéncia que no té index finit.

Proposicié 4.14. Siguen ©,, ,,, 0y, , € Coni(N) aleshores tenim que:

®n1,r1 V @ng,rg = @min(nl,ng),mcd(rl,m)-

Demostracic. Sabem que ©,,, , VO, , € Coni(N) per (2.41)), i denotem O,, s = O, 1+, VOyy 1y
Com ©,,,, C O, per ai = 1,2, tenim que m < mn; i s | r; per a i = 1,2 per la proposicio
(4.11)). Per tant m <n'1is |7’ iaixi per la proposicié (4.11) altra volta O, ,» C Oy, », V O, .
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Ara com n' = min(ny,ne) < n; 1 v = med(ry, 72 r;, per la proposicié (4.11)) tenim que
Y 9 Y

Op,r;, € O, per at = 1,2, aleshores ©,,, ,, UO,, ,, C O,,, 1 com O,, ; és la menor congriiéncia

que conté a la unid, tenim que ©,,, ,, V 6O, ., T O, .

Per tant, podem concloure que ©,, ,, V O, ,, = O, . [ |

Exemple 4.15. Si considerem les congruéncies d’index finit sobre els naturals, O3 @ Oy

tenim per que O23MN Oy 9 = Oy 1 per tenim que O3V O49 = Og;. Anem a vore

el diagrama de Hasse corresponent a les interseccions i els suprems de les congruéncies.

2 02020=

a@@qga@@@@@@

N\ o,

1570707070
AONO

Figura 4.1: Diagrama d’un automata determinista.

Corol-lari 4.16. Tot automata sobre un alfabet amb una unica lletra és equivalent a un auto-

mata del tipus (N/p,+1,0,0) per a ¢ € Cong(N) un conjunt de classes d’equivaléncia finals
0.

37



4.4 Aplicacions

Aquesta teoria que hem desenvolupat ens serveix per vore si donat un subconjunt de nombres
naturals existeix algun automata finit que el reconega.

Per exemple si prenem P el conjunt dels nombres primers, ens preguntem si existira algun
automata que reconega aquest conjunt.

Proposicié 4.17. No exiteiz cap automata finit que reconega el conjunt del nombres primers.

Demostracio. Si considerem el monoide lliure d’un generador A*, que és isomorf al monoide
dels naturals, tenim que podem vore el conjunt de nombres primers com un llenguatge dels
nombres naturals, aleshores el problema es tracta en vore si P és un llenguatge reconeixible o
no. Pel teorema de Myhill-Nerode transformem el nostre problema en vore si existeix
una congruéncia d’index finit en els naturals per a la qual tenim que P estiga saturat, que pel
teorema sabem que la congruencia pertany a la familia ©,,, per a (n,r) € N x N*, per
tant volem vore si P’ esta saturat per a ©,,,, és a dir si P = (J,pl7]o,,.,-

Suposem per reduccié a l'absurd que P esta saturat per a ©,,. Siga p € P, com que els
nombres primers son infinits podem considerar un k € [ple de manera que n < k ja que les
classes d’quivaléncia dels nombres menors estrictes que n només contenen un element. Aleshores
com que n < k tenim pel lema que (k,k+k'r) € ©,,, per a qualsevol £’ € N, en particular
per a k' = k. Aleshores com (p, k), (k,k + kr) € ©,, per la propietat transitiva, tenim que
(p,k+kr) € O, aixi k+kr € [plo,, i com hem suposat que P esta saturat per a ©,,,, aleshores
k + kr € P pero k + kr es pot descomposar en k(1 + r) i per tant no és primer, fet que ens
fa entrar en contradiccié per haver suposat que P esta saturat per a ©,,,. Aixi, el conjunt de
nombres primers no pot estar saturat per a cap congruéncia d’index finit sobre els naturals.
Concloem que P no és un llenguatge reconeixible. |
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Capitol 5

Conclusi6

Una vegada realitzat el treball cal destacar una série de observacions que considerem importants
i que hem extret al llarg del treball. Primer que res, el més important de tot és els resultats que
hem fet gracies al teorema de Myhill-Nerode [Myh57|[Ner58|, que ens ha donat la posibilitat
de posar al mateix nivell els automates i les congruéncies d’index finit per a extraure resultats
de reconeixibilitat en llenguatges formals. Ho hem desenvolupat amb les dos demostracions per
vore que en alguns casos resultava més facil simplement amb automates, introduir transicions
buides o modificar els conjunts, que emprar congruéncies d’index finit, ja que aquesta tltima
eina resultava un cami un poc més complex i amb idees que necessitaven més elaboraci6, com
hem vist en el cas de la proposici6 (3.17).

També hem vist que en el cas del monoide dels naturals, el fet d’haver demostrat quina forma
tenen totes les congruéncies d’index finit, ens ha ajudat a saber d’'una manera més facil si un
llenguatge (subconjunt dels naturals) és reconeixible o no, com hem vist en el cas dels nombres
primers.

També hem aprés com es comporten aquestes congruéncies al fer interseccions i suprems amb
elles. Aquest fet ens ha ajudat finalment a adonar-nos que tot automata finit sobre un alfabet
format per només una lletra sén equivalents a un automata (N/¢, +1,0,0) gracies al fet de
que el monoide lliure d’'un generador i els nombres naturals sén isomorfs.

En definitiva, hem vist quina utilitat tenen les congruéncies d’index finit dins de la computacioé
en la teoria d’automates amb un cas senzill que és el d’un llenguatge format amb només una
lletra, pero es podria, amb un alfabet amb més lletres, ajudant-nos en la teoria desenvolupada en
el capitol 3 i alguns resultats més que podem vore en [Pinl2] i [CCI18]|, extraure més conclusions
al respecte.
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