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CAPITOL 1

Introduccio

Els teoremes d’isomorfisme, estudiats en primer lloc per la matematica
Emmy Noether, estableixen les relacions existents entre les subestructures,
els quocients i els homomorfismes d’algebres i constitueixen tres teoremes
algebraics fonamentals. Concretament, els tres teoremes estableixen que
(1) donat un homomorfisme entre algebres el quocient del domini pel nucli
és isomorf a la imatge; (2) donades dues congruencies sobre un algebra,
una menor que l’altra, el quocient de I’algebra per la congruencia menor
entre el quocient de les congruencies és isomorf al quocient de I’algebra per
la congruencia major i (3) que el quocient d’una subalgebra respecte a la
restriccio d’'una congruencia és isomorf al quocient de la saturacié entre la
restriccio de la congruencia.

En aquest treball exposem i demostrem la versié més general dels tres te-
oremes en el context de les algebres heterogenies. Definim i desenvolupem
la teoria del conjunts heterogenis, ja que esdevindran els objectes subja-
cents de les algebres heterogenies, i definim els conceptes necessaris per a
demostrar els teoremes mencionats.

A més, desenvolupem altres teoremes que proporcionen isomorfismes
entre aquestes estructures. Concretament, demostrem que (1) els reticles
algebraics son, exactament, reticles de subalgebres per a alguna algebra he-
terogenia; (2) per a una congruencia sobre un algebra, el reticle del segment
inicial de la congruencia és isomorf al reticle de congruencies del quocient
de l'algebra entre la congruencia; (3) qualsevol algebra finita és isomorfa
a un producte directe d’una familia d’algebres directament irreductibles,
(4) qualsevol algebra és isomorfa a un producte subdirecte d’una familia
d’algebres subdirectament irreductibles i, finalment, (5) tota algebra hete-
rogenia és isomorfa a un quocient d’una algebra lliure per a un conjunt
heterogeni de generadors.

En conclusio, el treball presenta una introduccioé a la teoria de 1’algebra
universal heterogenia aixi com una serie de resultats d’isomorfisme entre
les diferents construccions que apareixen en l'estudi de les algebres hete-
rogenies, concloent amb els coneguts teoremes d’isomorfisme.

A continuacié, resumim breument el contingut de cadascu dels seglients
capitols d’aquest treball. El lector pot trobar una descripcié més detalla al
principi de cada capitol.

Al capitol 2 fem una introduccié historica al treball, des de la cons-
truccié de la nocié de grup quocient fins a la teoria de 1’algebra universal
heterogenia.
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Al capitol 3, per a un conjunt de tipus S, definim els conjunts S-tipificats
i generalitzem, per a aquest context, les operacions conjuntistes basiques.
Definim les relacions d’equivalencia S-tipificades sobre conjunts S-tipificats
i, a més, definim els operadors clausura que esdevindran importants més
endavant.

Al capitol 4, per a un conjunt de tipus S i una signatura S-tipificada
Y., definim totes les construccions necessaries per a demostrar els Teoremes
d’Isomorfisme al capitol segiient i, finalment, diverses construccions com sén
els productes directes i subdirectes.

Al capitol 5, fent us de I'aplicacié bijectivitzada d’ f demostrem el Primer
Teorema d’Isomorfisme i, a partir d’ell, derivem el Segon i el Tercer.

Al capitol 6, per a una signatura S-tipificada ¥, definim ’algebra lliure
sobre un conjunt S-tipificat i utilitzem el Primer Teorema d’Isomorfisme per
a demostrar que qualsevol algebra heterogenia és isomorfa a un quocient de
I’algebra lliure.

Al capitol 7 fem un breu resum del contingut del treball per a recollir
les parts més importants i remarcar els teoremes clau.

Utilitzarem la teoria de conjunts ZF Sk, teoria de conjunts de Zermelo-
Fraenkel-Skolem (també coneguda com ZFC, i.e., teoria de conjunts de
Zermelo-Fraenkel amb 'axioma d’eleccié) a més de I'existencia d’un univers
de Grothendieck U, fixat una volta i per a tot el treball (veure [14] pp. 21—
24]). Remarquem que els elements d'U s’anomenen conjunts U —petits i
que els subconjunts d'U s’anomenen conjunts U-grans o classes. A més,
d’ara endavant Set simbolitzara la categoria dels conjunts, i.e., la categoria
amb conjunt d’objectes U i conjunt de morfismes el conjunt de totes les
aplicacions entre conjunts U-petits.

En el que segueix utilitzarem conceptes i construccions estandard de
’algebra universal classica [19, [2] i la teoria de conjunts [3]. No obstant, en
allo referent a la teoria de conjunts, hem adoptat els segilients convenis. Un
ordinal o és un conjunt transitiu ben ordenat per a €, aixi « = {8 | § € «a}.
El primer ordinal transfinit w sera denotat per N, el conjunt de tots els
nombres naturals, i, pel que acabem de dir sobre els ordinals, per a cada
n €N, n={0,...,n—1}. Denotem per Fnc(A, B) al conjunt de totes les
funcions d’A en B. Recordem que una funcié d’A en B és un subconjunt
F d’A x B que satisfa la condicié funcional, aixo és, que per a cada x € A,
existeix un tnic y € B tal que (z,y) € F. Una funci6 F' d’A en B es
denotara usualment com (F,),eca. Denotem per Hom(A, B) al conjunt de
totes las aplicacions d’A en B. Recordem que una aplicacié d’A en B és una
tupla ordenada f = (A, F, B), denotada per f: A— B, en la que F és una
funcié d’A en B. Per tant, Hom(A, B) = {A} x Fnc(A, B) x {B}. Per a un
conjunt A, denotem per Sub(A) el conjunt format, precisament, per tots els
subconjunt d’A, ago és, Sub(A) = {B | B C A}. Finalment, per a un ordre
parcial < sobre un conjunt A i dos elements a,b € A, denotem per sup{a, b}
o simplement per a V b, el minim del conjunt de fites superiors d’a i b, ago
és, min{z € A |a <x&b < z}. Definim dualment el infim que denotarem
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inf{a, b} o simplement per a Ab. De forma analoga es defineix per a X C A,
supX = VX iinf X = AX. En les secciones successives s’inclouran i
explicaran suposicions, condicions i convencions més especifiques.






CAPITOL 2

Context historic

La historia de I’algebra moderna té els seus origens en la resolucié d’equa-
cions algebraiques i 'estudi de les seues solucions [21]. Molts dels conceptes
i resultats inicials tenen com a base 'estudi de les arrels de polinomis o la
factoritzacié d’enters.

El concepte de grup reuneix una ampli ventall d’estructures ma-
tematiques per a les quals existeix una nocié de combinacié. El primer
teorema fonamental de la teoria, ara conegut com a teorema de Lagrange,
és anterior a la formalitzacié del concepte de grup i se’l devem en la seva
versié més general a Jordan [2I]. Per a arribar a aquest resultat es reque-
reix la nocié de subgrup. Diem que un subconjunt H d’un grup G és un
subgrup si H també és un grup sota la mateixa operacié de composicié en
G. El teorema de Lagrange fa referencia al nombre d’elements d’un subgrup
H, el que anomenem el seu ordre i denotem per |H|. El teorema estableix
que si H és un subgrup d’un grup finit G, aleshores |H| divideix a |G|. La
seua demostracié depén de la nocié de coclasses A’H. Per a cada g € G,
si H={h; |1 € |H|}, aleshores la coclasse a esquerra d’H respecte g és el
conjunt gH = {gh; | i € |H|}. Es a dir, gH és el conjunt que resulta de
multiplicar cada membre d’H a esquerra per g. Aquestes coclasses també
poden considerar-se a dreta. Les propietats principals d’aquestes coclasses
es poden resumir a continuacio:

(1) Cada coclasse a esquerra gH té |H| elements.
(2) Si dos coclasses a esquerra g1 H i goH son diferents, aleshores sén
disjuntes.

Se segueix d’aquestes dos propietats que G pot partir-se en conjunts dis-
junts, cadascun d’ordre |H|, per tant |H| divideix a |G|.

La familiaritzacié amb aquesta particié va ajudar també a formular la
pregunta natural de quan aquest nou conjunt quocient admet estructura
de grup. Per a que aix0 tinga sentit es requereix que la multiplicacié no
depenga del representant de classe, aco és, que g1goH = ¢} g5 H sempre que
g H = ¢H i goH = g4H. Aix0 passa sempre que gH = Hg, o el que
és el mateix, quan H és un subgrup normal de G. Unicament en aquest
cas, el conjunt de las coclasses de G respecte d’H admet estructura de
grup, amb operacié definida sobre els representants. Aixi, si g1 H i goH sén
dos coclasses, es defineix el resultat del producte de g;H per goH com la
coclasse a esquerra donada per (g192)H. El conjunt quocient dotat amb
aquesta estructura s’anomena grup quocient i es denota per G/H.

5
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Cal comentar que el concepte va estar present en moltes ocasions ante-
riors a la definicié explicita de grup. Galois, per exemple, fa s per primera
volta del concepte de grup i de la normalitat d’un subgrup. No obstant,
devem també a Jordan la concepcié de la nocié de grup quocient en el con-
text de la teoria de grups de permutacions [17]. Es pot observar que la
idea de calcular modul un subgrup normal és la que permet a Jordan en-
tendre la importancia del grup quocient, en analogia al treball de Gauss en
congruencies aritmetiques sobre els enters.

La comprensié de les solucions en context i la capacitat de generalit-
zacié a altres problemes de natura similar va ajudar a configurar a finals
del segle XIX un ambient propici per a la adopcié d’una concepcié moder-
na, configurada sobre la idea d’estructura i la identificacio de les propietats
abstractes que permeten raonar sobre els grups i les seues relacions, amb
independéncia de la seua representaci6 [12]. El desenvolupament del con-
cepte de grup quocient esta, per tant, estretament relacionat amb aquest
procés d’abstraccié que va donar lloc a la concepcié moderna de la teoria
de grups.

Altres autors van saber reconeixer el valor d’aquestes tecniques, parti-
cularment de la utilitat del concepte d’equivaléncia, que va ser reconegut i
usat per Dedekind, Cantor o Frege, entre altres [I]. En aquest periode es
comenca a entendre que formar classes d’equivalencia és una nova forma
de definir objectes matematics. Aixo va propiciar el canvi en la concepcid
mateixa de la equivalencia; va passar de ser una ferramenta organitzativa a
ser una ferramenta creativa [1].

Dedekind va saber comprendre el paper de ’equivalencia en la teoria de
grups pero els seus escrits van romandre inedits fins a després de la seua
mort en 1916. En vida va mencionar este treball a Frobenius en una carta de
1895 [17]. Dedekind va explorar el concepte d’homomorfisme en una seccié
titulada “Aquivalenz von Gruppen”. En aquest treball forma una imatge
homomorfa fent correspondre cada element d’un grup G amb elements d’al-
tre grup M. Sota certes condicions, que ara reconeguem com les condicions
que defineixen un homomorfisme de grups, aquesta correspondencia perme-
tia identificar una imatge homomorfa de G en M. A més, els elements de GG
que es corresponien a la identitat en M formaven un subgrup H de G que
resulta ser normal. Expressa G en termes d’H i les seues coclasses i afirma
que es podia definir una “composicié” de coclasses. A més, va observar que
existeix una correspondencia entre les coclasses i els elements d’M en la
imatge de G, de forma que a cada coclasse li correspon un element en M i a
cada element en la imatge li correspon una coclasse. Dedekind no va donar
nom ni al concepte d’homomorfisme ni al concepte de grup quocient [17].

Dedekind va ser 'iltim alumne de Gauss i dedica una part important
de la seua vida a disseminar, fer accessibles i contribuir a les idees de 1'es-
cola del seu mestre. A Dedekind li devem també un apropament modern al
concepte algebraic d’anell, que va emergir dels intents de trobar solucions
enteres d’equacions [12]. Molts d’aquests conceptes estaven implicits en
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treballs anteriors d’Abel i Galois en la teoria d’equacions, pero esdevingue-
ren explicits quan Dedekind va introduir els cossos numerics de grau finit
com estructura distingida en la teoria algebraica de nombres. Va saber,
igualment, concretar els resultats de factoritzacio unica i condicions de pri-
malitat en anells mitjancant 1'us d’ideals. Aquest concepte obria la porta a
treballar la factoritzacié en un anell d’enters abstractes modul el contingut
d’un ideal.

La teoria d’anells, en la seua versié moderna, és resultat, principalment,
del treball de la matematica Emmy Noether, que va reformular per complet
la teoria dels ideals, generalitzant treballs anteriors de Dedekind. Existeix
una forma senzilla de mesurar els exits de Noether en 1’algebra abstracta:
quan prenem qualsevol llibre de text avancat en la materia, els matematics
simplement treballen la teoria d’anells a la seua manera [12, p. 294].

En la seva aproximacié a ’algebra, Noether va deixar de costat les pre-
ocupacions per les operacions sobre elements i passa a descriure les es-
tructures algebraiques en termes de subconjunts distingits (subgrups nor-
mals en un grup o ideals en un anell, per exemple) i homomorfismes. La
idea de Noether era realment profunda, ja que va saber posar en relacid
aquests subconjunts destacats amb la nocié d’homomorfisme i usa aquesta
correspondencia per a demostrar els Teoremes d’Isomorfisme. Noether els
utilitza com a part essencial del seu desenvolupament dels fonaments de
'algebra [16].

Noether presenta originalment aquests teoremes per a la teoria algebrai-
ca de moduls en el seu article de 1927 Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in
algebraischen Zahl- und Funktionenkérpern [18]. Noether va ser explicita
en apuntar que existien diferents estructures algebraiques i que cadascuna
d’elles tenia els seus propis Teoremes d’Isomorfisme. Va saber donar les cor-
responents presentacions d’aquests resultats per a, al menys, grups, grups
abelians, grups i grups abelians amb un domini d’operadors, anells, anells
commutatius i anells amb operadorsﬂ Aquesta metodologia va suposar un
gran avang per a la concepcié estructuralista de les matematiques i va con-
vertir a Noether en una figura decisiva per a les matematiques del segle
XX.

L’estudi posterior d’altres estructures algebraiques sén més dificils de re-
lacionar amb el cas dels grups o els anells degut, en gran part, a la necessitat
de substituir les subestructures destacades que havia estudiat Noether per
la nocié de congruencia. Una relacié de congruencia és una relacié d’equi-
valencia en una estructura algebraica que és compatible amb I’estructura en
el sentit de que les operacions algebraiques realitzades sobre elements equi-
valents donaran lloc a elements equivalents. Aquesta és la propietat que, en
definitiva, permet la definicié d’una estructura algebraica en el quocient.

La definicié de congruencia depén del tipus d’estructura algebraica i de
les operacions que es consideren. L’exemple tipic és la relacio de congruencia

ITots ells exemples de categories en el sentit actual.
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modul n definida sobre Z que va introduir Gauss. Aquesta relacié és com-
patible amb les operacions de suma i producte definides en els enters. Aixi,
si a, b, c,d sém elements en Z que satisfan a = ¢ (mod n) i b = d (mod n),
aleshores es té que a+b=c+d (mod n) i que ab = cd (mod n). Aixo ens
porta a poder definir en el conjunt quocient Z/nZ una estructura d’anell, el
anell d’enters modul n, definit en base a les operacions de suma i producte
en 7.

El concepte de congruencia recull les subestructures destacades que va
identificar Noether. Aixi, en el cas particular dels grups, una congruencia
definida sobre un grup esta completament determinada per la classe de 1’1
que, al seu torn, forma un subgrup normal. Es més, tota congruencia cor-
respon univocament a algun subgrup normal. Per aixo, en lloc de parlar de
congruencies sobre grups, se sol parlar en termes de subgrups normals. Una
situacio similar permet caracteritzar les congruencies sobre anells en relacio
a la classe del 0 que es correspon, precisament, amb els ideals. Desafortu-
nadament aquesta situacié no es repeteix en altres estructures algebraiques.
En el cas dels semigrups, per exemple, remarca Howie

En un grup una congruencia queda determinada si conei-
xem una unica classe de congruencia, en particular si co-
neixem el subgrup normal que es correspon amb la classe
de congruencia de la identitat. De manera similar, en un
anell, una congruencia esta determinada si coneixem 1’ide-
al que es correspon amb la classe de congruencia que conté
el 0. Al cas dels semigrups no és cert aquest fet particu-
lar, i estem obligats a estudiar les congrueéncies com a tal.
Aixi, és aquesta necessitat la que li dona als semigrups el
seu sabor caracteristic [I3, p. V]. [i

Més encara, en contraposicio al cas dels grups, dos classes per a una con-
gruencia no tenen per que tindre el mateix cardinal. Aquest fet es pot veure
de forma immediata en I’exemple segiient. Només cal considerar 1’estructu-
ra algebraica de reticle completament ordenat sobre el conjunt {a, b, ¢} amb
l'orde total @ < b < ¢ i la congruencia associada a la particié {{a}, {b,c}}.
S’observa facilment que la relacié d’equivalencia associada és compatible
amb les operacions d’infim i suprem pero, per a aquesta congruencia, no
totes las classes tenen el mateix cardinal.

Tot el coneixement adquirit en aquest procés ha confluit en les tltimes
decades en la teoria de 'algebra universal [19, 2]. Aquesta teoria naix amb
I’objectiu de configurar un corpus de conceptes i proposicions comu a totes
les estructures algebraiques, que pose en valor les idees centrals. D’aquesta

’In a group a congruence is determined if we know a single congruence class, in
particular if we know the normal subgroup which is the class containing the identity.
Similarly, in a ring a congruence is determined if we know the ideal which is the congru-
ence class containing the zero. In semigroups there is no such fortunate occurrence, and
we are therefore faced with the necessity of studying congruences as such. More than
anything else, it is this necessity that gives semigroup theory its characteristic flavor.
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forma es pretén evitar qualsevol raonament o metode particular i recuperar
els resultats comuns a tots els contexts algebraics. En aquesta teoria conti-
nuem trobant els Teoremes d’Isomorfisme com una peca fonamental per a
explicar la relacié entre homomorfismes, quocients i subestructures.

La versiéo més general d’aquesta teoria és la de 1’algebra universal he-
terogenia, que considera diferents tipus entre els elements sobre els que
treballa. L’interés per aquesta teoria és doble. Per un costat trobem la
riquesa que déna a la teoria el fet de poder treballar i operar amb elements
de distinta natura, el que permet un nivell d’abstraccié major. Pero, per al-
tra banda, aquest mateix fet fa que resultats de I’algebra homogenia siguen
falsos sota les hipotesis originals i requereix un estudi concret sobre quines
hipotesis addicionals son necessaries. Concretament, el teorema de Birkhoff
sobre els operadors clausura algebraics que vorem al treball és un exemple
d’aquest fet.






CAPITOL 3

Preliminars

En aquest capitol introduim les definicions i construccions basiques que
necessitarem als capitols segiients per a definir i construir els objectes neces-
saris per a obtindre els teoremes d’isomorfisme. En concret, per a un conjunt
de tipus S en U definim els conceptes de conjunt S-tipificat, subconjunt d’un
conjunt S-tipificat, la nocié de finitut i ’extensié de les operacions conjun-
tistes als conjunt S-tipificiats. Seguidament definim aplicacié S-tipificada
i els conceptes de composicié d’aplicacions S-tipificades, imatges directes i
inverses d’aplicacions S-tipificades, el subconjunts imatge i nucli per a una
aplicacio S-tipificada i I'aplicacié inclusié. Continuem amb alguns objec-
tes especials de la categoria dels conjunts S-tipificats, com el suport d'un
conjunt S-tipificat, i algunes de les seues propietats, les nocions de relacio
binaria i d’equivalencia S-tipificades sobre un conjunt S-tipificat i demos-
trem que el conjunt de relacions d’equivalencia S-tipificades sobre un con-
junt S-tipificat forma un reticle complet ordenat amb la inclusié. Introduim
el concepte de conjunt quocient d'un conjunt S-tipificat per una relacié d’e-
quivalencia S-tipificada, quocient entre dues relacions d’equivalencia sobre
un conjunt S-tipificat, la saturacié d’una relacié d’equivalencia S-tipificada
sobre un conjunt S-tipificat i les seues propietats. Finalment, caracterit-
zem els reticles complets i algebraics per mitja dels operadors clausura i els
operadors clausura algebraics.

Com dos dels teoremes centrals del treball consisteixen en demostrar que
els conjunts de subestructures i de congruencies ordenats amb la inclusi6
son reticles algebraics homogenis, definim a continuacio les nocions de reticle
complet, isomorfisme de reticles complets i reticle algebraic.

DEFINICIO 3.1. Un reticle complet és un parell A = (A, <) on A és un
conjunt i < un ordre parcial sobre A, i.e., < és una relacié reflexiva, anti-
simetrica i transitiva sobre A, tal que, per a cada X € Sub(A), existeixen
sup X =\ X iinf X = A X respecte a l'ordre parcial <.

DEFINICIO 3.2. Siguen A = (A,<) i B = (B,<’) dos reticles. Un
1somorfisme entre els reticles A 1 B és una aplicacid bijectiva f que preserva
i reflecteix l'ordre, i.e., per a tot a,b € A es té que a < b si, i només si,

fa) <" f(b).

DEFINICIO 3.3. Siga A = (A, <) un reticle complet. Un element a d’L
es diu compacte si, per a cada X C L, si a < \/ X, aleshores existeix un
subconjunt finit Y d’X tal que a < \/ Y. Denotem per K(A) el conjunt de
tots els elements compactes del reticle complet A. Un reticle complet A

11



12 3. PRELIMINARS

és algebraic si és compactament generat, i.e., per a tot a € L existeix un
subconjunt X de K(A) tal que a =\/ X.

1. Conjunts i funcions S-tipificats

Fixat un conjunt S, un conjunt heterogeni és una aplicacié que assigna
a cada tipus sobre S un conjunt. La majoria de construccions relatives a
conjunts ordinaris es poden generalitzar treballant coordenada a coordena-
da, encara que no totes, e.g., la nocié de pertinenca. Definim el concepte de
conjunt S-tipificat i les construccions necessaries per a la resta del treball.

DEFINICIO 3.4. Un conjunt S-tipificat és una aplicacié A = (Ay)ses d'S
enU.

NotA. Els conjunts, més precisament conjunts homogenis per a
diferenciar-los dels conjunts heterogenis o S-tipificats, seran els conjunts
1—tipificats. Es senzill comprovar que les definicions segiients sén genera-
litzacions de les definicions habituals dels conjunts homogenis. No obstant,
veurem que existeixen construccions que perden el sentit en el cas homogeni
i que resulten necessaries per al cas heterogeni.

DEFINICIO 3.5. Si A1 B sén conjunts S-tipificats, aleshores direm que A
és un subconjunt de B, denotat per A C B, si, per a cada s en S, A, C B,.
Denotarem per Sub(A) el conjunt de tots els conjunts S-tipificats X tals que
X C A. Direm que A és un subconjunt propi de B, denotat com A C B, si
A C Bi, peraalgun s, By — A, # 9.

DEFINICIO 3.6. Un conjunt S-tipificat A és finit si

[TA=U,es(Ax{s}) (3.1)
és finit. Direm que A és un subconjunt finit de B, i ho denotarem per
A Cy B, si A és finit i A C B. Denotem per Subg(B) el conjunt de tots els
conjunts S-tipificats A en Sub(B) que son finits.

DEFINICIO 3.7. Siguen A i B dos conjunts S-tipificats. Una aplicacid
S-tipificada d’A en B és una familia S-indexada f = (f5)ses, denotada per
f:A—=B, on, per a cada s en S, f, és una aplicaci6 d’A; en B,. Aixi,
una aplicacié S-tipificada d’A en B és un element de [[,.q Hom(As, By),
on, per a cada s en S, Hom(Ay, B;) és el conjunt de totes les aplicacions
d’As en By. Denotem per Hom(A, B) el conjunt de totes les aplicacions
S-tipificades d’A en B. Direm que f es una endoaplicacié si A = B.

Generalitzem ara les diferents operacions conjuntistes que utilitzarem al
document.

DEFINICIO 3.8. Siga I un conjunt en U i (A%);c; una familia I-indexada
de conjunts S-tipificats.
(1) el producte de (A");cr, denotat per [], ; A”, és el conjunt S-tipificat
definit, per a cada s € S, com

(Hie[ Ai)s = Hie[ Ai- (3-2)
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(2) A més, per a cada i € I, la i-éssima projeccié canonica, pr* =
(pr%)ses, és Paplicacié S-tipificada des de [[,.; A7 en A" que, per a
cada s € 9, esta definida com segueix:

pr { e do 7% (3:3)

(a)jer = a

jel

(3) D’altra banda, si B és un conjunt S-tipificat i (f?);c; una familia
I-indexada d’aplicacions S-tipificades on, per a cada i € I, f* és
una aplicacié S-tipificada de B en A*, aleshores denotem per (f%);cs
la tinica aplicacié de B a [[,., A? tal que, per a cada i € I, prio
(f"ier = f* (propietat universal per al producte directe).

A T A (3.4)

|
|
fi '
|
|

Les altres operacions conjuntistes sobre conjunts S-tipificats: x (produc-
te binari) , [[ (coproducte)coproducte—seeproducte, I (coproducte binari),
U (unié), U (uni6 binaria), () (interseccié), N (intersecci6 binaria), C4 (com-
plementari d’un conjunt S-tipificat respecte a un conjunt S-tipificat donat
A), i — (diferencia), queden definides de manera similar, i.e., component a
component.

NoTA. Siga A un conjunt S-tipificat, aleshores el parell ordenat
Sub(A) = (Sub(A), C) és un reticle complet, on, per a (A%);c; C Sub(A4),
Vier A" = Uic; A" 1 Nic; A" = Ny A’ Remarquem que, encara que el con-
junt subjacent A és heterogeni, el reticle i 'ordenacié per inclusio és una
estructura homogenia.

Ara, una volta construides totes les nocions basiques, definim certs con-
ceptes associades al de aplicacié S-tipificada.

DEFINICIO 3.9. Siguen A i B dos conjunts S-tipificats. Una aplicacié
S-indexada f és injectiva (resp. suprajectiva, bijectiva) si, per a cada s € S,
fs és injectiva. (resp. suprajectiva, bijectiva).

DEFINICIO 3.10. Siguen A, B i C tres conjunts S-tipificats, f = (f)ses
una aplicacié S-tipificada d’A en B i g = (gs)ses una aplicacié S-tipificada
de B en C. La composicio de f i g és 'aplicacié S-tipificada d’A en C
fog=(fsogs)ses

DEFINICIO 3.11. Siga f: A— B una aplicacié S-tipificada.

(1) L’aplicacié d’imatges f—directes és I'aplicacié definida com
fI { Sub(A) — Sub(B)

X — (fS[XS])SES <35)
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(2) L’aplicaci6é d’imatges f—inverses és I’aplicaci6 definida com

£ { Sub(B) — Sub(A)

Y (f7V)ses (36)

DEFINICIO 3.12. Siguen A un conjunt S-tipificat i B € Sub(A). La
inclusié de B en A , denotada in®, és I'aplicacié S-tipificada definida com
in® = (in”),cs. Convenim que, si per a algun s € S, B, = @, aleshores

in?s és I'tinica aplicacié del conjunt buit en A,.

NotA. L’existencia d’aquesta aplicacié implica que, per a cada conjunt
S-tipificat A i cada B € Sub(A), Hom(B, A) és no buit.

DEFINICIO 3.13. Siga f: A——= B una aplicacié S-tipificada. La imatge
d’f, denotada per Im(f), és el conjunt S-tipificat on cada coordenada s-
essima és el conjunt imatge d’ f, i.e.,

Im(f) = (Im(fs))ses = (fs[As])ses- (3.7)

El nucli d’f, denotat per Ker(f), és el conjunt S-tipificat on cada coorde-
nada s-essima és el nucli d’f;, i.e.,

Ker(f) = (Ker(fy))ses = ({(a,0) € A7 | fu(a) = fi(b)})ses- (3.8)

Encara que puga paréixer que el context heterogeni és una generalitzacio
coordenada a coordenada del context homogeni i no té importancia per ell
mateix, a la seglient nota expliquem dos particularitzacions que estableixen
la diferencia entre ells.

NoTA. Remarquem i expliquem que, a la definici6é de conjunt S-tipificat,
no fem les segiients dues assumpcions: (1) que un conjunt S-tipificat A
queda definit de forma que, per a cada s € S, A, # &. Fer aquesta suposicié
té una conseqiiencia immediata i és que la categoria formada pels conjunts
i les aplicacions S-tipificades no és finitament cocompleta. I (2) que un
conjunt S-tipificat A ha de verificar que, per a s,t € S, A, N A, = @. Les
convencions anteriors estan basades en la falsa creenca estesa de que la logica
equacional heterogenia i la logica de primer ordre heterogenia sén variacions
sense sentit de la logica equacional i logica de primer ordre, respectivament
[4 p. 328].

2. Suports

Encara que la generalitzacié de la majoria d’objectes del mén homogeni
a I’heterogeni es realitza coordenada a coordenada, la possibilitat de tindre
coordenades buides en conjunts heterogenis fa necessaria la definicié d'un
objecte que discrimine les coordenades buides de les que no ho sén. Encara
que parega una construccio simple sera molt necessaria en alguns resultats
del treball. A més, també cal definir els conjunts heterogenis més simples
on només una coordenada és no buida. Aquestes sén les construccions que
diferencien el moén heterogeni del mén homogeni que seran importants d’ara
endavant.



2. SUPORTS 15

DEFINICIO 3.14. Un conjunt S-tipificat és subfinal si, per a cada s € .5,
card(A,) < 1. Denotem per 1°, o simplement per 1, el conjunt S-tipificat
(1)ses, i per @7, o simplement per &, el conjunt S-tipificat (@).es.

DEFINICIO 3.15. Siga un tipus ¢ € S. Definim el delta de Kronecker
en t com el conjunt S-tipificat §' = (8%)scs definit, per a cada s € S, com

segueix
1 is=t;
gt=4 HoTh (3.9)
&, altre cas.

Siguen un tipus t € S i X un conjunt. Denotem per §°%

tipificat definit, per a cada s € S, com segueix:

X, sis=t
5g»X:{ S e=1 (3.10)

el conjunt S-

Z, alte cas.

NoTA. Remarquem el fet que 6 es %!, i.e., les deltes de Kronecker sén
cassos particulars dels conjunts S-tipificats 6%X. Utilitzarem indistintament
les notacions 6° i 6%1.

DEFINICIO 3.16. Siga A un conjunt S-tipificat. Aleshores, el suport d’A,
denotat per suppg(A), és el conjunt {s € S| A, # T}.

NoOTA. Un conjunt S-tipificat A és finit si, i només si, suppg(A) és finit
i, per a cada s € suppg(A), As és finit.

NOTA. Per a cada conjunt de tipus S, el suport és una aplicacié de U
en Sub(S), on U denota la classe dels conjunts S-tipificats.

Demostrem a la segiient proposicio certes propietats de I'aplicacié suport
que seran utils al llarg del treball.

PropoSICIO 3.17. Siguen A i B dos conjunts S-tipificats, I un conjunt
deU i (A")ier una familia I-indezada de conjunts S-tipificats. Es tenen les
seguents propietats.

(1) Hom(A, B) # @ si, i només si, suppg(A) suppg(B). Con-
seqiientment, si A C B, aleshores suppS(A) uppg(B). A més,
si f és una aplicacio S tipificada d’A en B i X C A, aleshores
suppg(X) C suppg(f[X]).

(2) Si existeix una aplicacié S-tipificada d’A en B suprajectiva, ales-
hores suppg(A) = suppg(B). A més, si Y C B, aleshores es té que
suppg(Y) = suppg(f~'[Y]). | |

(3) suppg(@°) = @; suppg(1) = S; suppg(U;e; A') = Uie; supps(AY);
supps([Lic; 4°) = Uiessupps(A’); si I # @, supps((ic; A7) =
MNicr supps(A'); supps([lic; A') = Nicrsuppg(Ai); @ suppg(A4) —
suppg(B) C suppg(A — B).

DEMOSTRACIO. (1) Suposem que Hom(A, B) # & i siga s € suppg(A).
Com Ay és no buit i existeix f: A—= B, considerant a € Ay, fs(a) € Bs.

-
Cs
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Aixi By # @i s € suppg(B). La implicacio reciproca és evident ja que entre
dos conjunt no buits sempre podem construir, almenys, una aplicacio.

(2) Considerem s € suppg(B)ib € Bs. Per la sobrejectivitat d’ f existeix
a € A; tal que f(as) = by i suppg(A) 2 suppg(B).

(3) Les dos primeres igualtats sén evidents. Ens limitem a demostrar
la tercera igualtat ja que les altres demostracions soén similars. Notem que
s € suppg (U, A7) si, i només si, el conjunt ({J,.; A')s = U, s AL és no buit,
cosa que passa, exactament, quan existeix un index j € I tal que A7 # @ i
5 € User suppg(A%). [

3. Relacions binaries

Amb les nocions de subconjunt S-tipificat i de producte de dos conjunts
S-tipificats és natural extendre el concepte de relacié d’equivalencia i, aixi,
poder definir el conjunt quocient d’un conjunt heterogeni.

DEFINICIO 3.18. Siga A un conjunt S-tipificat. Una relacid bindria S-
tipificada és un subconjunt ® = (Py)scs d’A x A = (As X Ay)ses. Aixi,
per a cada s € S, ®, és un subconjunt d’A, x A,, i.e., una relacié binaria
sobre A i, per a a,b € Ay, les expressions (a,b) € ®;, aPsbia =4, b es
consideraran sinonimes.

La diagonal d’A, denotada per A 4, és la relaci6é S-tipificada (A4, )ses =
({(a,a) | a € Ag})ses. La relacid total en A, denotada per V 4, és la relacié
S-tipificada (V 4, )ses = (As X Ag)ses = A X A.

La composicié de relacions S-tipificades es realitza coordenada a coor-
denada, i.e., si ®, ¥ sén dues relacions S-tipificades, aleshores ® o ¥ =
((I)s o \I,S)SES on

O, 00, = {(a,¢) | Ibe Ay((a,b) € B, & (b,c) € T,)}.— (3.11)

Siga ® una relacié binaria S-tipificada sobre A. La restriccio de ® a X
un subconjunt d’A, denotada per @[y, és & N (X x X).

DEFINICIO 3.19. Una relacié binaria ® sobre un conjunt S-tipificat A és
una relacio d’equivaléncia S-tipificada sobre A si, per a cada s € S, @y és
una relacié d’equivalencia sobre Ay, i.e., ®, és reflexiva, simetrica i transiti-
va. Denotem per Eqv(A) el conjunt de totes les relacions d’equivalencia S-
tipificades sobre A i per Eqv(A) el conjunt parcialment ordenat S-tipificat
format per Eqv(A) ordenat mitjancant la inclusio, és a dir, (Eqv(A), C).

ProrosIcIO 3.20. Per a cada conjunt S-tipificat A, el reticle S-tipificat
Eqv(A) és complet.

DEMOSTRACIO. Siga (9%);c; C Eqv(A) una familia I-indexada de rela-
cions d’equivalencia S-tipificades sobre A. Demostrem que

Nicr © = Nics @ (3.12)
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i el suprem \/,_; @ és la relaci6 U = (¥,),ecs amb coordenada s-essima
U, = {(a,b) € A2 |In>13zx € A?M!

(10 = ate, =b&p € (5 ) € Uiy 89) . (3.13)

En primer lloc, sabem que, ordenant per la inclusié el conjunt de sub-
conjunts d'un conjunt S-tipificat, 'infim d’una familia ve donat per la seua
intersecci6. A més, es poden demostrar facilment que les propietats re-
flexiva, simetrica i transitiva es mantenen per interseccié. Aixi tenim que
Nicr © € Eqv(A). Aleshores, A\,.; @' =;e; "

D’altra banda, és evident que, per a cada s € S, ¥, és una fita superior
de {® | i € I} i, per tant, ¥ = (¥,).cs és una fita superior de {®* | i € I},
Suposem © € Eqv(A) tal que, per a cada i € I, ® C © i demostrem
que ¥ C ©. Siguen s € S, a,b € A tals que (a,b) € W, aleshores
existeixen n > 1, (¢;)iens1 € A" tal que ¢g = a, ¢, = b i, per a cada
p e, (¢ cpi1) € Uie; @L. Com J,; P C Oy, aleshores per la propietat
transtiva, (co,¢,) = (a,b) € Oj.

Per a completar la demostracié només falta comprovar que ¥ € Eqv(A).
Siguen s € S i a € A,, aleshores (a,a) € A? verifica la definicié de ¥, i,
per tant, (a,a) € W,. Siguen ara a,b € A, tals que (a,b) € ¥y, aleshores
existeixenn > 11 (7;)ieny1 € A" tal que 29 = a, r,, = bi, per acada p € n,
(Tp; Tps1) € Ujer @1 Ara, si considerem, (y;)ien+1 = (Tn—i)ient1 € AT
tenim que, yo = =, = b, Y, = T9 = a 1, per a cada p € n, (Yp, Yp+1) =
(Tn—ps Tn—p-1)) € U,c; % per la propietat reflexiva de totes les ®. Siguen
finalment a, b, c € A, tals que (a,b), (b, c) € ®.. Aleshores existeixen n,m >
L, (%)iens1 € A" 0 (Yi)iems1 € A™ tals que g = a, ¥, = b, per a
cada p € n, (¥, Tp11) € Uic; P4 o = b, ym = c i, per a cada p € m,
(Yp» Yp+1) € Uies PL. Aixi considerem (2)icpim—1 € A" definit com
segueix

(3.14)

T, si0 <1 < ng
Zi = . .
‘ Yien, sS1n <1< m.

Aixi, 20 = o = @, Zmin-1 = Ym = C 1, per a cada p € n +m, (2, 2p11) €
Uies @4 Aleshores @ és transitiva.
Aixi, ¥ € Eqv(A) completant la demostracio. O

DEFINICIO 3.21. Siga A un conjunt S-tipificat i ® € Eqv(A). El conjunt
quocient d’A per ®, denotat per A/®, és el conjunt S-tipificat (As/Ds)ses
que té per coordenada s-essima A;/®; = {[as, | a € As} on utilitzem la
notacié habitual donada per

(s, = {b € A, | (a,b) € B,}. (3.15)

A més, la projeccié canonica d’A en A/®, denotada per pr®, és una
aplicacié S-tipificada pr®: A—=A/® que té per coordenada s-tssima la
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projeccié canonica d’A en A,/®,, que envia cada x en A, a pr*s(z) = [1]s,.

Ay — A/

s g [ : 3.16

. {xQ[msz{yeAA(m,y)e@s} (316)

NOTA. Per a cada ® € Eqv(A), la projeccié canonica d’A en A/ és
una aplicacié S-tipificada suprajectiva.

NOTA. Siguen A un conjunt S-tipificat i & € Eqv(A). Aleshores, per la
Proposicié es té que suppg(A) = suppg(A/P).

DEFINICIO 3.22. Siga A un conjunt S-tipificat i siguen ®, ¥ € Eqv(A)
amb ® C V. El quocient de U entre ®, denotat per U/®, és la relaci6 d’equi-
valencia S-tipificada ¥/® = (V,/P,)ses sobre A/P que té per coordenada
s-essima la relacié

\I/s/q)s - {([a]‘l’sa [b]q)s) < (As/q)s)2 | (CL, b) S \Ijs} (317)

Finalment, associat a la definicié de relacié binaria obtenim la nocié de
saturacié d’un conjunt.

DEFINICIO 3.23. Siguen A un conjunt S-tipificat, X C Ai® € Eqv(A).
La ®-saturacid d’X o (la saturacid d’X respecte de @), denotada per [X]?,
és el conjunt S-tipificat definit, per a cada s € S, com segueix:

[X];{) = {a € A | XsN [a]‘Ps # @} = UxEXS [x]% = [XS]CDS- (3’18)

Direm que X és ®-saturat si X = [X]®. Denotem per & — Sat(A) el sub-
conjunt de Sub(A) definit com segueix

& — Sat(A) = {X € Sub(4) | X = [X]*}. (3.19)

NoOTA. Siguen A un conjunt S-tipificat i & € Eqv(A). Per a un subcon-
junt X C A, tenim que la ®—saturacié d’X és (pr®)~!pr?[X]]. Aixi, X és
d—saturat si, i només si, X DO [X]®. A més, X és P—saturat si, i només si,
existeix ) C A/® tal que X = (pr®)~1[))].

ProprosICIO 3.24. Siguen A un conjunt S-tipificat i ®,¥ € Eqv(A),
aleshores

® C U si, i només si, VX C A([[X]Y]® = [X]Y). (3.20)

DEMOSTRACIO. Suposem que & C V¥ i siga X un subconjunt d’A. Per
a demostrar que [[X]¥]® = [X]¥ és suficient verificar que [[X]¥]® C [X]Y.
Siga s un element d’S. Aleshores, per definicié, a € [[X]¥]? si, i només si,
existeix algun b € [X]Y tal que a € [b]g,. Com ® C ¥, tenim que a € [b]y,,
aleshores a € [X]Y.

Per a demostrar la implicacié contraria, suposem que ® ¢ W. Aleshores
existeix algun tipus s € S i elements a,b en A tals que (a,b) € D5 i
(a,b) € W,. Per tant, b no pertany a [6*19¥:]¥ mentre que si que pertany a

[[95ldes]¥]2. Se segueix que [§519ws]¥ £ [[§olales V]2, O

COROLLARI 3.25. Siguen A un conjunt S-tipificat i &,V € Eqv(A). Si
® C U, aleshores ¥ — Sat(A) C & — Sat(A).
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NOTA. Si, per a un conjunt S-tipificat A, denotem per (-) — Sat(A)
'aplicacié d’Eqv(A) en Sub(Sub(A)) que envia ¢ a  —Sat(A), aleshores el
corollari anterior expressa que () — Sat(A) és una aplicacié que reflecteix
I'ordre del conjunt parcialment ordenat (Eqv(A), C) en (Sub(Sub(A)), Q).

4. Operadors clausura S-tipificats

Per a finalitzar aquest capitol definim dos objectes que caracteritzen els
reticles i reticles algebraics per a poder treballar més comodament amb ells.

DEFINICIO 3.26. Un operador clausura S-tipificat sobre un conjunt S-

tipificat A és una endoaplicacié S-tipificada J de Sub(A) que és

(1) Extensiva, i.e., VX € Sub(A) (X C J(X));

(2) Isotona, i.e., VX, Y € Sub(A) (X CY — J(X) C J(Y));

(3) Idempotent, i.e., VX € Sub(A) (J(J(X)) = J(X)).
Denotarem per ClOp(A) el conjunt dels operadors clausura heterogenis so-
bre A. Siga J € ClOp(A), un conjunt X € Sub(A) és tancat per a J si
X = J(X). Per a J € ClOp(A), Cl;(A) denotara el conjunt dels tancats
de l'operador clausura J i denotarem per Cl;(A) = (Cl;(A), C) en conjunt
ordenat per la inclusi6 dels tancats per a J.

En concret, definim a continuacié els conceptes d’operador clausura al-
gebraic i uniforme i especifiquem la connexié amb els reticles i reticles alge-
braics.

DEFINICIO 3.27. Siga J € ClOp(A). L’operador J sera algebraic si, per
a cada X € Sub(A),

J(X) = UYGSubf(X) J(Y). (3.21)
Denotarem per ACIOp(A) el conjunt dels operadors clausura algebraics he-
terogenis sobre A.

DEFINICIO 3.28. Siga A un conjunt S-tipificat un operador J €
ClOp(A) s’anomenara uniforme si, per a cada X,Y € Sub(A), sempre que
suppg(X) = suppg(Y’) aleshores suppg(J(X)) = suppg(J(Y)).

NoTA. Es evident que el concepte d’uniformitat no té sentit al cas ho-
mogeni, ja que en eixe cas qualsevol operador clausura és uniforme.

TEOREMA 3.29. Siga J un operador clausura sobre un conjunt S-tipificat
A. El conjunt parcialment ordenat Cl;(A) és un reticle complet. A més, es
tenen les seguients relacions:

/\ie] J(Ai) = ﬂie[ J(Ai); vz‘el J(Ai) = J(Uiel Ai)' (3'22)

DEMOSTRACIO. Siga (A;);cr una familia I-indexada en Cl;(A). Per ser
tancats notem que {A4; |i € I} = {J(A;) | i € I'}. Recordem que a Sub(A),
el suprem i I'infim sén

/\ie[ J(A;) = mz’el J(Ai); Vie[ = Uie] J(Ai) (3.23)
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Per una banda tenim que, evidentment, per a qualsevol i en I, (),.; 4; C
A;, per tant, per isotonia, .J (ﬂiel Ai) C J(A) = A; i, aixd, J (ﬂiel Ai) -
Nics Ai que, conjuntament amb la extensitivitat, tenim que .J (ﬂle B Ai) =
Mics Ai, per tant, (,.; A; € Cl;(A) i tenim demostrada la primera igualtat.

Per altra banda, com J,c; Ai = U,c; J(A) = J (U,c; Ai) € CLi(A), es
té que, ;e J(A;) = J (U;e; Ai) demostrant la segona de les igualtats. En
conclusié, com tota familia arbitraria té suprem i infim, Cl;(A) és un reticle
complet. 0

El teorema anterior estableix una forma de reconeixer reticles complets
mitjancant operadors clausura heterogenis. El segiient teorema demostra la
propietat reciproca, i.e., que, per a cada reticle complet, podem construir
un operador clausura heterogeni tal que el seu conjunt de tancats és isomorf
al reticle complet. Aixi, els objectes dels reticles complets i dels operadors
clausura heterogenis sén equivalents.

TEOREMA 3.30. Qualsevol reticle complet és isomorf al reticle de sub-
conjunts tancats d’un operador clausura heterogeni J sobre un conjunt he-
terogens.

DEMOSTRACIO. Considerem un reticle complet A = (A, <) i, per a
t € S, definim la segiient aplicacié
J{ Sub(644) — Sub(§t4)

N ghleX, (3.24)

on, J<X; és el conjunt {z € X; | x <\ X, }. Aleshores, J és un operador
clausura.

En primer lloc, notem que, per a cada X € Sub(é*4), X C J(X). En
efecte, com Sub(6%4) = {0%Y | Y € Sub(A)} només cal verificar que, per a
cadaY € Sub(A), Y ClY ={a€ A]a <\ Y} laqual cosa és evident.

Veiem que J? = J. Notem que, com Y C|.Y, tenim que \/ Y <'\/ [<Y.
Reciprocament, com per a y €/<Y, es té que y < \/ Y tenim que \/ [ <Y <
VY. Per tant, \/ Y =\/ [<Y. Aquesta darrera igualtat demostra que J és
idempotent ja que,

ldY={acAla<\/ Y} ={acAla<\/Y} =Y. (325

Com les altres coordenades son buides, es conclou la idempotencia de J.
Verifiquem finalment que, per a cada X,Y € Sub(6*4), si X C Y,
aleshores J(X) C J(Y). Es suficient notar que

J(X)e € J(Y) =]<Xi CLY, (3.26)

ja que les altres coordenades sén buides.
Resta demostrar que A = Cl;(A). Per a fer-ho considerem la segiient
aplicacio

I { A —= Sub(d"4) (3.27)

T > §ht<?
on,peraz € A, J<x={acAla<zx}.
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Per definicié de J i f tenim que Im(f) = Cl;(A).

Seguidament, notem que f és injectiva ja que si §+<® = §+<¥_aleshores,
en ser A un reticle complet, existeixen i han de ser iguals els suprems dels
corresponents conjunts, i.e.,

r=Via=Viy=y (3.28)

D’altra banda, per a un subconjunt tancat X € Cl;(A), per definicié de tan-
cat, és de la forma X = 6+ = §4<VY = f(\/Y), per a Y un subconjunt
d’A. Aixi, f és una bijecci6 entre A i Cl;(A).

Finalment, demostrem que conserva i reflecteix 'ordre. Si z < y, ales-
hores, |<x Cl<y i, per tant, §"+=* C §*<¥ la qual cosa demostra que f
preserva l'ordre. Recfprocament, si 6<% C §%+<¥  aleshores |<x Cl<y, i es
té que x €l<x Clcy, i, per definici6 de | <y, es té que z < y. Per tant, f
reflecteix I'ordre.

Concloem que f és un isomorfisme entre reticles. U

NoTA. L’operador associat a un reticle algebraic és uniforme. En efecte,
si X, Y sén subconjunts de §°4 tals que suppg(X) = suppg(Y), aleshores
0 bé suppg(X) = suppg(Y) = @& o bé suppg(X) = suppg(Y) = {t}. En
el primer dels cassos X =Y = @7 i es compleix la condicié6 d’uniformitat
trivialment. En el segon, com X # @° 1Y # @ i 'operador és extensiu,
suppg(J (X)) = suppg(J(Y)) = {t}. Aixi, J és uniforme.

Finalment, per acabar la secci6 i al capitol, demostrem que, considerant
reticles algebraics i operadors clausura algebraics, les corresponents versions
del teoremes i també sén certes. Aco és, sén equivalents els objec-
tes dels reticles algebraics i dels operadors clausura heterogenis algebraics.

TEOREMA 3.31. Siga J un operador clausura algebraic sobre un conjunt
S-tipificat A. El conjunt parcialment ordenat Cl;(A) és un reticle complet
algebraic i els elements compactes de Cl;(A) son, precisament, els conjunts
J(X) per a X un subconjunt finit d’A.

DEMOSTRACIO. Sabem que Cl;(A) és un reticle complet en ser J un
operador clausura heterogeni. Demostrem que els compactes sén exacta-
ment els subconjunts finitament generats.

Siga {a; | i € n} C A, demostrem que J({ay,...,a,}) € K(Cl,(A)).
Siga {A; |i € I} C Cl;(A) tals que J({a; | i € n}) T/, Ai. Aixi,

J({ai [ i €n}) C Ve A (1)

= \/iel J(Ai) (2)

=J (Uz‘el Ai) (3)

= Uygfuiel A J(Y)- ( )

Notem que les relacions s’obtenen respectivament per: (1) la definicié dels

conjunts A;, (2) per ser els A; tancats per a J, (3) el Teorema i(4) el
fet que J és algebraic.

i€l
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Aixi, per a cada j € n, existeix X; Cy (J,.; Ai complint que a; € J(X;).

Ara bé, per finitut de X, existeix n; € N i existeixen A;1,..., Aj,; tals que
X; C AjoU---UA;,, 1. Per tant, tenim la segiient cadena de desigualtats.
J({ai [ 1 €n}) € Uje, /(X)) (1)

CUjen J(Aj1 U UA ) (2)

)

3

= Vien Vien, J(A4)- (4

Notem que les relacions s’obtenen respectivament per: (1) la definicié dels
conjunts X;, (2) el fet que J és extensiu, (3) el fet que, per a una aplicacié
[ iuna familia de conjunts {C; | i € I'}, sempre es verifica que f(lJ,.; Ci) =

U,er f(Ci) 1 (4) el Teorema w

Reciprocament, suposem que existeix un Y € Sub(A) complint que no
existeix cap X C¢ A tal que J(Y) = J(X). Com J(Y) C Uxc,y J(X), si
existira n € N i existiren {X; | i € n} C Sub;(Y) tals que

JY) € Uicn J(Xi) = J (Ui X0, (3.29)

com J és extensiu, J(Y) = J(UU,z, Xi) en contradiccié amb la suposicié.
Per tant, J(Y) no és compacte. A¢o demostra que

K(Cly(A)) = {J(X) | X € Subg(A)}. (3.30)

Finalment, notem que la condicié de que J siga algebraic (Definicié|3.27)
és exactament que el reticle Cl;(A) siga compactament generat (Definicid

B.3l O

TEOREMA 3.32. Qualsevol reticle complet algebraic és isomorf al reticle
de subconjunts tancats d’un operador clausura heterogeni algebraic J sobre
un conjunt A.

DEMOSTRACIO. Demostracié analoga al Teorema [3.30f Només cal res-
tringir les funcions que hem definit en el teorema a K(A), subconjunt d’A,
i.e., considerar les aplicacions

Sub(§t+=KA)) o Gub(§t+=K(A)
J{ ub( ¥ )Hdzjfxt ) (3.31)
A —= Sub(§tK(®)
{8 e (332)
0

NoTA. Igual que hem fet notar abans, aquest operador clausura associat
també és uniforme.



CAPITOL 4

Algebres heterogénies

L’estudi de l'algebra universal pot fer-se des d’una perspectiva ho-
mogenia o heterogenia. Encara que la primera d’elles és generosament
abstracta, estructures simples com moduls sobre un anell no tenen una
abstraccié simple en aquesta teoria ja que posseeixen una operacié externa.
En aquest context, les construccions heterogenies juguen un gran paper en
fer possible la definicié d’algebres que generalitzen, adequadament, aquest
tipus d’estructures.

Una volta definits els conceptes generals sobre conjunts S-tipificats po-
dem dotar-los d’estructura i estudiar-la. Definim a continuacié el monoide
lliure, clau en la construccié d’algebres heterogenies, el concepte de signatu-
ra S-tipificada, d’estructura de ¥-algebra sobre un conjunt S-tipificat i de
Y-algebra. Donem exemples per illustrar la generalitat que s’assoleix amb
aquesta estructura i definim la noci6 d’homomorfisme entre dues algebres
heterogenies i, en concret, el concepte d’isomorfisme. Definim la nocié de
subunivers d’'una algebra heterogenia, de subalgebra i introduim el conjunt
de les subalgebres parcialment ordenat per la inclusié. Definim i estudi-
em les propietats de 'operador subalgebra generada i demostrem que és
algebraic i uniforme. A més, demostrem que qualsevol operador clausura
algebraic uniforme és un operador subalgebra generada. Finalment, definim
els conceptes de congruencia sobre una algebra i d’algebra quocient. De-
mostrem, per una banda, que el conjunt de congruencies és un subreticle
complet del conjunt de relacions d’equivalencia ordenat amb la inclusié i,
d’altra banda, que el conjunt de congruencies sobre un algebra heterogenia
és, exactament, el conjunt de tancats per a certa algebra heterogenia.

Després, per a completar 'estudi de les algebres heterogenies, definim el
producte de dos algebres, la nocié de parell de congruencies factor i d’algebra
directament irreductible. Demostrem que tota algebra heterogenia finita és
isomorfa a un producte directe d'una familia finita d’algebres heterogenies
directament irreductibles. Finalitzem el capitol amb les definicions de pro-
ducte subdirecte d’algebres, imbibicié subdirecta i algebres subdirectament
irreductibles. Caracteritzem les algebres heterogenies subdirectament irre-
ductibles i generalitzem per a algebres heterogenies el teorema de Birkhoff,
que diu que qualsevol algebra heterogenia és un producte subdirecte d’una
familia d’algebres heterogenies subdirectamente irreductibles.

23
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1. Preliminars

Introduim el monoide lliure sobre un conjunt per a, seguidament, definir
signatura S-tipificada i algebra associada a una signatura S-tipificada.

DEFINICIO 4.1. El conjunt de totes les paraules en S, denotat S*, és

|J Hom(n, 9). (4.1)
neN
La concatenacio de paraules en S, és 'operacié binaria en S* que envia un
parell de paraules (w,v) de S a l'aplicacié w A v de |w| + |v| a S, on |w]|
i |v] s6n les longituds (= dominis) de les aplicacions w i v respectivament,
definida com segueix:
w| + o] — 5
w AV , wj, si0,<i<|wl; (4.2)
1 P . .
Vi S w| <i < |w| 4+ v
La paraula buida en S, denotada per A, és I'inica aplicaciéo de 0 = @ a S.
El monoide lliure en S, denotat per S*, és (S*, A, \).

DEFINICIO 4.2. Una signatura S-tipificada és una aplicacié X de S* x S
a U que envia cada parell (w, s) € S* x S al conjunt ¥,, s de les operacions
formals d’aritat w, classificacié (o coaritat) s, i rang (o biaritat) (w,s). A

voltes escriurem o :w—=s per a indicar que 'aplicacié formal o pertany a
Tw,s-

D’ara endavant farem la segilient assumpcié: ¥ és una signatura S-
tipificada, fixada una volta i per a tot el treball.

DEFINICIO 4.3. El conjunt S* x S-tipificat de les operacions finitaries
sobre un conjunt S-tipificat A es (Hom(Ay, As))w,s)es+xs, on per a cada
w e S*,

Ay = Hie|w| Aw,, (4'3)
on |w| denota la longitut de la paraula w. Una estructura de ¥-algebra sobre
un conjunt S-tipificat A és una familia (Fy, s)(w,s)es+xs, denotada per F', on,
per a cada (w, s) € S* x S, F, s és una aplicacié de ¥,, s en Hom(A,,, As).

Zw,s — Hom(Awa AS)
A, —= A, : (4.4)
(ai)ictw] = Fu,s(0)((a:)icw))

Una X-dalgebra és un parell (A, F'), abreujat com A, on A és un conjunt
S-tipificat i F' és una estructura de Y-algebra sobre A. Per a una operacio
formal o € ¥, 5, per a simplificar la notacié, 1'operacié d’A,, en A, corres-
ponent a o sota F,, , 'escriurem com 0. Denotem per Alg(3) a la classe
de totes les Y-algebres.

Fus o +— F,s(0)

NoTA. Notem que, @° = (@°, F) és una Y-algebra, precisament si, per
acada s € 5, ¥ys = . A més, si A és un conjunt S-tipificat subfinal,



2. EXEMPLES 25

aleshores A = (A, F) és una X-algebra, precisament si, per a cada s €
S —suppg(A), X s = @, i.e., si, per a cada s € S tal que A; = @, aleshores
Ys = @. Finalment notem, que 1° = (1%, F') és sempre una Y-algebra que
anomenarem algebra trivial.

2. Exemples

EXEMPLE 4.4 (Algebres homogenies). Podem considerar el cas concret
en que el conjunt subjacent siga homogeni, i.e., S =1 = {0}. Amb aquesta
assumpcié molts conceptes se simplifiquen.

En concret el conjunt de paraules en S, ie., S* = |J,.yHom(n,1), i

cada paraula w queda totalment determinada per la seua longitut |w|. Es a
dir, S* és bijectiu amb el conjunt dels nombres naturals. Per tant, I'aritat
d’una operacié formal vindra determinada per un natural. Notem que la
coaritat sempre és 0.

D’altra banda, una estructura de ¥-algebra és una familia (F,),en, on,
per a cada n € N, F,, és una aplicaci6 de %, en Hom(A", A).

Y, — Hom(A™, A)

S 1 L @s)
o F(o) { (ai)ien — Fn(0)((ai)ien)

Moltes de les algebres habituals com grups o anells séon exemples
d’algebres homogenies. Enumerem a continuacié algunes d’aquestes.

Fy

EXEMPLE 4.5 (Magmes). Un magma és un parell (A,%) on A és un
conjunt i * una operacié binaria interna sobre A.

EXEMPLE 4.6 (Semigrup). Un semigrup és un parell (A, *) on A és un
conjunt i % és una operacié binaria sobre A tal que

(1) Vo,y,z € A(xzx(yx2)=(z*y)*z).

EXEMPLE 4.7 (Monoide). Un monoide és una trupla (A,=*,1) on A és
un conjunt, * una operacié binaria sobre A i 1 un element d’A tals que
(1) Vo,y,z € A (= (yx2) = (zxy)*2z);
2)Vee A(zxl=1xz=ux).

EXEMPLE 4.8 (Grups). Un grup és una terna (A,*,-7',1) on A és un
conjunt, * una operacié binaria sobre A, -~! una operacié unaria sobre A i
1 un element d’A tals que

(1) Vo,y,z € A(z* (y*2) = (v xy) * 2 );
2)Vee A(zxl=1xz=u),
B)VeeA(ax*xzt=atxx=1).

EXEMPLE 4.9 (Grups abelians). Un grup és una terna (A, x,-~1,1) on
A és un conjunt, * una operacié binaria sobre A, -~! una operacié unaria
sobre A i1 un element d’A tals que
(1) Vo,y,z € A (= (yx2) = (zxy)*2);
2)Vee A(zxl=1*xz=u),
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B)VeeA(zxzl=atxax=1);
(4) Ve,y e A(zxy=yx*xx).

EXeEMPLE 4.10 (anell unitari). Un anell wnitari és una terna
(A,-,+,—,0,1) on A és un conjunt, - i + dues operacions binaries sobre
A, — una operacié unaria sobre A i 0,1 dos elements d’A tals que

(1) (A,+,—,0) és un grup abelia;
(2) (A,-,1) és un monoide.

Veiem ara dos exemples d’algebres no homogenies.

EXEMPLE 4.11 (Moduls sobre un anell). Un modul a esquerra és una
septupla A = (R, M, *,-,+,—,0,1) on R és el conjunt dels escalars, M el
conjunt dels vectors, *: R x M — M és 'aplicacié multiplicacio per escalar,
-t R x R—=R és la multiplicacio d’escalars, +: R x R—= R ¢és la suma
d’escalars, —: R— R és 'operaci6 oposat i 0,1:1— R sén el neutre de la
suma i la multiplicacié en R, respectivament, tals que

) (R,- ,+ ,0,1) és un anell unitari;

) (M 0) és un grup abelia;

)‘V’TERVx yeM (rx(z+y)=rxc+r*y);
YVr,se RVx e M ((r+s)xz=rxx+s*x);
YVr,s€ RVx e M ((r-s)xx=rx(s*x));
yVeeM (1xx=ux).

(1
(2
(3
(4
(5
6

(

En particular, els espais vectorials son una estructura coneguda que
presenta una estructura heterogenia en la seua definicié com a algebra.
Els automats son un altre exemple d’algebra heterogenia.

EXEMPLE 4.12 (Automats). Un automata és una sextupla A = (1,Q, O,
J, A, qo) on I és el conjunt d’entrades, @ el conjunt d’estats, O el conjunt de
les eizides, 6 : 1 x (Q— (@) I'aplicacié de transicio, A: I x ()—= O D'aplicacid
d’eizida i qp: 1 —Q Vestat inicial.

3. Homomorfismes

Una volta definit el concepte de Y-algebra, una forma d’estudiar-les és
comparar-les entre elles, per a aixo definim homomorfismes, la seua compo-
sici6 i, en concret, el concepte d’isomorfisme.

DEFINICIO 4.13. Siguen A = (A, F) i B = (B,G) dues X-algebres.
Un X-homomorfisme d’A en B és una tupla (A, f,B), abreujada per f i
denotada per f: A—=B, on f és una aplicacié S-tipificada d’A en B tal
que, per a cada (w,s) € S* x S, cada 0 € X, i cada (a;)icjuw| € Aw, €s té
que

fs(@®((@ietul)) = 0P ((fu,(ai))iepw)- (4.6)

ProrosicIO 4.14. Siguen A, B i C tres X-algebres. Aleshores,

(1) ida: A—=A és un homomorfisme.
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(2) Si f:A—B i g: B—=C sdn dos X-homomorfismes Aleshores
go [ és un X-homomorfisme d’A en C.

DEMOSTRACIO. (1) Es evident que Paplicacié identitat verifica la con-
dici6 per a ser -homomorfisme.

(2) Si fi g son X-homomorfismes Aleshores per a cada (w,s) € S* x S,
cada 0 € Xy 1 cada (a;)icqw| € Aw, es verifica

(g0 fls(o®((ai)ieul)) = g5 © fs(0*((a)iepw))) (1

= 9s(0®((fu,(a:))iepul)) (2

= 0((Gus (fui (@)))ieful) (3

= (90 fw:(@))ietul)- (4

Notem que les igualtats s’obtenen respectivament per: (1) la defini-
ci6 de composicié d’aplicacions S-tipificades, (2) el fet que f és un -
homomorfisme, (3) el fet que ¢g és un X-homomorfisme i (4) la definicié
de composicié d’aplicacions S-tipificades. U

DEFINICIO 4.15. Siguen A = (A, F) i B = (B, G) dues X-algebres. Un
Y-monomorfisme (resp. Y-epimorfisme, Y-isomorfisme) d’A en B és un X-
homomorfisme f: A —B 'aplicaci6 S-tipificada del qual és injectiva (resp.
suprajectiva, bijectiva).

)
)
)
)

DEFINICIO 4.16. Siguen A i B dues Y-algebres. Direm que A és Y-
isomorfa a B, denotat per A =2 B, si existeix un -isomorfisme f: A —B.

PRroPOSICIO 4.17. La relacid = sobre Alg(X) és una relacid d’equi-
valencia.

DEMOSTRACIO. La relacié és reflexiva ja que I’aplicacié identitat és bi-

jectiva.
Per a comprovar la simetria, siga f: A—B un Y-isomorfisme de
Y-algebres i considerem f~' = (f;1),cs. Demostrem que f~' és un

>-homomorfisme. Siga (b;)icjw] € Buw, per la bijectivitat d’f existeix
(a;)iclw| € Aw tal que, per a cada i € |w|, b; = fy,(a;) o, equivalentment,
per a cada i € |w|, a; = f;!(b;). Ara bé, en ser f un ¥-homomorfisme,
Fs(0®((@2)ietw))) = 0B ((fuwi(@i))iejw|) que, si fem actuar f; !, concloem que

A ((for (03))ictw)) = 0™ ((@i)iciu)) (1)
= [ 0P ((fwi(ai))ietw)) (2)
= [ 0B ((Bi)ictu]))- (3)

Notem que les igualtats s’obtenen respectivament per: (1) la definici6 de la
familia (b;)icpu, (2) el fet que f és una bijeccié i (3) la definicié de la familia
(bi)iepw|- Per tant, hem demostrat que f~' és un X-homomorfisme.
Finalment, la transitivitat és conseqiiencia directa de que la composicid
d’aplicacions bijectives és bijectiva. U
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NoOTA. Per a A i B dues Y-algebres, la proposicié anterior ens permet
dir simplement que sén Y-isomorfes per a significar, indistintament, que A
és Y-isomorfa a B o que B és Y-isomorfa a A.

4. Subalgebres

De la mateixa forma que per a estudiar els conjunts és imprescindible
considerar els seus subconjunts, per a l'estudi de les algebres hi ha que
considerar les seues subalgebres, que son els subconjunts amb la propietat
d’estar tancats sota totes les operacions en la signatura.

Introduim a continuacié la noci6 de subalgebra i de l'operador
subalgebra generada.

DEFINICIO 4.18. Siga A una Y-algebra i X C A. Siga o:w—=s3s, i.e.,
una operaci6 formal en 3, ,. Direm que X estda tancat sota l’operacid o si,
per a cada (a;)icjuw| € Xuw, 0*((a;)iew|) € Xs. Direm que X és un subunivers
o tancat A’A si X esta tancat sota totes les operacions de Y. Direm que
X = (X, G) és una subalgebra de la X-algebra A = (A, F') i ho denotarem

per X < A si X és un subconjunt tancat i
G(o) =0 =[x = F(0)lx, (4.7)
i.e., per a cada o € 3, i cada familia (;)icjw| € Xuw,
X ((i)iewl) = o2 ((2i)icpu))- (4.8)

Denotem per CI(A) al conjunt de tots els subuniversos d’A. Denotem per
Sub(A) al conjunt de totes les subalgebres d’A. Denotem per Sub(A) al
conjunt Sub(A) parcialment ordenat per la inclusid, i.e., (Sub(A), C).

ProrosiciO 4.19. Siga A una 3-algebra y X una subdalgebra de A,
aleshores in® és un X-homomorfisme injectiu.

DEMOSTRACIO. Siguen (w,s) € S* xS, 0 € Ss 1 (@i)icjw] € Aw.
Aleshores, tenint en compte que X és un tancat d’A, es té que

i (0 ((ai)icrw))) = o ((@i)iciw) (1)
= UX((ai)ielwl) (2)
= o ((ing) (as))iefu])- (3)

Notem que les igualtats s’obtenen respectivament per: (1) el fet que X és
un tancat d’A, (2) la definicié de la interpretacié de o en el subunivers X i
(3) el fet que, per a cada i € |wl|, a; € X,). Aixi, es conclou que in™ és un
Y-homomorfisme. O

Un dels objectius del treball és demostrar que Sub(A) és un reticle al-
gebraic i, reciprocament, que qualsevol reticle algebraic és isomorf al reticle
de subestructures d'una algebra heterogenia. Per a arribar a aquest resultat
treballem amb el reticle Sub(A) i amb I'operador clausura associat.
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ProrosiciO 4.20. Siga A una X-dalgebra. Aleshores ’endoaplicacid

Sub(A) — Sub(A)
SgA{ X —MN{Ced(A)|XCX}

té les segiients propietats:
(1) Im(SgA) c CI(A).
(2) CI(A) = {X € Sub(A) | X = Sg4(X)} = Clsg, (Sub(A4)).
(3) Sga €s extensiva, i.e., per a cada X € Sub(A), X C Sgu(X).
(4) Sga €s isotona, i.e., per a cada X,Y € Sub(A), st X C Y, Ales-

hores Sga(X) C Sga(Y).
(5) Sga és idempotent, i.e., per a cada X € Sub(A),

Sga(Sga (X)) = Sga(X). (4.10)

DEMOSTRACIO. (1) Siguen X C Cl(A), 0:w—=51 (@;)icw| € (N X )w
Aleshores, per a cada X € X i cada (;)icjw| € Xu, O’A((:Ei)i€|w|) e X,
per tant, o*((2;)icjw)) € (N X)s. D'on es conclou que (X € Cl(A) i
Im(Sg) € CI(A).

(2) Per (1) és evident que {X € Sub(A) | X = Sga(X)} C Cl( ).
Reciprocament, siga X € CI(A). Aleshores donat que Sg A(X ) és, per
definicié, {C € CI(A) | X C C}, és evident que X = Sg, (X).

(3) Siga X € Sub(A). Donat que Sga(X) =(){C € CI(A) | X C C},
és evident que X C Sgu (X).

(4) Si X C Y, aleshores {C € CI(A) | Y CC} C{CeCl(A)| X CC}
i, per tant, és clar que ([{C' € CI(A) | X CC}CN{C €Cl(A) |Y C C}.

(5) Siga Z € Sub(A), aleshores sabem per (1) i (2) que Sga(Z) €
Cl(A) = {X € Sub(A) | X = Sgx(X)}, aixi se segueix que Sgu(Z) =
Sga(Sga(Z)).

NOTA. Per a X C A, Sga(X) és el menor subunivers d’A que conté a X

i Panomenarem subunivers d’A generat per X. Aixi, Sga(X) és I'algebra
associada al subunivers Sg, (X).

(4.9)

O

ProposICIO 4.21. Siguen A una X-algebra i B < A. Aleshores per a
cada X € Sub(B), Sgg(X) = Sga(X).

DEMOSTRACIO. Si X € Sub(B), aleshores B € {C € CI(A) | X C C}
i, per tant, ({C € CI(A) | X C C} = ({C € CI(B) | X C C}, ie.,
Sgp(X) = Sga(X). 0
NOTA. Per a una Y-algebra A i un subconjunt X d’A, la proposicio

anterior ens permet a escriure simplement Sg(X) en compte de Sgu (X) i,
igualment, Sg(X) en compte de Sga (X).

La definicié que hem donat de l'operador subalgebra generada ha si-
gut descriptiva. No obstant, per a demostrar que és un operador clausura
algebraic, donem a continuacié una definicié constructiva.

DEFINICIO 4.22. Siga A una Y-algebra.
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(1) Denotem per Ex I'operador sobre Sub(A) definit com

£ Sub(A) — Sub(A)
A X XU (Uaez,s 0™ [ Xar(o)))ses

on, per a s € 5, X.5 és el conjunt de totes les operacions for-
mals o amb coaritat s i per a ar(o) = w, laritat de 0, Xu) =
I jepu Xuw)-
(2) Si X C A, aleshores la familia (E (X))nen queda definida recursi-
vament com E4 (X) = X i E}"(X) = Ea(E% (X)) per a n > 0.
(3) Denotem per ER (X) = UU,,cn B4 (X).

(4.11)

NoOTA. Per definicié de l'operador Ea, la cadena (E% | n € N) és una
cadena ascendent per a la inclusié.

La definicié descriptiva que hem donat permet demostrar senzillament
que és un operador clausura. Per a demostrar que és algebraic, i per tant,
pel Teorema [3.31] que el reticle de subalgebres és algebraic, donem amb la
segiient proposicié una definicié constructiva de 'operador Sga .

ProrosICIO 4.23. Siga A una X-algebra heterogénia 1 X C A. Alesho-
res Sg(X) = EL (X).

DEMOSTRACIO. En primer lloc per a demostrar que Sg(X) C E{ (X),
com Sg(X) és el menor tancat que conté a X, és suficient que demostrem que
E¥(X) és un tancat que conté a X. Arabé, E} (X) = X, doncs X C E{ (X).
D’altra banda, siguen o : w—=51(a;)icjw| € (U,eny Ex )w- Com les longituds
de les paraules son finites, i.e., les operacions son finitaries, aleshores existeix
no € N complint que (a;)icjw| € (U,en Ea(X))w. Per definicié, concloem
que

1ENQ

oA ((ai)ictu)) € (EXT(X))s € (Unen ER)s (4.12)
i EX(X) € CI(A) que, a més, conté a X, per tant, Sg(X) C E4 (X).

Per a demostrar la inclusio contraria fem una demostracié per induccio.
En primer lloc, del fet que EY(X) = X i X C Sg(X) es conclou que
EY (X) C Sg(X). Suposem que, per a n > 0 es compleix que E% (X) C
Sg(X). Aleshores com

EATH(X) = Ba(BA(X)) = ER(X) U (Uyex , oA ER (Xar(o)])ses  (4.13)

i, per hipbtesi d’'induccié, EX(X) C Sg(X), només cal demostrar que
(Uyes. . oA E A (X)ar(0)])ses € Sg(X). Siguen s € S, o:w—=35,1 (a;)icuw| €
(EX (X )) Aleshores com (a;)icjw| € (Sg(X))w 1 Sg(X) és un tancat,
o™ ((a;)iew|) € (Sg(X))s demostrant que o [E} (X),] C (Sg(X))s. O

COROLLARI 4.24. Siga A una Y-algebra heterogénia, aleshores ['opera-
dor clausura Sg és algebraic, és a dir, per a cada X € Sub(A),

Sg(X) = UYGSubf(X) Sg(Y). (4.14)
COROLLARI 4.25. El reticle Sub(A) és algebraic.



4. SUBALGEBRES 31

ProrosIciO 4.26. Siguen A una X-algebra heterogénia i X,Y C A.
Aleshores tenim que

(1) Si suppg(X) = supp(Y'), aleshores per a cada n € N,
suppg(Ej (X)) = suppg(Ex (V). (4.15)

(2) supps(Sga (X)) = Uy supps(Ex (X))
(3) Sisuppg(X) = suppg(Y'), aleshores

supps(Sg(X)) = supps(Sg(Y)). (4.16)
Conseqiientment, l’operador clausura heterogeni Sg €s uniforme.

DEMOSTRACIO. Ens limitem a demostrar (1) ja que (2) i (3) se
segueixen de la Proposicié [B.17]  Siguen X,Y € Sub(A) tals que
suppg(X) = suppg(Y). Demostrem per induccié que suppg(EX (X)) =
suppg(E%(Y)). En primer lloc, del fet que EQ(X) = X i de que
suppg(X) = suppg(Y') se segueix que suppg(E} (X)) = suppg(Ej (Y)). Su-
posem que, per an > 0, es compleix que, si suppg(X) = suppg(Y'), aleshores
suppg(E% (X)) = suppg(E% (Y)). Per a demostrar que suppg(EZ (X)) =
suppg(EX™(Y)), per simetria, és suficient demostrar que suppg(ExH (X)) C
suppg(E%T(Y)). Aleshores, com

ERT(X) = Ea(BR (X)) = ER(X) U (Ues., 02 EA(Xaro))ses,  (4.17)

site suppS(ET:’l(X)), 0 bé EX (X)¢ # D 0 bé J,ex, ) UA[EZ(X)M(U)] + .

En el primer dels cassos, com suppg(ER (X)) = éuppS(EZ(Y)), es con-
clou que t € suppg(E% (Y)) i B (Y); # @. Aixi t € suppg(EXH(Y)).

En el segon dels cassos, existeixen w € S* i o:w—=1 tals que
oA[ER (X)) és no buit. Si w = X la paraula buida, aleshores trivialment
oAEX(Y))] # @ it € suppg(EXT(Y)). Siw # A, per a cada i € |w|,
EX (X)w, # @ 1, com suppg(EL (X)) = suppg(EA(Y)), aleshores, per a ca-
dai € |w|, ER(Y)w, # @icAER(Y)s] # @. Aixi, t € suppg(EXTH(Y)). O

Hem demostrat que l'operador clausura Sg, és algebraic i uniforme.
Demostrem que, reciprocament, cada operador clausura algebraic i unifor-
me és un operador subalgebra generada per a una certa algebra heterogenia.
Aquest teorema és el conegut com a teorema de Birkhoff que, en la seua ver-
si6 homogenia no requereix la condicié d’uniformitat ja que sempre es dona.
La necessitat d’imposar aquesta condicié va ser demostrada per Mathiessen

n [15]. Aquesta generalitzacié heterogenia la devem a J. Climent Vidal i
J. Soliveres Tur que estudiaren en [20), [7] aquesta condicié addicional.

TEOREMA 4.27. Siga J un operador clausura algebraic heterogeni en un
conjunt S-tipificat A. St J és uniforme, aleshores J = Sga per a alguna
signatura Y i alguna X-algebra heterogenia A.
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DEMOSTRACIO. Siga ¥ = () ws)es xs una signatura S-tipificada
definida, per a cada (w, s) € S* x S, com segueix:

Sws = {(X,0) € Uxeguna) { X} x J(X),) |
Vt € S (card(Xy) = |w|y) b (4.18)

on, per a un tipus s € S i una paraula w, el nombre d’ocurréncies de s
en w, denotat per |wl,, és card({i € |w| | w(i) = s}). Es a dir, definim
la signatura S-tipificada, i.e., el conjunt d’operacions formals, per a cada
(w,s) € S*x S, com el conjunt de parells (X, ) on X és un subconjunt d’A
verificant que, per a cada tipus t € S, el cardinal de X; és igual al nombre
d’ocurrencies de t en w i b pertany a la coordenada s-essima de la imatge
d’X per J.

Remarquem que per a (w, s) € S*x5'1 (X, ) € Uxcgupa){ XX J(X)s)
les seglients condicions sén equivalents:

(1) (X,b) € ¥y s, 1€, per acada t € S, card(X;) = |w)s.
(2) suppg(X) = Im(w) i, per a cada t € supp(X), card(X;) = |w|s.

Per altra banda, per al conjunt d’'indexs A = Uy cgpa)({Y } xsuppg(Y))
i la familia A-indexada (Y;)(v,s)ea, on la coordenada (Y, s)-essima és Yy,
considerem f una aplicacié d’eleccié per a (Yi)(v,s)ea, i.e., un element
de H(y,s)eAYs- A més, per a cada w € S* i (a;)icqw| € Aw, conside-
rem MW(%iewl = (M;U’(ai)ie‘“")seg el conjunt S-tipificat finit definit per
Mt {a; € A, |1 € w[{s}]}, per a cada s € S. Remarquem que,
per definicié, MW (@iciwl C A,

Ara, per a cada (w,s) € S* x Si (X,b) € ¥y, definim Fx;, = (X,b)*
com l'operaci6é S-tipificada de A, en A, donada per

Hie\w\ Ay — As

b, siMvo =X, (4.19)
f(I(M™) s), altre cas.

(X, b)A

(ai)iefwl

Demostrarem que la Y-algebra A = (A, F') és tal que J = Sg,. Pero
abans cal comprovar, per la definicié de A, que la definicié de les operacions
és correcta, i.e., que per a cada (w,s) € S* x S, (X,b) € E,51s € Ay,
s € suppg(J(M™*)). Per a aco és suficient demostrar que suppg(M™®) =
suppg(X) perque, per hipotesis, J és uniforme i, per definici6, b € J(X)s.

Sit € suppg(M™), aleshores M,”" és no buit, i.e., existeix ¢ € |w]| tal
que w; = t. Aleshores, com (X,b) € ¥, 5, tenim que 0 < |w|; = card(X),
per tant t € suppg(X).

Reciprocament, si ¢t € suppg(X), |w|y > 0 i existeix un i € |w|
tal que w; = t, aleshores a; € A;. Concloem que M”" # @, ie.,
t € suppg(M™®). Per tant, suppg(M™®*) = suppg(X) i, per la uniformitat
de J, suppg(J(M™*)) = suppg(J(X)). Pero, per definicid, b € J(X),, aixi
que s € suppg(J(M**)) i la definicié és consistent.
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Demostrem ara que, per a cada X C A, J(X) C Sga(X). Siguen
X un subconjunt d’A, s € S'ib € J(X)s. Aleshores, com J és algebraic,
b € J(Y)s per a algun subconjunt finit Y d’X. A partir d’aquest Y definirem
una paraula wy en S i un element ay de A,, tal que
(1) Y = Mwyay,
(2) (Y,b) € ¥y s, 1, per a cada t € S, card(Y;) = |wy|y, 1
(3) ay € Hz’e\wy| Xuy (i) = Xuy -

aleshores, ja que (Y, b)*(ay) = b, podem afirmar que b € Sgu (X)s.

Pero, tenint en compte que Y és finit si, i només si, suppg(Y') és finit i,
per a cada t € suppg(Y), Y; és finit, considerem {s, | @ € |suppg(Y)|} una
enumeracié de suppg(Y) i, per a cada a € [suppg(Y')|, considerem {y,; |
i € |Ys, |} una enumeracié de les s,-coordenades no buides d’Y. Aleshores,
definim, en primer lloc, la paraula wy com I'aplicaci6 de |wy| = Y .., Pa
en S tal que, per a cada i € |wy| 1 a € [suppg(Y)],

wy (1) = 84 si, 1 només si, Zﬁeapg << Eﬁeaﬂ pg—1 (4.20)

i, en segon lloc, l'element ay de A,, com laplicacié de |wy| en
Uiawy‘ Ay (i), tal que, per a cada i € |wy| i a € |suppg(Y)],

ay () = Yo,i-S,eapp Shinoméssi, >0 <i<> 0 pg—1. (421)

D’aquestes definicions se segueixen els items (1), (2) i (3) anteriors. Obser-
vem que (1) és un cas particular del fet que 'aplicacié M de |J,,cq. ({w} x
A,) en Sub(A), que a un parell (w,a) li assigna M™*, és suprajectiva.

D’aquestes construccions i de la definicié de (Y, b)* podem afirmar que
(Y, b)A(ay) = b, aix{ b € Sga(X),. Per tant, J(X) C Sga(X).

Finalment, demostrem que, per a cada X C A, Sg,(X) C J(X). Pero
per a aix0, per la Proposicié [£.23] és suficient demostrar que, per a cada
X C A, tenim que EA(X) C J(X). Sigas € Sice Ea(X)s. Sice X,
aleshores ¢ € J(X)s, ja que J és extensiu. Sic ¢ X, aleshores, per definicié
de EA(X), existeix una paraula w € S*, una operacié formal heterogenia
(Y,b) € Zy5, 1 un element (a;)icpw € Xuw tals que (Y,0)*((ai)icw|) = c
Si Mw(@icwl = Y aleshores ¢ = b, aixi ¢ € J(Y),. Per tant, com que
M@l C X ja que (ai)ic| € Xu, ¢ € J(X),. Si M®@el £ Y,
aleshores (Y, )2 ((a:)icw|) € J(M®@@iciwl), perd, com M (@ictwl C X i J
és isoton, J (M (@icil) és un subconjunt de J(X), per tant (Y, (a:)icjw|)™ €
J(X)s. Aixi EA(X) C J(X). O

Se segueix del teorema anterior i de la Proposicio [4.26] el segiient resultat.

COROLLARI 4.28. Siga J un operador clausura heterogeni en un conjunt
S-tipificat A. Aleshores J = Sga per a alguna signatura > i alguna -
algebra heterogénia A si, i només si, J és uniforme.

Com que l'operador clausura algebraic associat a un reticle algebraic
(Teorema [3.32)) és uniforme se segueix el seglient corollari.
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COROLLARI 4.29. Tot reticle algebraic és el reticle de subalgebres per a
alguna algebra heterogenia A.

5. Congruéncies

Definim a continuaci6 la nocié de congruencia que permet dotar d’es-
tructura algebraica al conjunt quocient. En concret demostrem que el reticle
de congruencies és algebraic i uniforme i enunciem i demostrem el conegut
com Teorema de Correspondencia.

DEFINICIO 4.30. Siguen A una Y-algebra i ® € Eqv(A). Direm que
® és una congruéncia sobre A si, per a cada (w,s) € (S* — {\}) x S,
o w—=5 1 (a;)icw|, (bi)icjw| € Aw, si, per a cada i € |w|, a; =o,,, bi,
aleshores o ((a;)iejw|) =, 0™ ((b:)icjw|), 1€,
Vi € [w| (a; =g, bi) — o ((a:)iew)) =0, o™((b:)icpw|)- (4.22)
Denotem per Cgr(A) el conjunt de totes les congruencies sobre A i escriurem
Cgr(A) quan es considera ordenat per la inclusio.

Aixi, una congrueéncia sobre una Y-algebra és una relacié d’equivalencia
amb la propietat que, per a cada operacié en X, si apliquem la operacié a
families amb elements relacionats, lis assigna elements relacionats. Aquesta
propietat és la que permet definir en el conjunt quocient una estructura de
Y-algebra.

DEFINICIO 4.31. Siguen A una X-algebra i ® € Cgr(A). L’algebra
quocient d’A entre ® és la Y-algebra (A/®, FA/®) on, per a cada o € %, ,

aje [ (A/P) — (A/P),
oh/ {([ : (4.23)

aik’w(i) Jiglw| > [UA((az‘)ie\wD]cbs

NoTA. De la propia definicié d’algebra quocient se segueix que la pro-
jeccié canonica al quocient pr®, introduida en la Definicié [3.21], és un -
homomorfisme.

NoTA. Siga A una X-algebra. Aleshores, per a la congruencia V 4, tenim
que A/V, és isomorfa a una subalgebra d’1°. Al cas homogeni, si & és
una algebra, aleshores @/V és @, que és una subalgebra d’'1, i Sub(1) és
{@,1}. Al cas heterogeni, per a un conjunt de tipus S amb card(S) > 2 i
una signatura ¥ tal que, per a cada s € S, ¥, ; = &, tenim que @° és una
Y-algebra i que @°/V s és @°. No obstant, en contrast amb el que passa
al cas homogeni, al cas heterogeni, per a un conjunt S i una signatura .S-
tipificada X satisfent les condicions anteriors, poden existir 3-algebres A tal
que @ C suppg(A) C S. Aixi, per a aquest tipus de X-algebres, la 3-algebra
quocient A /V 4 sera isomorfa a una subalgebra de Sub(1°) — {&*,1°}

Ja hem definit al capitol anterior els suprems i infims de families d’equi-
valencies (Teorema . La pregunta natural és si, per a una familia de
congruencies, el seu suprem i infim sén, també, congruencies. La resposta
és afirmativa i la demostracio la presentem a la segiient proposicio.
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ProprosIcIO 4.32. Siga A una X-algebra. Aleshores Cgr(A) és un
subreticle complet d’'Eqv(A).

DEMOSTRACIO. Comprovem que, per a una familia (97);c; de con-
gruencies sobre A, el seu suprem i infim en el reticle complet Eqv(A)
descrits en la Proposicié son, de fet, congruencies en A.

Siguen (w, s) € (5* = {A}) X S5, o:w—=51 (Ti)iepw|, (Yi)ielu| € Aw tals
que, per a cada i € |w|, (v;,9:) € ;e J <I> . Aleshores podem afirmar que,

peracadai € |w|ij € J, (x;,y) € P’ d on, per definicié de congruencia,

w(z '
concloem que, per a cada j € I, (0®((2:)icw|): o™ ((Ui)icjw|)) € PI. Aixd,
(A (@), (i) € Myey ¥, Ta qual cosa demostra que (.,
és una congruencia sobre A.

Daltra banda, siguen (w,s) € (5" — {A}) x S, ocrw—=s i
(i)icw], (Yi)icqw| € Aw tals que, per a cada i € [w], (zi,v;) € (V;c; P?)uw)-
Aleshores, com, per cada i € |w],

(Vies D)o = {(a, b)€ A2, | In> 13z € Al

(0 = a&aiuis = b&Yp € ] (20 2p11) € Upcs Py ) } (1.24)

per la Proposici6 [3.20 podem afirmar que existeixen successions finites d’e-
lements d’A,, i congruencies de les families (7 (a))jes Per a o € |w] tals
que

1'0(1)3;(’8)2071 R 20,ko— 1@]0(:()) 1y0,
11,0 21,k -1
xlq)w(l)zl,l cee Zl,k1*1q)w(1) Y1, (425)
i\w|—1,k‘w|7 1
Llw|— 1(1) (|w| 1)Z\w\ L1 Z|w|*17k|w\—1*1®’w(\w\fl) Y
Aleshores tenim que
(Ui(l’o, Ty ’xn*1)7 Oi(yoa L1y 7‘/1:7171)) € \/ﬁeko q)éo’ﬂa
(U (y07 L1y 7'%.7171)7 o (y07 Y- - 7xn71)) € \/6ek1 (I)Zsiﬁa
e o
(UA(yOa <o Yw| -2, x|w|71)7 UA(yOa <o Yw| -2, y|w|fl)) € \/Bek\w|—1 (I)s‘ - .
(4.26)
Per tant,
(2 ((@)iefw)): o2 (Yi)ictul)) € Vaen Vser, P’ (4.27)
Aixi que podem afirmar que
(@ ((xi)ichuw))s o ((Wi)icp))) € Ve P (4.28)
la qual cosa demostra que \/,; d? és una congruencia. O

Igual que passava amb les subalgebres, les congruencies parcialment or-
denades per la inclusié formen un reticle algebraic. Per a demostrar-ho,
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construim una estructura algebraica sobre A x A tal que, les congruencies
sobre A siguen, exactament, els seus subuniversos.

TEOREMA 4.33. Per a cada X-algebra A, existeix una signatura S-
tipificada I' 1 una estructura de I'-algebra G sobre A x A tal que

Clss, ., (Sub(A x A)) = Cgr(A). (4.29)

DEMOSTRACIO. La signatura I' es construeix afegint a X, per a cada
s € 9, els seglients simbols d’operacio:

(1) Per a cada a € Ay, w)*: \—=s;

(2) w®:s—=s;

(3) w**:s5—=s.
I els simbols d’operacié s’interpreten en A x A com segueix. Si o € X, ,
aleshores

SAXA { (A x A)y e (AAX A)s A
((@i)ictw|, (0i)iefw]) == (02 ((ai)icw)), 72 ((bi)iciw|))
i els nous simbols d’operacié actuen com
(1) wrsA*A ¢s la constant (a, a),
(2) w*sAXA &g Paplicacié d'(A x A), en (A x A), donada per

a}s,s,AxA{ (A(;f l;;l)s : ng;) A)s (431)

(3) wsssAXA &g Taplicacié d’(A x A), en (A x A), donada per

(Ax A)ys — (Ax A),

WS5SAXA o (a,d), sib=c; (4.32)
((a,0), (¢, d)) (a,b), sib#ec.

(4.30)

Aixi, per construccio de la signatura i ’algebra, ® és una congruencia sobre
A, exactament si ¢ és un tancat per a la ['—algebra A x A. O

COROLLARI 4.34. Cgr(A) és un reticle algebraic.

NoOTA. En ser Cgr(A) un reticle algebraic sabem que existeix un ope-
rador clausura algebraic associat, concretament Sga., o per a l'algebra del
Teorema Aquest operador també es denomina operador congruéncia
generada i es denota com Cg,. Aquest operador satisfa les mateixes propi-
etats demostrades a la Proposicio [4.20]1, de fet, la seua definici6 és analoga.

Per a algebres homogenies Grétzer i Schmidt demostraren en [11] que
qualsevol operador clausura algebraic és un operador congruencia generada
per a alguna algebra homogenia. Per al cas heterogeni pareix intuitiu que,
imposant la condicié de que 'operador siga uniforme, també sera cert. No
obstant, la demostracié d’aquest fet en el context homogeni fa s d’algebres
parcials que s’allunyen del nivell d’aquest treball [II]. A més, la condicié
d’uniformitat i els suports fan la demostracié encara més complicada.
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Finalment, demostrem un teorema que esdevindra important en 'estu-
di dels productes subdirectes. En essencia, el teorema demostra que, per
a cada congruencia ®, les congruencies sobre A/® sén, exactament, les
congruencies ¥/® on ¥ és una congruencia que conté a .

TEOREMA 4.35 (de correspondencia). Siga A wuna X-dlgebra i & €
Cgr(A). Aleshores, els reticles ([®,Va],C) = f+ & ¢ Cgr(A/®) son iso-
morfs.

DEMOSTRACIO. Per la Definicié 3.2 d’isomorfisme de reticles hem de
donar una bijeccié entre els reticles que preserve i reflectisca els ordres.
Recordem que [®, V4] =1c® = {0 € Cgr(A) | & C © C V4}. Considerem
I’aplicacié f donada per

f { [(I)’\I,V 4 - E;%A/ 2 (4.33)

Veiem en primer lloc que és una aplicacié injectiva. Siguen ¥, 0 €
(D, V4] tals que W # O. Per tant existeix s € S i, suposem, sense perdua
de generalitat, que existeix (a,b) € Uy — O,. Per definicié, ([a]e,[b]e) €
U, /P, — Oy /Dy i, aixi, U/P £ O/D.

L’aplicacié f és suprajectiva. En efecte, siga © € Cgr(A/®). Aleshores,
considerem ¥ com Ker(pr® opr?®) i tenim que, per a cada s € S'icada a,b €
As, (a,b) € U,/ si, i només si, (a,b) € Vs si, i només si, ([a]s,, [b]e,) € Os.
Aixi, © = U/® i f és suprajectiva.

Finalment, el fet que f preserva i reflecteix els ordres és evident, ja que,
per la definicié de quocient entre dues congruencies que és, per a  C W,

(Vs/Ps)ses = ({([ala,, [D]s,) € (As/P5)? | (a,0) € Uy})ses, (4.34)
U C O exactament quan ¥/ C ©/90. O

NoTA. El teorema anterior és conegut com, per a alguns autors, el quart
teorema d’isomorfisme.

6. Productes directes

Fins ara hem definit tots els conceptes necessaris per a la construc-
cié i demostracié dels teoremes d’isomorfisme. En particular, donades una
Y-algebra A i una congruencia sobre ella ®, hem definit els conceptes de
subalgebra d’A i d’algebra quocient A/®. Notem que aquestes construc-
cions sempre reduixen el cardinal del conjunt heterogeni subjacent o, als
cassos trivials, el mantenen. Per tant, per a completar el capitol, defi-
nim construccions sobre les algebres que augmenten els cardinals i estudiem
certs isomorfismes entre aquestes construccions. En particular, demostrem
en aquesta seccié que tota algebra heterogenia finita és isomorfa a un pro-
ducte directe finit d’algebres heterogenies.

Recordem que el producte d’'una familia de conjunts (A%);c;, denotat com
[T,e; A% és el conjunt {f € Hom(Z,|J,.; A") | Vi € I (f(i) € A")}. Notem
que al cas que card(I) < oo, i.e., existeix un natural n tal que I = n,
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[Lic; A" = {(ai)ien | Vi € n (a; € A")}. Dotem d’estructura de Y-algebra al
producte directe d’una familia de Y-algebres.

DEFINICIO 4.36. Siga (A%);cr una familia [-indexada de Y-algebres, on,
peracadai € I, A’ = (A", F"). El producte de (A");c;, denotat per [ [, A’,
és la X-algebra ([[,.; A%, F) on, per a cada 0 € %, ollier A" eg defineix

com , ,
O’HiEIAi { (HZEI Al)w — H’EI A; (4.35)
(aj)jew)  F= (0™ (a;(9)) jeful)iet
Definim en concret, les algebres heterogenies subfinals, les que es poden
descompondre com a un producte directe i com i les que no.

DEFINICIO 4.37. Siga A = (A, F) una Y-algebra. Direm que A és
subfinal si el conjunt subjacent és subfinal, i.e., si, per a cada s € 9,

card(Ag) < 1.

DEFINICIO 4.38. Siga A una Y-algebra. Direm que A és directament
reductible si A és Y-isomorfa a un producte directe de dos Y-algebres no
subfinals tals que els seus suports estan inclosos en el suport d’A. Si A no
és directament reductible, aleshores direm que és directament irreductible.

NoTA. Evidentment, qualsevol Y-algebra subfinal és directament irre-
ductible.

DEFINICIO 4.39. Siguen ® i ¥ dues congruencies sobre una Y-algebra
A. Direm que ¢ i ¥ sén un parell de congruencies factor sobre A si satisfan
les seglients tres condicions

DAV =A,, DPoU=Vod  OdVI=V, (4.36)

Una conseqiiencia immediata de la definicié és que, donades dos X-
algebres A i B, existeixen sempre un parell de congruencies factor natural
per a A x B.

PROPOSICIO 4.40. Siguen A i B dues X-algebres. Aleshores els nuclis de
les projeccions canoniques d’A x B en A i B, denotats Ker(pr®) i Ker(prl),
respectivament, son un parell de congruéncies factor sobre A x B.

DEMOSTRACIO. Comprovem que Ker(pr’) i Ker(pr!) compleixen les
condicions per a ser un parell de congruencies factor.

Notem que per a demostrar que Ker(pr?) AKer(prl) = A, x4, és sufici-
ent comprovar que Ker(pr?) A Ker(prl) € Ay xa,. Siga ((a,b),(c,d)) €
Ker(pr?) N Ker(prl). Aixi, per definici6 de nucli i de les projeccions
canoniques, a = pr2((a,b)) = prl((c,d)) = c i també, b = prl((a,b)) =
prl((c,d)) = d. Per tant, ((a,b),(c,d)) € Aa,xa,-

Finalment, notem que, per a demostrar les dos igualtats que resten és
suficient demostrar que Ker(pr?)oKer(prl) = V4 x 4., 1 que, per a demostrar
aix0, només necessitem demostrar que Ker(pr?) o Ker(prl) D V4, x4,. Siga
((a,b),(¢,d)) € Va,xa,. Aleshores, com

(a,b) Ker(pr?) (a,d) Ker(prl) (c,d), (4.37)
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tenim que ((a,b), (¢, d)) pertany a Ker(pr?) o Ker(prl). O

Reciprocament a la proposicié anterior, donat un parell de congruencies
factor sobre una X-algebra, aquesta es pot descompondre com un producte
directe.

ProPOSICIO 4.41. Si @ ¢ U sén un parell de congruéncies factor sobre
A, aleshores A = A/P x A/V.

DEMOSTRACIO. Siga f: A—=A/® x A/V Daplicacié que envia cada
a € Aen ([a]e, [a]y). Es evident que f és un S-homomorfisme en ser-ho les
corresponents projeccions canoniques al quocient. A més, si fs(a) = fs(b),
aleshores (a,b) € &, i (a,b) € V,. Aixi (a,b) € Aa, i f és injectiva.
Finalment, si a,b € Ay aleshores, com que oW =Vod i \/{P, U} =V,
necessariament existeix ¢ € A, tal que (a,c¢) € &, 1 (¢,b) € U,. Per tant
fs(c) = ([alw,, [blw,) 1 f és suprajectiva. O

COROLLARI 4.42. Siga A una X-algebra. Aleshores A és directament
wrreductible si, 1 només si, Ay i V 4 son [inic parell de congruéncies factor.

Per a concloure la seccié demostrem que les algebres directament irre-
ductibles formen els blocs fonamentals per a construir, mitjancant productes
directes, les algebres finites. Amb arguments complexos es pot demostrar
que un algebra homogenia booleana amb cardinal infinit numerable no és
isomorfa a un producte directe i, per tant, la tesi del teorema no és millo-
rable [19, p. 59]. Podem trobar la segiient demostracié en [10].

TEOREMA 4.43. Tota -algebra finita és isomorfa a un producte d’una
familia finita de Y-algebres directament irreductibles.

DEMOSTRACIO. Siga A una X-algebra finita. Si card(][,.q4s) = 0,
aleshores A és irreductible. Siga A tal que card(][, 4 As) =n+1, ambn >
0, i assumim I'enunciat per a cada -algebra finita B amb card(][,.4 Bs) <
n. Si A és directament irreductible, I’enunciat és cert. En altre cas, tenim
que A =2 A% x Al amb A%i A! algebres no subfinals i tals que, per a cada
i €2, suppg(A’) C suppg(A).

Siga Al per a cada i € 21T = suppg(A) = supp,(A%) N suppg(A'),
la Y-algebra (A, FA'IT) on Al per a cada s € s es defineix com

. Ay, siseT;
A'lr)s = ’ ' 4.38
(Alz) {@, en altre cas. ( )
i FA'IT es defineix, per a cada (w,s) € S* x S, com
_ Vs — Hom((Ai [7)ws (A'l7)s)
FAr oA silm(w)CTiseT; (4.39)
’ g b .
aa,P—=As, silm(w) CT.

on a4, és I'inica aplicacié de @ en A,. Notem que la definici6 és consistent
ja que, per a o:w—=s, no pot océrrer que Im(w) CTis ¢ T.
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D’aci se segueix que A = A% x Al i, per ai € 2, que card(A’],) <
card(A), aixi, per hipotesi d’induccid, podem concloure que

Al =B x ... x BP L Al =2COx - x G L, (4.40)

on, pera j € pih € ¢, B/ i C" sén X-algebres directament irreductibles.
Aixi,
A=BOx .. xBPIxCOlx...xCI L (4.41)

Com voliem demostrar. O

7. Productes subdirectes

Es evident que el Teorema té una limitacié important amb la
hipotesi de que les algebres heterogenies han de ser finites. En aquesta
seccio demostrem el Teorema de Birkhoff que extén el resultat anterior.
En concret demostrem que qualsevol algebra heterogenia és isomorfa a un
producte subdirecte d’algebres heterogenies subdirectament irreductibles.

A continuacié introduim els productes subdirectes.

DEFINICIO 4.44. Una X-algebra A és un producte subdirecte d’una
familia de ¥-algebres (A');er si satisfa les segiients condicions
(1) A és una subalgebra de J],.; A"
(2) Per a cada i € I, pr'|, és suprajectiva.
A més, direm que un Y-monomorfisme (= imbibicié) f: A— ], A’ és
una imbibicid subdirecta si f[A] és un producte subdirecte de (A%);c;.

De la mateixa forma que hem fet en la secci6é anterior amb els productes
directes, donada una X-algebra i una familia de congruencies, trobem una
Y-algebra que siga un producte subdirecte d’alguna familia de »-algebres.

PRrROPOSICIO 4.45. Siga A una -algebra i (9%);cr una familia de con-
gruéncies en A. Aleshores A/(\,c; ®' es pot embeure subdirectament en

[Lc,A/O".

DEMOSTRACIO. Siga f?, per a cada ¢ € I, I'inic ¥-homomorfisme
A/ (N;e; ® en A/P tal que f' o prilier® = pr®.  Aleshores 'tinic -
homomorfisme (f*);er: A/ (N;e; @' — [L;c; A/P" determinada per la pro-
pietat universal del producte, és una imbibicié subdirecta. Il

COROLLARI 4.46. Siga A una X-algebra i (®%);c; una familia de con-
gruencies en A tals que ()¢, &' = Ay. Aleshores

(pri)ier: A —= Hiel A/ (4.42)
és una imbibicid subdirecta.

Analogament a la definicié de Y-algebra directament irreductible tro-
bem la definicié6 de subdirectament irreductible i, d’igual forma, podem
caracteritzar-la.
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DEFINICIO 4.47. Siga A una Y-algebra. Direm que A és subdirectament
irreductible si, per a cada imbibicié subdirecta f d’A en el producte cartesia
[[,c; A" d’una familia no buida de X-algebres (A%);cs, existeix un index i € I
tal que el ¥-homomorfisme pri o f: A— A’ és injectiu.

ProOPOSICIO 4.48. Una Y-algebra A és subdirectament irreductible si, i
només si, A és subfinal o existeiz una minima congruéncia en Cgr(A) —

{A4}.

DEMOSTRACIO. Si A no és subfinal i Cgr(A) — {A4} no té una con-
gruencia minima, aleshores [)(Cgr(A) — {As} = A4 Denotem I =
Cgr(A)—{A4}, aleshores 'aplicaci6 (pr®)ocr: A— [[5c; A/ P és, pel Co-
rollari [4.46] una imbibici6 subdirecta i com, per a cada ® € I, la projeccié
canonica pr?: A —= A /® no és injectiva, se segueix que A no és subdirec-
tament irreductible. Aixi, si A és subdirectament irreductible, aleshores A
és subfinal o existeix una minima congruencia en Cgr(A) — {A4}.

Si A és subfinal, aleshores és subdirectament irreductible, ja que si f és
una imbibici6 subdirecta d’A en el producte cartesia [[,.; A’ d’una familia
no buida de 3-algebres (A%);c;, aleshores, per a cada i € I, pr’ és suprajecti-
vaisuppg(A) = suppg(];c; A’) = suppg(A’), aleshores A = ].., A" = A",
per a cada i € [.

Finalment, suposem que existeix una minima congruencia ¢ en Cgr(A)—
{A.}, aleshores, necessariament, ® = [)(Cgr(A) — {Aa})(# A4) 1 A no
és subfinal. Aleshores podem escollir un tipus s € S i un parell (a,b) € P,
tal que a # b. Siga f: A—[],.; A’ una imbibicié subdirecta d’A en
el producte cartesia [[..; A’ Aleshores existeix un index i € I tal que
(or'0 £)(a) # (pr o £,)(b), ja que, en altre cas, f,(a) = fo(b) i, per tant, o =
b, que és una contradiccié. D’act se segueix que (a, b) ¢ Ker(prio f;) i, del fet
que (a,b) € @, se segueix que ®  Ker(prio f). Per tant, Ker(prio f) = Ay
i, conseqiientement, prf o f: A—= A’ és injectiu. Podem deduir que A és
subdirectament irreductible. U

NoOTA. Siga A una X-algebra. Si el reticle (Cgr(A) — {As}, <) té un
minim ®, aleshores el reticle Cgr(A) té la forma representada a la Figura
. La congruencia ®, anomenada monolit d’A i denotada per M#, té la
propietat que M = Cg, (65(Y), per a cada s € S i cada (a,b) € M2, amb
a # b [10].

Finalment podem demostrar que les algebres heterogenies subdirecta-
ment irreductibles formen els blocs fonamentals per a construir amb elles
la resta de algebres heterogenies mitjancant productes subdirectes. Remar-
quem que en el segiient teorema no requerim la finitut de les 3-algebres que
era la generalitzacié que voliem trobar.

TEOREMA 4.49 (Birkhoff). Tota X-algebra heterogénia és isomorfa a un
producte subdirecte d’un familia de Y-algebres heterogénies subdirectament
wrreductibles.
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Ay

) @ =(Cgr(A) — {A4a})

Va
FicUurA 1. Illustracié de la Proposicié |4.48|.

DEMOSTRACIO. Com les Y-algebres subfinals sén subdirectament irre-
ductibles, és suficient considerar Y-algebres no subfinals. Siga A una -
algebra no subfinal i

I'=U,es({s} x (47 = {A4.})), (4.43)

que és no buit, perque A no és subfinal. Aleshores, per a cada (s, (a,b)) € I,
emprant el Lema de Zorn considerant 'ordre de la inclusid, existeix una
congruencia ®*(@9) en A tal que @) N 5@ = &9 | maximal amb
eixa propietat. A més, la congruencia ®*@9) v Cg, (6*(®%)) és el minim de
(D @b) A L] — {®=(@)) - Aixi, pel Teorema de Correspondencia [4.35], al
reticle Cgr(A /®*(®?))  la congruencia
@(Sa(avb)) \V CgA((;S’(a’b)) (444)
és el monolit d’A /®((®b)  que és subdirectament irreductible.
Com ({®©@b) | (s,(a,b)) € I} = Ay, tenim, finalment, que A pot

ser subdirectament embeguda en H(A/(I)(s’(“’b)))(s,(a,b))el que és un producte
d’algebres subdirectament irreductibles. Il



CAPITOL 5

Teoremes d’isomorfisme

En aquest capitol demostrem els tres teoremes centrals d’aquest treball,
els teoremes d’isomorfisme d’Emmy Noether en la seua versié heterogenia.
Concretament, en aquest capitol demostrem que el conjunt imatge és un
subunivers del codomini, que el nucli d’'un homomorfisme és una congruencia
sobre el domini i que I'algebra quocient del domini pel nucli és isomorfa a
la imatge (Primer Teorema d’Isomorfisme). Seguidament demostrem que el
Segon i Tercer teoremes d’Isomorfisme es deriven com a aplicacions imme-
diates del Primer Teorema d’Isomorfisme.

Basem les demostracions d’aquests teoremes en les respectives demos-
tracions en la seua versié heterogenia que se poden trobar a [19].

1. Primer Teorema d’Isomorfisme

A continuacié demostrem que la imatge d’'un homomorfisme és un subu-
nivers del codomini.

ProprosIcIO 5.1. Siga f: A—=B un X-homomorfisme, aleshores Im(f)
és un subunivers de B.

DEMOSTRACIO. Siguen o:w—=5 1 (b;)icjw| € Im(f),. Aleshores, per
definicié del conjunt Im(f), existeix (a;)icj| € Aw tal que, per a cada
i € Jwl, fu,(a:) = b. Aix,

P ((b)ietul) = 0B ((fui (@) )icpw) (1)
= fo(o™((ai)iepuw))- (2)
Notem que les igualtats s’obtenen respectivament per: (1) definici6 de la

familia (b;)icjw| 1 (2) el fet que f és un X-homomorfisme.
Ain’a UB((bi)ie\w\) € fs[As] = Im(fs) U

Aixi, podem considerar la subalgebra amb subunivers Im(f).

DEFINICIO 5.2. Siga f: A—=B un Y-homomorfisme. La subdalgebra
imatge, denotada per Im(f), és la subalgebra amb subunivers Im( f).

Demostrem a continuacié que el nucli d’un homomorfisme és una con-
gruencia sobre el codomi.

Prorosicié 5.3. Siga f: A—=B un X-homomorfisme, aleshores,
Ker(f) és una congruéncia sobre A.

43
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DEMOSTRACIO. Siguen (w,s) € (S* —{A}) x S, 0 € Sy 1 (@)icpu|s
(Yi)iejw] € Aw tals que, per a cada i € |w|, (x;,y;) € Ker(fs,), ie., per a
cada i € |w|, fu,(z;) = fu,(y;). Aleshores,

folo® (@i)iepl) = 0% ((fu, (7:))iepul) (1)
= 0 ((fu (41) )itu)) (2)
= fo(o®((Wi)ierul))- (3)

Notem que les igualtats s’obtenen respectivament per: (1) el fet que f és
un Y-homomorfisme, (2) el fet que, per a cada i € |w|, (x;,y;) € Ker(fy,) i
(3) el fet que f és un X-homomorfisme.

Aix{, podem afirmar que (0®((2:)igjw|) o*((Yi)iew|)) € Ker(fs) d'on
concloem que Ker(f) és una congruencia sobre A. O

Els dos resultats anteriors permeten enunciar el Primer Teorema d’Iso-
morfisme que demostrem a continuacié.

TEOREMA 5.4 (Noether). Siga f: A—=B un X-homomorfisme. Ales-
hores,

A/ Ker(f) = Im(f). (5.1)

DEMOSTRACIO. Per definicid, per a demostrar que les algebres sén Y-
isomorfes només ens cal donar un Y-isomorfisme entre elles. Siga f* 'apli-
cacié bijectivitzada d’f definida, per a cada s € S, com

[ A= s/Ker(f,) —= Im(f,)
L e &2
Remarquem el fet que I'aplicacié esta ben definida ja que, per definicio,
[a]ker(f,) = [b]Ker(s,) si, i només si, fs(a) = fs(b), per a cada s € S.
Per a cada s € S, f/lat, és una aplicacié bijectiva. En efecte, sia,b € A,
son elements tals que fs(a) = fs(b), aleshores [a]ker(s,) = [b]KeY . D’altra
banda, si b € Im(f;), per definicid, existeix a € Ay tal que fs(a ) =b1icom

fillalkes,) = fs( ), concloem que f;([a]ier(s,)) = b-
Finalment, f* és un ¥-homomorfisme. En efecte, siguen (w, s) € S* x S,
g€ By ([CLi]Ker(fwz))Z‘€|w| € (A/ Ker(f))y. Aleshores,
£ R D ([alker ) ietul) = £ ([0 ((@i)iclw))ker(r)) (1)
= fs(e®((a)iefw)) (2)
= 02((fu;(a:))ielw) (3)
= "D ((fu, (ai))iciw)) (4)
= ™D ((fo ([ai)ker(fu) ictw)- (5)
Notem que les igualtats s’obtenen respectivament per: (1) la definicié de la
interpretacié de o en A/ Ker(f), (2) la definicié de f7, (3) el fet que f és un
Y-homomorfisme, (4) la definicié de la interpretacié en el subunivers Im(f)
i (5) la definicié de f7, .
Queda aixi demostrat el teorema. Il
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A ! B

erer(f) inIm(f)

A/ Ker(f) ———Im(f)

F1GURA 2. Representacié del Primer Teorema d’Isomorfisme

COROLLARI 5.5. Siga f: A—=B un X-homomorfisme. Aleshores, exis-
teiz un tnic isomorfisme bijectiu f°, el bijectivitzat d’f, d’A/Ker(f) en
Im(f), que fa commutatiu el diagrama de la Figura[9

2. Segon Teorema d’Isomorfisme

Per a la demostracié del Segon teorema d’Isomorfisme intervindra el
quocient de relacions d’equivaléncia. Recordem la seua definicié (Definicié
3.22). Per a un conjunt S-tipificat A1 ®, U € Eqv(A) amb & C ¥, aleshores

U/ = (Vs/Ps)ses = ({([ala., [lo.,) € (As/Ps)* | (a,0) € Us})ses. (5.3)

Aixi, com a conseqiiencia d’aplicar el Primer Teorema d’Isomorfisme
demostrem a continuacié el Segon Teorema d’Isomorfisme que estableix la
relacié entre quocients d’algebres quocient.

TEOREMA 5.6 (Noether). Siguen A una X-algebra i &,V € Cgr(A) tals
que ® C W. Aleshores,
(1) V/® € Cgr(A/®);
(2) (A/2)/(V/P) = A/V.
DEMOSTRACIO. Per a demostrar el resultat, en virtut de la Proposicié

i del Teorema , és suficient trobar un YX-epimorfisme f de A/® en
A /U amb nucli ¥/®. Siga f = (fs)ses aplicacié S-tipificada definida, per

a cada s € S, com
AS ¢S - AS QS
b >4

Notem que, per a cada s € S, la definicié de ’aplicacié és consistent ja que,
si [a]e, = [b]e,, aleshores a =¢, b i, com ® C WU, aleshores a =y, b, i.e.,
la]w, = [b]w..

Demostrem en primer lloc que f és un Y-homomorfisme. Siguen (w, s) €
S*x S, 0€ X, ([ai]%i))ielwl € (A/®),. Aleshores,

fo(o® 2 (([aile,, Jicrwl)) = fs(lo™ ((@i)icw))]e.) (1)
= [o*((a)iepu))]v. (2)

= o (([ai]w,, )ielw)) (3)

(4)

= oMY ((fu,([ai)@., ) ictw)
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Notem que les igualtats s’obtenen respectivament per: (1) la definici6 de
la interpretacié de o en A/®, (2) la definicié de f;, (3) la definici6 de la
interpretacié de o en A/W¥ i (4) la definici6 de f;.

A més, és evident que f és suprajectiva, ja que si [a]y, € A,/ V,, ales-
hores fi([ale,) = la]w,.

Finalment, demostrem que ¥, /®, = Ker(f;). Per a aixo, recordem que,
per definicié,

U, /@, = {([a]s., [D]s.) € (A;/P;)* | (a,b) € T} (5.5)
Es suficient notar que
fs(lale,) = [alw, = [blw. = fs([b]e,) si, i només si, (a,b) € V. (5.6)

Queda aixi demostrat el teorema. O

3. Tercer Teorema d’Isomorfisme

Finalment, demostrem el Tercer Teorema d’Isomorfisme. Recordem els
conceptes que intervindran en la seua demostracié. En concret per a ¢ una
congruencia sobre una Y-algebra A i un subconjunt X C A, la ®-saturacié
d’X és el conjunt S-tipificat [X]® amb coordenada s-essima

(X]§ ={ae A | X, N[ade, # @} = Usex, [2]o, = [Xi]™ (5.7)

A més, la restriccié de ® a X, denotada [y és el conjunt & N (X x X).

Aixi, com a conseqiiencia d’aplicar el Primer Teorema d’Isomorfisme
demostrem a continuacié el Tercer Teorema d’Isomorfisme que estableix la
relacié entre quocients de subuniversos i de saturats.

TEOREMA 5.7 (Noether). Siguen A una X-dalgebra, X € Sub(A) i ® €
Cgr(A). Aleshores es té que
(1) [X]* € Sub(A);
(2) @] e € Car((X]");
(3) X/(@1x) = [X]"/(@Ixp0)-

DEMOSTRACIO. (1) Siguen o € Xy 1 (a;)icjw| € [X]5. Aleshores, per
la Definicid del conjunt [X]*, existeix (b;)iep| € X tal que, per a
cada i € |w|, a; =g, b i, en ser ® una congruéncia, o*((a:)icw|) =,
o™ ((bi)iepw)- Alxi, com X és un tancat, o*((b;)iew)) € X 1, concloem que
oA (@ )ich) € [X]E.

Per a demostrar (2) i (3), en virtut de la Proposicié [5.3]i del Teorema
, és suficient trobar un S-epimorfisme f de X en [X]*/(® [(xj#) amb nucli
Of . Siga f = (fs)ses Vaplicacié S-tipificada definida, per a cada s € S,
com Daplicacié de X en [X]®/(®](xje) definida com

£, { Xs —> [X]¢5/<(I)s r[XS]‘i’s)

a = [a]e,

(5.8)

[Xs]®s
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Demostrem en primer lloc que f és un ¥-homomorfisme. Siguen (w, s) €
S* xS, 0 € Xysi(ai)iejw| € Xw. Aleshores,

Ao (@)ierun)) = [0 (@ )ieru)or o 1)
= 0% ((as)ictul o 2)
— J[xp/(qmm)(([ai] ‘I’w“”[xwm]%<i> )iclw]) (3)
_ U[X]q)/(q}“x]@)((fwi(ai))z‘e|w|)- (4)

Notem que les igualtats s’obtenen respectivament per: (1) la definici6 de f,
(2) la definicié de la interpretacié de o en el subunivers [X]®, (3) la definicid
de la interpretacié de o en [X]|®/(®[(xje) i (4) la definicié de f,.
sr[XS]§>S e [X]Q/
(s [(x,)#s ), aleshores, per definici6 del conjunt [X]%, existeix b € X tal que
[a]q>s“xs]¢s == [b]q)ST[XS]q)S iy per tant) fS(b) = [a’]@s“xs]és

Finalment, demostrem que ®,[y, = Ker(f;). Per a aix0 notem que, si
a,b € X, les segiients proposicions sén equivalents,

(1) [a]¢s[[x3]¢.s = [b]cbs[[xs]@s’ i.e., ((1,, b) - Ker(fs).
(2) [a]q)s = [b]ch, i-e'v (CL, b) € (I)s [Xs‘
Queda aixi demostrat el teorema. Il

A més, és evident que f és suprajectiva, ja que si [a]e
o






CAPITOL 6
L’algebra lliure

Existeixen moltes aplicacions dels teoremes d’isomorfisme. En concret
al context dels grups, un resultat immediatament que se’n deriva és que tot
grup és isomorf a un subgrup d’un grup de permutacions per a un conjunt
amb cardinal suficientment gran. A més, trobem altres resultats com el
Lema de Zassenhaus en teoria de grups, que estableix un isomorfisme entre
subgrups normals de subgrups d’un grup, que utilitzen el Tercer Teorema
d’Isomorfisme en la demostracié. Fora del context de 1’algebra, en analisi
harmonic i topologia, és necessari el Primer Teorema d’Isomorfisme per a
demostrar que, com a grup multiplicatiu, T = {z € C | |z| = 1} és isomorf al
grup additiu quocient R/(27Z). Aquestes sén algunes de les aplicacions dels
teoremes. En aquest capitol exposem una aplicacié directa dels teoremes
dins del context de 'algebra universal. En concret, introduim ’algebra de
paraules en X per a una signatura X i 'algebra lliure per a un conjunt X.
Demostrem que 'algebra lliure posseeix la propietat universal i, finalment,
gracies al Primer Teorema d’Isomorfisme, demostrem que qualsevol algebra
heterogenia és quocient d’una algebra lliure.

Definim ara, per a una signatura S-tipificada ¥ i un conjunt heterogeni
X T'algebra de paraules en X que, en essencia és construir la Y-algebra més
simple a partir d’X.

DEFINICIO 6.1. Siga X un conjunt S-tipificat. Aleshores la X-algebra
de paraules en X | denotada per Wy (X) es defineix com segueix:

(1) El conjunt S-tipificat subjacent de W (X), escrit com Wy (X), és
precisament el conjunt S-tipificat (([[ X[ X)*)ses, i-e., aplica-
ci6 d’S en U que és constant igual a ([[ S]] X)*, on ([ ZL[] X)*
és el conjunt de totes les paraules sobre el conjunt [[XTI[] X, i.e.,
sobre el conjunt

[(Uw.sesexs(Zuws X (w,8))) X {0} U [(U,eq(Xs x {s})) x {1}]. (6.1)

(2) Per a cada (w,s) € S* x S, i cada 0 € X, 4, loperacié formal
F, = oW=X) associada a o és I'aplicacié de Wx(X), en Wx(X),
que envia (P)icjw| € W(X)y en () A NP € Wx(X) on, per
a cada (w,s) € S* x Sicadao € X, , (o) és (((o,(w,s)),0)), el
valor de la imbibici6 canonica de X, s en ([[X L[] X)*, i.e.,

oWe(x) [ WXy — We(X),
{ (Picpw) = (0) A Nigju B (6.2)
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Concretament, definim la subalgebra sobre 1’algebra de paraules gene-
rada per les variables en X.

DEFINICIO 6.2. La X-algebra lliure sobre un conjunt S-tipificat X, de-
notada per Tx(X), és la X-algebra determinada per

Sewy0) (({(2) [ 7 € Xi})ses), (6.3)

la subalgebra de Wg(X) generada per ({(z) | = € X})ses, on, per a
cada s € S'icadax € X, (z) és (((x,s),1)), que és el valor de la imbibicid
canonica de X en ([[ XI]] X)*. Denotem per Tx(X) el conjunt S-tipificat
subjacent de T (X) i, per a cada s € S, diem que els elements de Tx(X);
sén els termes del tipus s amb variables en X o, simplement, (X, s)-termes.

De la construccié de 'operador Sg obtenim la segilient proposicié que
caracteritza els elements de (Tx(X)),, pera s € S.

ProprosiciO 6.3. Siga X un conjunt S-tipificat. Aleshores, per a cada
s € S icada P € Wg(X)s, tenim que P és un terme del tipus s amb
variables en X si, 1 només si,
(1) P = (z), per a un unic v € X,;
(2) P = (0), per a un tinic o € Xy ;
(3) P = (0) A N\ Pi, per a una dnica w € S* — {A}, un dnic
0 € Xy, @ una unica familia (P;)icjw) € T%(X)w.
A més, les tres possibilitat son mituament excloents.
Per simplicitat de notacié escrivim x, o i 0((F;)icqw|) en compte de (x),
(0), i (0) A Nig P, respectivament.

Aixi, el resultat que volem demostrar és un resultat derivat del fet que
I’algebra lliure verifica la propietat universal.

ProprosIcIiO 6.4 (Propietat Universal). Per a cada conjunt S-tipificat
X, el parell (n*®, Tx(X)), onn* és la insercié de generadors X en Tx(X),
la co-restriccio a Tx(X) de la imbibicid canonica de X en Wx(X), té la
seguient propietat universal: per a cada X-algebra A i cada aplicacio S-
tipificada f: X —= A, existeir un unic L-homomorfisme f*: Tg(X)—=A
tal que ffonX = f, i.e., el diagrama és de la Figum@ és commutatiu.

X —1 > Ty(X)

fﬁ
A

F1GUrRA 3. Representacié de la Propietat Universal

DEMOSTRACIO. Per a cada s € S i cada (X, s)-terme P, la coordenada
s-essima d’f* es defineix recursivament com segueix:
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ﬂ%@@ f()ﬁpzﬁ

(2) f ( X)) ,si P =ogT=(X).
(3) fi(o” ”«)mm oA ((f5,(P))ictu)), i P =0T ((Picju))-
Per construccié f* compleix les condicions demanades. U

Ara si, estem en condicions de demostrar que qualsevol algebra hete-
rogenia és quocient d'una algebra lliure com a aplicacio directa de la propi-
etat universal.

TEOREMA 6.5. Siga A una X-dalgebra. Aleshores A és X-isomorfa a un
quocient d’una X-algebra lliure sobre un conjunt S-tipificat.

DEMOSTRACIO. Siga A una Y-algebra. Donat que A té un conjunt de
generadors (eventualment tot A), considerem X un d’ells. Aleshores, per a
la inclusié canonica iny d’X en A, en virtut de la Propietat Universal de
l'algebra lliure (Proposicié sobre X, existeix un tnic ¥-homomorfisme
in%, de Tx(X) en A tal que el diagrama

commuta. Ara bé, en ser X un conjunt de generadors d’A i estar X
contingut en la imatge de inﬁX, el ¥-homomorfisme ing( és suprajectiu. Pel

Primer Teorema d’Tsomorfisme, A & Tx(X)/Ker(in% ). O

COROLLARI 6.6. Tota X-algebra heterogénia és isomorfa al quocient d’u-
na X-algebra lliure per a algun conjunt heterogeni de generadors.






CAPITOL 7

Conclusions

La teoria de I'algebra universal heterogenia permet la generalitzacié de
diverses construccions i 'estudi dels seus resultats i propietats propis de I'es-
tructura d’algebra aillats de les respectives particularitzacions. En aquest
treball hem presentat una introduccié a aquesta teoria i hem donat diversos
isomorfismes entre els seus objectes.

En concret, hem definit els conceptes previs necessaris per a descriure
Iestructura d’algebra heterogenia, per a, seguidament, definir els objectes
algebraics basics com sén les subestructures, quocients, homomorfismes,
productes directes i productes subdirectes.

Les set relacions d’isomorfisme demostrades al llarg del treball relacionen
tots els objectes anteriors i I'estructura particular de reticle algebraic. Al
llarg del Capitol [4] s’han demostrar certs isomorfismes que recordarem a
continuaci6é. En primer lloc, els reticles algebraics han sigut caracteritzats,
tret d’isomorfismes, pels reticles de subalgebres de les algebres heterogenies.
Aixi trobem que

L reticle algebraic si, i només si JA € Alg(X) (L = Sub(A)), (7.1)

la qual cosa explica concretament la forma d’aquests reticles i permet un
estudi més senzill.

Seguidament, s’ha exposat el Teorema de Correspondencia, que, per a
A una algebra heterogenia i ® una congruencia sobre ella, estableix que

[©,V.] = Cgr(A/d). (7.2)

Aquest isomorfisme és molt 1til en la demostracié de diferents resultats,
com hem pogut vore en els segiients resultats.

En relacié amb els productes d’algebres, en concret, hem demostrat
que, per a una >-algebra A, si és finita, aleshores A és isomorfa al producte
directe d'una familia finita de X-algebres directament irreductibles, i, en
general, qualsevol Y-algebra és isomorfa a un producte subdirecte d'una
familia de »-algebres subdirectament irreductibles.

Aixi, el primer resultat demostra que, per a les algebres heterogenies
finites, les algebres heterogenies directament irreductibles constitueixen els
blocs fonamentals que constitueixen aquestes algebres. Mentre que el segon
demostra que, en general, les algebres heterogenies subdirectament irre-
ductibles constitueixen els blocs fonamentals que constitueixen les algebres
heterogenies.
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El Capitol [5|I’hem dedicat a demostrar els tres Teoremes d’Isomorfisme,
part central del treball, i que estableixen, per a A, B dues algebres hete-
rogenies, f: A—=B, &, ¥ dues congruencies en A amb & C ¥ i X una
subalgebra d’A, les relacions

Primer Teorema d’Isomorfisme: A/ Ker(f) = Im(f);
Segon Teorema d’Isomorfisme: (A/®)/(V/P) = A/, (7.3)
Tercer Teorema d’Isomorfisme: X/(®1y) = [X]®/(P[xe ).

Aquestes relacions resulten fonamentals per a demostrar resultats algebraics
i, particularment, al treball s’ha demostrat que una conseqiiencia directa és
que qualsevol algebra heterogenia és quocient d’una algebra lliure.

Aixi, al treball, a partir de les construccions basiques de les algebres
heterogenies dels articles [4), 6, T0] demostrem alguns dels teoremes d’iso-
morfisme més importants d’aquests articles. I, seguidament, de les demos-
tracions homogenies del llibre d’H. P. Sankappanavar i S. Burris “A course
in universal algebra” [19] exposem la versid, en el context de ’algebra uni-
versal heterogenia, dels teoremes d’isomorfisme.
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