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CAPITOL 1

Introduccio

El final del segle XIX fou una eépoca molt fructifera per a les ma-
tematiques, on s’aconsegui introduir i desenvolupar la logica matematica;
primerament amb el matematic Gottlob Frege (1848-1925), que tenia com
a objectiu demostrar que l'aritmetica era una part de la logica i, posterior-
ment, amb el matematic Georg Cantor (1845-1918), que aconsegui I'objectiu
que tenia Frege, trobar una fonamentaci6 logica de 'aritmetica.

A partir d’aquesta fonamentacid, entre 1874 i 1897, Cantor crea una
nova disciplina matematica: la teoria de conjunts. A més, dona la primera
definicié formal de conjunt, que és:

“S’entén per conjunt I'agrupacié d’'un tot d’objectes ben
diferenciats de la nostra intuicié o de la nostra ment”.

La teoria de conjunts és una disciplina fonamental de les matematiques,
ja que serveix com a base de moltes altres teories. En els primers anys d’a-
questa teoria intuitiva de conjunts aparegué la famosa Paradoxa de Russell,
que demostrava que la teoria era inconsistent i necessitava uns fonaments
més solids.

En les decades posteriors, la confianca en aquesta teoria es restableix
gracies a matematics com Ernst Zermelo (1871-1953), que en el 1908 pre-
senta la seua teoria axiomatica de la teoria de conjunts, a semblanca de la
presentacié axiomatica de la geometria presentada per Euclides. L’objectiu
era fonamentar cada pas i construir, de manera progressiva, tots els conjunts,
posant cura en que les noves construccions no donaren lloc a cap tipus de
paradoxa. Posteriorment, els matematics Adolf Fraenkel (1891-1965) i Tho-
raf Skolem (1887-1963) refinaren I'axiomatica proposada per Zermelo, fins
a obtindre la presentacié actual.

Aquest treball és una introduccié als formalismes necessaris per a la
fonamentacié conjuntista de les matematiques seguint el desenvolupament
axiomatic de Zermelo, Fraenkel i Skolem. Hem elegit aquest tema pel fet
de no haver treballat aquests formalismes durant la carrera i per a poder
aprofundir en les construccions i els resultats més importants de la teoria de
conjunts. L’eleccié de nocions que es presenten en aquest treball no intenta
abastar totes les construccions possibles en la teoria de conjunts pero si que
conté una seleccié destacada de les més importants.
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4 1. INTRODUCCIO

En aquest treball enunciem els axiomes de Zermelo-Fraenkel-Skolem, és
a dir, I'axioma d’extensionalitat, del conjunt buit, del conjunt parell no
ordenat, del conjunt unié, del conjunt potencia i ’esquema axiomatic de
separacié. A partir d’aquests axiomes introduim les operacions usuals sobre
els conjunts i justifiquem les seues propietats. A més, estudiem les con-
seqiiencies més destacables que se’n deriven. Els quatre axiomes restants, és
a dir, 'axioma d’eleccid, I’axioma del conjunt infinit, ’axioma de regulari-
tat i 'esquema axiomatic de reemplagament seran enunciats posteriorment,
i emprats per a demostrar propietats basiques de les aplicacions entre con-
junts.

En virtut d’aquests axiomes, estudiem dues presentacions equivalents de
I’Axioma d’Eleccié. Una primera equivalencia la trobem amb la proposicid
que diu que tot epimorfisme és una retraccié i una segona equivaléncia amb
el Lema de Zorn-Kuratowski. Per ultim, introduim els ntimeros naturals, el
principi de demostracié per induccio i el principi de definicié per recursio.
Emprarem aquestes construccions per a introduir les operacions aritmetiques
fonamentals de suma i producte.

En aquest treball hem seguit principalment el treball de J. Climent Vi-
dal, Teoria de conjuntos [CV10]. No obstant, I’equivaléncia entre I’Axioma
d’Eleccio i el Lema de Zorn-Kuratowski ha seguit els desenvolupaments pre-
sentats per B. Bukh en [Buk19] i per J.W. Lewin en [Lew91].

En cada capitol introduim progressivament els axiomes de la teoria de
conjunts i estudiem les construccions que se’n deriven. D’aquesta forma
comprovem com les diferents definicions donen lloc als conjunts més habi-
tuals i podem observar les dependencies en 1'ds dels axiomes.

Més concretament, en el Capitol 2 introduim els primers axiomes i con-
junts basics i treballem les propietats del conjunt de les parts, de la relacio
d’inclusié, de la unié, la interseccié i la diferencia de conjunts.

En el Capitol 3 introduim el producte cartesia de conjunts, les relacions
binaries, ’esquema axiomatic de reemplagament, les propietats basiques de
la inversio i composicio de relacions i la formacié d’imatges inverses, imatges
directes i restriccions.

En el Capitol 4 introduim les nocions de funcié i aplicacié i estudiem els
conjunts i aplicacions més destacats. Introduim les nocions d’aplicacié injec-
tiva, seccié i monomorfisme i estudiem les relacions entre aquests conceptes.
També introduim les nocions d’aplicacié sobrejectiva, retraccio i epimorfisme
i estudiem les relacions entre aquests conceptes. En aquest capitol apareix
la primera presentacié equivalent a I’Axioma d’Eleccié. També estudiem
els conceptes d’aplicacié bijectiva, els isomorfismes i els bimorfismes. Final-
ment treballem la factoritzacié a través de la imatge i de la coimatge d’una
aplicacid.
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En el Capitol 5 introduim les nocions basiques de la teoria d’ordre i
presentem el Lema de Zorn-Kuratowski com una presentacié equivalent de
I’Axioma d’Eleccié.

En el Capitol 6 introduim les nocions basiques de 'aritmeética i estudiem
el principi de demostracié per induccié i el principi de definicié per recursio.

Concloem 'exposicié amb una seccié de conclusions que conté un resum
dels resultats vistos en aquest treball.

La notacié que seguim principalment és la de Climent [CV10]. Tot ele-
ment d’aquesta teoria sera un conjunt. Diferenciarem el grau d’abstraccid
tipograficament, amb notacié més elaborada per als conjunts més abstrac-
tes, per exemple z, X, X, ---. A més, com hem dit abans, en aquest
treball diferenciarem els conceptes de funcié i d’aplicacié. Una funci6 és
una relacié que satisfa la condicié funcional i una aplicacié, que denotem
per f: A— B, on Ai B sén dos conjunts, la definim com la tripla orde-
nada f = (A, F, B), on F és una funci6 d’A en B. En els diferents capitols
introduirem nocions i construccions més especifiques.






CAPITOL 2

Primers axiomes

En aquest primer capitol enunciem els primers axiomes de la teoria de
conjunts de Zermelo-Fraenkel-Skolem.

Axioma d’extensionalitat. Una condicié necessaria i suficient perque
dos conjunts siguen el mateix conjunt és que tinguen els mateixos elements.
Es a dir:

VX, Y (Vz(2ze€X < 2€Y ) X=Y). (1)

Amb aquest primer axioma podem afirmar que els elements d’un conjunt,
en cas de tenir, no apareixen repetits.

A continuacié, introduim ’axioma que garanteix I’existeéncia del conjunt
que no té membres.

Axioma del conjunt buit. Existeix un conjunt que no té elements.
X Vy (yeX o y#y). (2)
Anem a demostrar que aquest conjunt sense membres és tnic.

ProPOSICIO 2.1. El conjunt sense elements és tnic. El denominem el
conjunt buit © el denotem per @.

DEMOSTRACIO. Per 1’Axioma del conjunt buit existeix un conjunt
sense membres. Ara bé, suposem que existeix X’ un conjunt diferent de X
també sense elements. Aleshores, per a tot element y d’X’, y és diferent d’y.
Aixi, emprant ’Axioma d’extensionalitat , X' =X. O

Hem establert que dos conjunts sén iguals si tenen els mateixos elements
i que existeix un Unic conjunt sense membres. Ara establim que si tenim
dos conjunts, existeix el conjunt format per aquests dos conjunts.

Axioma del conjunt parell no ordenat. Donats dos conjunts x i y,
existeix un conjunt on els seus membres sén exactament z i y:
Ve, y3dZVt (teZ - (t=axVit=y)). (3)
Demostrem que el conjunt que acabem de definir és unic.

PRroPOSICIO 2.2. Siguen x iy dos conjunts. El conjunt amb membres
exactament x iy és unic. Aquest conjunt el denominem el conjunt parell no
ordenat determinat per x iy i el denotem per {z,y}.
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8 2. PRIMERS AXIOMES

DEMOSTRACIO. Siguen x i y dos conjunts, per I’Axioma del conjunt
parell no ordenat existeix un conjunt Z que consta de X i y. Suposem que
existeix un altre conjunt que satisfa les condicions de I’Axioma del conjunt
parell no ordenat , el denotem per Z’. Aleshores, per a tot element de
Z', 0és x 0 ésy. Per tant, Z i Z' estan formats pels mateixos elements,
aleshores, aplicant I’Axioma d’extensionalitat obtenim Z = Z'. O

Com a conseqiiencia d’aquesta proposicié podem definir el conjunt amb
un dnic membre.

COROLLLARI 2.3. Siga x un conjunt. Aleshores existeix un unic conjunt
amb unic element x. Denominem aquest conjunt el conjunt terminal o final
determinat per x i el denotem per {x}.

DEMOSTRACIO. En virtut de la Proposicié amb els dos conjunts
de lenunciat iguals a x, obtenim el conjunt {z,x}. Aleshores, emprant
I’Axioma d’extensionalitat tenim {x,z} = {z}. Per tant, hem trobat
I'tinic conjunt amb un tnic element . O

Amb els axiomes fins ara presentats només podem construir conjunts
amb un maxim de dos elements. A continuacid, presentem altres axiomes i
propietats per a poder formar conjunts amb més de dos elements.

Axioma del conjunt unié. Siga X un conjunt, aleshores existeix un
conjunt amb membres els membres dels membres de X':

VXY VE(teY «3X (teXANXeX)). (4)
Demostrem que el conjunt definit en aquest nou axioma és tnic.

ProPOSICIO 2.4. Siga X un conjunt. Aleshores el conjunt amb membres
exactament els membres dels membres de X és unic. Denominem a aquest
conjunt el conjunt unid de X i el denotem per |J X, en alguns casos també
el denotem per |Jxcr X.

DEMOSTRACIO. Donat un conjunt X, per I’Axioma del conjunt unié
sabem que existeix un conjunt Y tal que els elements d’Y sén exactament els
membres dels membres d” X'. Suposem que existeix un conjunt Y’ que satisfa
les condicions de I’Axioma del conjunt unié . Aleshores, com els dos
conjunts tenen els mateixos elements, aplicant I’Axioma d’extensionalitat

obtenim Y =Y. O
Per tant, si X és un conjunt tenim que

Ux={tl3x (texrXxex)}

Una volta definida la unié d’un conjunt, definim, amb la segiient propo-
sicié, la unié de dos conjunts.
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ProprosSICIO 2.5. Siguen X 1Y dos conjunts. Aleshores, existeix un unic
conjunt amb elements exactament aquells conjunts que pertanyen a X o a
Y. Denominem a aquest conjunt la unié (bindaria) de X 1Y i el denotem
com X UY.

DEMOSTRACIO. Siguen X i Y dos conjunts, per I’Axioma del parell no
ordenat (3] existeix el conjunt {X,Y}. Apliquem I’Axioma del conjunt unié
a {X,Y}, és a dir, existeix el conjunt

X y}={t|3A(teAnAc{XY})}

Pero, els membres de | J{X, Y} son els conjunts que pertanyena X oa Y.
La unicitat d’aquest conjunt és conseqiiencia de I’Axioma d’extensionalitat

(2 0
Per tant, per a dos conjunts X i Y, la unié binaria sera:
XUuY={t|teX viteY }.

Amb la segiient proposicié demostrem l'existencia de conjunts amb més
de dos elements.

Prorosicid 2.6.

(1) Siguen x, y, z tres conjunts. Aleshores, existeiz un unic conjunt
amb membres exactament z, y, z. El denotem per {x,y, z}.

(2) Siguen X, Y i Z tres conjunts. Aleshores, existeir un unic con-
junt amb membres els conjunts que pertanyen a algun dels conjunts
donats. El denotem per X UY U Z.

(3) Per a cada nimero natural n, no nul, i n conjunts qualsevol
XOy ey Tn—1, ezisteix un unic conjunt denotat per {xg,...,Tn_1} tal
que

Ve (z € {xoy.,n_1} < (x=20V---VT=xp_1) ).

(4) Per a cada numero natural n, no nul, i n conjunts qualsevol
X0, ooy Xn—1 existeiz un unic conjunt denotat per Xg U ---U X1
tal que

Ve (zeXoU---UXp 1 (2eXoV---VoeX,—1)).
DEMOSTRACIO.

(1) Donats els conjunts z, y i z, per I’Axioma del parell no ordenat
obtenim {z,y} i {z}. Sabem que tots aquests conjunts existeixen.
Apliquem una altra volta I’Axioma del parell no ordenat als
conjunts {z,y},{z} i obtenim {{z,y},{z}}. En virtut de ’Axioma
del conjunt unié obtenim J{{x,y},{z}} que és el conjunt que
busquem.

(2) Per lapartat 1 sabem que existeix {X,Y, Z}. Considerem, gracies
a I’Axioma del conjunt unié , U{X,Y, Z}, que és el conjunt dels
conjunts que pertanyen a X oa Y o a Z. Aquest és el conjunt que
busquem.
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Per finalitzar la demostracié, observem que les dues ultimes propietats
sén generalitzacions de les dues primeres propietats, respectivament. I per
tant, es poden demostrar per induccio. O

El final d’aquest capitol el dedicarem a definir la relacié binaria d’inclu-
sié entre conjunts, per a després presentar I’Axioma del conjunt potencia.
A més, estudiarem les propietats de la inclusié i presentarem els conjunts
ordenats.

DEFINICIO 2.7. Siguen X i Y dos conjunts. Direm que X estd inclos en
Y o que X és un subconjunt de Y, st per a cada z, si z € X, aleshores z € Y.
Ho denotem per X CY. Definim també que X esta estrictament inclos en
Y, o que és un subconjunt estricte, st X C Y, pero X # Y. La inclusio
estricta la denotarem per X C Y.

Axioma del conjunt poténcia Donat un conjunt X, existeix un con-
junt amb membres els subconjunts de X.

VX 3YVT (TeY - TCX). (5)

Demostrem a continuacié que el conjunt que defineix aquest ultim axi-
oma és Unic.

ProprosiciO 2.8. Siga X un conjunt. Aleshores, el conjunt definit per
lazioma del conjunt poténcia és unic. Aquest conjunt el denominem conjunt
poténcia o conjunt dels subconjunts de X i sera denotat per Sub(X).

DEMOSTRACIO. Siga X un conjunt aleshores, aplicant I’Axioma del con-
junt potencia obtenim un conjunt ), que és el conjunt format pels sub-
conjunts de X.

Suposem ara que existeix un altre conjunt )’ que satisfa les condicions
de I’Axioma del conjunt poteéncia . Observem que aplicant 1’Axioma
d’extensionalitat , com tenen els mateixos elements, aleshores ) = )'.
Per tant, el conjunt definit per I’Axioma del conjunt potencia (5] és inic. O

Aixi, tenim que per a un conjunt X,
Sub(X)={T|TCX }.

1. Esquema axiomatic de separacio

En aquesta seccié enunciem l'esquema axiomatic de separacid, pero
abans de coneixer aquest nou axioma convé contextualitzar la rad per la
qual es crea. Frege, coetani de Cantor, sostenta el principi de comprehensio,
segons el qual tota férmula ¢ de la teoria de conjunts amb almenys una
variable lliure, determinava un conjunt, { z | ¢ }. Es a dir, el conjunt de
tots els conjunts que satisfan ¢.

No obstant, Russell, amb la seua famosa paradoxa, va impossibilitar el
programa de Frege. Aquesta paradoxa demostra que no tota férmula de la
teoria de conjunts defineix un conjunt.
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Paradoxa de Russell. No existeix el conjunt amb membres aquells
conjunts que no es pertanyen a si mateix, és a dir, no existeix:

R={z|z&zx}.
DEMOSTRACIO. Suposem que existeix el conjunt R, aleshores R € R si,
i només si, R € R, que és una contradiccié. [l

Per evitar situacions d’autoreferéncia, com la que ocorre en la Paradoxa
de Russell, i poder mantindre I’esquema de separacié que plantejava Frege,
Zermelo presenta la segiient versié limitada de I’esquema de comprehensio.

Esquema axiomatic de separacié. Si la férmula ¢(x, tg, ..., tn—1), té
com a variables lliures x,tg,...,t,—1 1 en la férmula no ocorre B, aleshores
per a qualsevol conjunts tg, ..., t,—1 1 A, existeix un conjunt B amb membres
exactament els conjunts x que pertanyen a A tals que ¢(z,tg, ..., tp—1):

Vig, tn_1 VAIBYz (z€ B (2 €A N p(x,toy.ytn-1) ) ). (6)

Podem observar que la condicié de que en la férmula no pot ocorrer B
és la condicié que evita paradoxes relacionades amb les definicions autore-
ferencials.

ProprosiciO 2.9. Siga p(z,tg, ..., tn—1) una férmula amb variables lliures
z,to,...,tn—1 © en la que no ocorre B. Aleshores, per a qualsevol conjunt
to,...,tn_1 © A, existeix un unic conjunt B amb membres exactament els
conjunts x € A tals que p(x,tg,...,tn—1). Denotem a aquest conjunt B per:

{zeA|y(x,ty,.thn-1) }

DEMOSTRACIO. Siga o(z,to, ..., t,—1) una férmula amb les variables lliu-
res esmentades en ’enunciat i on no ocorre B. Per I’Esquema axiomatic de
separacio @, donats tg,...,tp—1 1 A existeix almenys un conjunt B amb
membres els conjunts x, on x € A, tal que ¢(x, to, ..., t,—1). Hem demostrat
I’existencia.

Per demostrar la unicitat suposem que existeix altre conjunt B’ que
satisfa les condicions de I’Esquema axiomatic de separacio @ Esa dir, que
en la férmula no ocorre B’ i per a tot x es compleix que z € B’ si, i només
si, z € Aiamés ¢(x,tg,...,tn—1). Aleshores, per a cada z, x € B si, i només
si, x € B'. Per tant, per I’Axioma d’extensionalitat , B i B’ han de ser
el mateix conjunt. ([

Com hem analitzat anteriorment, la paradoxa de Russell, amb aquesta
nova condicié no pot donar lloc a una paradoxa. Anem a estudiar quin
conjunt obtenim amb I’Esquema axiomatic de separacid @ formulat per
Zermelo si considerem la férmula = ¢ x.

ProposICIO 2.10. Per a cada conjunt A, existeix un conjunt R(A), el
conjunt de Russell per a A, tal que R(A) € Sub(A) pero R(A) € A.
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DEMOSTRACIO. Definim el nostre conjunt R(A) com
RA)={zcA|zdz}.

Aquest conjunt esta format per conjunts que pertanyen a A, aleshores,
R(A) és un subconjunt d’A. Per tant, R(A) € Sub(A).

Ara ens queda demostrar que R(A) no és un element d’A. Suposem per
reduccié a l'absurd que R(A) € A, aleshores R(A) també pertany a R(A)
si, 1 només si, R(A) € A1 R(A) ¢ R(A). Aquesta dltima afirmacié és una
contradiccié. Per tant, podem concloure que R(A) no pot ser un element
d’A. O

Amb el segiient corol-lari observem que sempre existeix un conjunt que
conté a un altre conjunt.

COROLLLARI 2.11. Per a cada conjunt A, existeiz un B tal que A C B.

DEMOSTRACIO. Per demostrar el corol-lari hem de trobar el conjunt B
que satisfa que, per a cada conjunt A, A C B. Prenem B = AU {R(A)}.
Aleshores, per a cada conjunt x, element d’A, aquest pertany a B. Pero, A
no podra ser mai el conjunt AU {R(A)} i, per tant, A C B. O

Com ja sabem, el minim per a la inclusié sempre és el conjunt buit.
Ara bé, podem dir que existeix un conjunt que siga maxim respecte de la
inclusié? El segiient teorema demostra que aco no és possible. Es a dir, que
no existeix el conjunt de tots els conjunts.

TEOREMA 2.12 (Cantor). No ezisteix el conjunt amb membres tots els
conjunts. I per tant, no existeix cap conjunt que siga mazxim respecte a la
relacid de pertinenca.

DEMOSTRACIO. Suposem que existeix el conjunt de tots els conjunts, és
a dir, el conjunt V = { x | x = = }. En virtut de I'Esquema axiomatic de
separaci6 (), ha d’existir el conjunt R(V) ={z €V |z &z }. On R(V)
és precisament el conjunt { z | z € = }, és a dir el conjunt de la paradoxa
de Russell. Per tant, V' no existeix. O

Una volta demostrat que existeix el minim respecte a la inclusié (&) i
que no existeix el maxim respecte a la inclusié ni respecte a la relacié de
pertinenca a un conjunt, definim i enunciem algunes propietats relacionades
amb la pertinenca i la inclusié6.

ProprosiciO 2.13. Siga X un conjunt no buit. Ezisteiz un tnic conjunt
amb membres els conjunts que pertanyen a tots i cada un dels membres de
X. A aquest conjunt ’anomenem, el conjunt interseccid de X i el denotem

per (X o per Nxer X.

DEMOSTRACIO. Siga X un conjunt no buit, aleshores sabem que almenys
té un element. Siga aquest element X, arbitrari pero fixe, aleshores, en virtut
de ’'Esquema axiomatic de separacié [6] obtenim el conjunt

{teX|VW (YeX—-teY )}
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Observem que tenim una férmula i X no ocorre en aquesta. El conjunt
que hem obtingut és precisament [\ycp X. Ara ens queda demostrar la
unicitat. Emprant la Proposici6 [2.9] sabem que aquest conjunt és tnic. [J

Aixi, hem obtingut per a un conjunt no buit X el conjunt interseccio:
(X ={t|VX (XeXx >tecX)}

Observem que una condicié necessaria és que X siga un conjunt no buit,
ja que la interseccié del conjunt buit no existeix.

PRroPOSICIO 2.14. La interseccid del conjunt buit, és a dir, (|9, no
existeir.

DEMOSTRACIO. Suposem per reduccié a 'absurd que existeix. Sabem
que per cada conjunt X, @ és un subconjunt de X. Aleshores, en particular,
& esta inclos en {X}. Per tant, per a cada conjunt X, [[{X} = X esta
inclosa en [ @. Pero, sabem que no existeix cap conjunt que continga a
qualsevol conjunt, ja que per a cada conjunt A existeix un conjunt B, tal
que A C B. Aleshores, la interseccié del conjunt buit no existeix. O

ProrosiciO 2.15. Siguen X i Y dos conjunts, aleshores existeix un tinic
conjunt amb membres exactament els conjunts que pertanyen a X i Y. A
aquest conjunt l’anomenem la interseccié (binaria) de X i Y, i el denotem
per X NY.

DEMOSTRACIO. Siguen X i Y dos conjunts. Gracies a 1’Axioma del
parell no ordenat obtenim {X,Y}. Apliquem a aquest conjunt el que
hem definit com a interseccié i obtenim el conjunt

{t|VZ (Ze{X,)Y}—>teZ)}.

Aleshores, els conjunts ¢t que pertanyen a la interseccié satisfan que per
a qualsevol conjunt Z, si Z € {X,Y'}, aleshores t € Z. Pero, si Z pertany a
{X,Y}, aleshores tenim dues opcions, 0 és X o0 és Y. Aixi, ¢ pertany a X i
a Y. Per tant, hem obtingut

{t|teXAteY }.

Aquest conjunt és la interseccié binaria.

Demostrem ara la unicitat. Suposem que existeix un conjunt W on els
seus membres sén els conjunts que pertanyen a X i a Y. Aleshores, W i
X NY tindran els mateixos elements. Per I’Axioma d’Extensionalitat
sén el mateix conjunt. O

Definirem la interseccié binaria de X i Y com el conjunt:

XNY={t|teXAteY }.
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DEFINICIO 2.16. Dos conjunts X, Y son disjunts st XNY = &. Denotem
aquest fet per X L Y. A més, direm que X és un conjunt de conjunts
disjunts dos a dos si, per a cada XY € X, si X #Y aleshores X i Y sén
disjunts.

A més, siga X un conjunt. Direm que X esta format per conjunts dos a
dos disjunts, si, per cada X, Y € X tals que X # Y, aleshores X NY = &.
Direm que els conjunts de X son disjunts dos a dos i denotarem aquesta
propietat per Disj(X).

ProprosiciO 2.17. Siguen X, Y, Z tres conjunts. Aleshores, existeix un
unic conjunt amb membres exactament els conjunts que pertanyen a X, Y i
Z, el denotem per XNY N Z.

DEMOSTRACIO. Considerem
(XY, Z}={t|VW (VE{X,Y,Z} »teV )}

Emprant la Proposiciésabem que el conjunt { X, Y, Z} existeix. Ales-
hores, siga ¢ un conjunt que pertany a [{X,Y,Z}, tenim que el conjunt
t €V, peratot V, tal que Ve {X,Y, Z}. Aleshores, V sols pot ser X, Y
o Z. Com ha de ser per a qualsevol conjunt V', aleshores, t ha de pertanyer
a X, Y i Z. Per tant, obtenim la interseccié de tres conjunts. O

PRroprosIciO 2.18. Siguen X i Y dos conjunts. Aleshores existeix un tinic
conjunt amb membres precisament els conjunts que pertanyen a X pero mno

pertanyen a Y. Aquest conjunt [’anomenem diferéncia o diferéncia relativa
de Y en X i el denotem per X —Y o X \Y.

DEMOSTRACIO. Donats els conjunts X i Y, aleshores en virtut de I'Es-
quema axiomatic de separacié @ podem obtenir el conjunt { z € X | x &
Y }. A més, en virtut de la Proposici6 podem concloure que el conjunt
que hem obtingut és tunic. ([

Cal observar que en la proposicié anterior en cap moment hem indicat
que Y C X, aleshores cabria la possibilitat que existira el complementari
absolut. Pero, en virtut de la segilient proposicié demostrarem que aquest
cas no és possible.

ProPoSICIO 2.19. Per a qualsevol conjunt X, no existeix el conjunt que
consta de tots els conjunts que no pertanyen a X, €s a dir, no existeir el
complementari absolut.

DEMOSTRACIO. Siga X un conjunt. Suposem que existeix el conjunt
{t|t¢ X }. Aleshores, en virtut de I’Axioma del conjunt unié (4 podem
definir

XUu{t|tgX }.

Per tant, tindriem el conjunt de tots els conjunts, el qual sabem que
no existeix. Aleshores, { ¢t | t € X }, que és el complementari absolut, no
existeix. O
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Una volta demostrat que el complementari absolut no existeix convé
definir el complementari relatiu, que existeix i és el que emprarem.

PRroprosiciO 2.20. Siga X un conjunt i Y un subconjunt de X, aleshores,
existeix el conjunt de tots els conjunts que pertanyen a X pero no pertanyen

aY. Esa dir, existeir el complementari relatiu de Y en X, al que denotem
per Cx(Y), o per X \ Y.

DEMOSTRACIO. La demostracié és directa ja que és un cas particular de
la Proposicié [2.18] especificant que Y és un subconjunt de X i no un conjunt
arbitrari. O

Alternativament podem definir el complementari relatiu com:

X\Y = U =z

YNZ=2, ZCX

Es a dir, la uni6 de tots els subconjunts Z de X que sén disjunts a Y.
Per tant, X \ Y és el major subconjunt de X disjunt d’Y.

Per tltim, trobem altra definicié alternativa per a X \ Y com a la in-
terseccio de tots els subconjunts Z de X que sén suplementaris a Y, és a
dir,

X\Y = N Z.
YUZ=X, ZCX

Acabem de veure que el complementari relatiu el podem definir a par-
tir de la unié o de la interseccié. A continuacié introduim el concepte de
diferencia simetrica.

ProrosiciO 2.21. Siguen X ¢ Y dos conjunts. Aleshores existeiz un tinic
conjunt que consta dels conjunts que pertanyen a X pero no a Y i els que
pertanyen a Y pero no a X. Anomenem aquest conjunt diferéncia simetrica
de X ¢+ Y. El denotem per X @Y.

DEMOSTRACIO. Siguen X i Y dos conjunts, aleshores considerem el con-
junt (X —Y)U (Y — X), amb elements els conjunts que pertanyen a X i
no a Y 1iels conjunts que pertanyen a Y i no a X. Es a dir, la diferéncia
simetrica de X i Y. Els conjunts de la interseccid existeixen i per tant, la
interseccio també existeix.

Demostrem ara la unicitat. Observem el conjunt que hem definit és la
unié de dos conjunts que sén unics, aleshores sera un conjunt unic. O

2. Propietats del conjunt de tots els subconjunts d’un conjunt

A continuacié, enumerem una serie de propietats sobre el conjunt format
pels subconjunts d’'un conjunt, és a dir, el conjunt que obtenim gracies a
I’Axioma del conjunt potencia .

ProrosiciO 2.22.
(1) @, A e Sub(A).
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(2)
(3)
(4)
()
(6)

2. PRIMERS AXIOMES

Sub(@) = {@}.

A C B, si, i només si, Sub(A) C Sub(B).

Sub(A N B) = Sub(A) N Sub(B).

Sub(A) U Sub(B) C Sub(A UB).

Sub(A) U Sub(B) = Sub(AU B) si, i només si, AC B o BC A.

DEMOSTRACIO. Demostrem les propietats anteriors:

(1)

(2)

(3)

Recordem que Sub(A) ={ T | T C A }. Per una part el buit és un
subconjunt d’A, aleshores @ € Sub(A). El conjunt A també és un
subconjunt d’A, perque per a tot conjunt x € A, x pertany a A.
Sub(@) = {@}. Recordem que el conjunt buit és el minim con-
junt respecte a la inclusid, aleshores, només podra tindre com a
subconjunt a ell mateix.

Volem demostrar que A C B si, i només si, Sub(4) C Sub(B).
Demostrem les dues implicacions. Primerament, suposem que T és
un subconjunt d’A, aleshores 7' € Sub(A). Volem demostrar que
T € Sub(B). Com T € Sub(A), aleshores, per a tot x € T, x € A.
Com A és un subconjunt de B, aleshores x € B. Per tant, T' és un
subconjunt de B.

Demostrem ’altra implicacié. Suposem que Sub(A) C Sub(B).

Per tant, per a tot T element de Sub(A), aleshores T' € Sub(B).
Aixi, per a tot conjunt x € T sabem que z € A. Com a con-
seqiiencia de Sub(A) C Sub(B) sabem que T' també és un subcon-
junt de B, aleshores x € B. Per tant, A C B.
Volem demostrar que Sub(A N B) = Sub(A) N Sub(B). Demostrem
la doble inclusi6é. Primerament, siga T' un element de Sub(A N B).
Aleshores, T és un subconjunt de AN B i per tant, per a tot x € T,
xr € AN B. Per tant, x pertany a A i a B. Aleshores, T és un
subconjunt d’A i de B. Es a dir, T pertany al conjunt Sub(4) N
Sub(B).

Demostrem l’altra inclusié. Siga un conjunt T' que pertany a
Sub(A) N Sub(B), és a dir T pertany a Sub(A) i a Sub(B). Ales-
hores, per a tot conjunt z que pertany a 1, x pertany a A i a B.
Per tant, 7' és un subconjunt de Sub(A N B).

Siga T' un element de Sub(A) U Sub(B). Aleshores, T' € Sub(A) o
T € Sub(B). Suposem cada un dels casos i observem que ocorre.
Suposem que T' € Sub(A), aleshores T' és un subconjunt d’A. Com
A esta inclos en AU B, T estara inclos en A U B. Aleshores, T
pertany a Sub(AUB). Ara, suposem que T' € Sub(B), aleshores, T
sera un subconjunt de B. Com B esta contingut en AU B, aleshores
T serd també un subconjunt de la unié d’A i B.

Sub(A) U Sub(B) = Sub(A U B) si, i només si, A és subconjunt de
B o B és subconjunt d’A.
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Demostrarem les dues implicacions. Suposem primerament que

Sub(A U B) = Sub(A) U Sub(B). Es a dir tenim
{t]|teSub(A)vteSub(B)}={t|tZ AUB }.

Aleshores, siga T' un conjunt que pertany a Sub(AUB). Alesho-
res, T esta format per conjunts d’A i conjunts de B. Per la igualtat
de conjunts, aleshores T" ha de pertanyer o a Sub(A) o a Sub(B).
Per tant, I'tinica opcié és que o A siga un subconjunt de B, o vi-
ceversa. Perque aixi, el fet que T estiga format per conjunts d’A
i conjunts de B, sera el mateix que siguen conjunts d’un dels dos
conjunts i aleshores la igualtat que hem suposat certa es compleix.

Suposem ara que A C B, volem demostrar que Sub(A U B) =
Sub(A)USub(B). Com A esta inclos en B, emprant la propietat 3,
aleshores Sub(A) és un subconjunt de Sub(B). A més, com la unié
d’A amb B també esta inclosa en B, aleshores Sub(AU B) esta con-
tingut en Sub(B). Tenint en compte aquestes inclusions obtenim
que els conjunts sén iguals. Si considerem que B és subconjunt d’A
la demostracié és analoga.

Tenim, aixi, demostrades les sis propietats més destacables del conjunt
dels subconjunts. ([

3. Propietats de la relacié d’inclusié

En aquesta seccié enumerem les propietats més destacables de la relacid
d’inclusié entre conjunts. Pero, abans cal recordar que els conjunts no for-
men una cadena respecte a la relacié d’inclusid, ja que hi ha conjunts que
no sén comparables.

ProPOSICIO 2.23. Propietats de la inclusid:

1) @ és el minim respecte a la inclusio, @ C A.

2) Reflexivitat. A C A.

3) Antisimétrica. Si AC B i B C A, aleshores A = B.

4) Transitivitat. Si A C B i B C C, aleshores A C C.

5) Existeizen dos conjunts incomparables respecte a la inclusid. Es a
dir, existeixen dos conjunts A i B tals que cap d’ells esta inclos en
Ualtre.

(
(
(
(
(

DEMOSTRACIO. Demostrem tinicament 1'tiltima propietat. Considerem
els conjunts {@} i {{@}}. Aquests conjunts no sén comparables, perque
I'unic membre de {@} és @ i aquest no pertany a {{@}} i, per altra banda,
I'tinic element de {{@}} és {@} que no pertany a {@}. Aleshores cap pot
ser subconjunt de l’altre. O

PROPOSICIO 2.24. Propietats de la inclusid estricta:
(1) Irreflexivitat. A ¢ A.
(2) SiAC B iBCC, aleshores A C C.
(3) SiAC B iBCC, aleshores A C C.
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(4) Transitivitat. Si A C B i B C C, aleshores A C C.
(5) Asimetria. Si A C B aleshores B ¢ A

DEMOSTRACIO. Demostrem la primera propietat, la irreflexivitat. Ob-

servem que A no pot ser un subconjunt estricte d’A, ja que A és igual a
A.

Demostrem ara la segona propietat. Tenim que A C B, i B C C.
Aleshores, siga = un element d’A, x € B perqué A C B. A més, com
B C C, aleshores = pertany a C. Com aquest argument es compleix per a
tot element d’A, aleshores A és un subconjunt de C'. Pero, observem que B
és diferent d’A, aleshores C' tampoc pot ser igual a A.

La segiient demostracié és analoga a la que acabem de fer. Per tant,
demostrem la propietat de transitivitat. Per hipotesi, A C B, és a dir, A
esta contingut en B, perd B és diferent d’A. A més, B C C. Aleshores, per
a tot conjunt x € A, x € C. Per tant, A esta contingut en C. Com B és
diferent d’A i C és diferent de B, aleshores C' és diferent d’A.

Per ultim, demostrem la propietat d’asimetria. Suposem que A C B.
Per tant, per a tot = element d’A, x és element de B. Suposem per reducci
a 'absurd que B C A. Aleshores els elements de B\ A, també pertanyen a
A. Acabem de trobar la nostra contradiccié per com hem definit el conjunt
diferéncia. Per tant, els elements no pertanyen a A. O

A continuacié, enumerem les propietats més importants de la unié, la
interseccio i la diferencia.

4. Propietats de la unié

A continuacié enunciem les propietats més importants de la unié. A
més, en la segona proposicié que incloem en aquesta seccié introduim les
propietats de la unié amb la inclusié.

ProprosICIO 2.25. Propietats de la unid:

1) ACAUB iBC AUB.

2) SiACX i BCX, aleshores AUB C X.

) o =2.

) Ut} =

) Isotonia. Si A C B aleshores | JA C |JB.

) U(AuUB) = (UA)uUB).

) UANnB) < (UA)NWUB).

) Si A€ A aleshores AC|JA

) Siga B un conjunt. Siper a cada A € A, A C B aleshores|J A C B.

(
(
(3
(4
(5
(6
(7
8
(9

DEMOSTRACIO. Les demostracions de les propietats sén directes em-
prant la definicié d’unid, unié binaria, interseccio i interseccié binaria. [

PROPOSICIO 2.26. Propietats de la unié amb la inclusid:

(1) El conjunt buit és el neutre per a la unid binaria. AU = A
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(2) Idempoténcia. AU A = A.
(3) Commutativitat. AU B = BU A.
(4) Associativa. AU(BUC)=(AUB)UC.
(5) AC B si, i només, si AUB = B.
(6) Isotonia. Si AC B i C C D, aleshores AUC C BUD.
DEMOSTRACIO. Demostrem les propietats:
(1) Aug ={t|te AVvte @ }. Perono existeix un conjunt ¢t que
pertany a &. Per tant,
Avg={t|tcAvteo }={t|te A} =A.

(2) Demostrem la idempoteéncia. Recordem que {4, A} = {A}. Per
tant,

AUA=| J{A, 4y = J{4} = A

(3) Demostrem la commutativitat. Recordem que {4, B} = {B, A}.
Per tant,

AUB=| J{A,B} = J{B, A} =BUA.

(4) Demostrem l’associativitat.

AU(BUC) = (U{A}) U (U{B, 0}) = J{Aayu{B,cy) = {4, B,C}.

Per altra banda,

(AUB)UC = (U{A, B}) U (U{C}) - (A, Byu{ch) = J{4,B,C}.

Queden demostrades les propietats més destacables de la unié amb la
inclusio. ([

5. Propietats de la interseccié
Presentem i demostrem algunes propietats de la interseccié.

PRrROPOSICIO 2.27. Propietats de la interseccid:

1) AnNBCAiANnBCB.

2) Si X CAiX C B, aleshores X C AN B.

3) ({z} ==.

4) Antimonotonia. Si A# @ i A C B, aleshores (1B C ) A.

5) Si A i B son diferents del buit, aleshores ((ANB) = (NA)N(NB).
6) Si A# @i Aec A, aleshores [ A C A.

7) Si A # @ i B satisfa que per a cada A € A, B C A, aleshores
B CNA.

DEMOSTRACIO.

(
(
(
(
(
(
(

(1) Recordem que la interseccié binaria d’A i B és el conjunt

ANB={t|te ANteB}.
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(2)

(3)
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Gracies a la definicié podem afirmar que la intersecci6 esta con-
tinguda en A i en B, respectivament. Ja que, per a tot conjunt t,
si t pertany a la interseccid, aleshores ¢ pertany a A ia B.

Siga X un subconjunt d’A i de B. Per a tot x element de X, x és
element d’A i de B. Aleshores, z € AN B. Podem concloure que
X CANB.

Definim el conjunt de ’enunciat,

(ot ={t|VX (Xe{a} »tecX)}

Pero, l'unic element que té {z} és x. Aleshores, la intersecci6
contindra unicament el conjunt x.
Siga A un subconjunt de B. Per tant, per a tot X en A, X pertany a
B. Hem de demostrar que (] B és un subconjunt de [].A. Recordem
la definicié de la interseccid

(1B={t|VX (XeB—-teX}.

Considerem un conjunt ¢ que pertany a [ B. Aleshores, per a
tot conjunt X € B, aleshores t € X. Com A C B, aleshores per a
tot conjunt Y € A, t pertany a Y. Aixi, ¢ compleix la definicié de
pertanyer al conjunt ().A. Per tant, () B esta inclos en [ A.
Demostrem les dues inclusions. Primerament, prenem un element
de N(ANB). Recordem la definicié d’aquest conjunt

(YANB) ={t|¥X (XcAnB—>teX )}

Aleshores, X € AN B per tant, X pertany a A ia B. Siga un
conjunt t que pertany a [)(A N B), aleshores ¢ pertany a A i a B.
Definim el conjunt interseccié d’ A

NA={t|VX (XeA-teX)}

Com X pertany a A, aleshores ¢t pertany a la interseccié d’A,
el mateix per a B. Per tant, t pertany a la interseccié binaria de
NAiNB.

Demostrem ara ’altra inclusid, aleshores siga ¢ un conjunt que
pertany a ((1.A) N () B). Per tant, ¢ pertany a la interseccié d’A
i a la interseccié de B. Aixi, per a tot conjunt que pertany a A
i B t ha de pertanyer a aquests conjunts. Aleshores, t pertany a
N(AN B).

Recordem la definicié de () A:

(NA={t|¥X (XecA>teX)}

Siga ¢t un element d’aquesta intersecci6. Aleshores, per a tot
X que pertany a A, t pertany a X. Per hipotesi, A pertany a A,
aleshores t pertany a A. Per tant, (.4 és un subconjunt d’A.
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Per a tot A € A, aleshores el conjunt B és un subconjunt d’A. Per
tant, siga x un element de B, x és també un element d’A. Aixi, z
satisfa, que per a tot A en A aleshores x és un element d’A. Es a
dir, x pertany a [].A. Com ago es satisfa per a tot membre de B,
aleshores B és un subconjunt de la interseccié d’A.

Donem per finalitzada la demostracio. O

ProprosICIO 2.28. Propietats de la interseccid.

(1)
(2)
(3)
(4)
()
(6)

& anulla la interseccid binaria. AN = .
Idempoténcia. ANA=A.

Commutativitat. AN B = BN A.

Associativa. AN(BNC)=(ANnB)NnC.

A C B si, i només si, ANB = A.

Isotonia. Si AC B, C C D, aleshores ANC C BND.

DEMOSTRACIO.

(1)

(2)

Demostrem que el conjunt buit anulla la interseccié binaria. Re-
cordem que el buit és el minim per a la inclusié. Aleshores, @ és un
subconjunt d’A. Per tant, la interseccié binaria d’A amb el conjunt
buit, sera el conjunt buit.
La segona propietat ens diu que tot conjunt és idempotent per a la
intersecci6. Considerem A N A. Siga un conjunt x que pertany a
la interseccid, aleshores x € Aix € A. Aixi, AN A C A. Laltra
inclusié és analoga.
Demostrem la propietat commutativa. Siga ¢ un conjunt que per-
tany a A N B. Aleshores, ¢ pertany a A i a B. Obviament, ¢
pertany a Bia A, que és BN A. La demostracié de 'altra inclusi6
és analoga.
Propietat associativa. Siga un conjunt x que pertany a AN(BNC),
aleshores = pertany a A ia BN C. Per tant, x pertany a Bia C.
Aixi, z és un element d’A, de B i de C. De la mateixa manera,
si prenem un element y de (AN B) N C tindrem que y pertany a
ANBiaC. Aleshores, y pertany a A 1 a B. Aixi, y és un element
d’A, de Bide C. Aleshores, AN (BNC)=(ANnB)NC.
Suposem que A C B. Aleshores, demostrem que el conjunt AN B
és igual al conjunt A. Siga x un element de la interseccid, aleshores
x pertany a Aia B. Com A C B, aleshores, x pertany a A.

Per altra banda, si suposem que AN B és igual a A, aleshores
els elements de la interseccio, és a dir, els elements que estan en A
i en B, pertanyen només a A. Per tant, A ha d’estar inclos en B.
Isotonia. Suposem que A C Bi C' C D. Aleshores, hem de demos-
trar que ANC C BN D. Siga y un element de A N C, aleshores y
pertany a A ia C. Com A esta inclos en B i C esta inclos en D.
Podem concloure que y pertany a B ia D.

Queden, aixi, demostrades les propietats de la interseccié. O
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Per concloure aquest capitol mencionarem la relacié entre la interseccid
ila unio, i les propietats de la diferencia.

Prorosicid 2.29. Enumerem dues propietats distributives i dues d’ab-
sorcid.

(1) Au(BNC)=(AUB)N(AUCQ).
(2) An(BUC)=(ANnB)U(ANCQO).
(3) AU(ANB)=A

(4) AN(AUB) = A,

A més, enunciem la propietat distributiva general de la uni6 respecte de

la intersecci6.
Au(ﬂ B) =({{AuB|BeB}.

BeB
6. Propietats de la diferéncia
Presentem i demostrem algunes propietats de la diferéncia de conjunts.

ProprosiciO 2.30. Propietats relacionades amb la unid, interseccid i la
diferéncia.
(1) Llei de Morgan, C\ (AUB)=(C\ A)N(C\ B).
(2) Llei de Morgan, C\ (ANB)=(C\A)U(C\ B).
(3) AnN(C\A) =g2.
(4) AUB=(A\B)U(ANB)U(B\A).
(5) AC B si, i només si, A\ B=g.

DEMOSTRACIO. Demostrem la primera propietat. Siga x un conjunt que
pertany a C'\ (AU B), aleshores, x € C pero no pertany a AU B. Per tant,
x no pot pertanyer ni a A ni a B. Aleshores, aquest element pertany a la

interseccié de C'\ A amb C'\ B.

De la mateixa manera, considerem un conjunt x que pertany a la inter-
seccié de C'\ A amb C'\ B. Aleshores, 2 € C' i no pot pertanyer ni a A ni a
B. Per tant, aquest element no podra estar en la unié dels conjunts A i B.

La segona propietat es demostra de manera analoga. Demostrem ara la
tercera, Recordem que el complementari relatiu d’A, C'\ A, esta compost
pels conjunts que pertanyen a C' i no pertanyen a A. Aleshores, aquest
conjunt no tindra elements en comu amb A.

A continuacié, demostrem la quarta propietat. Observem que tal i com
esta definit, ens estan dient que la unié d’A amb B és la unié dels conjunts
A\ B, AnB i B\ A. Tenint en compte que la uni6 binaria d’A amb B esta
formada pels conjunts que pertanyen a A o a B la demostracié és immediata.

Per ultim, demostrem la doble implicacié que trobem en 1"iltima propie-
tat. Suposem que A esta inclos en B. Per tant, els conjunts que pertanyen a
A també sén elements de B. Aixi, no existeix cap conjunt que siga element
d’A pero no ho siga de B.
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Suposem ara que la diferencia A\ B és igual al buit. Aleshores, no tenim
cap conjunt diferent del buit que estiga a A i no a B. Per tant, tot conjunt
que estiga en A estara en B. U






CAPITOL 3

Relacions

En aquest capitol definim el concepte de relacié. Emprarem més enda-
vant aquest concepte per a poder parlar de les funcions. A més, les relacions
basen la seua definicié en la nocié de parell ordenat.

ProrosiciO 3.1. Siguen x i y dos conjunts. Aleshores existeir un tinic
conjunt amb membres exactament {x} i {x,y}. Aquest conjunt ’anomenem
parell ordenat amb coordenada primera x ¢ coordenada segona y. El denotem

per (z,y).

DEMOSTRACIO. Donats els conjunts z i y podem aplicar I’Axioma del
conjunt parell no ordenat per a obtindre {z} i {z,y}. A partir del
mateix axioma podem obtindre el conjunt {{z}, {z,y}}. A més, sabem que
aquest conjunt és Unic, ja que esta format per dos conjunts dnics. Emprant
I’Axioma d’Extensionalitat , si suposem que existeix un altre conjunt amb
les mateixes caracteristiques, han de ser el mateix conjunt. O

LEMA 3.2. Donats quatre conjunts x, y, ' i y'. Aleshores {z,y} =
{2/, y'} si, i només si, v =a' iy=y ox =9y iy=2a.

DEMOSTRACIO. Demostrem les dues implicacions. Suposem primera-

ment que
{z.y} = {2y}

Aleshores, per I’Axioma d’extensionalitat , com els conjunts sén iguals,
han de tindre els mateixos elements. Aixi, z =2/, y =y, ox =9,y =a'.

Demostrem I’altra implicacié. Fem la demostracié amb una de les opci-
ons, l'altra és analoga, ja que es tracten de parells no ordenats. Si z = 2/,
y =1y, aleshores {z,y} = {2/, y'}. O

Demostrem a continuacié la mateixa propietat pero per als parells orde-
nats.

PRrROPOSICIO 3.3. Donats quatre conjunts x, y, x', y'. Aleshores (z,y) =
(', y') si, i només si, x=1a" iy=1y.
DEMOSTRACIO. Suposem que (z,y) = (2/,y'), és a dir
{{e}t Ay} = { {1, {a"y} 1
Distingim dos casos; que x siga igual a y, i que no siga igual a y. Per
al primer cas, el parell ordenat (z,y) = {{z}}. Com, per hipotesi, (z,y) =
(«',y), aleshores (2',y') = {{x}}. Tenint en compte la definicié de parell

25
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ordenat tindrem que {2’} = {x} i {2/,y'} = {z}. Ac¢d implica que 2’ = x i
que 3y’ = x. Per tant els dos conjunts sén iguals.

Suposem ara laltre cas, que x no siga igual a y. Aleshores, per hipotesi,
els parells ordenats (z,y) i (2/,y’) sén iguals. Per tant, 2’ és diferent de 7/
A més, tenint en compte el conjunt que defineixen els parells ordenats tenim
que, {z} ésigual a {2’} i {x,y} és igual a {2/,y'}. Com {z} = {2/}, tenim
x =2’ i com a conseqiiéncia d’aquesta igualtat i {z,y} = {2/,4'}, aleshores
y és igual a 7/.

Demostrem ara l’altra implicacié. Suposem que z = z’ i que y = ¥/.
Amb aquestes igualtats tenim que {x} = {2'}. Per altra banda, els conjunts
que obtenim aplicant I’Axioma del parell no ordenat , {z,y} i {2, v},
també son iguals. Per tant, podem concloure que els parells ordenats sén
iguals. (]

El procés de creacié de parells ordenats pot continuar per recursié.

DEFINICIO 3.4. Siguen z, y, z tres conjunts. Definim la tripla ordenada
determinada per x, y, z com:

(l‘,y, z) = ((l’,y), Z)

A més, sixg, - ,Tn_1 SON conjunts i la n-tupla ordenada associada €s
(zo,-+ ,Tn-1), per a n > 3. Aleshores, si xg,---x, $on conjunts, definim
la n + 1-tupla com:

(Z0y ooy Tne1,Tn) = ((T0y «eey Tn—1), Tp)-

1. Producte cartesia de conjunts

Abans de definir el concepte de relacié binaria definim el producte car-
tesia de dos conjunts. Aquesta nocié 'emprarem posteriorment per a carac-
teritzar a les relacions.

LEMA 3.5. Siguen z iy dos conjunts que pertanyen a A. Aleshores,
(z,y) € Sub(Sub(A)).

DEMOSTRACIO. Per hipotesi, x i y sén elements d’A. En virtut de 1’A-
xioma del parell no ordenat el conjunt {z} i el conjunt {x,y} existeixen.
Com z i y sén membres d’A, els anteriors dos conjunts sén subconjunts
d’A. Per tant, el parell ordenat, (z,y) = {{z}, {x,y}} és un subconjunt de
Sub(A), és a dir, un element de Sub(Sub(A4)). O

ProprosiciO 3.6. Siguen A i B dos conjunts. Ezisteiz un unic conjunt
amb elements els parells ordenats (z,y), on x és membre d’A i y és membre
de B. A aquest conjunt l’anomenem el producte cartesia d’A i B, el denotem
per A X B.
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DEMOSTRACIO. Observem que el conjunt del producte cartesia d’A i B
és un subconjunt de Sub(Sub(A U B)). Fent s de I'Esquema axiomatic de
separacio @ obtenim el segilient conjunt:

AxB={z€Sub(Sub(AUB)) |z € AIye B (z=(z,y)) }
Per tltim, emprant la Proposicié obtenim la unicitat. O

COROLLLARI 3.7. Siga A un conjunt. Aleshores, existeix un unic conjunt
amb elements els parells ordenats (x,y) amb x, y € A. Denotem aquest
conjunt per AZ.

DEMOSTRACIO. Es demostra emprant la Proposicié considerant A
com els dos conjunts. U

Com hem fet amb la definicié d’ n-tupla, el producte cartesia també el
podem generalitzar per a un ntimero n de conjunts.

DEFINICIO 3.8. Considerem tres conjunts A, B i C. Definim el producte
cartesia d’aquests conjunts com:

AxBxC=(AxB)xC.

St suposem definit el producte cartesia d’'n conjunts, Ag X Ay -+ X Ap_1,
definim el producte cartesia d’n + 1 conjunts com:

Ag X oo X Apo1 X Ay = (Ag X -+ - X Ap—1) X Ay

A continuacié, enunciem una propietat del conjunt cartesia respecte de
la inclusié.

Proprosicio 3.9. Siguen A, A, B, B’ conjunts. Si A i B sén diferents
del buit, aleshores A x B C A’ x B’ si, i només si, AC A" i BC B’.

DEMOSTRACIO. Demostrem les dues implicacions. Suposem que A x
B C A’ x B'. Volem demostrar que, per una banda A C A’ i que B C B'.

Com A i B sén conjunts diferents del buit, podem prendre un x que
pertany a A i un y que pertany a B. En virtut de la definicié de parell
ordenat considerem (z,y), que és membre d’A x B, perqué x € Aiy € B.
Per hipotesi, A x B C A’ x B’ per tant, (z,y) pertany a A’ x B'. Aix{, x
pertany a A’, i y pertany a B’. Per tant, A esta inclos en A’, i B en B’.

Demostrem ara D’altra implicacié. Suposem que A C A’ i que B C B’.
Aleshores, com A i B sén conjunts diferents del buit, considerem un conjunt
x element d’A i un y element de B. En virtut del conjunt parell ordenat,
definim (z,y), que pertany a Ax B. Com A C A’i B C B’, aleshores x € A’/
iy € B'. Per tant, (z,y) també pertany a A’x B'. Aixi, AxBC A’xB’'. O

Enunciem ara la condicié necessaria i suficient perque el producte car-
tesia de dos conjunts siga diferent del buit.

Proprosicio 3.10. Siguen A i B dos conjunts. Aleshores Ax B # & si,
i només si, A# @ i B#&.
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DEMOSTRACIO. Suposem que els conjunts A i B sén diferents del buit.
Aleshores, siga z un element d’A i y un element de B. Sabem que (z,y)
pertany a A x B. Per tant A x B és diferent del buit.

Suposem ara que A x B és diferent del buit. Per tant, té com a minim
un element, denotem-lo per z. Per la definicié del producte cartesia, sabem
que existeix un & que pertany a A i un y que pertany a B tal que z = (z,y).
Per tant, A i B sén diferents del buit. O

2. Relacions binaries

A partir dels axiomes i definicions de conjunts que hem construit podem
definir el concepte de relacié binaria.

DEFINICIO 3.11. Un conjunt R és una relacid (binaria) si tots els seus
elements son parells ordenats, és a dir, si

Vz(z€R—3z, y (2= (z,y) ) ).

Per tant, si existeiz un z € R que no és un parell ordenat, aleshores R
no sera una relacto.

PRroprosiciO 3.12. Siguen R i S dues relacions.
(1) RC S si, i només si, Vo, y ( (z,y) € R — (z,y) € 5 ).
(2) Principi d’extensionalitat per a les relacions.
R =S si, i només si, Vx, y ( (z,y) € R+ (z,y) €S ).

DEMOSTRACIO. Demostrem que la condicié és suficient per a la primera,
ja que la segona es pot deduir a partir d’aquesta. Siga z un conjunt que
pertany a R, aleshores existeixen z i y tal que z = (x,y). Per hipotesi, com
(z,y) € R, aleshores (z,y) € S, per tant, R C S. Obviament, si també
tenim que donat un parell ordenat (z,y) si aquest pertany a S, aleshores
també pertany a R, obtenim que R i S sén el mateix conjunt per I’Axioma
d’extensionalitat per a conjunts . [l

2.1. Operacions sobre les relacions.

LEMA 3.13. Siguen z i y dos conjunts. Si (x,y) € R, aleshores z, y €
UUR.
DEMOSTRACIO. Demostrem que z pertany a | JJ R.
z e {x} e (x,y) € R.
Recordem la definicié de la unié de R
JR={t|3X (teXAX€ER)}

U(UR)=1t13x (texnxeJr)}

Observem que z pertany a |J|J R.
Ara demostrarem que y pertany també a | JJ R.

y €{z,y} € (z,y) € R.
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Queda demostrat el lema. [l

ProprosiciO 3.14. Si R és una relacid, aleshores:

(1) Emisteiz un unic conjunt amb elements aquells x per als quals exis-
teiz un y tal que (z,y) € R. Aquest conjunt sera el domini de
definicio o d’existéncia o simplement el domini de relacio de R. El
denotem per Dom(R).

(2) Existeiz un unic conjunt amb membres aquells y per als quals exis-
teiz un x tal que (xz,y) € R. A aquest conjunt el denominem la
imatge de la relacié R. El denotem per Im(R).

Per dltim, definirem el camp de la relacio R com el conjunt donat per la
unid binaria del domini i la imatge d’R. El denotem per F1d(R) i el definim
com

Fld(R) = Dom(R) UIm(R).

DEMOSTRACIO. Emprant 'Esquema axiomatic de separacié @ definim
el domini com segueix

Dom(R):{xGUUR\Hy((x,y)eR)}.

Definim ara el conjunt imatge de la relacié R com segueix

Im(R):{yeUUR | 32 ( (z,y) eR)}.
Queda demostrada la igualtat que hem presentat a ’enunciat. O

La segiient proposicié ens indicara la condicié necessaria i suficient per-
queé un conjunt siga una relacio.

ProrosiciO 3.15. Siga R un conjunt. Aleshores R és una relacid si, i
només si, R C Dom(R) x Im(R).

DEMOSTRACIO. Demostrem les dues implicacions. Suposem que R és
un subconjunt de Dom(R) x Im(R). Hem de demostrar que és una relacié.
Siga z un element d’R, aleshores z € Dom(R) x Im(R). Per tant, existeix
un z element de Dom(R) i un y element de Im(R) tal que z = (z,y). Aixi,
R és una relacié.

Demostrem altra implicacié. Suposem que R és una relacié. Hem de
demostrar que R esta inclos en Dom(R) x Im(R). Siga z un element d’R,
aleshores existeixen z, y tal que z = (x,y). Pel lema sabem que z, y
han de pertanyer a | J|J R. Podem concloure que z pertany al domini d’R i,
per altra banda, que y pertany a la imatge d’R. Aleshores, per la definicié
del producte cartesia, el parell ordenat (z,y) pertany a Dom(R)xIm(R). O

Enunciem a continuacié les propietats més destacables del domini i la
imatge d’una relacié.

ProrosICIO 3.16. Siguen R i S dues relacions.
(1) Dom(R U S) = Dom(R) UDom(S).
Im(RUS) =Im(R) UIm(R).
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(2) Dom(RNS) C Dom(R) N Dom(S).
Im(RNS) C Im(R) NIm(S).

(3) Dom(R) \ Dom(S) € Dom(R\ S) .
m(R) \ Im(S) CIm(R\ 95).
Si R C S aleshores Dom(R) C Dom(S) i Im(R) C Im(S5).

Dom(@) =@ i Im(@) = 2.

d(RUS) = FId(R) UFId(S).

d(RNS) C Fld(R) N F1d(S).

(R) \ Fld(S) C Fld(R\ 95).
Si R C S, aleshores FId(R) C F1d(S).
(10) Fld(o) = @.

(4)
(5)
(6) FI
(7) FI
(8) Fld
(9)

DEMOSTRACIO. Demostrem la primera propietat. Suposem que x per-
tany a Dom(R U S), aleshores, z € |JU(R U S) i existeix un y tal que
(z,y) € RUS. Perd observem que

JUmus) = (UUR)© (UUS).

Per tant, com z pertany a |J|J(RUS), aleshores x pertany a | J|JR o a
UUS. Aixi, (z,y) és un element d’R o és un element d’S, respectivament.
La demostracié per a la imatge és analoga.

Demostrem la segona propietat. Procedirem d’una manera molt similar
a la demostracié de la propietat anterior, pero tenint en compte que:

Uwrns) (UR) n (US)

Si z pertany al domini de RN .S, aleshores = pertany a | J|J(RNS). Aixi:

UUmns cU((Unr) 0 (Us)) < (UUR) 7 (UUS)-
Per tant, z pertany a |J|JRialJUS.

Demostrem la quarta propietat. Per hipotesi, R C S. Suposem que x
és un element de Dom(R). Per tant x pertany a [J|J R 1 existeix un y tal
que (z,y) pertany a R. Com R C S aleshores (z,y) també és un element
d’S. Aixi, |JU R és un subconjunt de |J|J S. Per tant, z pertany a (JJ S
i existeix un y tal que (z,y) pertany a S. Aleshores, podem concloure que
Dom(R) és un subconjunt de Dom(S). La demostracié per a la imatge és
totalment analoga.

Per ultim demostrem la propietat 7. La propietat de la unié per al
camp és directa tenint en consideracié les propietats que tenim de la unid
del domini i la imatge i per la definicié de camp. Demostrem aleshores que
Fld(R N S) és un subconjunt de F1d(R) N F1d(S). Considerem la propietat
2. Es a dir:

Dom(R N S) € Dom(R) N Dom(S).
Im(RNS) C Im(R) N Im(S).
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Aleshores,

Dom(RNS)UIm(RNS) C Dom(R) UIm(R).
A més,

Dom(RNS)UIm(RNS) C Dom(S) UIm(S).

Per tant, és subconjunt dels dos. Aleshores, és subconjunt de la unié
dels dos camps. O

3. L’esquema axiomatic de reemplacament

En aquesta seccié enunciarem ’esquema axiomatic de reemplacament,
introduit per Skolem, amb el qual tindrem la possibilitat de demostrar 1’e-
xistencia de conjunts com:

Dom<U R>:U{Dom(R)\ReR}.

ReR

El mateix ocorre amb la imatge.

Esquema axiomatic de reemplagament. Siga una férmula
o(z,y,to, ..., tn—1) amb variables lliures x, y, to, ...,t,—1 i en la que no ocorre
B. Si per als conjunts tg, ..., t,—1 1 A es compleix que per a tot element x d’A
existeix un unic y tal que ¢(x,y, o, ..., tn—1), aleshores existeix un conjunt
B amb elements exactament els conjunts y tals que existeix x € A tal que
80(.%', Y,to, -, tn—l):

Vto, ooy tn—1 YA Iy o(z,y,to, ..oy tn—1) — IB Yy (7)
(yeB+w 3z (xe A N o(x,y,to,.th—-1)))- (8)

Observem que si prenem y = Dom(R) i z = Im(R) i considerant el
conjunt de relacions R obtenim els conjunts:

Dom<U R>:U{Dom(R)\ReR}.

ReR

1m<U R):U{Im(R)\ReR}.

ReR
A més basant-nos en aquest esquema i el concepte de relacié definim els
requisits previs als conceptes de funcié i aplicacio.

DEFINICIO 3.17. Siguen A, B dos conjunts i R una relacié. Direm que
R és una relacio, multifuncid o una funcid no determinista d’A en B si
Dom(R) C A i Im(R) C B. En particular les funcions no determinista d’A
en A les denominarem relacions en A.

ProprosiciO 3.18. Siguen A, B dos conjunts i R una relacié. R és una
relacio d’A en B si, i només si, RC A X B.
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DEMOSTRACIO. Demostrem les dues implicacions. Primerament, supo-
sem que R C A x B. Demostrem que el domini de R esta inclos en A. La
demostracié de que la imatge de la relacié R esta inclosa en el conjunt B
és totalment analoga. Per tant, sols ens dedicarem a demostrar la propietat
per al domini.

Siga  un element de Dom(R), aleshores existeix un y tal que (z,y) € R.
Per tant, (z,y) sera un element d’A x B. Aixi, z és un element d’A.

Suposem ara que R és una relacié d’A en B. Per tant, Dom(R) C A
i Im(R) € B. Siga z un element d’R aleshores existeixen = i y tal que
z = (x,y). Per tant, x és un element de Dom(R) i y un element de Im(R).
Podem concloure que z pertany a A x B. O

Demostrem a continuacié que el conjunt de les relacions d’un conjunt a
un altre és tnic.

COROLLLARI 3.19. Considerem A i B dos conjunts, aleshores existeir un
unic conjunt amb membres les relacions d’A en B. Denotem aquest conjunt
per Rel(A, B). Si considerem la relacié d’A en A aleshores, denotarem el
conjunt anterior per Rel(A).

DEMOSTRACIO. Observem que els conjunts que pertanyen a Rel(A, B),
és a dir, les relacions d’A en B, sén subconjunts del producte cartesia d’A
per B. Per tant, Rel(A, B) és el mateix conjunt que Sub(A x B), que sabem
que existeix i és dnic. Aixi, Rel(A4, B) existeix i és tnic. O

Gracies als axiomes presentats fins ara podem definir la relacié comple-
mentaria, (A x B)\ R. Observem que el complementari d’aquest conjunt és
exactament R.

Definim també R = ( A\ Dom(R) ) x ( B\ Im(R) ). On R no satisfa

que el seu complementari és R, simplement conté a R.

ProrosiciO 3.20. Considerem A ¢ B dos conjunts. Aleshores
(1) Dom(Ax B)=A, siB# .
(2) Im(Ax B)=B, siA#a.

DEMOSTRACIO. Demostrarem només que el domini del producte cartesia
d’A per B és A, ja que la demostracié per a la imatge és analoga.

Suposem que B és un conjunt no buit. Volem demostrar que Dom(A x
B) = A.

Siga x un conjunt que pertany a A. Aleshores, hem de provar que
x € Dom(A x B). Siga y un element de B. Tenint en compte que z és 'inic
conjunt que pertany al conjunt {z}, per la definicié de parell ordent tenim
que {z} pertany a (z,y). Com z és un element d’A i y és un element de B,
aleshores (x,y) pertany al producte cartesia d’A per B. Per tant, x pertany
al domini d’A x B.

Ara suposem que x és membre de Dom(A x B), aleshores existeix un y
tal que (z,y) € A x B. Per tant, x ha de ser un element d’A. O
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Anteriorment hem definit el concepte de relacié entre dos conjunts o
també anomenat funcié no determinista. A continuacié, definim el concepte
d’aplicaci6é no determinista.

DEFINICIO 3.21. Siguen A i B dos conjunts. Una multiaplicacid o apli-
cacio no determinista d’A en B és una tripla ordenadar = (A, R,B). On R
és una relacid d’A en B, que denominem relacid subjacent de r. A més, de-
notem al conjunt d’aplicacions no deterministes d’A en B per Homyq(A, B):

Homya(A, B) = {A} x Rel(4, B) x {B}.

Les aplicacions d’A en A les denominem endoaplicacions no determinis-
tes d’A i les denotem per Endpq(A).

A més, en el cas d’aplicacions no deterministes, r = (A, R, B), el domini
de r és A. El denotem per do(r). El conjunt B és el codomini de r. FEl
denotem per dy(r).

Per altim, hem de tindre en compte que el domini de definicio de la
relacid R d’A en B no té per qué ser el mateix que do(r). El mateix per a
la imatge i dyi(r).

PRroPOSICIO 3.22. Considerem quatre conjunts A, A, B, B'. Si (A, B) #
(A’, B'), aleshores Homyq(A, B) N Homy(A', B') = .

DEMOSTRACIO. Per hipotesi, el parell ordenat (A4, B) # (A’, B'). Supo-
sem, per reduccié a absurd, que Hom,q(A, B) NHom,q(A’, B') no és buida.
Es a dir, existeix una aplicacié no determinista r tal que el domini de r és A
i A’ iel codomini és B i B’. Observem que agd no és possible perque tenim
que els parells ordenats sén diferents. Per tant, A no pot ser igual a A’ i B
no pot ser igual a B’. Concloem que la interseccié és buida. ([l

4. Inversioé i composicié de relacions

Definirem els dos operadors mencionats en el titol d’aquesta seccid, és
a dir, la inversa d’una relacié i la composicié de relacions i estudiarem les
seues propietats basiques.

Proprosicié 3.23. Siga R una relacid. Ezisteiz una tnica relacié amb
membres els parells ordenats (y,x) tals que (x,y) € R. A aquesta nova
relacid la denominem la inversa o reciproca de R i la denotem per R™1.

DEMOSTRACIO. Construim el conjunt que ens descriu I’enunciat com
R ={ (y,z) € Im(R) x Dom(R) | (z,y) € R }.
Gracies a I’Esquema axiomatic de reemplacament aquest conjunt
existeix i és Unic.
A continuacié veurem la forma de fer referéncia a la primera i segona

coordenada d’un parell ordenat.

ProprosiciO 3.24. Considerem x i y dos conjunts. Aleshores
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(1) NN(z,y) =z
@ NNN{@} " =y

DEMOSTRACIO. Demostrem la primera propietat. En virtut de la defi-
nicié de parell ordenat tenim que el conjunt enunciat és:

NNy = (N Az 1)

Recordem la definicié d’interseccid
Nz} {z 93 ={t | VX (X € {{a} {z,y}} >t e X ) } = {z}.

Com la intersecci6 del conjunt {z} és x. Aleshores queda demostrada la
propietat.

Demostrem la segona propietat. Tenim

AR e

Ara bé, per la definicié de relacié inversa obtenim:

N2}

Emprant la definicié de parell ordenat tindrem:

NN (N weity) =N (N w2 -

Emprant la primera propietat obtenim:

N (N 1v.21) = v
Per tant, queda demostrada la segona propietat. O

DEFINICIO 3.25. Siga z un parell ordenat, aleshores la primera coorde-
nada de z, denotada per (z)o, €s ([ z i la segona coordenada de z, denotada

per (2)1, és NNz
Enunciem una de les propietats més importants de la relacié inversa.
LEMA 3.26. Siga R una relacid, aleshores J|JR™' = R.

A partir d’aquest lema i de la propia definicié de relacié inversa enunciem
les segiients propietats.

Prorosicid 3.27. Siguen R i S dues relacions.
(1) Dom(R™ ') = Im(R). Per altra banda, Im(R~!) = Dom(R).
(2) Inwvolucis. (R~')~! = R.
(3) (RUS) ' =R TusS™ !,
4) (RNS)"'=R1Nns !,
(5) (R\S)"'=R1\SL
(6) Si RC S, aleshores R~ C S—1.
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DEMOSTRACIO. Demostrem la primera propietat. Siga y un element del
domini de R™!. Aleshores, existeix un = que pertany a la imatge d’aquesta
relacié tal que (y,z) pertany a R~'. Emprant la definicié de la relacié
inversa, (z,y) € R. Per tant, = és un element del domini de R i y de la
imatge de R. L’altra inclusi6 es demostra emprant el mateix argument.

Provem la segona propietat. Escrivim el conjunt que obtenim com
(R™H) ™ ={ (z.y) € Im(R™") x Dom(R™") | (y.) € R™" }.

Emprant la primera propietat que acabem de demostrar i la definicid
d’inversa d’una relacié tindrem que el conjunt que hem obtingut és igual a

{ (z,y) € Dom(R) x Im(R) | y € Im(R),z € Dom(R) A (z,y) € R }.

Observem que aquest conjunt és la relacié R. Per tant, queda demos-
trada la propietat.

Provem el tercer resultat, és a dir, que els conjunts (RUS) 11 R~1uS—!
sén el mateix.

Considerem la relacié (R U S)™1. Aleshores, el parell ordenat (y, ) és
un element d’aquesta relacié si y és un element de la imatge de RU S i x
un element del domini de R U S. Aleshores, el parell ordenat (z,y) és un
element de R U S. Per tant, x i y sén elements de |JJ(RUS). Com a
conseqiiencia de la unié de les relacions, el parell ordenat és element d’R i
d’S. Per la definicié de relacié inversa tindrem el resultat que buscavem.

L’altra inclusié es demostra de la mateixa manera emprant les definicions
d’unié binaria, relacié i relacié inversa. La resta de propietats relacionades
amb la interseccié i la diferéncia es demostren de manera analoga a la pro-
pietat que hem vist per a la unié.

Provem I'dltima propietat. Per hipotesi, la relacié R esta inclosa en S,
és a dir els parells ordenats que pertanyen a R també sén elements de la
relacié S. En virtut de la definici6 de relacié inversa, siga (z,y) un element
d’R aleshores (y, z) és un element de R~*. Com (x,y) pertany a S, aleshores
(y,x) pertany a la relacié inversa d’S. Per tant, R~! estd inclosa en S~!.

Queden aixi demostrades les propietats. [l

Hem definit el concepte de relacié inversa. Ara definim el concepte
d’aplicacié no determinista inversa.

DEFINICIO 3.28. Siga v = (A, R, B) una aplicacié no determinista on
A, B son conjunts i R és una relacié d’A en B. Aleshores, definim [’apli-
cacié no determinista inversa de R com v~ = (A, R, B).

A continuacio, definim ’altra operacié presentada en la introduccié d’a-
questa seccid, la composicié de dues relacions. Amb aquesta operacié tin-
drem la capacitat d’obtindre una nova relacié a partir de dues relacions
donades.
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ProprosICIO 3.29. Siguen R 1 S dues relacions, aleshores existeir una
unica relacié amb membres els parells ordenats (x, z) per als que existeix un
y tal que (x,y) € R i (y,z) € S. Aquesta nova relacid sera el conjunt de la
composicio o el producte relativ de R i S, que denotem per S o R.

DEMOSTRACIO. Definim el conjunt presentat a ’enunciat i provem 1’e-
xistencia a partir dels axiomes i propietats que hem enunciat fins a aquest
moment. El conjunt el definim com:

SoR={(z,2) € Dom(R) x Im(S) | y ( (z,y) € RA(y,2z) €S ) }.

Gracies a I'Esquema axiomatic de reemplagament el conjunt que
acabem de definir existeix i és unic. O

Prorosicid 3.30. Considerem R i S dues relacions.
(1) Dom(S o R) C Dom(R)
(2) Im(S o R) C Im(S).

DEMOSTRACIO. Recordem la definicié de la composicié de dues relaci-
ons:

SoR={(z,2) € Dom(R) x Im(S) | y ( (z,y) € RA(y,2z) €S ) }.

Per tant, S o R és un subconjunt de Dom(R) x Im(S). Aixi, Dom(Ro.S)
esta inclos en el domini del producte cartesia Dom(R) x Im(S).

Considerem dos casos, el cas en que la imatge de la relacié S és buida,
i el cas en que és un conjunt diferent del buit.

Si suposem que Im(S) és igual al buit, aleshores S o R sera la relacié
buida. Com a conseqiiéncia, el domini també sera el conjunt buit. Com ja
sabem, el conjunt buit és el minim per a la inclusié, aleshores, estara inclos
en el domini de la relacié R.

Ara suposem l'altre cas, on Im(.S) no és el buit. Per tant, emprant la
Proposicié amb A = Dom(R) i B = Im(S). Tenint en compte que B
no és igual al buit, aleshores Dom(Dom(R) x Im(S)) és el mateix conjunt
que Dom(R). Com la composicié de la relacié S amb R esta inclosa en la
imatge de S, aleshores queda demostrada la propietat per a aquest cas. [

Enunciem les propietats més importants de la composicié de dues rela-
cions i de la inversa d’una relacié.

Prorosici6d 3.31. Considerem R,S,T tres relacions, aleshores

(1) Propietat associativa. Ro (SoT)=(RoS)oT.
(2) Distributiva de la composicid respecte de la unid (esquerra i dreta)

Ro(SUT)=(RoS)U(RoT).
(RUS)oT =(RoT)U(SoT).
(3) Ro(SNT)C(RoS)N(RoT).
(RNS)oT C(RoT)N(SoT).

(4) Isotonia. St R C S aleshores RoT C SoT,iamésToRCTolS.
(5) (RoS)'=8"1oR™!,
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DEMOSTRACIO. Demostrem la primera propietat. Definim els dos con-
junts que tenim a cada banda de la igualtat. Recordem la definicié de S'oT

SoT ={(z,y) € Dom(T) x Im(S) | 3z ( (z,2) e T A (y,2) €S ) }.

Aleshores definim Ro (S oT) com

{(z,y) € Dom(SoT)xIm(R) | 3z ( (x,2) € SoT N (2,y) € R) }.

Emprant la definicié dels parells ordenats que pertanyen a S o7 obtenim
que Ro(SoT) és:

{ (x,y) € Dom(T) x Im(R) | 32, 2’ ((z,2') €T, (2/,2) €S, (2,y) €R) }.
Ara realitzem els mateixos passos per obtindre el conjunt (Ro .S)o T
RoS={(z,y) € Dom(S) x Im(R) | 3z ( (z,2) e SA(z,y) € R) }.
Aleshores,

(RoS)oT = { (x,y) € Dom(T)xIm(RoS) | 3z ( (z,z) € TA(2,y) € RoS) }.

Emprant la definicié6 de R o S obtenim que el conjunt (R o S) o T es
defineix com:

{ (z,y) € Dom(T) x Im(R) | 3z, 2’ ( (z,2) €T, (2,2") € S, (/,y) e R) }.

Observant els dos conjunts podem concloure que tenim els mateixos
elements. Per I’Axioma d’extensionalitat sén el mateix conjunt.

Demostrem la segona propietat. El conjunt donat per (RoS)U(RoT)
és la unié de

{ (z,y) € Dom(S) x Im(R) | 3z ( (z,2) € SA(z,y) € R) }
amb el conjunt
{ (z,y) € Dom(T) x Im(S) | 3z ( (x,2) e T A (2,y) €S ) }.

Tenint en compte el conjunt que hem obtingut a l’apartat anterior,
R o (S oT), aleshores els dos conjunts estan formats pels mateixos ele-
ments. Emprant 1’Axioma d’extensionalitat concloem que els conjunts
son iguals.

La demostracié de (RUS)oT = (RoT)U (SoT) és analoga.

La demostracio de la tercera propietat és analoga a la demostracié de la
primera propietat pero amb la interseccié.

Demostrem la propietat d’isotonia. Considerem que R és un subconjunt
de S. Demostrem que la relacié R o T esta continguda en la relacié S oT.
La demostracié de que T o R esta continguda en T o S és analoga.

Siga (x,y) un element de R o T. Per tant, z pertany al domini de T
iy pertany a la imatge de R. A més, existeix un conjunt z tal que (z, z)
pertany a la relacié T' i (z,y) pertany a R. Com R esta continguda en S,
aleshores y pertany a la imatge de S i (z,y) pertany a S. Per tant, (x,y)
pertany a SoT.
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Demostrem 1'iltima propietat, (Ro S)~! = R~! o S~1. Tenim que
Ro S ={(z,y) € Dom(S) x Im(R) | 3z ((z,2) e SA(z,y) € R) }.

Aleshores, la relacié inversa de R o S és el conjunt format pels parells
ordenats (y,x) tal que y pertany a la imatge de R i x pertany al domini de
S. A més, existeix un conjunt z tal que (z, ) pertany a S~'1i (y, 2) pertany
a R™L. Aleshores, (z,y) pertany a S~! o R7!, ja que Dom(S) = Im(S71!) i
Im(R) = Dom(S~!). L’altra inclusié es demostra de manera analoga.

Aixi, queden demostrades les propietats. O

Abans de continuar amb la segiient seccié definim la generalitzacié de la
propietat distributiva de la composicié respecte de la unié. Considerem R
un conjunt de relacions i S una relacié.

Per la dreta tindrem:

SO<U R):U{SomReR}.

ReR

Per l'esquerra:

(U R>05:U{ROS|R6R}.

ReR

Demostrem l'existéncia dels conjunts { SoR|R€ R }i{ RoS|ReR }
emprant I’Esquema axiomatic de reemplagament a partir del conjunt de
relacions R i de les férmules y = Dom(x) i # = Im(y). Aleshores, podem
obtindre els conjunts

{Dom(R) |[ReRY}. {Im(R)|ReR}.

En virtut de lAxioma del conjunt unié obtenim:

|J Dom(R). U mm(n).

ReER ReR

Emprant el producte cartesia obtenim:

(U Dom(R)) x Im(S).  Dom(R) x (U Im(R)) :

Emprem I’Axioma del conjunt poténcia ,

Sub (( U Dom(R)> X Im(S)) . Sub (Dom(R) X ( U Im(R))) :
ReR ReR

Finalment, emprant altra volta ’Esquema axiomatic de reemplacament
obtenim els conjunts que voliem. Per tant, la propietat distribuitiva gene-
ralitzada esta ben definida.
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DEFINICIO 3.32. Siga T una aplicacié no determinista d’A en B, s una
aplicacid no determinista de B en C. Aleshores, l'aplicacid no determinista
(A,SoR,C) d’A en C la denominem composicié de r i s i la denotem per
sor.

Observem que aquesta aplicacié no determinista que acabem de definir
solament existeix si dy(r) = dp(s), a diferéncia de la composicié de relacions.

ProprosICIO 3.33. Siga r una aplicacié no determinista d’A en B, s una
aplicacid no determinista de B en C, i t altra aplicacié no determinista de
C a D, aleshores:

to(sor)=(tos)or,

és a dir, el diagrama segiient commuta

(tos)or

tos

Q
>

to(sor)

A continuacié, estudiem 'existencia de neutres en la composicié d’apli-
cacions no deterministes tant a esquerra com a dreta. Per poder definir el
neutre introduim el concepte de la diagonal d’un conjunt.

ProprosICIO 3.34. Siga A un conjunt. Ewisteiz un tinic conjunt amb
aquells conjunts z per als que existeiz un a € A tal que z = (a,a). Aquest
conjunt ’anomenem la diagonal d’A i el denotem per Ay.

DEMOSTRACIO. Definim el conjunt descrit en 1’enunciat com:
Ag={z€AxA|JacA(z=(a,a)) }.
Per 'Esquema axiomatic de reemplacament existeix i és Unic. O

A més, una de les caracteristiques més destacables que trobem sobre el
conjunt diagonal d’A és que | J|JA 4 = A. També cal destacar que el domini
de la diagonal d’A, Dom(A4) és A, i la imatge, Im(Ay4), és A. Per tant, el
camp també sera A.

Per 1ltim, com els elements de la relacié diagonal sén, (a,a), per a un a
elements d’A, aleshores la relacié inversa és igual.
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Construim a continuacié ’aplicacié no determinista identitat.

DEFINICIO 3.35. Considerem A un conjunt i la relacid diagonal d’A, A 4.
Aleshores, Uaplicacié no determinista (A, Ax, A) la denominem identitat
d’A i la denotem perid4.

PRroprosiciO 3.36. Siga T una aplicacié no determinista d’A en B, ales-
hores roidg = r iidgor = r. Aleshores els diagrames segilients commuten,
ida r
A— A A— B
r idB

B B

5. Imatges directes, imatges inverses i restriccions

En aquesta seccié definim els conceptes d’imatge directa i imatge inversa
d’una relacio i estudiem les seues propietats basiques.

ProrosiciO 3.37. Siga R una relacié 1 X un conjunt. Ezisteir un tnic
conjunt amb elements els conjunts y per als que existeix un conjunt x tal
que x € X i (x,y) € R. Aquest conjunt ’anomenem la R-imatge directa o
existencial de X i el denotem per R[X].

DEMOSTRACIO. Definim el conjunt descrit a 1’enunciat com
RIX]={yem(R)|Ire X ((w.y) R) }.
Per ’Esquema axiomatic de reemplacament , aquest conjunt existeix
i és unic. O
ProrosiciO 3.38. Siga R una relacié 1 Y un conjunt. Ezisteir un tinic
conjunt amb elements els conjunts x per als quals existeix un conjunt y tal

que y €Y i, a més, (x,y) € R. Aquest conjunt l’anomenem la R-imatge
inversa de Y i el denotem per R™'[Y].

DEMOSTRACIO. Definim el conjunt descrit a 1’enunciat com:
RYY]={zecDom®R)|IyeY ((z,y) €ER) }.
Existeix i és tinic en virtut de I’Esquema axiomatic de reemplacament

(7). O

Es important no confondre la notacié de R~' i R71[Y]. El primer fa
referéncia a la relacié inversa d'R, i R™![Y] és un operador que ens dona el
conjunt d’elements del domini de la relacié R associats amb y.

Enumerem a continuacié algunes propietats de la imatge directa i la
imatge inversa d’una relacié.

PRroprosiciO 3.39. Siguen R i S dues relacions, A i B dos conjunts.
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(1) Si Dom(R) C A, aleshores R[A] = Im(R). Ara bé si considerem
Im(R) C B, aleshores R~'[B] = Dom(R).

(2) Si An Dom(R) = @ aleshores R[A] = @. Si BNIm(R) = &,
aleshores R™1[B] =

(3) R[AUB] = R[AJU [ J-

(4) RlANB] € RA]N E[B].

(5) R~ [AUB] R [A] U R YB].

(6) R™ [AmB] C R YA NRYB.

(7) ACR [ [A]] st, i només si, A C Dom(R).

(8) B C RYR[B]] si, i només si, B C Im(R).

(9) Si A C B aleshores R[A] C R[B]. A més R~'[A] € R7Y[B].
(10) (Ro S)[A] = R[S[A]] i (Ro S)~'[B] = STHR™H[A]].
(11) Aa[A] = A, AG'[B] = B.

(12) Dom(R o S) C S~![Dom(R)], Im(R o S) C R[Im(S)].

A més, tenint en compte la definicié d’aplicacié no determinista d’un
conjunt en un altre, podem redefinir el concepte d’imatge directa i imatge
inversa.

DEFINICIO 3.40. Considerem A i B dos conjunts, i r una aplicacié no
determinista d’A en B. Es a dir r = (A, R, B). Siga X C A. Definim r[X]
amb el mateir significat que R[X]. Denominem r[X] com la imatge directa
de X sota l’aplicacio no determinista r.

Andalogament, considerem un conjunt Y, Y C B. Definim r~'[Y] amb
el mateiz significat que R~[Y]. Denominem r~1[Y] com la imatge inversa
d’Y sota l’aplicacio no determinista r.

Per finalitzar aquesta seccié definim ’operador binari que assigna a una
relacio i un conjunt, una altra relacié. Més en concret, assignara la relacié
restringida al conjunt que hem mencionat.

ProprosiciO 3.41. Siga R una relacid i A un conjunt. Aleshores existeix
un unic conjunt amb elements els parells ordenats, (z,y) tals que z € A.
Aquest conjunt I'anomenarem la restriccio d’R a A i el denotarem per Ry

DEMOSTRACIO. La demostracié es basard en definir el conjunt descrit
a I’enunciat i a partir dels axiomes que hem anat enunciat, justificar que
existeix i és Unic. Definim

RIA={(z,y) €eR|z €A}

O, equivalentment, el conjunt descrit a ’enunciat es pot definir també
com:
RN (A x Im(R)).
Si considerem el conjunt definit a la primera equacié, en virtut de I’Esquema
axiomatic de reemplagament , aleshores existeix i és tnic. O






CAPITOL 4

Funcions i aplicacions

En aquest capitol estudiem amb profunditat el concepte de funcid i de
funcié parcial, definits sobre la nocié de relacié que hem analitzat en el
capitol anterior. Les funcions sén un concepte fonamental per a totes les
arees de les matematiques. A més, classificarem les funcions segons el seu
domini i codomini.

DEFINICIO 4.1. Direm que un conjunt F és una funcid, relacid funcional
o una familia, quan satisfa:
(1) F és una relacid.
2) Vaz,y,z (((xr,y) e FA(x,2) €F )= y=2).
A més, si F és una funcid i © un element del domini de F, aleshores
podem definir F(z) com el segiient conjunt:

F@)=J{yem(F) | (z,y) e F}.
Aquest conjunt el denominem valor o imatge de la funcid F en x.

Per altim, si trobem que Dom(F) = I, on F és una funcid, aleshores la
funcié F s’anomena una familia indexada o coordinada pel conjunt d’indexs
L En aquest cas ho denotem per (F(i))icr o (F})ier-

Observem que si (F'(i));er és una familia indexada, aleshores
UE®) = Jm((F@)ier).
i€l i€l
A més, si I # @, aleshores
((F (@) = () Im((F@)ier).
i€l i€l

Per ultim, hem de tindre en compte que F' no sera una funcié si no
satisfa que és una relacio, és a dir, si té algin element que no siga un parell
ordenat. Per altra banda, no és suficient que F' siga relacié per a ser una
funcié. Ha de complir que, si z, y, z sén tres conjunts tals que els parells
ordenats (z,y) i (z,z) pertanyen a F' aleshores y és igual a z.

Observem, per tant, que les funcions sén un cas particular de les relacions
i, per tant, satisfan la segilient proposicio.

PRroprosiciO 4.2. Siguen F i G dues funcions. Aleshores:

43
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(1) F C G si, i només si, Dom(F) C Dom(G). Aleshores, per a cada
x € Dom(F) tindrem que F(x) = G(x).

(2) Principi d’extensionalitat per a les funcions. Una condicid suficient
i necessaria perqué F' = G és que Dom(F') = Dom(G) i que per a
cada © element de Dom(F), F(x) = G(x).

DEMOSTRACIO. Demostrem primer que si ' és un subconjunt de G,
aleshores Dom(F') és un subconjunt de Dom(G).

Siga z un parell ordenat que pertany a F', aleshores z € G. Per tant,
existeixen dos conjunts z i y tals que z = (z,y). On, z pertany al domini
d’F i de G. Ara bé, considerem un element x del domini d’F'. Definim la
imatge de la funcié F' com

F(o)=J{yem(F) | (z,y) € F }.

Com F' i G sén funcions, aleshores, per a tot x, y, z si (z,y) i (z,2)
sén dos elements d’F, aleshores y i z sén iguals. Com x és un element del
domini, el conjunt y que associem amb z és tinic. Per tant, F'(x) és el mateix
conjunt que G(z).

Demostrem ara el Principi d’extensionalitat per a les funcions. Suposem
primer que les funcions F' i G sén iguals. Aleshores, el domini d'F és el
mateix que el de G. Demostrem que, si x és element del domini, aleshores
el conjunt F'(x) és el mateix que el conjunt G(z).

En el conjunt del valor de la funcié F' en x només trobem un element, i
aquest és el mateix per a la funcié G. Aleshores, el domini és el mateix i F'
i G sén iguals. Per tant, F(x) ha de ser el mateix conjunt que G(x).

Suposem que el domini de F' és el mateix que el de G i que els conjunts
F(z) i G(z) sén iguals. Aleshores

F@)={yeIm(F)|(z,y) e F } ={y €m(G) | (z,y9) € G } = G().
Per tant, la imatge sera la mateixa per a F' i per a G, perque el domini

és el mateix i per a qualsevol punt del domini, la imatge d’aquest punt és la
mateixa. Per tant sén la mateixa funcio. O

Hem definit el concepte de restriccié per a les relacions. Com les funcions
sén un cas particular de les relacions, aleshores tindrem definit el concepte
de restriccié també per a les funcions. Definim a continuacié el concepte
d’extensio.

DEFINICIO 4.3. Siguen F ¢ G dues funcions tals que F' C G, aleshores
G és una extensié d’F. A més, que G siga una extensié d’F és el mateix
que dir que F' és una restriccié de G.

A continuacié enunciem algunes propietats de les families de funcions.

Prorosiciod 4.4.

(1) Si F és un conjunt no buit de funcions, aleshores (\pcr F és una
funcio.
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(2) Si F és un conjunt de funcions tal que, per a cada F, G € F,
existeir un element H de F, tal que FUG C H. Aleshores | Jpcr F'
€s una funcio.

DEMOSTRACIO.

(1) Demostrem que la interseccié de funcions és funcié. Primerament,
com la interseccié de relacions és una relacié, aleshores tenim de-
mostrada la primera propietat que ha de satisfer. Ara hem de
demostrar que

Va,y,z <<(x,y)€ ﬂ FA(z,2) € ﬂ F>—>y:z>.

reF FeFr

Com F és una familia no buida de funcions, aleshores, per a
tot F' element d’F sabem que se satisfa la propietat funcional. Per
tant, la interseccié també ho satisfa.

(2) Per hipotesi, donades dues funcions de F aleshores existeix una
altra funcié que pertany a aquesta familia que conté la unié. Per
tant, totes les unions dos a dos seran relacions, perque queden dins
d’una relacié funcional. Aix{, la unié de totes les funcions sera una
relacié. Ara bé, hem de demostrar que

Yz, y, 2z (((m,y)e UF/\(m,z)G UF)—>y:z>.

FeF FeF

Aleshores, com (z,y) € Uper F, existeix una funcié F' € F tal
que (z,y) € F. El mateix ocorre per a (z, z), com (z,2) € Uper F
aleshores, existeix una funcié G € F tal que (z,z) € G. Observem
que (z,y) i (x, z) pertanyen a GUF'. Per la condicié de la proposici6
existeix una funcié6 H € F tal que GUF C H. Com (z,y) i (y, 2)
pertanyen a H i H és una funcid, aleshores y = z.

Aixi, queden demostrades les dues propietats enunciades. O

Si F és una funcié, aleshores, com F és una relacié, F~! sera una relacié,
perd en general no serd una funcié. A continuacié enunciem una condicié
neccessaria i suficient perqué aquesta situacié es done. Abans de caracterit-
zar quan la inversa d’una funcié és una funcié, definim el concepte de funcié
injectiva i sobrejectiva.

DEFINICIO 4.5. Siga F una funcidé. F és injectiva si,

Vz, y € Dom(F) ( F(z) =F(y) =z =y ).

FEquivalentment,

Ve, y € Dom(F) (@ #y — Pz) # F(y) ).

Siga F una funcid, F és sobrejectiva si,

Vy € Im(F') 3z € Dom(F') / F(z) =y.
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Per tant, una funcié no sera injectiva si
Jz,y € Dom(F) (z #y — F(z) = F(y) ).
I no sera sobrejectiva si

Jy € Im(F)Vz € Dom(F) F(z) # y.

Una volta introduit el concepte de funcié injectiva i sobrejectiva enunci-
em la condici6é necessaria i suficient perque la inversa d’una funcié siga una
funcié.

ProrosiciO 4.6. Considerem F una funcié. Una condicidé necessaria i
suficient perqué F~1 siga una funcid és que F siga injectiva.

DEMOSTRACIO. Observem que si F' és funcid, aleshores ha de satisfer
que és una relacié i que

Ve,y,z (((z,y) e FA(z,2) €F ) = y=2).

Obviament F~! serd una relacié, perque F ho és. Ara, demostrem si
satisfa la segona condicié.

Provem primerament que si F' és injectiva aleshores F~! satisfa la segona
condicio i, per tant, és una funcié. La funcié F és injectiva, aleshores, per
a tot z, y elements del domini d'F. Si F(z) = F(y) necessariament x = y.
Aleshores, siguen (z,2) i (z,2') elements de F~!, tenim que (z,z), (2, )
pertanyen a F'. Com F' és injectiva i les imatges sén iguals. Aleshores z ha
de ser igual a 2/, i, per tant, F~! satisfa la condicié funcional.

Ara suposem que F~! satisfa que, donats dos parells ordenats (z,y)
i (z,2), per a qualsevol x, y, z tal que els parells sén membres de F~!,
aleshores y = z. Per definici6 de relaci6 inversa, (y,z), (z,z) pertanyen a
F. Els parells ordenats tenen la mateixa imatge i com F~! és funcié sabem
que y és igual a z. Aleshores, F' és injectiva. O

A continuacid, definim un cas particular de funcié.

PRrROPOSICIO 4.7. Siguen A i B dos conjunts. Aleshores, existeiz un tinic
conjunt amb membres les funcions F que Dom(F) C A i Im(F) C B. Aquest
conjunt el denominem conjunt de les funcions parcials d’A en B i el denotem
per Pinc(A, B).

DEMOSTRACIO. Definim el conjunt descrit a I’enunciat com
Pfnc(A,B) ={ F e Sub(Ax B) |Vx € Adlye B ( (z,y) € F) }.
En virtut de 'Esquema axiomatic de reemplacament obtenim que el

conjunt definit existeix i és unic. O

En moltes arees matematiques és necessaria una nocié més fina que la
definida com a funcié parcial, en la que océrrega, tant el conjunt que conté
el domini, com el de la imatge. Es per aquesta rad que definim a continuacié
el concepte d’aplicacié parcial.
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DEFINICIO 4.8. Siguen A i B dos conjunts. Una aplicacidé parcial d’A
en B és una tripla f = (A, F,B), denotada per f: A — B, en el que F és
una funcié parcial d’A en B. La denominem funcié parcial subjacent de f. A
més, al conjunt d’aplicacions parcials d’A en B el denotem per Homy, (A, B).
Aixi:

Homp(A, B) = {A} x Pfnc(A, B) x {B}.

En particular, el conjunt d’aplicacions parcials d’A en A el denotem per

End,(A) i l’'anomenem conjunt de les endoaplicacions parcials d’A.

Si f: A — B és una aplicacid parcial, denominem el domini de f per
do(f), i el codomini de f, di(f). En general, el domini de f i el domini de
definicio de la funcid parcial F d’A en B seran distints. El mateix passa
amb el codomini de f i la imatge de F, que poden ser distints.

ProposICIO 4.9. Siguen A, A’, B, B’ conjunts. Si (A,B) # (A',B’),
aleshores Homy, (A, B) NHomy,(A', B') = @.

DEMOSTRACIO. Emprant la definicié de Homp (A, B)
Homy (A, B) = {A} x Pfnc(A, B) x {B}.

Com A és diferent d’A’ i B és diferent de B’, aleshores la interseccié ha
de ser buida. O

ProposiCIO 4.10. Siguen F i G dues funcions, aleshores
(1) Go F és una funcid.
(2) Dom(G o F) ={ =z € Dom(F) | F(z) € Dom(G) }.
(3) Per a cada element x de Dom(GoF') tenim que GoF(x) = G(F(x)).

DEMOSTRACIO. Demostrem la primera propietat. Per una banda, sa-
bem que la composicié de relacions és relacid, aleshores G o F' satisfa la
primera condicié per a ser una funcié.

Ara hem de demostrar que si z, y, z sén tres conjunts tals que (x,y) i
(z, z) pertanyen a GoF', aleshores y = z. Com els parells ordenats pertanyen
a la composicid, aleshores x és un element del domini d’F iy i z sén elements
de la imatge d’G, per als que existeix un ¢ tal que (z,t) pertany a F'i (¢, z)
i(t,y) pertanyen a G. Aleshores, y i z han de ser el mateix conjunt, ja que
F(t) sols pot estar format per un conjunt. (]

Tenint en compte aquesta tltima proposicié demostrarem que la com-
posicié de funcions i aplicacions parcials i no parcials és també funcié o
aplicacié parcial o no parcial, respectivament.

COROLLLARI 4.11. Siguen A, B, C tres conjunts.

(1) Considerem F una funcio parcial d’A en B i G una funcio parcial
de B en C. Aleshores Go F' és també una funcid parcial. En aquest
cas d’A en C. La denominem composicio de les funcions parcials
de F'i G.

A més, si f és una aplicacid parcial d’A en B i g una aplicacid
parcial de B en C, ocorre el mateiz, la composicid go f: A —
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C' és una aplicacio parcial i la denominem la composicio de les
aplicacions parcials f i g.

(2) Si F és una funcic d’A en B i G una funcié de B en C, aleshores
G o F és una funcio que l'anomenarem, composicio de les funcions
FiG.

A més, si considerem f: A— B ig: B— C dues aplicacions,
aleshores g o f és també una aplicacid, en aquest cas d’A en C.

1. Conjunts i aplicacions especials

En capitols anteriors hem caracteritzat el conjunt buit respecte a la
relaci6 de pertinenga com I'tinic conjunt que no conté elements. Ara, amb el
concepte de relacié podem caracteritzar el conjunt buit respecte a la relacié
que té amb la resta de conjunts a través de les aplicacions.

ProrosiciO 4.12. El conjunt buit és [inic conjunt que té la propietat
que per a cada conjunt A existeir una dnica aplicacid del buit al conjunt A.
Es per aquesta rao per la qual direm que el conjunt buit és el conjunt inicial
respecte a les aplicacions. Denotem per aa ['inica aplicacid de & en A.

DEMOSTRACIO. Siga A un conjunt, aleshores la tripla ordenada ay =
(2,9, A) és una aplicacié del @ en A. Ja que, la segona coordenada que
trobem és una funcié de @ en A. Per tant, hem demostrat ’existéncia.

Ens falta demostrar la unicitat. Suposem que existeix una altra aplicacid
f del @ en A, aleshores la seua funcié subjacent, per ser un subconjunt de
@ x A haura de ser buida. Si apliquem 1’Axioma d’extensionalitat reformulat
per a les funcions, obtenim que f = a4. Aleshores, queda demostrada la
unicitat.

A més, demostrem que si X no fora el conjunt buit, aleshores, existeix
un conjunt A per al qual, o no existeix cap aplicacié d’aquest conjunt en
A, o existeixen dues aplicacions diferents. Aleshores, siga X un conjunt no
buit. Si considerem A el conjunt buit, aleshores no existeix cap aplicaci6 de
X en @. O

Per ultim, observem que per al conjunt buit, agy és 'inica aplicacié de
& en @, és a dir, la identitat de &, que coincideix amb (&, &, @).

Una volta definit el conjunt inicial, definirem a continuacié el concepte
de conjunt final o terminal.

DEFINICIO 4.13. Un conjunt T és final o terminal si, per a cada conjunt
A, existeix una unica aplicacié d’A en T. Aquesta aplicacid la denominem

w4.

Prorosici® 4.14. T sera un conjunt final o terminal si, i només si,
existeir un conjunt t tal que T = {t}.
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DEMOSTRACIO. Demostrarem les dues implicacions. Suposem que exis-
teix un conjunt ¢ tal que T' = {t} i siga A un conjunt. Aleshores, wyq =
(A, A x {t},{t}) és una aplicacié d’A en {t}. Si suposem que existeix una
altra aplicacié d’A en T, pel Principi d’extensionalitat per a les funcions,
aleshores aquesta aplicacio ha de ser igual a w 4. L’aplicacio és unica. Podem
concloure que T' és un conjunt terminal.

Suposem ara que, per a cada conjunt A, es compleix que existeix una
Unica aplicacié d’A en T. Per una banda, T no pot ser el buit, perque si
ho fora podriem prendre A = {@} i no existiria cap aplicacié d’A en T.
Per altra banda, T' no pot tindre més de dos elements distints, ja que, si es
donara aquest cas, aleshores podem prendre A = {@} i tindriem almenys
dues aplicacions diferents d’A en T'. Per tant, hem arribat a la conclusié que
T no pot ser el buit pero tampoc pot tindre més de dos elements. Concloem
que T, necessariament, ha de tindre un element. En virtut de I’Axioma
d’extensionalitat aquest element és Unic, aixi, existeix un conjunt t tal
que T = {t}. O

Observem que, malgrat que els conceptes de conjunt inicial i terminal
son duals, el conjunt inicial és tnic, només pot ser el buit, mentre que el
conjunt terminal no ho és, ja que pot existir més d’un conjunt amb aquesta
caracteritzacio. Per tant, el concepte de conjunt final o terminal no especifica
un conjunt en concret, sind tota una classe de conjunts.

Per finalitzar aquesta seccid, enunciarem una proposicié que ens assegura
que en el cas de les aplicacions no existeix cap conjunt que siga inicial i
terminal.

ProprosICIO 4.15. No ewisteiz cap conjunt que, respecte de les aplicaci-
ons, siga inicial 1 terminal. Pero, respecte de les aplicacions parcials i les
aplicacions no deterministes, observem que & sera inicial i terminal.

DEFINICIO 4.16. Un conjunt X és un separador o generador si, donats A
i B dos conjunts i f, g dues aplicacions distintes d’A en B, aleshores existeix
una aplicacid h de X en A tal que foh # goh, és a dir:

VA BY f,g: A— B (f#g9g—>3h: X —A(foh#goh)).

Aixi, X no és separador si existeixen dos conjunts A i B i dues aplicacions
distintes f i g d’A en B tals que, per a cada aplicacié h de X en A es compleix
que foh=goh.

A continuacié, enunciem una condicié necessaria i suficient perque un
conjunt siga un conjunt separador.

ProPoSICIO 4.17. Un conjunt sera un conjunt separador si, i només si,
no és el conjunt buit.

DEMOSTRACIO. Demostrem les dues implicacions. Suposem que X no és
el buit i, a més, que f, g sén dues aplicacions distintes d’A en B. Aleshores,
existeix un a, element d’A, tal que f(a) és diferent de g(a) i, per a 'aplicaci6
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h=(X,X x {a},A) de X en A es compleix que f oh # go h. Per tant, X
és un conjunt separador.

Demostrem 'altra implicacié per reduccié a I’absurd. Suposem que X
és el conjunt buit, aleshores demostrem que X no podra ser un conjunt
separador. Siga A =1, on 1 ={@},1i B =2, on 2 = {&,{0}}. Siguen
f=0{2,9)}2)ig = (1,{(2,1)},2 dues aplicacions. Observem que
foa; =goap. Per tant, X no pot ser el conjunt buit. (]

2. Seccions i monomorfismes

En aquesta seccié definim els conceptes de seccié i monomorfisme i ana-
litzarem les relacions entre aquests conceptes. A continuacié definim el
concepte de monomorfisme. Posteriorment estudiem ’equivalencia entre les
aplicacions injectives i els monomorfismes.

DEFINICIO 4.18. Siga f: A — B una aplicacié. Direm que f és un
monomorfisme si, per a cada conjunt X i per a dues aplicacions qualsevol
g,h: X — A si el segiient diagrama commuta,

fog
g
X A / B
h
foh

aleshores g = h. Es a dir, quan fog = foh, aleshores g = h. Per
aquest motiu, aquestes aplicacions també les denominarem aplicacions sim-
plificables per l’esquerra. Denotem el conjunt de monomorfismes d’A en B
per Mono(A, B).

Per tant, una aplicacié f: A — B no sera un monomorfisme si
dg,h: X — A (fog=fohANg#h).
A més, amb aquests nous conceptes observem que, per a demostrar que

dues aplicacions g, h: X — A sén la mateixa aplicaci6 sera suficient deter-
minar un monomorfisme d’A en B tal que fog = foh.

Ara demostrarem que el concepte de monomorfisme és equivalent al d’in-
jectivitat.

Proprosicio 4.19. Una aplicacid f: A — B és injectiva si, i només s,
€s un monomorfisme.

DEMOSTRACIO. Suposem que X és un conjunt, que f: A — B és una
aplicacié injectiva i que g,h: X — A sén dues aplicacions tals que fog =
f o h. Volem demostrar que g = h. Aleshores, donat x un element de X es
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compleix que f(g(x)) = f(h(x)). Com f és injectiva, aleshores g(x) = h(x).
Per tant, g = h.

Suposem ara que f és un monomorfisme. Suposem per reducci6 a l’ab-
surd que f no és injectiva. Aleshores, existeixen un z i un y elements d’A
tal que x i y son diferents, perd amb f(z) igual a f(y). Per a X = {0} =1
i per a g., l'aplicacié d’1 a x, i hy, I'aplicacié d’1 a y, és a dir:

9z
1 A / B

hy

Observem que (fog.)(0) = f(z) 1 que (fohy)(0) = f(y). Com f(z) = f(y),
aleshores, fog = foh, pero g # h. Per tant, f no és un monomorfis-
me. Hem trobat la nostra contradiccié. Podem concloure que f ha de ser
necessariament injectiva. [l

ProrosiciO 4.20. Siguen A, B, C tres conjunts, X un subconjunt d’A,
f:A— Big: B— C dues aplicacions. Aleshores:
(1) ida, Uaplicacié identitat d’A, és un monomorfisme.
(2) inx 4 = (X,Ax,A), la inclusié canonica de X en A, també deno-
tada per inx €s un monomorfisme.
(3) Si fi g son monomorfismes, aleshores go f és un monomorfisme.
(4) Sigo f és un monomorfisme, aleshores f és un monomorfisme.

DEMOSTRACIO.

(1) Demostrem que la identitat és un monomorfisme. Emprem la Pro-
posici6 Com la identitat és injectiva, aleshores és un mono-
morfisme.

(2) La inclusié canonica també és un monomorfisme per la Proposicié
4,19

(3) Suposem que f i g sé6n monomorfismes. Demostrarem que la com-
posicié d’aquestes dos també és un monomorfisme.

Considerem M un conjunt i u,v : M — A dues aplicacions tals
que (go f)ou = (go f)ow. Aleshores, per la propietat associativa,
go(fou) =go(fow). Com g és monomorfisme per hipotesi,
aleshores fou = fowv. Com f és monomorfisme, per tant, u = v.
Aixi, la composicié és un monomorfisme.

(4) Tenim per hipotesi que g o f és un monomorfisme. Considerem
un conjunt M i dues aplicacions, u,v: M — A, tals que fou =
fowv. Aleshores, go (f ou) = go (f owv), emprant la propietat
associativa obtenim (go f)ou = (go f) ov. Com la composici6 és
un monomorfisme, u = v. Per tant, f és un monomorfisme.

Finalitzem, aixi, la demostracio de les propietats esmentades. U

Definim el concepte de dominancia entre dos conjunts.
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DEFINICIO 4.21. Siguen A ¢ B dos conjunts, aleshores direm que B do-
mina a A, o que A esta dominat per B, si existeix un monomorfisme d’A en
B. Denotarem aquesta condicié per A < B.

A continuacié, definirem el concepte de seccié i, a més, demostrarem que
tota seccidé és un monomorfisme, pero no tot monomorfisme és una seccio.

DEFINICIO 4.22. Una aplicacié f: A — B és una seccié o és inver-
tible per l'esquerra si existeix una aplicacid g: B — A tal que el segiient
diagrama commuta

f

A—B

ida
A
Aixi, f: A — B és una seccid si, i només si,
dg: B— A (go f=idy ).

Observem que, per a que f: A — B siga una seccié només demanem
que existisca una aplicacié g: B — A tal que go f = id4. Pero, no exigim
que siga tunica.

PRroprosiciO 4.23. Siga T un conjunt terminal. A, B, C tres conjunts,
fi:A— Big: B— C dues aplicacions Aleshores:
1) idg és una seccid.
2) Si f: T — A, aleshores f és una seccid.
3) Si fi g son seccions, aleshores go f és una seccid.
4) Sigo f és una seccid, aleshores f és una seccid.

(
(
(
(

DEMOSTRACIO.

(1) La identitat sera seccid, ja que aplicacié identitat és idempotent
per a la composicié.

(2) Sabem que T és un conjunt final, emprant la Proposicié exis-
teix un conjunt ¢ tal que 7' = {t}. Aleshores f és una aplicacié de
{t} en A. Prenem wy, que és I'inica aplicacié que va d’A en T,
definida en la Definicié Observem que w4 o f = idy, per tant,
f és una seccio.

(3) Suposem que f i g sén seccions. Per tant, existeixen dues apli-
cacions u: B — A i v: C — B inverses a esquerra d’f i g,
respectivament. Per tant, els segiients diagrames commuten.
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f f

A— B B——C
u v

idy h idy h
A B

Per tant, el segiient diagrama també commuta,

gof

A—C

uov
ida
A

Aleshores, g o f és una seccio.
(4) Per hipotesi, g o f és una seccié. Per tant, existeix una aplicaci6
h: C — A, tal que el seguént diagrama commuta

o

id g

Aleshores el segiient diagrama també commuta

f
A— B
hog
idg h
A
Per tant, f és una seccid.
Queda demostrada la proposicio. O

La seglient proposicié ens donara una condicié suficient i necessaria per
a que una aplicacio siga una seccio.

ProrosiciO 4.24. Una aplicacié serd una seccid si, i només si, és un
monomorfisme i €s diferent de ["inica aplicacio del conjunt buit en un con-
junt no buit.

DEMOSTRACIO. Demostrem les dues implicacions. Suposem que f és
una seccié i que g, h: X — A s6n dues aplicacions tals que fog = foh.
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Com f és una seccid, aleshores existeix una aplicacié t: B — A tal que
tof =1idy. Per tant, to(fog) =to(foh). Perla propietat associativa
tenim que és equivalent a (to f)og = (to f) o h, que, per la condicié de ser
secci6 id4 o g = id o h. Per tant, g = h. Aleshores, f és un monomorfisme.
A més, f no pot ser 'inica aplicacié del buit a un conjunt no buit, perque
si ho fora, no seria una seccid.

Demostrem I’altra implicacié. Suposem que f: A — B és un mono-
morfisme i que f no és 'inica aplicacié del conjunt buit a un conjunt no
buit. Aleshores pot ocorrer que f és idyg. Per tant, f seria la seua inver-
sa per l'esquerra. O pot ocorrer que f no és idg, i, per tant, a banda de
ser monomorfisme i no ser 'inica aplicacié del buit en un conjunt no buit,
tindriem necessariament que A no és el conjunt buit. Aixi, si ¢ és un element
d’A, definim g: B — A com:

B— A
g= [ a si belm(f) on{a} = fH({b})
ng(b)_f(x)_{z’ si b & Tm(f).
Observem que go f =id4 i, per tant, f sera una seccié. O

3. Retraccions i epimorfismes

En aquesta seccié definim els conceptes de retraccié i epimorfisme i
analitzarem les relacions entre aquests conceptes. A continuacié definim
el concepte d’epimorfisme. Posteriorment estudiem 1’equivaléncia entre les
aplicacions sobrejectives i els epimorfismes.

DEFINICIO 4.25. Siga f: A — B una aplicacié. Direm que [ és un
epimorfisme si, per a cada conjunt Y i per a dues aplicacions qualsevol
g,h: B—Y, aleshores, st el sequent diagrama commuta

gof
g
A f B Y
h
hof

tenim g = h. Es a dir, si go f = ho f, aleshores g = h. A aquestes
aplicacions també les anomenarem simplificables per la dreta. Denotem el
conjunt dels epimorfismes d’A en B per Epi(A, B).

Per tant, una aplicacié no sera un epimorfisme quan:

dg,h: B—Y (gof=hofAg#h).
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Observem que amb el concepte d’epimorfisme també podem demostrar
que dues aplicacions coincideixen. Esa dir, si tenim g, h: B — Y, aleshores
sera suficient trobar un epimorfisme f: A — B tal que go f = ho f per
obtindre que g = h.

A continuacid, demostrem que els conceptes de sobrejectiva i epimorfisme
sén equivalents.

PRroprosiciO 4.26. Siga f: A — B una aplicacié. Aleshores és sobre-
jectiva si, © només si, f €s un epimorfisme.

DEMOSTRACIO. Demostrem les dues implicacions. Suposem que f: A —
B és una aplicaci6 sobrejectiva. Considerem Y un conjunt i g,h: B — Y
dues aplicacions tals que go f = h o f. Volem demostrar que g = h. Per
tant, siga b un element de B, com f és sobrejectiva, existeix un element a
d’A, tal que f(a) =b. Aleshores, g(b) = g(f(a)) i h(b) = h(f(a)). Per tant,
com (go f)(a) = (ho f)(a), podem concloure que g(b) = f(b). Es a dir,
g = h i, per tant, f és un epimorfisme.

Demostrem ara ’altra implicacié. Suposem que f és un epimorfisme.
Per reduccié a I’absurd suposem que f no és sobrejectiva. Aixo vol dir que
existeix un = element de B tal que, per a cada a element d’A, f(a) # x.
Siga x arbitrari pero fixe. Aleshores, prenint Y el conjunt 2 = {0,1} i com
aplicacions g, h: B — 2 les definides, respectivament, per:

| B—2
IV b—glb) =1
B — 2
h— 1 s be Im(f);
th(b)—{o si be B\Im(f).

Per com hem definit els conjunts i les aplicacions, g o f = h o f, pero
g # h, perqueé g(z) = 11 h(z) = 0. Per tant, f no és un epimorfisme.
Aleshores, f ha de ser sobrejectiva, ja que per hipotesi teniem que f és un
epimorfisme. O

PRroprosiciO 4.27. Siguen A, B, C tres conjunts, f: A— Big: B —
C aplicacions. Aleshores:
(1) idy és epimorfisme.
(2) Sifig son epimorfismes, aleshores go f és un epimorfisme.
(3) Sigo f és un epimorfisme, aleshores g és un epimorfisme.

DEMOSTRACIO. La demostracié és analoga a la demostracié de la Pro-
posicié 4.23 O

A continuacié introduim el concepte de retraccié.

DEFINICIO 4.28. Una aplicacidé f: A — B és una retraccid o invertible
per la dreta si existeix una aplicacié g: B — A tal que el segiient diagrama
commuta.
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B
idp

A—— B

Aixi, f: A—> B és una retraccid si, i només si,
dg: B— A ( fog=idp ).

Observem que, perque f: A — B siga una retraccié, només exigim que
existisca una aplicacié g: B — A tal que fog = idpg, pero aquesta aplicacié
no té per que ser unica.

PROPOSICIO 4.29. Tota retraccid és un epimorfisme

DEMOSTRACIO. Suposem que f és una retraccié qualsevol. Volem de-
mostrar que és un epimorfisme. Per la definicié de retraccid, siguen A i B
dos conjunts i f: A — B, aleshores existeix una aplicacié g: B — A tal

que fog=idg.
Volem demostrar que per a dues aplicacions hi, hy: B — X qualsevol,
si hio f = hg o f, aleshores h; = ho. Componem per la dreta per g

hio(fog)=hao(fog)

Per hipotesi, fog ésigual a la identitat de B. Per tant, obtenim que h;
és igual a ho. O

4. L’axioma d’eleccid

El reciproc de la Proposicié [4.29 requereix la introduccié d’un nou axi-
oma, l'axioma d’Eleccié. Aleshores, en aquesta seccié enunciem I’Axioma
d’eleccié de Zermelo i veurem una forma equivalent de presentar aquest
axioma.

Axioma d’eleccié de Zermelo. Siga X tal que @ ¢ X i Disj(X),
aleshores existeix una funcié

F:x —Jx
On, per a cada X € X, F(X) € X. Equivalentment,
VA ((QgZX/\Disj(X))—>3F:X—>UX(VX€X(F(X)GX))).
(9)

A una funcié d’aquest tipus 'anomenarem, aplicacié d’eleccié per al
conjunt X.

TEOREMA 4.30. L’Azioma d’eleccid @ és equivalent a que tot epimor-
fisme €s una retraccio.
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DEMOSTRACIO. Demostrem les dues implicacions. Primerament, supo-
sem 1’Axioma d’eleccid @D Siga f un epimorfisme aleshores, per a tot con-
junt X i per a dues aplicacions qualsevol hy,ho: B — X si hjo f = hoo f,
es té que h; = ho. Volem demostrar que f és una retraccid, és a dir, volem
trobar g: B — A tal que f o g =idp.

Com f és un epimorfisme, aleshores, emprant la Proposicié [£.26] f és
sobrejectiva. Per tant, per a tot b € B, existeix un a € A tal que f(a) = b.
Per tant, per a tot b € B, f~![{b}] tindra com a minim un element, és a dir,
sera diferent del buit. Considerem el conjunt:

X={f B} beB}.

Notem que @ no sera un element de X'. A més, com f és aplicacid,
aleshores els elements de X sén disjunts dos a dos. Ja que, si f~1[{b}] #
F~H{[¥']}, aleshores la interseccié de f~L[{b}] amb f~1[{0'}] és buida, perque
f és una aplicacié. Per tant, podem aplicar I’Axioma d’eleccié @ Existeix
una aplicacié F': X — (J X, tal que F[X] esta contingut en X, per a tot X
en X. Recordem que volem demostrar que f és retraccié. Observem que si
prenem D'aplicacié g: B — A tal que la imatge d'un b € B és F(f~1[{b}])
aleshores:

(f 0 9)(b) = F(F(f{0})-
Denotem F(f~1[{b}]) com a’. Observem que a’ pertany a f~![{b}], per
la definici6 de 'aplicacié d’eleccid. Per tant, f(a’) = b. Es a dir, fog = idp.
Queda demostrat que f és retraccio.

Demostrem ’altra implicacié. Suposem que tot epimorfisme és retraccio
i demostrem 1’Axioma d’eleccid @D

Considerem X un conjunt tal que @ no hi pertany i tal que Disj(X).
Volem demostrar que existeix una aplicacié F': X — (JX tal que, per a
tot X en X, aleshores F'[X] pertany a X.

Considerem f: [JX — X on, si t és un element de |J X, aleshores
f(t) =X, on X és 'inic X € X tal que t € X. Aquest conjunt existeix per
la condici6 de Disj(&X).

Demostrem que f és epimorfisme. Emprant la Proposicio sabem
que acgo és equivalent a demostrar que f és sobrejectiva. Per tant, siga X
un element de X', aleshores X # &, perque @ no pertany a X. Aleshores,
existeix un conjunt ¢ que pertany a X. Comprovem que f(t) = X. Suposem
que f(t) = X' on X' € Xit € X'. Com X és disjunt, aleshores, com ¢
pertany a X ia X', arribem a qué X = X'. Per tant, necessariament, f(t) =
X ont e X. Per tant, f és sobrejectiva, aleshores f és un epimorfisme. Per
la hipotesi, tot epimorfisme és una retraccid, aleshores existeix una aplicacié
g: X — [JX tal que fog=idy. Aixi, per a tot X element de X

(fog)(X) =idx(X) = X.
Per tant, g(X) € X. Hem trobat I'aplicacié d’eleccié que buscavem. [
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5. Isomorfismes i bimorfismes

Fins ara hem definit els conceptes de seccid, retraccio i, per altra banda,
monomorfisme i epimorfisme, i les equivaléncies entre aquests conceptes.

A continuacio, definim el concepte d’isomorfisme i bimorfisme, que po-
dem considerar-los la sintesi de les relacions duals anteriors. Demostrem que
els conceptes d’isomorfisme i bimorfismes sén equivalents.

DEFINICIO 4.31. Una aplicacié f: A — B és un isomorfisme si existeix
una aplicacié g: B — A tal que go f =idg i fog =idg. A més, direm
que una aplicacio f: A — B és bijectiva o és un bimorfisme si f és un
monomorfisme i epimorfisme.

Proprosicio 4.32. Siguen f: A — B, g: B— A i h: B — A apli-
cacions tal que es compleix que go f =id4 1 f o h = idp, aleshores g = h.

DEMOSTRACIO. Com D’aplicacié f és una retraccié, aleshores, per la
Proposicié f és un epimorfisme. Per tant, si tenim dues aplicacions
g,h: B— Atal que go f = ho f, aleshores g = h.

A més, com tenim que g o h = idp, aleshores:

folgof)=/fo(ida)=f=(dp)of=fo(holf)
Per tant, go f = ho f. Aleshores, les aplicacions ¢ i h sén iguals. O
COROLLLARI 4.33. Siguen f: A— B, g: B— Aih: B — A tres
aplicacions que satisfan
go f=ida. fog=idp.
ho f=ida. foh=1idp.
Aleshores g = h. Per tant, si f: A — B és un isomorfisme, aleshores
existeir una unica aplicacid que anomenem la inversa d’f i denotem per f—1

de Ben A, tal que f~1 o f =idys i fo f~! = idp. Es a dir, ezisteiz una
unica aplicacio tal que els segiients diagrames commuten:

f S
A— B B———A
1
idy hf idpg hf
A B

Demostrem a continuacié que una condicié necessaria i suficient perque
una aplicacié siga un isomorfisme és que siga seccio i retraccié.

ProprosiciO 4.34. Una aplicacidé és un isomorfisme si, 1 només si, €s
una seccid i una retraccio.
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DEMOSTRACIO. Denotem per f I'aplicacié de ’enunciat. Recordem que
la condicié necessaria i suficient perque f siga una seccié és que siga un
monomorfisme i que no siga 1'inica aplicacié del buit a un conjunt no buit,
gracies a la Proposicié Per altra banda, també recordarem que f és
una retraccié si, i només si, és un epimorfisme.

Aixi, obtenim ’equivaléncia que voliem. ([

A continuacid, donem altra caracteritzaci6 dels isomorfismes emprant les
equivaléncies entre monomorfisme i injectiva i per altra banda, epimorfisme
i sobrejectiva.

ProrosiciO 4.35. Una condicié necessaria i suficient perqué una apli-
cacid siga un isomorfisme €s que siga una bijeccio.

DEMOSTRACIO. La demostracié és immediata emprant resultats ante-
riors. Per tant, emprarem la Proposicié la. Proposicié la qual
ens diu que una aplicacié és injeciva si, i només si, és un monomorfisme.
També, la Proposicio [4.24] una aplicacié sera una seccid si, i només si, és
un monomorfisme i no és I'inica aplicacié del conjunt buit a un conjunt no
buit. Emprem també la Proposicié [4.26] una aplicacioé és sobrejectiva si, i
nomeés si, és un epimorfisme. I per iltim, emprem la Proposicié on una
aplicacié sera una retraccié si i només si, és un epimorfisme.
seccio @

isomorfisme <= .,
retraccio

— { monomorfisme ¢ (@24, [1.29)

epimorfisme
injectiva ¢
{ sobrejectiva (.19} |4.20)

Queda demostrada la proposicid, ja que si una aplicacié és injectiva i sobre-
jectiva, aleshores és bijectiva. [l

Prorosicio 4.36. Siguen A, B, C conjunts, f: A— B, g: B— C
aplicacions, aleshores:

(1) ida és un isomorfisme.

(2) Si fi g son bijeccions, aleshores go f és una bijeccié i (go f)~! =
fltog

(3) Si f és una bijeccid, aleshores f=1 és una bijeccié i (f~1)~! = f.

DEMOSTRACIO.

(1) Demostrem que id4 és un isomorfisme. id4 és bijectiva, és a dir,
injectiva i sobrejectiva. Aleshores emprant la Proposicié és un
isomorfisme.

(2) Demostrem que go f és una bijeccid, és a dir, injectiva i sobrejectiva.
Primerament, demostrem que és injectiva. Per a tot z, y € A, si
go f(x) = go f(y) aleshores z = y.

g(f(x)) = g(f(y)),
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Com g és injectiva, f(x) = f(y). Com f és injectiva, aleshores
T =y.

Demostrem que és sobrejectiva. Per a tot ¢ € C' aleshores exis-
teix un a element d’A, tal que (go f)(a) = ¢. Com g és sobrejectiva,
sabem que per a tot ¢ element de C aleshores existeix un b element
de B tal que g(b) = c. Com f és sobrejectiva, aleshores, per a tot
element de B, prenem ’element b que teniem, existeix un a € A tal
que f(a) ="0b. Per tant,

9(f(a)) =c.

Per a tot ¢ element de C existeix un a element d’A tal que
(90 f)(a) =c.

Demostrem per ltim que f~'og™! és la inversa de go f. Ales-
hores calculem que obtenim al compondre (go f)o (f~tog™!),

(gof)o(f ™ og ) =go(fof Yoy

Com f~! és la inversa de f aleshores, f~'o f =idpg.

1

1 1

go(idp)og ™ =gog  =idc.

L’altra composicié és analoga. Aleshores (f~log™!) = (gof)~L.
Demostrem que f~! és injectiva i sobrejectiva. Primerament de-
mostrem que és injectiva. Aleshores, suposem f~!(z) = f~!(y) per
a dos conjunts x i y que pertanyen a B. Aleshores:

FUH@) = F(F7H W)

Aleshores x = y. Demostrem que és sobrejectiva. Aleshores, com f
és sobrejectiva, per a tot b € B existeix un a € A tal que f(a) = b.
Aixd,

(@) = 7).

Aleshores, f~1 és sobrejectiva.

Queden, aixi, demostrades les propietats enunciades. O

Definim el concepte que dos conjunts siguen isomorfs.

DEFINICIO 4.37. Considerem A i B dos conjunts. Aleshores direm que A
i B son isomorfs o equipotents si existeix un isomorfisme d’A en B. Denotem
aquesta condicid per A = B.

PRroPOSICIO 4.38. Siguen A, B, C tres conjunts. Aleshores:

(1)
(2)

A=A,
Si A= B aleshores B = A.

(3) Si A= B i B=C, aleshores A= C.
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6. Factoritzaci6 a través de la imatge

Per estudiar les aplicacions convé factoritzar-les en altres aplicacions
que tinguen caracteristiques concretes. A més, en aquesta seccié definim la
propietat universal que tenen els subconjunts.

Prorosicio 4.39. Siguen A, B, C tres conjunts, f: A — B una apli-
cacio injectiva i g: C — B una aplicacio. Aleshores:

(1) Una condicid necessaria i suficient perque ezistisca una aplicacio
h: C — A tal que el segiient diagrama commute és que Im(g) C

C
hg
B

(2) Propietat universal del subconjunt. Si A C B, aleshores una condi-
ci6 ncessaria i suficient perqué existisca una aplicacio h: C — A
tal que el segiient diagrama commute és que Im(g) C A.

C

f
A———m——

h

A—— B
ing

DEMOSTRACIO. Demostrem la primera condicié. Suposem que Im(g)
esta inclos en Im(f), aleshores per a cada ¢ € C, aleshores existeix un tnic
a € A, tal que g(c) = f(a), perque f és injectiva. A més, recordem que, per
a un conjunt x, | J{z} = x. Aleshores, definim l’aplicacié h: C — A com:

he) = J{aeA]gle)=fla)}.
Amb aquesta definicié tenim f o h = g. A més, com f és injectiva
I’aplicacié que trobem ha de ser unica.

Demostrem la segona propietat. Suposem que Im(g) esta inclos en A,
aixi, per a cada ¢ € C, existeix un unic a € A tal que g(c) = a. De la
mateixa manera que hem fet en la demostracié de la primera propietat,
definim I’aplicacié h com:

he)={acAlglc)=a}

Per tant, el diagrama commutara. O
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7. Relacions d’equivaléncia i particions

Una particié d’un conjunt és una distribucié dels seus elements en sub-
conjunts no buits, tal que aquestes parts son disjuntes dos a dos. Aquesta no-
cio6 la formalitzarem a continuacié amb el concepte de relacié d’equivaléncia.
Posteriorment demostrarem que és ’equivalent al concepte de particio.

DEFINICIO 4.40. Siga A un conjunt, R una relacid (binaria) en A. Direm
que R és una relacié d’equivaléncia sobre A o que és una classificacio d’A
st satisfa:

(1) R és reflexiva. Es a dir, per a tot membre = d’A, (z,z) € R.
O lequivalent, Ay C R, és a dir, que la diagonal d’A siga un
subconjunt del conjunt que forma la relacio R.

(2) R és simétrica. Vx, y € A ( (z,y) € R —= (y,x) € R). O el que és
equivalent, que R~' C R.

(3) R és transitiva. Es a dir, Yz, y, z € A ( ( (z,y) € RA (y,2) €
R) — (xz,2) € R), o el que és equivalent, Ro R C R.

Denotarem per Eqv(A) el conjunt de les relacions d’equivaléncia sobre
A. A més, si R € Eqv(A), aleshores el parell ordenat (A, R) el denominem
conjunt classificat.

Per altra banda, si (A, R) i (B,S) son dos conjunts classificats, un mo-
nomorfisme de (A, R) en (B,S) és una tripla ordenada ((A,R), f,(B,S))
denotada per f: (A, R) — (B, S), on f és una aplicacié d’A en B tal que:

Ve, ye A((z,y) e R— ((f(2),f(y) €S).

A continuacid, enunciem les propietats més relevants de les relacions
d’equivalencia.

ProprosiciO 4.41. Siga A un conjunt, aleshores es compleix:

(1) Ay i Ax A, aquest ultim també el denominarem la codiagonal d’A
son relacions d’equivaléncia sobre A. A més, respecte a la inclu-
si0, la diagonal és la minima, i la codiagonal la mazxima relacio
d’equivalencia.

(2) Si R CEqv(A) i R # 9, aleshores (\zer R € Eqv(A).

(3) Si R C Eqv(A) i a més, R # @, aleshores, si donades R,S € R,
existeiz un T € R tal que RUS C T, aleshores | Jper R € Eqv(A).

DEMOSTRACIO.
(1) Demostrem que la diagonal és una relacié d’equivaléncia. Hem de
comprovar que és reflexiva, simetrica i transitiva.
En primer lloc, observem que A4 C A 4, i per tant, és reflexiva.
Per altra banda, la relaci6 inversa de la diagonal d’A és la dia-
gonal d’A. Per tant, la relacié inversa esta continguda en la relacio.
Aleshores, és simetrica.
Ens queda demostrar que és transitiva. Siguen dos elements
de Ay, per tant, seran de la forma (x,z) i (y,y), on x i y sén
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elements d’A. Aleshores, per demostrar que és transitiva, la segona
coordenada de (x,z) ha de ser igual a la primera coordenada de
(y,y). Per tant = = y, aleshores, (z,x) pertany a la diagonal d’A.
Aleshores, és transitiva.

Demostrem ara que la codiagonal, A x A és una relacié d’equi-
valéncia.

Primerament, per a tot = element d’A, (z,x) és un element de
A x A. Per tant, és reflexiva.

Per altra banda, siguen x i y dos elements d’A qualsevol. Su-
posem (x,y) pertany a A x A. Aleshores x, y sén dos elements
d’A, i, per tant, (y,z) pertany a A x A. Podem concloure que és
simetrica.

Per ltim, ens queda demostrar que és transitiva. Siguen z, y, z
tres conjunts que pertanyen a A. Suposem que (z,y) i (y, z) s6n dos
elements de A x A. Aleshores, com z, z sén elements d’A obtenim
que (x, z) també pertany a A x A. Per tant, és transitiva.

(2) Si R € Eqv(A) i R # @ aleshores [z R € Eqv(A). Recordem
la definicié d’interseccio:

(YJR=({RIReR}={t|VR(RER—tER)}.
ReER

Recordem que les relacions en R sén relacions d’equivalencia, i,
per tant, tots els parells ordenats que formen aquestes relacions sa-
tisfan les tres condicions, reflexiva, simetrica i transitiva. Per tant,
la interseccié arbitraria de relacions d’equivaléncia és una relacio
d’equivalencia.

(3) R és un subconjunt d’Eqv(A), on R és un conjunt diferent del buit.
A més, suposem que si R i .S sén dos elements de R, aleshores
existeix un 7T tal que RU S esta inclosa en T'. Hem demostrat que
Urer B € Eqv(A). Recordem la definicié d’aquest tiltim conjunt

URBR=U{RIReR}={t|3R(teRARER)}.
ReER

Demostrem que la unié és una relacié d’equivalencia. Notem
que per a cada propietat que defineix una relacié d’equivalencia el
que farem sera agafar elements ¢ i s en | Jpcr R, aleshores existei-
xen dues relacions d’equivaléncia R que conté a t 1 .S que conté a
s. Per tant, t i s pertanyen a R U S que, per la propietat de I'e-
nunciat sabem que existeix una relacié d’equivalencia 7' que inclou
aquesta unio. Aleshores, com T' és un relacié d’equivalencia, totes
les propietats se satisfan en T i per tant, la unié és una relacié
d’equivalencia.

Donem per finalitzada la demostracio. O
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A continuacid, estudiem la minima relacié d’equivaléncia sobre un con-
junt que conté una relacié donada.

COROLLLARI 4.42. Siga A un conjunt i R una relacid en A. Aleshores es
compleix que (J{ E € Eqv(A) | R C E } és la minima relacio d’equivaléncia
sobre A que conté a R. Denominem a aquesta relacié d’equivaléncia sobre
A, la relacio d’equivaléncia generada per R i la denotem per Eg4(R).

PRroprosiciO 4.43. Siga A un conjunt. Aleshores ['endoaplicacié Eg ,,
del conjunt Sub(A x A), definida com:

Sub(A x A) — Sub(A x A)
{ R— ({ EF€Eqv(A) | RCE}
Té¢ les segiients propietats:
(1) Im(Eg,) € Eqv(A).
(2) { ReSub(A x A) | R=Egy(R) } = Eqv(4).
(3) Eg,4 és extensiva. Es a dir, per a cada R € Sub(A x A), aleshores
R CEgy(R).
(4) Egy és isotona. Es a dir, per a cada R, S € Sub(Ax A), siRC A
aleshores Eg 4(R) C Eg4(95).

DEMOSTRACIO. La primera propietat es demostra de manera immediata
emprant la segona propietat de la Proposicié

Per demostrar la segona propietat hem de demostrar que el conjunt
{ReSub(Ax A) | R=Egy(R) },

és el conjunt de les relacions d’equivalencia sobre A. Aleshores, siga un R
que pertany a ’anterior conjunt, aleshores R ha de complir que és igual a
Egs(R) =({ E € Eqv(A4) | R C E }. Per tant, és una relacié d’equivaléncia
sobre A en virtut de la segona propietat de la Proposicié Demostrem
laltra inclusié. Siga R una relacié d’equivaléncia. Aleshores, R € Sub(A x
A), per la definicié de relacié. A més, R = Eg4(R), ja que la interseccié de
relacions d’equivaléncia que contenen a R sera R.

Demostrem la tercera propietat. Aleshores, per a cada R € Sub(A x A),
hem de demostrar que R és un subconjunt d’Eg 4(R). Siga R € Sub(A x A),
R és una relacié d’equivaléncia i, a més, R esta continguda en R.

Demostrem que Eg 4 és isotona. Siguen R, S € Sub(A x A) tal que R C
S. Siga F un element de Eg4(R), aleshores E és una relacié d’equivalencia
sobre A. A més, la relaci6 R esta continguda en E per la definicié de
Eg4(R). O

ProposICIO 4.44. Siguen (A, R), (B,S), (C,T), (D,U) quatre conjunts
classificats, f un monomorfisme de (A, R) a (B,S), g un monomorfisme de
(B,S) en (C,T) i h un monomorfisme de (C,T) en (D, U). Aleshores:

(1) ida,R): (A, R) — (A, R) és un endomorfisme de (A, R).
(2) gof: (A,R) — (C,T) és un monomorfisme de (A, R) en (C,T).
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(3) Propietat associativa. El segiient diagrama commuta.

(hog)of

(4) Neutres. Els diagrames segiients commuten.

id(a,r) f
; f ; id(p,s)
(B,S) (B, S)

A continuacid, enunciem la condicié necessaria i suficient perque la com-
posicié de dues relacions d’equivalencia siga relacié d’equivalencia.

Proprosici® 4.45. Siga un conjunt A © R © S dues relacions d’equi-
valéncia sobre A. Aleshores Ro S és una relacio d’equivaléncia si, i només

si, RoS=S0oR.

DEMOSTRACIO. Recordem la definicié de la composicié de dues relaci-
ons:

RoS={(z,2) € Dom(S) x Im(R) | Jy ( (z,y) € SA(y,2) €R) }.

Sabem que si R i .S sén relacions, aleshores la seua composicié també és
una relacié.

Demostrem les dues implicacions. Suposem que RoS = So R i hem de
demostrar que Ro S és una relacié d’equivaleéncia. Per tant, R o .S ha de ser
reflexiva, simetrica i transitiva.

Per a ser reflexiva, la diagonal d’A ha d’estar continguda en la relacié

RoS. Com R i S sén relacions d’equivaléncia, aleshores aquesta condicié
es compleix.
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Per a ser simetrica, (R o S)~! ha d’estar inclos en Ro S. Aleshores
(RoS)'=(SoR)'=5"1oR™

Com R i S sén relacions d’equivalencia aleshores tenim que S~! C §
i que R~! C R. Aleshores tenim (Ro S)™! C Ro S i satisfa la propietat
simetrica.

Per ultim, hem de demostrar la transitivitat. Esa dir, hem de demostrar
que (Ro S)o(RoS) esta inclosa en Ro S.

(RoS)o(RoS)=Ro(SoR)oS.
Per hipotesi, Ro S és igual a S o R, aleshores,
Ro(RoS)oS=(RoR)o(SoS).
Com R i S son relacions d’equivaléncia les composicions estan incloses,
respectivament en R i S.
Per tant, satisfa la propietat transitiva. Per tant, R o .S és una relacid
d’equivalencia.
Suposem ara que R o S és una relacié d’equivalencia i volem demostrar

que RoS=SoR.

Per ser R o S una relacié d’equivalencia ha de ser reflexiva, simetrica i
transitiva. Per tant, ha de satisfer que A 4 esta continguda en Ro S. A més

(RoS)t=8"1oR'CRoS.

I per 1ltim,
(RoS)o(RoS)C RoS.

Tenint en compte les condicions que ha de satisfer la relacié d’equi-
valéncia, necessariament Ro S = 5o R. O

A continuacid, enunciem el concepte de particié d’un conjunt. A més,
demostrarem que aquest concepte és equivalent al de relacié d’equivalencia
sobre un conjunt.

DEFINICIO 4.46. Siga un conjunt A i P C Sub(A). Direm que P és una
particic d’A si satisfa les segiients condicions:
(1) o & P.
2)VX,YeP(X#Y >XNY=0).
3) UP=A.

Denotem per Part(A) el conjunt de particions d’A.

Siga P € Part(A), aleshores, el parell ordenat (A, P) el denominem espai
estratificat. A més, si (A, P) i (B, Q) son dos espais estratificats, un mo-
nomorfisme de (A, P) en (B, Q) és una tripla ordenada ((A,P), f, (B, Q)),
Aquesta tripla la denotem per f: (A, P) — (B, Q), on f és una aplicacid
d’A en B tal que:

YPEP3IQeQ(fIPICQ).



7. RELACIONS D’EQUIVALENCIA I PARTICIONS 67

A més, si A és el conjunt buit, aleshores Sub(A) = {@}. Per tant, I'inic

subconjunt P de {@}, que siga particié, és @. Es a dir, Part(2) = {@}.

PropPOSICIO 4.47. Siguen (A, P), (B,Q), (C,R), (D,S), quatre espais

estratificats, f un monomorfisme de l'espai estratificat (A, P) en (B,Q), g
un monomorfisme de (B, Q) en (C,R) i h un monomorfisme de (C,R) en
(D,S), aleshores:

(1) idapy: (A, P) — (A, P) és un endomorfisme de l'espai estratifi-
cat (A, P).
(2) gof: (A, P) — (C,R) és un monomorfisme de (A, P) en (C,R).

(3) Propietat associativa. El segiient diagrama commuta.

(hog)of

(4) Neutres. Els diagrames segiients commuten.

id(a,p) f
(A, P) ——— (A,P) (A, P) —— (B,Q)

id
f ‘f ; ‘1 (B,Q)

(B, Q) (B, Q)

A continuacié, enunciem dos lemes que ens permetran obtindre relacions

d’equivaléncia i particions sobre el domini d’una aplicacié quan el codomini
d’aquesta tinga una relacié d’equivalencia o una particié.

LEMA 4.48. Siga A un conjunt, (B,S) un conjunt classificat, és a dir,

S és una relacic d’equivaléncia sobre B, i f: A — B una aplicacio, que
ndiquem com

f: A—(B,S)
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Aleshores, hi ha un algcament optimal de S a través de f. Es a dir,
que existeix una relacid d’equivaléncia sobre A, denotada per Lf(S) per
a la que ((A,L1(9)), f,(B,S)) és un monomorfisme del conjunt classificat
(A, L (8)) en el conjunt classificat (B,S). Per a cada conjunt classificat
(C,T) i cada aplicacio g: C — A, si ((C,T), fog,(B,S)) és un monomor-
fisme de (C,T) en (B,S), aleshores ((C,T),g,(A,L/(S))) ho és de (C,T)
en (A,L1(S)). A més, se satisfa:

(1) Per a cada relacié d’equivaléncia R € Eqv(A):
L/(R) = R.
(2) Sif: A— B, g: — C sén aplicacions, i T € Eqv(C), aleshores:
L9°N(T) = LY (L9(T)).

DEMOSTRACIO. Es suficient prendre com a Lf(R) la relacié definida
sobre A segiient:

LI(R)={ (z,y) e Ax A| ( f(2),f(y) ) €R}.

Aquesta relacié satisfa totes les propietats enumerades. [l

LEMA 4.49. Siga A un conjunt, (B, Q) és un espai estratificat, és a dir,
Q és una particid del conjunt B, i f: A — B una aplicacid, que indicarem
com
f: A— (B, Q).

Aleshores, hi ha alcament optimal de Q a través d’f. Es a dir, que eris-
teiz una relacié d’equivaléncia sobre B, denotada per LY(Q), per a la que
(A, L1 (Q), f,(B, Q)) és un monomorfisme de l’espai estratificat (A, LT(Q))
en l'espai estratificat (B, Q). Per a cada espai estratificat (C,R) i per a
cada aplicacio g : C — A, si ((C,R), fog,(B,Q)) és un monomorfisme
de (C,R) en (B, Q), aleshores, ((C,R), g, (A, LT (Q))) ho és de (C,R) en
(4,17(Q)).

DEMOSTRACIO. Es suficient prendre com a Lf(Q) la particié sobre A
definida com:

LI ={r"'QQeQ}\{a}

Aquesta relacié satisfa totes les propietats enumerades. O

Abans de demostrar I'equivaléncia definim el concepte de classe d’equi-
valencia.

DEFINICIO 4.50. Siga R una relacié d’equivaléncia sobre un conjunt A,
denotem per A/R, el conjunt on els seus membres els denominem R-classes
d’equivaléncia. On, si tenim un element x d’A, aleshores la seua R-classe
d’equivaléncia la denotem per [x|r, que és, simplement, R]x]. Es a dir, el
conjunt definit com:

zlr={yeA|(z,y) €R }.
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A més, denotem per prg laplicacio sobrejectiva d’A en A/R que a un
a € A li assigna [a|r. Aquesta aplicacié la denominem la projeccid canonica
determinada per R.

Finalment demostrem que el conjunt de relacions d’equivaléncia sobre
un conjunt A és bijectiu amb el conjunt de particions sobre aquest conjunt

A.

ProprosiciO 4.51. Siga A un conjunt. Aleshores existeiz una bijeccié
del conjunt Eqv(A) en el conjunt Part(A).

DEMOSTRACIO. Definim I'aplicacié ¢ de Eqv(A) en Part(A) com:
¢: Eqv(A) — Part(A)
R— A/R={[algp|a€ A} C Sub(4)

Primerament observem que ¢ esta ben definida. Demostrem que A/R
és una particié. Observem que @ no pertany a A/R, ja que si a és un ele-
ment qualsevol d’A, aleshores a pertany a [a]g. Considerem [a]g, [a']|r dos
elements de A/R diferents. Aleshores, la interseccié d’aquests dos elements
ha de ser buida, ja que, altrament, si existeix un b que pertany a la inter-
secci, aleshores b pertany a [a]g i a [d/]g, i, per tant, les classes han de
ser la mateixa, cosa que no és possible. Per tltim, observem que la unié de
A/R ens dona A. Siga un z que pertany a la classe [a]|r. Aquesta classe
pertany a A/R, aleshores x ha de ser necessariament un element d’A. Per
altra banda, si considerem un conjunt a element d’A, aleshores a pertany a
la classe [a]r que és un element de A/R.

Una volta demostrat que esta ben definida, aleshores anem a demostrar
que és una bijeccid. Ho farem donant la seua aplicacié inversa.

V: Part(A) — Eqv(A)
Pr+— Rp

On, siguen a i b dos elements d’A, aleshores, (a,b) € Rp si, i només si,
existeix un conjunt X en P, tal que a, b € X.

Demostrem que, efectivament, Rp és una relacié d’equivalencia. Com-
provem que és reflexiva, simetrica i transitiva.

Demostrem primerament que és reflexiva. Siga a un element d’A, com
UP = A, per la definicié de particié, aleshores, existeix un X en P tal que
a € X. Per tant, (a,a) pertany a Rp.

Demostrem ara que és simetrica. Siguen a i b dos elements d’A, tals que
(a,b) pertany Rp. Aleshores, existeix un conjunt X € P tal que a i b sén
elements de X. Per tant, b i a pertanyen a X, per la definicié de la relacié
Rp, aleshores (b, a) pertany a Rp.

Per dltim demostrem la propietat transitiva. Siguen a, b, ¢ tres conjunts
que pertanyen a A, tals que (a,b) i (b,c) sén elements de Rp. Aleshores,
per definicié de la relacié sabem que existeixen dos conjunts X i X’ en P
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tal que a i b pertanyen a X i b i ¢ pertanyen a X’. Volem demostrar que
(a, c) pertany a la relacié, és a dir, volem demostrar que existeix un conjunt
en P que tinga com a elements els conjunts a i ¢. Observem que P és una
particio i, per tant, els conjunts que la formen sén disjunts. Com b pertany
a X ia X', aleshores han de ser el mateix conjunt. Per tant, X compta amb
els elements a,b i c. Aixi, hem trobat el conjunt que voliem.

Ara comprovarem que ’aplicacié és la que busquem, és a dir, demostrem
que

poW =idpayya). Yo =idrg(a)-

Demostrem primer que ¢ o ¥ = idp,(4). Per tant, siga P un element

de Part(A), aleshores,
(po W) (P) = ¢(Rp) = A/Rp.

Volem veure que A/Rp és igual a P. Demostrem les dues inclusions.
Siga X un conjunt que pertany a P. Com & no pertany a P, aleshores X és
un conjunt no buit. Per tant, existeix un x element de X. Aleshores, podem

considerar la classe d’aquest element, [z]r,, que és igual a X, per com hem
definit la relacié d’equivaléncia. On [z]g, és un element de A/Rp.

Per altra banda, siga [a]r, un element de A/Rp. Recordem la definicié
de [a]rp:
lalp, ={b€eA|3IXeP(a, beX)}=X.
Aleshores, a pertany a [a]r,.

Demostrem ara que ¥ o ¢ = idgqy(4). Siga R un element de Eqv(A),

aleshores
(W o) (R) =¥(A/R).

Recordem que ¥ ens defineix una relacié. Aleshores, siguen a i b dos
elements d’A, el parell ordenat (a, b) pertany a W(A/R) si, i només si, existeix
un conjunt X que pertany a A/R tal que a, b pertanyen a X. Per tant,
comprovem si ¥(A/R) = R. Considerem el parell ordenat (a,b) € ¥(A/R),
aleshores existeix [c|r element de A/R. Aleshores, a i b han de pertanyer a
R. Ara provem l'altra inclusid, suposem (a,b) element de la relacié R. Per
tant, a, b pertanyen a [a]gr. On [a]g que pertany a A/R. Per tant, queda
demostrada aquesta inclusié.

Aixi, hem demostrat les dues composicions, i per tant, podem concloure
que Eqv(A) i Part(A) sén bijectius. O

8. Factoritzaci6é a través de la coimatge

En aquesta seccié demostrem ’existencia de la factoritzacié d’una apli-
cacié a través d’un conjunt quocient del seu domini. La demostracié la
podrem dur a terme emprant, entre altres nocions, el concepte de relacié
d’equivaleéncia.

Demostrem la propietat universal que tenen el conjunts quocients amb
les relacions d’equivaléncia. Aquesta propietat I'emprarem posteriorment
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per a demostrar la descomposicié d’aplicacions a través de la coimatge en
la composicié de dues aplicacions, una sobrejectiva i una injectiva.

PRroprosiciO 4.52. Siguen A, B i C tres conjunts, f: A — B una apli-
cacio sobrejectiva i g: A — C una aplicacid. Aleshores:

(1) Emisteiz l’aplicacid h: B — C' tal que el diagrama

/ B
\h
C

A———
g
commuta si, © només si, per a cada x, y € A si f(x) = f(y)
aleshores g(x) = g(y).
(2) Propietat universal del quocient. Si R € Eqv(A), aleshores existeix
una aplicacio b de A/R en C tal que el diagrama

r
A— TR AR

h

C

commuta si, i només si, per a cada x, y € A, si (x,y) € R, ales-
hores g(x) = g(y).

En els dos casos l'aplicacio h esta univocament determinada.

DEMOSTRACIO.

(1) Demostrem les dues implicacions. Suposem que el diagrama com-
muta. Per tant, h o f = g. Volem demostrar que, per a cada
conjunt z, y € A, si f(x) = f(y) aleshores g(x) = g(y). Suposem
que f(z) = f(y) aleshores h(f(x)) = h(f(y)), que per hipotesi és
igual a g. Per tant, g(z) = g(y).

Per contra suposem que per a tot z, y € A, si f(x) = f(y)
aleshores g(x) = g(y). Volem construir una aplicacié h: B — C
tal que ho f = g. Siga b € B, com f és sobrejectiva aleshores
existeix un a € A tal que f(a) = b. Per tant, definim h(b) com g(a).
Notem que si a i a’ sén elements en A tals que f(a) = f(a') = b,
aleshores g(a) = g(a’). Aixi, h esta ben definidai ho f =g.

(2) La demostracié de la segona propietat és conseqiiencia d’l. Notem
que prp(z) = prr(y) si, i només si, (z,y) € R.

Queden, aixi, demostrades les propietats. ([l
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Una volta definida la propietat universal del quocient, podem definir la
factoritzacié canonica d’una aplicacié a través de la coimatge, on aquesta és
essencialment el maxim quocient del domini de I'aplicacio.

COROLLLARI 4.53. Considerem f una aplicacié d’A en B. Definirem el
conjunt Ker(f) com:

Ker(f) ={ (z,y) € Ax A| f(z) = f(y) }.

Aquest conjunt el denominem el nucli de l’aplicacid f.

A més, Ker(f) és una relacid d’equivaléncia sobre A i existeix una inica
aplicacio injectiva f*, que anomenem injectivitzada de f, de A/Ker(f) en B
tal que el seguent diagrama commuta.

f

A—B

PTKer(f) f

A/Ker(f)

Aquesta és la factoritzacio canonica a través de la coimatge d’una aplicacio.
A més, si f és sobrejectiva, aleshores f* €s sobrejectiva, i per tant, bijec-
tiva.

Per altra banda, se satisfa que per a cada conjunt C, qualsevol aplicacio
sobrejectiva d’A en C' i qualsevol aplicacid de C en B, si el segiient diagrama
commuta

A—B

Aleshores existeiz un unic epimorfisme t de C en A/Ker(f) tal que el dia-
grama seguent commuta:

A / B

PIKer(y) fZ
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9. Families de conjunts i les seues propietats

En aquesta seccié enunciem el concepte de familia de conjunts i estudiem
les propietats de la unié i la interseccié d’aquestes families. A més, estudi-
arem la conducta de les aplicacions respecte a les unions i interseccions de
families de subconjunts del domini i codomini d’aquestes.

DEFINICIO 4.54. Siga (X;)icr una familia de conjunts, és a dir, una
funcio amb domini de definicid I, que a cada © € I li associa un con-
gunt X;. Aleshores, la unié de (X;)ier a la que denotem per |J;c; Xi, és

UTIm((Xy)ier)-

A continuacid, enumerem algunes propietats relacionades amb la unié
de families de conjunts.

PRroPOSICIO 4.55. Siga (X;)icr una familia de conjunts. Si J és el con-
gunt { i€l | X; =@ }, aleshores:

Uxi= |J x.
el iel—J

DEMOSTRACIO. La demostracié és immediata, ja que els indexs que per-
tanyen a J van associats a conjunts buits. Per tant, en la unié no tenen cap
paper. O

PROPOSICIO 4.56. Propietat associativa. Considerem (Jx)rex 1 (Xi)ier
dos families de conjunts tals que I = J,cp Ji. Aleshores:

Ux-U (U

il keK \ieJy
Definim el concepte d’interseccié d’una familia de conjunts.

DEFINICIO 4.57. Siga (X;)ier una familia de conjunts no buida. Alesho-
res, la interseccio de (X;)icr, a la que denotem per (\;c; Xi, és [\ Im((X;)ier).

Enunciem les propietats més importants de la interseccié d’una familia
de conjunts.

PROPOSICIO 4.58. Propietat commutativa. Siga (X;)icr una familia no
buida de conjunts, i f una permutacié d’l. Aleshores:

(1% = X5
el i€l
PRrROPOSICIO 4.59. Propietat associativa. Siga (J;)ier, una familia no

buida de conjunts i (X;)icr una familia de conjunts tals que I = J( Ji | k €
K ). Aleshores:

Nx=N(Nx

iel keK \icJy
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A continuacid, definim el producte de families de conjunts.

PRroPOSICIO 4.60. Siga (X;)icr una familia de conjunts. Aleshores, exis-
teiz un parell ordenat (][;c; Xi, (pr;)icr) en el que [[;c; Xi és el producte
de (X;)ier @ on, per a cada i € I, pr; és la projeccid canonica i-éssima del
producte, és una aplicacio de [[;c; Xi en X;, que té la propietat universal.
Es a dir, per a cada parell ordenat (A, (fi)ier), on A és un conjunt i, per a
cada i € I, fi: A — X; una aplicacid, aleshores existeix una unica aplica-
cio (fi)ier: A — [Lic; Xi tal que el segiient diagrama commuta, per a cada
1€ 1:

A

(fi)ier i

[Le/ Xi ———— Xi
pr;

DEMOSTRACIO. Siga [],.; X; el conjunt definit com:

HX,-z{xEFnc(I,UXZ-) | Viel (z; € X;) }

i€l el
Per a cada i element d’I, pr; és laplicacié de [[,.; X; en X; definida

com:

iel

pr;: H XZ — Xz
el
Tr+—Z;
Aleshores, siga un parell (A, (f;)icr) en el que A és un conjunt i, per a
cadai € I, f;: A — X, una aplicacié, podem definir (f;);es Uaplicacié d’A
en [[;c; Xi com:

(fiier: A — [ X
iel
ar— (fi(a))ier

Es evident que, per a cada i element d’I, aleshores pr; o (f;)icr = fi. Per
tant, hem trobat I'aplicacié d’A en [],.; X; amb la propietat indicada.

A continuacié demostrem la unicitat. Suposem que existeix una altra
aplicaci6 ¢’ que satisfa les mateixes propietats que (f;);cr. Aleshores, pr; o
g = fi. Per tant,

pr; o g’ = pr; o (fi)ier-
Aleshores, ¢’ i (f;)ics han de ser la mateixa aplicacid. O

Definim a continuacié el concepte de coproducte i veurem que satisfa
propietats duals a les del producte.
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ProprosiciO 4.61. Siga (X;)ier una familia de conjunts. Aleshores, exis-
teiz un parell ordenat (]];c; Xi, (ini)icr) en el que [[;c; Xi és el coproducte
de (X;)ier- Es a dir, és un conjunt i, per a cada i element d’I, in; €és la
inclusio canonica i-éssima del coproducte. On aquesta és una aplicacio de
Xi en [l,c; Xi, que té la propietat universal. Es a dir, per a cada parell
ordenat (A, (fi)ier) on A és un conjunt i per a cadai € I fi: X; — A exis-
teir una tnica aplicacio [filicr: [1;c; Xi — A tal que el segiient diagrama
commuta, per a cada i € I:

in,
X; ————— [Lies X
pr;
fi '
A

DEMOSTRACIO. Siga [, ; X; el conjunt definit com

i€l i€l
Per a cada ¢ element d’I, in; és ’aplicacié d’X; en Hiel X, com
iIliZ Xl — H Xl
el
x +— (x,1)
Aleshores, siga un parell ordenat (A, (f;)icr) en el que A és un conjunt i

peracadai € I, f;: X; — A una aplicacié. Podem definir [f;];c; I'aplicaci6
de [[;c; Xi en A com:

[filier: HXi — A
il
Es evident que, per a cada i element d’I, es té que, [filier oin; = f;. Per
tant, hem trobar I'aplicacié de [],.; X; en A amb la propietat indicada.

A continuacié demostrem la unicitat. Suposem que existeix una altra
aplicacié ¢’ que satisfa les mateixes propietats que laplicacié [fi];cr. Ales-
hores,

g oin; = fi = [filier o in;.
Aleshores, ¢’ i [fi]icr han de ser la mateixa aplicacié. O






CAPITOL 5

Conjunts ordenats

En aquest capitol presentem els conceptes més importants de la teoria
de conjunts ordenats. A més, enunciem el lema de Zorn-Kuratowski i la
seua equivalencia amb 1I’Axioma d’eleccid @

DEFINICIO 5.1. Un ordre estricte sobre un conjunt A és una relacié
binaria < sobre A que satisfa:
(1) Irreflexivitat, Ve € A (z £ ).
(2) Transitivitat, Vo, y, z€ A( (s <yANy<z)—z<z).
Un conjunt estrictament ordenat és un parell (A, <) en el qué A és un
conjunt i < un ordre estricte sobre A.

DEFINICIO 5.2. Un ordre sobre un conjunt A és una relacié bindria <
sobre A satisfa:
(1) Reflexivitat, Vz € A (xz <z ).
(2) Antisimetrica. Yz, y€ A ((z<yAy<z)—z=1y).
(3) Transitivitat. Yz, y, z€ A ( (z<yAy<z)—ax<z).
Aleshores, un conjunt ordenat és un parell (A, <) en el qué A és un conjunt
1 < un ordre sobre A.

DEFINICIO 5.3. Un ordre lineal sobre un conjunt A és una relacid binaria
< sobre A que satisfa:
(1) Irreflexivitat. Ve € A (z £ x ).
(2) Disjuntiva. Ve, ye A(x#y—(z<yVy<z)).
(3) Transitivitat. Vx, y, z€ A ((z<yAy<z)—x<y).

A continuacié, definim els conceptes que formen part dels conjunts or-
denats. Aquestes nocions sén necessaries per demostrar I’equivaléncia entre
el lema de Zorn-Kuratowski i I’Axioma d’eleccid @D

DEFINICIO 5.4. Siga (A, <) un conjunt ordenat. Un element a d’A és el
mazxim de (A, <) si és posterior a tots els elements d’A, és a dir, per a cada
x membre d’A, x < a. El minim es defineix dualment.

Un element a d’A és maximal en (A, <) si, per a cada © membre d’A, si
a < x aleshores a = x. FEl concepte de minimal és defineiz dualment.

Considerem que X és una part d’A, aleshores definim una fita superior
de X en (A, <) com un a € A tal que, per a cada x € X, x < a. Al conjunt
de fites superiors de X en (A,<) el denotem per Uby <)(X). El concepte
de fita inferior es defineix dualment.

7



78 5. CONJUNTS ORDENATS

El suprem d’un subconjunt X d’A és el minim del conjunt ordenat
(Ub(a,<)(X), <), on <, és la restriccié d’ordre sobre A a la part Ub(y <)(X).
El concepte d’infim es defineiz dualment.

Per dltim, una cadena del conjunt ordenat (A, <) és un subconjunt C
d’A tal que (C,<) és un conjunt linealment ordenat, on < és la restriccio
de l'ordre sobre A al subconjunt C.

A partir d’aquestes definicions podem raonar que, si a és el maxim del
conjunt ordenat (A, <), aleshores a és I'inic element maximal de (A, <).

A més, notem que un conjunt ordenat (A, <) pot tindre un inic maximal
pero no tindre cap maxim. Amb els minims i els minimals ocorre el mateix,
ja que, les definicions dels conceptes sén duals, respectivament.

1. El Lema de Zorn-Kuratowski
Enunciem el lema de Zorn-Kuratowski.

LEMA 5.5 (Zorn-Kuratowski). Siga (P, <) un conjunt ordenat, on P # &
i tota cadena no buida de (P, <) té suprem en (P, <), aleshores (P, <) té un
element mazimal.

A continuacié, demostrem l’equivalencia entre el Lema de Zorn-Kura-
towski i I’Axioma d’eleccié de Zermelo @ Per poder demostrar 1’equi-
valencia introduirem en la demostracié les definicié de conjunts conformes
i lemes auxiliars. La demostracié de la primera implicacié es pot trobar en
[Lew91], la segona implicacié és una adaptacié de [Buk19].

TEOREMA 5.6. L’Azioma d’Eleccidé de Zermelo 1 el Lema de Zorn-Ku-
ratowski son equivalents.

DEMOSTRACIO. Suposem 1’Axioma d’Eleccié de Zermelo i demostrem el
Lema de Zorn-Kuratowski.

Siga (P, <) un conjunt ordenat amb P # & i on tota cadena no buida
en (P, <) té suprem en (P, <). Volem demostrar que (P, <) té un element
maximal.

Introduim els segiients conjunts auxiliars. Si C és una cadena no buida
en (P, <) iz és un element en C, definim el segment inicial d’xr en C com el
conjunt

Co={yeCly<z}
Notem que si C és una cadena en (P, <) aleshores, per a tot « € C, el segment
inicial d’z en C també és una cadena.

Per altra banda, si C és una cadena no buida en (P, <), definim el conjunt
de les fites superiors estrictes de C com el conjunt

Upp(C) ={pe P |Vyel(y<p)}
Anem a demostrar que (P, <) té un element maximal per reduccié a
Pabsurd. Suposem que (P, <) no té cap element maximal.
Considerem un primer resultat.
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LEMA 5.7 (Lema A). Si C és una cadena no buida en (P,<), aleshores
el conjunt Upp(C) no és buit.

DEMOSTRACIO. Si suposem que Upp(C) és buit, aixd vol dir que per a
tot p € P existeix un y € C tal que p < y. Siga z una fita superior de C,
aleshores y < x per a tot y € C. Per la condicié anterior concloem que z € C.
Aix0 vol dir que z és un element maximal de (P, <), ja que si z és un element
en P tal que x < z, aleshores existeix un y en C tal que z < z <y < z. Per
tant z = z. Ago ens dona una contradiccié amb la suposicié de que (P, <)
no té elements maximals. Per tant Upp(C) no pot ser buit.

Queda demostrat el Lema A. O

Considerem el conjunt
C = {Upp(C) | C cadena no buida en (P, <) }.

Notem que @ ¢ C pel Lema A. Per a poder emprar I’Axioma d’Elecci6
de Zermelo necessitem comprovar la condicié de que C siga disjunt pero,
amb la forma que té C no sabem si aco és cert. Aixi, considerem en el seu
lloc, el coproducte de C. Es a dir,

[Tc=TTUupp)=JUpp(C) x {c})
C C

on, en anterior expressié, I'index C recorre totes les cadenes no buides en
(P,<). Pel Lema A & ¢ [[C1i, amés, es té que Dis(]] C) ja que cada membre
en [ ] C esta etiquetat amb la cadena corresponent.

Apliquem I’Axioma d’Eleccié de Zermelo sobre []C. Aleshores existeix
una aplicacié d’eleccié

F: T upp(c) — <H Upp(C))
C C

on, per a cada Upp(C) x {C} en []C la seua imatge per F' satisfa que
F(Upp(C) x {C}) € Upp(C) x {C}.

Aleshores si C és una cadena no buida en (P, <), tenim que F(Upp(C) X
{C}) és un element de la forma (H (Upp(C)),C), on H(Upp(C)) és un element
en Upp(C). En definitiva, per a cada cadena no buida C en (P, <) estem
elegint una fita superior estricta H(Upp(C)) en Upp(C).

Per a continuar la demostracié introduim el concepte de conjunt confor-
me en (P, <).

DEFINICIO 5.8 (Conjunt conforme). Siga A un subconjunt no buit de P.
Direm que A és conforme si

(1) L’ordre <;axa €s un bon ordre, és a dir, el subconjunt (A, <),
ordenat per la restriccio de < a A és tal que tot subconjunt no buit
d’A té minim. Notem, en particular, que A sera una cadena.

(2) Peratotx e A, x = H(Upp(Az)).
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Considerem un lema auxiliar sobre conjunts conformes.

LEMA 5.9 (Lema B). Si A i B son conjunts conformes i A\ B # O,
aleshores existeix un v € A\ B tal que B = A|,.

DEMOSTRACIO. Com A\ B esta inclés en A, A\ B # @1 <jaxa és un
bon ordre, aleshores podem considerar el segiient element

x =min(A\ B).

Anem a demostrar que B = A,.

Demostrem la inclusié A}, C B. Siga y un conjunt en A, aleshores y €
Aiy <. Sisuposem quey ¢ B, aleshoresy € A\Biy <z =min(A\ B).
Es a dir, arribem a una contradiccié. Per tant y € B. Es a dir A 1« € B.

Per a P'altra inclusié, suposem, per reduccié a l'absurd, que B € A ,,
aleshores B\ A}, no és buit. Com B és conforme, B\ A, C Bi B\ A}, no
és buit, aleshores podem prendre

y=min(B \ A},).
Considerem un lema auxiliar.

LEMA 5.10 (Lema B.1). Siu és un element en By iv és un element en
A tal que v < u, aleshores v € B,.

DEMOSTRACIO. La condicié v < u < y és immediata. Només ens cal
demostrar que v € B. Suposem que no és el cas, és a dir, que v ¢ B. Aixi,
v € A\ B. Recordem que z = min(A \ B). Per tant x < v. Aix{ estem en
la situacié ¢ <v <u <y. Com v ¢ B i ja hem vist que A, C B, aleshores
v ¢ A,. Com v < wu, aleshores u tampoc pot pertanyer a A|,. Aixi, u
pertany a B\ A|;. Pero com u < y iy = min(B\ A;), aleshores arribem
a una contradiccié. Per tant v € B.

Queda, aixi, demostrat el Lema B.1. O

Continuem amb la demostracié del Lema B.
Com By, C B, A\ B # @i A és conforme, podem definir ’element

z=min(A\ By).
Considerem un altre lema auxiliar.
LEMA 5.11 (Lema B.2). Es dona la igualtat A, = By,.

DEMOSTRACIO. Demostrem les dos inclusions.

Siga w € Ay, aixi w € A1 w < z. Suposem, per reduccié a 'absurd,
que w ¢ By,. Aixi, w € A\ B, i w < z=min(A\ B},). Per tant, arribem
a una contradicci6. Concloem que w € B,. Es a dir, es dona la inclusié
Al C By

Per a l'altra inclusié, siga t € B|,. Aleshores t € B it < y. Suposem,
per reduccié a l'absurd, que ¢ ¢ A. Per tant t € B\ A. Com A, és un
suconjunt d’A, B\A C B\ A|,. Pertantt € B\ A, it <y =min(B\A;).
Arribem aixi a una contradiccié. Per tant t € A.
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Només ens queda demostrar que ¢ < z. Notem que ¢ i z sén elements
d’A. A més, com A és conforme <jg.4 és un bon ordre. Aixi, una de les
segiients opcions s’ha de donar t = z, 2 < t o t < z. Estudiem les diferents
possibilitats.

El cas t = z no pot donar-se perque z ¢ B, it € By,.

Si suposem que es dona el cas z < t, aleshores tenim que z < t < y.
Notem que z € Ait € Bj,. Pel Lema B.1, concloem que z € By, i acd és
una contradiccié. Per tant el cas z < t no pot ocorrer.

Aleshores, necessariament, t < z. Es a dir, hem demostrat que B}, C
A

Concloem que By, = A.. Queda, aixi, demostrat el Lema B.2. O

Com a conseqiiencia de la igualtat B, = A|. demostrada en el Lema
B.2, del fet que B}, C B, de que z € A i de que = min(A4 \ B), concloem
que z < .

Per altra banda, com A i B sén conjunts conformes, la segona condici
en la Definicio 5.8 ens diu que

z = H(Upp(A.)) = H(Upp(By)) = v

En I'anterior igualtat estem emprant la igualtat B, = A, del Lema B.2.
Com y € B, aleshores z # x. Aixi obtenim la desigualtat estricta z < z, per
tant y € A, i arribem a una contradiccié amb la definicié de y.

Aquesta contradicci6é ve de suposar que B € A|,. Per tant, concloem
que B C A,.

Concloem que B = A ;. Queda, aixi, demostrat el Lema B. O

Per a continuar amb la demostracié del Teorema[5.6] considerem un nou
lema auxiliar sobre conjunts conformes. Aquest lema ens diu que la unié
arbitraria de conjunts conformes és un conjunt conforme.

LEMA 5.12 (Lema C). Siga (A;)icr una familia de conjunts conformes,
aleshores | J;c; Ai és un conjunt conforme.

DEMOSTRACIO. Notem que la unié no és buida perque en la Definicié
demanem que els conjunts conformes no siguen buits.

Anem a demostrar que la restriccié de I'ordre a | J;.; A; és un bon ordre.
Siga X un subconjunt no buit de  J;.; A;, aleshores per a tot z € X, existeix
un index i, € I tal que x € A;,. Siguen z,y elements d’X tals que = # y.
Si A;, # Aji,, podem suposar sense perdua de generalitat que A;, \ 4;, # &,
aleshores pel Lema B, existeix un z € A;, \ A;, tal que A;, = (A;,).. Per
tant

Yy < Az‘y = (Aith - Azx

En definitiva, podem garantir ’existencia d’un index ¢ € I per al que
X C A;. Com A; és conforme X C A; i X no és buit, aleshores existeix
min(X).
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Per al segon item en la Definicié per al conjunt | J;c; A, si z és un
element en Uie 7 A;, aleshores existeix un ¢ € I tal que z € A;. Com A; és
conforme, aleshores x = H(Upp(4;)).

Concloem que |J,.; 4; és un conjunt conforme. Queda demostrat el

el
Lema C. |

Estem en condicions de finalitzar la primera implicacié en la demostracié
del Teorema [5.6l Considerem el major conjunt conforme possible, és a dir,

R= U{ A | A és un conjunt conforme }.

El Lema C ens garantitza que K és conforme. De fet, és el major conjunt
conforme possible. En particular & és una cadena no buida i podem con-
siderar l'element H(Upp(RK)), que recordem és un fita superior estricta de
R

No obstant, el conjunt
RU{H(Upp(R))}

torna a ser conforme i arribem a una contradiccid, ja que hauria d’ocorrer
que H(Upp(R)) és un element en K estrictament major que tots els elements
en K.

Esta contradiccié ve de suposar que (P, <) no tenia elements maximals.
Per tant, concloem que (P, <) té almenys un element maximal.

Hem demostrat aixi, que I’Axioma d’Eleccié de Zermelo implica el Lema
de Zorn-Kuratowski.

Anem a demostrar ’altra implicacié. Suposem el Lema de Zorn-Kuratowski
i passem a demostrar I’Axioma d’Eleccié de Zermelo. Considerem un con-
junt X tal que @ no hi pertany i tal que Disj(X). Volem demostrar que
existeix una aplicacié6 F': X — |J X tal que, per a tot X € X es tinga que
F[X] e X.

Considerem el conjunt

:{(y,G)GSub(X)XHOm<y,Uy> | VY € Y(G[Y }EY)}'
<

Sobre aquest conjunt definim l'ordre (Y, G) < (Z, H) si, i només si, Y C 2
Siga X un element en X, aleshores X no és buit per hipotesi. Siga
x € X. Considerem I’aplicacié
J: A{X} — U{X}
X — = )

Aleshores ({X},J) és un element en P. Per tant P no és buit. Siga C
una cadena en (P, <), anem a demostrar que C té suprem en (P, <). Per a
aquesta cadena considerem el conjunt

z=J v

V,G)ec
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i laplicacié
H: Z2 — U2
Z +~—— F[Z], amb (V,F)eCiZe).

Notem que H esta ben definida perque si Z és un element en Z, en particular
7 #+ @. Aixi, si z € Z, aleshores existeix un element (Y, F') € C i un conjunt
Y € Y per al que z € Y. Com es té la condicié Disj(X') aleshores Z =Y.
A més, F[Z] € Z. La condici6 de cadena i la de compatibilitat de les
aplicaciones garantida en 'ordre, permet afirmar que si hi haguera un altre
(V',F') tal que Z € ), aleshores F'[Z] = F[Z].

L’element (Z, H) pertany a P i és el suprem de la cadena C.

Pel Lema de Zorn-Kuratowski, existeix un element maximal en (P, <).
Anomenem-lo (X', F), on X’ C X i F és una aplicacié d’eleccié per a X.
Anem a demostrar que X’ = X per a concloure la demostracio.

Suposem, per reduccio a ’absurd que no és el cas, aixi existeix un X €
X\ X' pero aleshores X # @ i podem considerar x € X. Considerem
Iaplicacié

G: XUu{X} — U@@u{x}
F[Z] siZeX;
x siZ=X

Notem que G esta ben definida per la condicié de Disj(X). A més G és una
aplicacié d’eleccié que extén a F, a més, X' C X U{X}. Ag¢d contradiu la
maximalitat de X”.
Per tant, concloem que X = X’ i F és una aplicaci6 d’eleccié per a X.
Queda, aixi, demostrat el Teorema [5.6 U

Z






CAPITOL 6

Els nimeros naturals

En aquest ultim capitol enunciem I'dltim axioma de la teoria de con-
junts de Zermelo-Fraenkel-Skolem que ens permetra estudiar el principi de
definicio per recursio finita. A més, podrem definir els ndmeros naturals i de-
mostrar que aquests estan dotats d’un bon ordre. Una volta definits, demos-
trarem que aquest bon ordre és compatible amb les operacions aritmetiques
usuals, definides a través de la recursid, sobre el conjunt dels niimeros na-
turals.

1. Axioma de regularitat

En aquesta seccié enunciem 'axioma que ens permet afirmar que 'ex-
pressié x € x no és valida per a cap conjunt. Amb els conceptes que tenim
fins ara definits és possible 'existencia de cadenes infinites €-descendents
i els conjunts que donen a lloc seqiiéncies circulars o siguen infinitament
e-descendents. Per tant, enunciem 1I’Axioma de regularitat que evitara que
aquests conjunts puguen existir.

Axioma de regularitat. Qualsevol conjunt no buit té almenys un
element disjunt del conjunt en qiiestio, és a dir:

VA(A# @ Tz (z€eANzNA=02)). (10)
Aquest axioma és equivalent al segiient esquema axiomatic.

Esquema axiomatic de regularitat. Sien la férmula p(z, to, ..., t,—1)
no ocorre y, aleshores una condicié suficient per a que tots els conjunts
tinguen la propietat ¢ és que un conjunt arbitrari la tinga, quan la tinguen
tots els seus membres, és a dir:

\V/to, vy tp—1 ( ( VY ( Vy ( yer— go(y, to, ...,tnfl) ) ) — (11)
QO(CU,to,...,tnfl) ) — vz Sp(xﬂt(]v"'atnfl) ) (12)

A partir de I’Axioma de regularitat podem demostrar les segiients pro-
pietats.

Proprosicio 6.1.

(1) No ezisteix cap conjunt A tal que A € A.
(2) No ezisteixen dos conjunts A i B tals que A € B € A.
(3) No ezisteixen tres conjunts A, B, C tals que A € B € C € A.
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(4) Siguen A i B dos conjunts. Aleshores existeix un conjunt C i una
bijeccio f: B — C tal que ANC = @. Es a dir, es poden reeti-
quetar els elements de B de manera que A i B siguen disjunts. [
per dltim, en particular, tindrem que per a A existeix un conjunt C
i una bijeccio f: A — C tal que ANC = @.

DEMOSTRACIO. Demostrem la primera propietat per reduccié a ’ab-
surd. Suposem que existeix un conjunt A tal que A € A. Per I’Axioma de
regularitat , aleshores existeix un conjunt x € A tal que z N A és igual
al conjunt buit. Pero, x € A, 1 A € A, aleshores la interseccié no pot ser
buida. Trobem la nostra contradiccid, i, per tant, A no pot pertanyer a ell
mateix.

Les demostracions de la segona i la tercera propietat sén immediates
emprant la primera propietat. Es a dir, emprant que no existeix cap conjunt
que siga element d’ell mateix.

Per a demostrar 1'iltima propietat considerem que el conjunt C' és B X
{A4}. O

DEFINICIO 6.2. Siga A un conjunt, aleshores denotem per AT el conjunt
AU{A}. De manera que, per a un conjunt x, v € AT six € A o si x = A.
Al conjunt AT el denominem el conjunt successor d’A.

COROLLLARI 6.3. Per a cada conjunt A es compleix que:
(1) AC A*.
(2) No existeiz cap conjunt X tal que AC X i X C A™.

A més, siga B un conjunt tal que AT = BT, aleshores A = B. Per tant,
loperador (-)* és injectiu.

DEMOSTRACIO.

(1) Demostrem A C A*. Siga x una conjunt que pertany a A, aleshores
x € AU{A} = AT, Perd, observem que A és un conjunt diferent
de AU{A}, ja que A ¢ A, gracies a la Proposicié Per tant,
AC AT,

(2) Suposem per reduccié a absurd que existeix un conjunt X que
satisfa, 'enunciat. Per tant, A € X i X € A", on X i A sén
conjunts diferents. Prenem un z que pertany a X \ A, aleshores x
tampoc podra ser el mateix conjunt que A. Per tant, x no pertany
a A, i no pot ser A, aleshores x no pertany a AT. Per tant X
no esta inclos en A™T. Aquesta és la nostra contradiccié, aleshores,
podem concloure que no existeix el conjunt X.

Queden, aixi, demostrades les dues propietats. [l

A continuacié, enunciem 1’Axioma del conjunt infinit que ens assegura
I'existencia dels conjunts infinits.
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Axioma del conjunt infinit. Existeix almenys un conjunt on el buit és
un dels seus membres i esta tancat baix la operacié de formacié del successor
d’un conjunt:

JA(@ € ANV (z€A—at€cA)). (13)

A continuacié, definim el concepte d’algebra de Dedekind-Peano, que
emprarem posteriorment per a definir el principi de definicié per recursié.

DEFINICIO 6.4. Una dalgebra de Dedekind-Peano és una tripla ordenada
A = (A f,e) en la quée A és un conjunt, f una endoaplicacié en A, que
anomenarem successor, i e un membre d’A tal que:

(1) f és injectiva.

(2) Im(f)N{e} = 2.
B)VXCA((fIX|]CXAeeX ) X=A4).

La segona condicié de la definicié simplement ens assegura que el conjunt
e no sera de la forma f(a) per a un a element d’A qualsevol. La tercera
condicié que I'inic subconjunt d’A que té les propietats d’estar tancada baix
f 1 contindre ’element e, és el propi conjunt A.

TEOREMA 6.5. Existeix un unic conjunt, el conjunt dels ndmeros natu-
rals, denotat per N que té les segiients propietats:

(1) e NAVR (neN—-nt eN).
(2) VB((@€eBAVy (yeB—y"€B))—>NCB).

DEMOSTRACIO. Demostrem 1'existéncia i la unicitat. Per 1’Axioma del
conjunt infinit existeix un conjunt A tal que @ pertany a A i que per a
cada x € A, aleshores el seu successor també és un element d’A. Siga A un
dels conjunts que garanteix I’axioma, arbitrari pero fixe. Aleshores definim
el conjunt X' com:

X={XecSub(Ad) | geXAVr(reX >ateX)}

Es compleix que X és un conjunt no buit ja que A és un element d’aquest
conjunt. Sabem que A és un subconjunt d’A tal que A conté el conjunt buit.
A més, si z és un element d’ A, aleshores el seu successor també és un element
d’A.

Per tant, podem definir N = (| X. Notem que & és element de N, perque
per a cada X element de X', & pertany a X, aleshores @ € N. A més, per a
cada conjunt = que pertany a N el seu successor 27 també és un element de
N, perque per a cada X que forma la interseccié se satisfa. Aleshores hem
demostrat que satisfa la primera condicié de ’enunciat.

Demostrem que N esta inclos en qualsevol conjunt B que estiga tancat
sota la formacié del conjunt successor i per al quée @ siga un element.

Siga B un conjunt arbitrari pero fixe. Aleshores, A N B esta inclosa en
A1 AN B és tancat sota la formacié del conjunt successor i & és un element
de AN B. Per tant, se satisfa que AN B és un element de X. Per tant, N
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esta inclos en AN B. Observem que AN B és un subconjunt de B, aleshores
N esta inclos en B.

Demostrem ara la unicitat. Suposem que existeix altre conjunt N, que
satisfa les mateixes propietats que N. Per tant, N estard inclos en N i
viceversa. Aixi, N =N, O

DEFINICIO 6.6. Al conjunt buit, quan el considerem un element del con-
junt dels ndmeros naturals N, el denotem per 0. A més, 1 denota el suc-
cessor de 0, on 1 = {0}, 2 el successor d’1, on 2 = {0,1}. Si continuem
de la mateiza manera, aleshores 9 sera el successor de 8, on el conjunt 9 és
9=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8}, 10 el successor de 9, on 10 = {0, ...,9}, etc.

A continuacid, definim la relacié binaria sobre els naturals.

PROPOSICIO 6.7. La relacid bindaria Sc sobre N la definim com:

Sc={ (mn) ENxN|n=m"}.
On Sc és una endofuncio de N.

DEMOSTRACIO. Per la definicié de Sc podem afirmar que és una relacié
binaria sobre N. A més, per a cada niimero natural la formacio del successor
esta ben definida. Per ultim, recordem que el successor d’un ntimero natural
és un altre ntimero natural. O

DEFINICIO 6.8. Denotem per sc l’endoaplicacié de N amb funcid subja-
cent Sc, la demominem aplicacio successor de N. A més, denotem el valor
de sc enn com n™ o pern+1, per a cada n € N. Per wltim, denotem per
N la tripla ordenada (N, sc,0).

PRrROPOSICIO 6.9. Per a cada nimero natural n, sc(n) # 0. O el que és
equivalent, {0} N Im(sc) = @.

DEMOSTRACIO. Per a cada nimero natural n € N, el successor es defi-
neix com sc(n) = n U {n}. Observem que aquest conjunt no pot ser igual
a {@}, aleshores la interseccié és buida. I per tant, el conjunt 0 no pot ser
mai successor de cap nimero. U

A continuacié, enunciem i demostrem el principi de la demostracié per
induccié finita.

TEOREMA 6.10 (Principi de la demostracié per induccié finita). Per a
cada subconjunt X de N, si 0 € X isc[X] C X aleshores X = N.

DEMOSTRACIO. Siga X un subconjunt de N tal que el conjunt 0 pertany
a X isc[X] és un subconjunt de X. Aleshores, N esta inclos en X, perque
N és el conjunt minim que satisfa les mateixes propietats que té X. Per
hipotesi, X és un subconjunt de N, aleshores X = N. ([

Demostrem que qualsevol niimero major que 0 és successor d’un altre.
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ProrosiciO 6.11. Sin € N — 1, aleshores existeiz un m € N tal que
n=m", o el que és equivalent, N\ ({0} UIm(sc)) = @.

DEMOSTRACIO. En virtut de la Proposicié {0} NIm(sc) = @. Es a
dir, que 0 no és successor de cap nimero natural. A més, tenint en compte
que una de les propietats de N és que el successor d’un ntimero natural és un
numero natural, aleshores {0} UIm(sc) = N. Per tant, N\ ({0}UIm(sc)) = @
i queda demostrada la proposicié. O

Definim a continuacié el concepte de €-transitivitat, que ens ajudara
posteriorment a demostrar que ’aplicacié successor és injectiva.

DEFINICIO 6.12. Siga A un conjunt, aleshores A sera €-transitiu si, per
a qualsevol conjunt x, y, siy € x i x € A, aleshores y € A.

Enunciem les propietats més importants de la €-transitivitat.

Prorosicid 6.13.

(1) Si A és e-transitiu, aleshores AT també ho és.

(2) Si A és e-transitiu aleshores | J A és €-transitiu.

(3) Sitots els elements d’A sén €-transitius, aleshores|J A és €-transitiu.
(4) Si A no és buit i tots els seus elements son €-transitius, aleshores

A també ho és.

DEMOSTRACIO.

(1) Recordem que AT = AU {A}. Per tant, A esta inclos en AT. Com
A és e-transitiu, per a x, y dos conjunts qualsevol tal que x € y i
y € A. Aleshores, x pertany a A. Per tant, x és un element de A™.
Aixi, AT és e-transitiu.

(2) A és e-transitiu, aleshores siguen =, y dos conjunts qualsevol tals
quesiy € xix € A, aleshores y € A. Recordem la definicié d’unié

UA={t|3x(teXrnxecA)}

Volem demostrar que per a dos conjunts qualsevol z i ¢, on x € ¢
itelJA, aleshores x pertany a | J A.

Que t siga element de | J A, significa que existeix un conjunt X
tal que t € X 1 X € A. Com A és e-transitiu, aleshores t € A.
Per tant, tenim que existeix un conjunt ¢ tal que x € tit € A.
Aleshores el conjunt x pertany a J A.

(3) Siga A un conjunt on tots els seus elements sén €-transitius. Per
tant, per a tot conjunt X que pertany a A, si z, y sén dos conjunts
tals que y € x i * € X, aleshores y pertany a X. Recordem la
definicié de la unié

UA={t|3Xx(teXrXxecA)}

Com X és e-transitiu, aleshores, el conjunt ¢ també ho sera. Per
tant, la unié és e-transitiva.
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(4) Demostrem que si A és €-transitiu i no buit, aleshores la interseccié
també és e-transitiu. Recordem la definicié de la interseccié.

(NA={t|VX (XecA—teX)}

Siga un conjunt x tal que  pertany al conjunt ¢ i ¢ pertany a () A.
Aleshores per la definicié d’interseccié tenim que, per a tot X, on
X pertany a A, t pertany a X. Aleshores, com X és €-transitium =z
pertany a X, on X pertany a A. Com tots els elements d’A sén &-
transitius i x pertany a tots els X que sén membres d’A, aleshores,

x pertany a [ A.
Queden demostrades les propietats relacionades amb la €-tansitivitat.
O

Enunciem la condicié necessaria i suficient per a que un conjunt siga
e-transitiu.

PRrRoOPOSICIO 6.14. Un conjunt A és €-transitiu si, i només si, | JAT =
A.

DEMOSTRACIO. Demostrem les dues implicacions. Suposem que el con-
junt A és e-transitiu. Aleshores, siguen x i y dos conjunts qualsevol on
y € xix € A, aleshores, y pertany a A. Volem demostrar que | JAT = A.
On |J AT és el segiient conjunt:

JAu{ah) ={t|3X (te XrX e (Au{4}) }.
Siga un conjunt ¢ qualsevol que pertany a | J(AU{A}), aleshores existeix
un conjunt X que, o X pertany a A o X és el conjunt A. Si X = A,

aleshores, t € X = A, ésadir,t € A. Si X € A, tenimquet € X i X € A,
com A és €-transitiu, aleshores t € A. Per tant, [ J(AU{A}) = A.

Suposem que | JAT = A i hem de demostrar que A és €-transitiu.

Siguen x i y dos conjunts qualsevol tal que y € z i z € A, que, per
hipotesi, és igual a | J A*. Recordem la definicié de [J A™:

UAt ={t|3x te X rX e(Au{a}) }.

Per la definicié de la unié, x pertany a A. Queda demostrat que A és
€-transitiu. 0

A continuacié demostrem que qualsevol niimero natural és €-transitiu.
PRroPosICIO 6.15. Siga n un nimero natural, aleshores n és €-transitiu.

DEMOSTRACIO. Demostrem la proposicié per induccié. Definim el con-
junt
T={t|neN|ne—transitiu }.

Demostrem que coincideix amb N.
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Primerament, observem que 0 pertany a T', perque | J0™ = 0. Aleshores,
per la Proposicio 0 és e-transitiu. Per tant, el cas base es compleix.

Suposem que és cert per a n, és a dir, que n pertany a 1. Per tant, n és
e-transitiu, o el que és equivalent, | Jn™ = n. Demostrem que la hipotesi se
satisfa per an+1=nt.

U =Y )
(U)oU)
- (U nU {n}) U (U{n U {n}}>

=nU(nuU{n})

= 7’L+.

Aleshores, hem demostrat que és cert per a n + 1. Per tant, T = N. U
Per tltim, demostrem (N, sc,0) és una algebra de Dedekind-Peano.

TEOREMA 6.16. La tripla ordenada (N, sc,0) és una algebra de Dedekind-
Peano.

DEMOSTRACIO. Demostrarem que (N, sc, 0) és una algebra de Ddekind-
Peano demostrant que satisfa les condicions de la definicié

Primerament, la funcié de formacié del successor, sc, és injectiva. Supo-
sem que, per a tot n i m nimeros naturals, aleshores, n™ = m™. Per tant,
Unt =m™. Per la Proposici6 sabem que tant n com m han de ser
€-transitius i, per tant, emprant la Proposicid les unions anteriors sén
respectivament iguals a n i a m. Obtenim n = m, i, per tant és injectiva.

Ara hem de demostrar que Im(sc) N {0} = @. Recordem que el conjunt
0 no és successor de cap numero natural. Per tant Im(sc) N {0} = @.

Per tltim, hem de demostrar que per a tot X conjunt en N, si sc[X] és
un subconjunt de N i 0 pertany a X, aleshores, X = N.

Observem que satisfa que si X és un subconjunt de N, el conjunt buit
pertany a X. A més, per a tot conjunt y, tal que y és un subconjunt de X,
aleshores, el successor d’y també és un subconjunt de X. Per tant, tenim
que X = N.

Acabem de demostrar que la tripla (N, sc, 0) és una algebra de Dedekind-
Peano. O

2. El principi de definicié per recursié finita

En aquesta seccié demostrem el principi de definicié per recursié finita
introduit per Dedekind. A més, en virtut d’aquest principi demostrem que
l’algebra de Dedekind-Peano (N, sc, 0) és tnica.

Per finalitzar el capitol definim altres principis de definicié per recursio,
com per exemple les operacions de suma o producte de niimeros naturals.
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TEOREMA 6.17 (Principi de definicié per recursié finita). Siga A un
conjunt, e un element d’A i f: A — A una endoaplicacié d’A. Llavors
existeix una unica aplicacio,

Fh:N—A

que fa commutatiu el segilient diagrama.

V

{0} =1 h h

IS

SC
NN

A——A

f

Es a dir, tal que
(1) h(0) =e.
(2) Yn € N h(sc(n)) = f(h(n)).
On kg i ke son les aplicacions constant a 0 i constant a e, respectivament.
DEMOSTRACIO. Denotem f = (A, F,A) i h = (N, H,A). Aleshores, per
demostrar el teorema hem de trobar una aplicacié h inica que fa commutatiu

el diagrama anterior. Definim h per la corresponent funcié H. Definim H a
partir dels segiients conjunts.

Definim Go = {(0,¢)}, aix{
Go(0) = e, Dom(Gp) = 1.
G1={(0,¢), (1, F(e))}
G1(0) =e, G1(1) = F(e), Dom(G;) = 2.
Observem que Gy C G;.

Aixi, seguint aquest procediment definirem:

H = UGn.

neN
Definim també la segiient aplicacié parcial G de N a A,
G:N— A
On G ha de satisfer que 0 pertany a Dom(G) i G(0) = e. A més, per
a tot n ndmero natural, si sc(n) pertany a Dom(G), aleshores n pertany a

Dom(G) i G(sc(n)) = F(G(n)). Per ultim, ha de satisfer que siga equivalent
a

GCNxAAVReNVz,yec A( (n,x) e GA(n,y) € G ) =y ==z,
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Si una aplicacié parcial compleix aquestes condicions direm que és (e, f)-
acceptable. A continuacid, definim el segiient conjunt.

G ={GePic(N,A4) | G és (e, f)-acceptable }.

Notem que com H = [Jgcg G, aleshores H pertany a Pfnc(N, A), H
és (e, f)-acceptable. A més, Dom(H) = N. Per tant, si demostrem que
les propietats que hem afirmat que G i H compleixen sén certes, aleshores
haurem trobat ’aplicacié que busquem.

Demostrem que H = [Jgcg G és una funcié parcial de N en A.

Per com hem definit H i per la definicié de G, aleshores, un element
G € G és una funcié parcial de N en A. A més, H és un subconjunt de
N x A, per tant H és una relacié de N en A.

Falta demostrar que, per a cada n € N i per a cada y, z elements d’A
si (n,y), (n,z) pertanyen a la relacié H, aleshores y = z. Sera suficient
demostrar per induccié que el conjunt

T={neN|Vy,zA((n,y) e HAN(n,z) e H -y=2)}
és igual a N.

El nostre cas base és el conjunt 0. Siguen dos conjunts y i z que pertanyen
a A, aleshores, (0,y) i (0,z) pertanyen a H. Recordem que H = |JG,
aleshores existeix un G, € G tal que (0,y) pertany a G, i existeix un G, € G
tal que (0, z) pertany a G,. Per tant, 0 pertany a Dom(G,) i a Dom(G.).
A més, com G, G, sén (e, f)-acceptables, aleshores G(0) = e = G,(0).
Per definicié Gy(0) =y i G,(0) = z aleshores y = e = 2. Per tant, y = z i
podem concloure que 0 pertany a 7.

Hem demostrat que és cert per al cas base. Ara suposem que se satisfa
per a n i ho demostrarem per al seu successor. Aleshores, n pertany a T,
és a dir per a dos conjunts y i z que pertanyen a A, (sc(n),y) i (sc(n), z)
pertanyen a H. Com H = Jgcg G aleshores existeixen Gy i G, elements
d’H tal que (sc(n),y) € Gy i (sc(n),z) € G,. Ara bé, recordem que per la
definicié de G G, i G, sém (e, f)-acceptables. Per tant, n pertany al domini
de Gy i Gy(sc(n)) = F(Gy(n)) = y. A més, n també pertany al domini
de G, i G,(sc(n)) = F(G,(n)) = z. Pero, la nostra hipotesi d’induccié és
G.(n) = Gy(n) aleshores F(Gy(n)) = F(G.(n)). Per tant, y = z. Aleshores
el successor de n pertany a 7.

Aixi hem demostrat per induccié que T' = N. Aleshores, H és una funcié
parcial de N en A.

A continuacid, demostrem que H és (e, f)-acceptable. Per tant, ha de
satisfer que el conjunt 0 és un element del domini d’H i que la imatge de 0
a través d’H és igual a e. També haura de complir que, per a tot n nimero
natural, el seu successor pertany al domini d’H. Per dltim, H ha de ser
equivalent a

HCNxAANVneNVr,yec A((n,x) e HAN(n,y) € H) »y=u.
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Recordem la definicié d’'H = (Jgeg G- Com tots els G sén (e, f)-
acceptables, aleshores existeix un GG que pertany a G, tal que 0 pertany
al domini de G'i a més G(e) = 0. Es a dir, (0,e) pertany a G. Com G esta
inclos en H, aleshores, (0,¢) i 0 pertanyen a H i H(0) = e.

Siga m un numero natural, suposem sc(n) pertany a Dom(H) aleshores
per com hem definit H, ha d’existir un G que pertany a G tal que sc(n) siga
membre de G. Com G és (e, f)- acceptable, aleshores n pertany a Dom(G)
i G(sc(n)) = F(G(n)). Com G esta contingut en H, Dom(G) també esta
contingut en Dom(H) i, aleshores, n és un element de Dom(H). A més,
H(n) = G(n) i com el parell ordenat (sc(n), F(G(n)) pertany a G i G esta
contingut en H, aquest parell pertany a H. Obtenim H (sc(n)) = F(G(n))
i, per tant, H(sc(n)) = F(G(n)) = F(H(n)).

Demostrem ara que H és una funcié de N en A. Emprem la demostracié
per induccid, on obtenim que el conjunt

T={neN|JyecA((nycH)},

és el mateix conjunt que N. Aleshores, comprovem que 0 pertany a T.
Sabem que {(0,e)} és un element de G per com hem definit aquest conjunt.
Aleshores, com H = UGeg G, aleshores 0 és un element de T

Suposem que és cert per a n, és a dir n pertany a 7. Anem a demostrar
que el successor també pertany. Suposem per reduccié a absurdque sc(n)
no pertany a 7. Defnim la relacié G = H U{ (sc(n), F(H(n))) } que és una
funcié parcial de N en A, és acceptable i, a més, conté estrictament a H.
Aleshores, pel que hem demostrar sobre H trobem una contradiccié. Per
tant, nt € T.

Tenint en compte que per definicié G és una funcié parcial de N en A i
és acceptable, aleshores prenent h = (N, H, A) demostrem la existeéncia.

Ens manca demostrar la unicitat. Suposem que existeix una altra apli-
cacié h' que satisfa les mateixes propietats que h i definim:

Eq(h,h') = { n € N | h(n) = h'(n) }.

Notem que Eq(h,h') és un subconjunt de N i que 0 pertany a Eq(h,h’).
A més, per a tot = que pertany a Eq(h,h') el seu successor també per-
tany a Eq(h,h’). Aleshores, N esta inclos en Eq(h,h’). Per com hem
definit Eq(h,h’), aquest esta inclos en N, aleshores, podem concloure que
Eq(h,h') = N. Per tant, h = h'.

O

Finalitzem aquest capitol emprant el principi de definicié per recursié
per a definir les operacions habituals de suma i producte de naturals.

Definim 'operacié suma emprant el principi de definicié per recursio
finita. Aleshores, considerem L’algebra de Dedekind-Peano (N, sc, 0), fixem
un n € N i considerem sc ’endoaplicacié de I'enunciat. Aleshores existeix
una tunica aplicacié h: N — N tal que el segiient diagrama commuta.
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e
{0} =1 h Jh
kn
Ac— A4

Es a dir, existeix una aplicacié h tal que h(0) = n i h(sc(n)) = sc(h(n)).
Observem que com h(0) = n, aleshores
h(1) = h(sc(0)) = sc(h(0)) = sc(n) =n + 1,
aleshores h(1) =n + 1. Observem que obtenim per a 2,
h(2) = h(sc(l)) =sc(h(l))=n+1+1=n+2.
Aleshores, observem que ’aplicacié h suma n, és a dir h = +,,
+n:N— N
m——m—+n.

Definim a continuacié 'operacié producte emprant el principi de defini-
ci6 per recursié finita. Aleshores, considerem L’algebra de Dedekind-Peano
(N, sc,0), fixem un n € N i considerem 4+, l'’endoaplicacié de l’enunciat.
Aleshores existeix una tnica aplicacié h: N — N tal que el segiient diagra-

ma commuta.
N
b
{0} =1 hJ
0
A

Sc

|

PN J

+n

|

Es a dir, existeix una aplicaci6 h tal que h(0) = 01 h(sc(n)) = +n(h(n)).
Aleshores, com h(0) = 0, calculem h(1),
h(1) = h(sc(0)) = +n(R(0)) = +n(0) = n
Calculem ara h(2),
h(2) = h(sc(1)) = +n(h(1)) = 4+n(n) =n+n=2n
Si prosseguim calculant les imatges de h ens adonem que 'aplicacié h és
el producte de n per un numero natural, és a dir
n:N—N

mr—m-n.






CAPITOL 7

Conclusions

En aquest treball hem enunciat els axiomes de Zermelo-Fraenkel-Skolem
de la teoria de conjunts i hem estudiat la formacié dels conjunts amb la
formalitat que requereix aquesta teoria. A més, en virtut d’aquests axiomes
hem demostrat I'existéncia i unicitat dels diferents conjunts i operacions
basiques. A partir d’aquesta axiomatica hem introduit els conceptes de fun-
cid i aplicacié i hem trobat una classificacié per a aquestes nocions d’acord a
les definicions d’injectivitat, seccid, monomorfisme, sobrejectivitat, retraccié
i epimorfisme. Durant aquest treball hem estudiat diverses descomposicions
de les aplicacions com la factoritzacié a través de la imatge i la coimatge.

Posteriorment, hem enunciat I'axioma d’eleccid, obtenint I’equivalencia
d’aquest amb el fet que tot epimorfisme és una retraccid, i també la seua
equivalencia amb el lema de Zorn-Kuratowski. Per 1iltim, hem introduit els
numeros naturals i les operacions usuals de la suma i el producte en virtut
del principi de definicié per recursid, com un apropament a l'aritmetica des
de la teoria de conjunts.

També voldria ressaltar la sorpresa que m’ha suposat, durant la realit-
zacié del treball, comprovar la quantitat de conceptes i resultats que podem
obtindre a partir de la teoria axiomatica de conjunts i la seua ubiqiiitat en
totes les arees de les matematiques.

Per 1ltim, com ja hem comentat a I'inici d’aquest treball, les construcci-
ons conjuntistes no es limiten a les presentades en aquest treball. Si alguna
construccié no hi apareix és perque no hem volgut allargar-lo en excés. No
obstant, hem intentat presentar el que, per a nosaltres, sén els resultats més
importants d’aquesta teoria.
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