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Capitulo 1

Introduccién

La légica es la disposicion que tenemos los seres humanos para pen-
sar de forma coherente, por ejemplo, si no supiésemos nadar, utilizando
la 16gica, no nos meteriamos en el agua si nos cubre. O si vamos a cru-
zar la calle, por logica sabemos que antes de hacerlo, debemos mirar si
va a pasar algin coche.

La logica proposicional se entiende como la ciencia que estudia los
procedimientos para poder distinguir si un razonamiento es correcto
o si es incorrecto. Esta recibe este nombre porque, entre otras cosas,
vamos a hablar de las proposiciones, también llamadas enunciados, lo
que se define como una oraciéon que puede ser verdadera o falsa, y
por tanto si la formulamos en forma de pregunta podemos responder
con un si o un no. En el lenguaje de la légica proposicional utilizamos
letras mayusculas para denotar estas proposiciones. Las mas comunes
son P, ) y R, y unos conectores légicos para establecer las conexiones
entre las proposiciones.

A lo largo de este trabajo vamos a ver diferentes secciones en las que
vamos a hablar sobre las proposiciones y su forma de ser conectadas,
vamos a ver dos tipos de operadores de consecuencia, el operador de
la consecuencia semantica y el de la consecuencia sintactica, explicare-
mos como funcionan viendo diferentes propiedades que estos tienen y
como se utilizan. Daremos fin al trabajo viendo los teoremas de correc-
cion y completitud que establecen que los operadores de consecuencia
semantica y consecuencia sintactica son equivalentes.

Cabe destacar que en este trabajo hemos utilizado para la parte
sintactica el verificador de demostraciones matematicas LEAN. Este es
un lenguaje de programacion funcional que se encarga de verificar que
las derivaciones sintacticas que se utilizan en las demostraciones légicas
son correctas. Estas demostraciones estan disponibles para consulta en
el siguiente repositorio virtual.

Pasamos a detallar el contenido de cada seccion.

En la segunda seccién se define el lenguaje de la légica proposicional,
como las proposiciones y los conectores, para poder empezar a entender
los conceptos basicos. En la tercera seccién se definen las operaciones
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y las tablas de verdad. Se definen también algunos conceptos como la
consecuencia semantica y la equivalencia logica junto con algunas pro-
posiciones que permiten avanzar en la comprension de las definiciones
dadas. La cuarta seccion trata sobre la sustitucion, definida de forma
recursiva, y sobre la sustitucién simultanea de las variables proposicio-
nales en las férmulas. También se enuncia un resultado donde se unen
los conceptos de sustitucion y la consecuencia seméantica, mencionada
y definida en el capitulo anterior. En la seccién quinta se trata la re-
presentabilidad de los conectores sobre conjuntos de otros conectores
y trabajamos el concepto de completitud funcional. También aparecen
dos tipos de aplicacion, la transformaciones de férmulas, la férmula
estrella y la formula dual de una proposicion dada y describimos sus
relaciones con el operador de consecuencia semantica. En la sexta sec-
cién se definen las leyes algebraicas, la forma normal conjuntiva (FNC)
y la disjuntiva (FND), y se da un resultado que relaciona la equivalen-
cia légica con la FNC y la FND. En la séptima seccion se introduce el
operador de consecuencia sintactica, se explican las reglas formales de
derivacion y se comprueba, mediante el verificador formal LEAN, que
todas las demostraciones hechas utilizando el operador de consecuen-
cia seméantica se pueden recuperar sintacticamente. Para finalizar, en
la ultima seccion, se relacionan los conceptos de consecuencia semanti-
ca y sintactica. Demostramos el teorema de correccion, que establece
que si una féormula se deriva sintacticamente de un conjunto de hipéte-
sis, entonces se tiene la misma consecuencia semantica. Finalmente, el
teorema de completitud, nos demostrara la implicacién contraria, es-
to es, que si una férmula se deriva semanticamente de un conjunto de
hipdtesis, entonces también se puede derivar sintacticamente.

A la hora de tomar la decision de elegir el tema para mi Trabajo
de Final de Grado, el tutor me planted varias opciones, pero el tnico
tema que me llamo la atencion fue el de la logica proposicional, ya que
era el tema con el que mas familiarizada me sentia, y por tanto, el que
mas iba a disfrutar.



Capitulo 2

Estructura del lenguaje e induccion

A continuacién introducimos el lenguaje de la 16gica proposicional.

DEFINICION 2.1 (Alfabeto). FEl alfabeto de la légica proposicional
esta compuesto por los siguientes elementos

1. Las variables proposicionales es un conjunto infinito numerable,
denotado por VAR, de variables que denotardn proposiciones.
Este viene dado por VAR = {P, | n € N}.

2. Los conectores, que serdn las operaciones logicas de nuestro
lenguaje, en este caso

L el absurdo, serd una constante.

= la negacion, serd una operacion unaria.

A la conjuncion, serd una operacion binaria.

V la disjuncién, serd una operacion binaria.

— la implicacion, serd una operacion binaria.

<+ la doble implicacion, serd una operacion binaria.
3. Los simbolos auziliares (, ), de paréntesis y comas.

A continuacion presentamos la definicién del conjunto de las férmu-
las proposicionales, pero primero explicaremos alguna cuestién de no-
tacion.

NoTA 2.2. El simbolo o representard a todos los conectores binarios
citados en la definicion anterior.

DEFINICION 2.3 (Férmulas proposicionales). Se define el conjunto
PROP como el menor conjunto que verifica

s Para todo natural n se tiene que P, € PROP, L € PROP, es
decir, PROP contiene las variables y el absurdo.
» Si 9,9 € PROP, entonces (¢ o 1)) € PROP.
» Si ¢ € PROP, entonces (—¢) € PROP.
Las variables proposicionales y el falso también se denomi-
nan formulas atomicas o atomos, y se escribe

ATM = VAR U {1},
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CONVENCION 2.4. Para evitar escribir paréntesis que mno sean ne-
cesarios, se ha creado un convenio en el que queda recogido el orden de
las operaciones:

= Lo primero que tenemos que tener en cuenta es que se deben
omiatir los paréntesis exteriores.

= n sequndo lugar, la operacion que tiene prioridad es la nega-
cion (—).

» Lo siguiente con mds influencia son la conjuncion (A) y la dis-
guncion (V). Sequidos de estas dos, irdn el condicional (=) y
el bicondicional ().

NoTA 2.5. A partir de ahora utilizaremos el simbolo = para la igual-
dad sintdctica de formulas, es decir, para relacionar aquellas formulas
que son iguales por los criterios introducidos en la convencidn [2.4).

Veamos un ejemplo de formulas sintacticamente iguales y otro que
no se recoge en la convencion anterior.

» (-P) = —P.
L] (PO/\PO)/\PO '7'é Po/\(Po/\Po)

DEFINICION 2.6. El conjunto PROP admite una estructura de dlge-
bra del tipo (PROP, L, = A, V, —, ), denotaremos esta estructura por
PROP.

Vamos a introducir el principio de induccién.

PROPOSICION 2.7 (Principio de induccién). Si tenemos un conjunto
S C PROP que cumple
» Para todo natural n, la variable P, y el absurdo estin en S.
» Si ¢, €S entonces pop € S y—p €S, es decir, S es cerrado
para las operaciones.

Entonces se tiene que S = PROP.

DEMOSTRACION. La demostracién de esta proposicién se sigue di-
rectamente de que S C PROP y del hecho que PROP se ha definido
como el menor conjunto que satisface las propiedades de S, por tanto
PROP C S. O

Vamos a recordar el principio de induccion para los naturales, que
nos servirda de ejemplo para demostrar el principio de induccion para
formulas.

EJEMPLO 2.8. El conjunto de los naturales N es el menor conjunto

que satisface:
» 0eN.

= Sin esta en N, entonces su sucesor también.
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TEOREMA 2.9. Sea P una afirmacion tal que P(0) es cierta y si
P(n) es cierta, entonces P(n + 1) también. Entonces P(n) es cierta
para todo n € N.

DEMOSTRACION. Consideramos X = {n € N : P(n)es cierta}. Es
obvio que X es un subconjunto de los naturales, es decir, X C N.

Sabemos por el enunciado que P es una afirmacién tal que P(0)
es cierta y que, si P(n) es cierta, entonces P(n + 1) también. Como
hemos dicho en el ejemplo [2.8, el conjunto de los naturales es el menor
conjunto que verifica esto, y por tanto N C X.

Entonces podemos afirmar que N = X. U

Veamos ahora como el principio de induccién para férmulas es equi-
valente al principio de induccién para los naturales.

TEOREMA 2.10. Sea A una propiedad que verifica lo siguiente:

» Para todo natural n, A(P,) y A(L), es decir, todas las variables
proposicionales y el absurdo satisfacen la propiedad A.

w Si A(9) y A(W), entonces A(p o)), es decir, si ¢, satisfacen
la propiedad A, entonces ¢ o) también.

» Si A(9), entonces se cumple que A(—¢), es decir, si ¢ satisface
la propiedad A, entonces —¢ también.

Entonces se verifica A(¢) para toda férmula ¢ € PROP.
DEMOSTRACION. Consideramos el conjunto
X = {¢ € PROP : A(¢)}

y por tanto, X es un subconjunto de PROP, es decir, X C PROP.
Ahora se tiene que para todo natural se cumple que las variables
de proposicion y el absurdo estan en X. También se cumple que si
¢, € X entonces (pot) € X y (=¢) € X. Recordamos que PROP es
el menor conjunto que verifica esto, por tanto PROP C X, y entonces
X = PROP. O

EJEMPLO 2.11. Siguiendo el principio de induccion, queremos de-
mostrar que: Para cada formula ¢ € PROP, se tiene que hay un nimero
par de paréntesis en ¢.

DEMOSTRACION. Vamos a hacer la demostracién por induccién so-
bre la féormula ¢.
Caso base.

= (L): En el absurdo hay 0 paréntesis. Asi que la afirmacién para
el caso de L es correcta.



8 2. ESTRUCTURA DEL LENGUAJE E INDUCCION

» (P,): Para cada variable proposicional P, (n € N) pasa lo mis-
mo que antes. Por tanto, la afirmacién es correcta para todas
las variables.

Asi concluye el caso base.

Hipdtesis inductiva.

Supongamos que la afirmacién es cierta para ¢, € PROP. Enton-
ces, en ¢ tendriamos un nimero de paréntesis 2n y para v, 2m, para
algunos naturales n,m € N.

» (po): La férmula (¢ 0 9)) tiene entonces 2n +2m+2 = 2(n +
m + 1) paréntesis. Por tanto, el nimero de paréntesis es par y
la afirmacion es correcta para (¢ o 1)).

» (—¢) : La férmula (—¢) tiene entonces 2n+2 = 2(n+1) parénte-
sis. Por tanto, el nimero de paréntesis también es par y la afir-
macién es correcta para (—¢).

Acabamos de ver que esta afirmacién se verifica para todas las
formulas ¢ € PROP. O

A continuacion introducimos el concepto de secuencia de formacién.

DEFINICION 2.12. (Secuencia de formacidn) Una secuencia de for-
macion para una formula ¢ es una secuencia de formulas ¢g, ¢1, .., On
que cumple que ¢, = ¢, de modo que, para cada 0 <1 < n, se cumple
uno de los siguientes casos:

= @; es atomica, es decir, el absurdo o una variable proposicional.

v ¢; = (¢ © ¢y) para algunas formulas ¢, ¢y en la secuencia en
indices 0 < k,1 <1 anteriores a 1.

s O = @ para alguna formula ¢ en la secuencia en un indice
0 <k <1 anterior a 1.

NoTA 2.13. En una secuencia de formacion, podemos anadir formu-
las atomicas arbitrarias y sequird siendo una secuencia de formacion.

Cada subsecuencia inicial de una secuencia de formacion también
es una secuencia de formacion.

St unimos dos secuencias de formacion una detrds de la otra, el
resultado también es una secuencia de formacion.

A continuacién vemos que toda féormula admite una secuencia de
formacion.

TEOREMA 2.14. Si ¢ € PROP entonces ¢ admite secuencia de
formacion.

DEMOSTRACION. Vamos a hacerlo por induccién sobre la estruc-
tura de ¢. Empezaremos por el caso base.
Caso base.
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= (L): En este caso
1

es una secuencia de formacion para L.
» (P,): donde P, es una variable proposicional. En este caso
b,
es una secuencia de formacién para P,.

Esto termina el caso base.

Hipédtesis inductiva.

Suponemos el enunciado cierto para formulas ¢ y 1, esto es, ¢ y ¢
admiten una secuencia de formacion, del tipo

¢07"'7¢n£¢7 wOW"’wmiw'

Pasamos a demostrar el teorema para los siguientes casos
» (¢ 01): donde o és un simbolo 16gico binario en {A,V, —, <> }.
En este caso,

G0y 5 Pns Yoy Yy PO

es una secuencia de formacién para ¢ o 1.
= (—¢): En este caso,

¢07'” agbna_'qb
es una secuencia de formaciéon para —¢.
Esto concluye la demostracién del Teorema [2.14] O

A continuacion presentamos uno de los resultados mas importantes
del conjunto de proposiciones, su propiedad universal. Este resultado
afirma que en si tenemos una aplicacion de las variables proposicionales
en un conjunto donde hay operaciones definidas para cada uno de los
conectores de la légica proposicional, entonces esta aplicacion se pue-
de extender a un homomorfismo del conjunto de proposiciones a este
conjunto en cuestion.

TEOREMA 2.15 (Propiedad Universal). Sea M un conjunto no vacio
donde hay definidas operaciones del tipo:
L: M° — M, - M-—M, AN MxM-—M,
V.-MxM-—M, —:MxM-—M, <+<:MxM— M.
Escribimos esto como M = (M, L, = A\, V, —, ).

Sea f: VAR — M una aplicacion, entonces existe un unico homo-
morfismo

f#*: PROP - M
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que coincide con f sobre el conjunto de variables, esto es, una aplica-
cion
f#*:PROP — M
tal que
L) =1, F#(Po) = f(Pa),
f# (=) = = f*(9), fF(pop) = [H(p) o f7(¥).
DEMOSTRACION. Definimos f# por recursién sobre la estructura

de ¢ € PROP.

» Si ¢ = P, entonces f#(P,) = f(P,).
» Si ¢ = 1 entonces f#(1)= L.

Supongamos que la aplicacién f# estd definida en las proposiciones ¢
y 1, es decir, conocemos f#(¢) y f#(¢). Entonces definimos

= [F(po) = [#(d) o fF(¢).

w fH(=0) = 2 f7(9).
Asf tenemos definida f# : PROP — M. Se comprueba facilmente que
cumple todas las condiciones.

Ahora tenemos que mirar la unicidad y lo haremos suponiendo que
existe g : PROP — M una aplicacion que satisface

g(L) = f(L), 9(Pe) = (P,
g(dorh) = g(8) o g(¥), 9(=¢) = =9(¢)
Y teniendo esto, vamos a demostrar que ¢ = f# por induccién sobre

la formula ¢.
Caso base.

= (L): Se verifica que g(L) = L = f#(L).
= (P,): Se verifica que g(P,) = f(P,) = f#(P,).

Hipdtesis inductiva.
Suponemos que el enunciado es cierto para ¢ y v, es decir, g(¢) =
f#(¢) v g(v) = f#(¢), y vamos a demostrarlo para los casos siguientes

» (¢ oh): Se verifica que

g(p o) = g(e) o (¥) = f¥(¢) o [¥ (1) = fF(poy).
» (—¢): Se verifica que
9(=0) = —g(9) = ~f* () = [*(=9).
Asi, el enunciado es cierto para toda ¢ en PROP, es decir, g = f#. O

Veamos un ejemplo de aplicacién de la propiedad universal.
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EJEMPLO 2.16. Sea 2 = {0,1}, donde definimos L = 0, y las si-
guientes operaciones:

770 N0 1 VIi0|1 — 0|1 — |01
017 010]0 0101 01|1]1 011|0
110]1 111]1 110]1 110]1

Entonces, para cada v: VAR — M existe un unico homomorfis-
mo v": PROP — 2 que extiende a v. Esta aplicacion se llamard
evaluacion de formulas en funcion de la valoracion v.

Veamos un ejemplo concreto. Si fijamos una valoracion de las va-
riables proposicionales, por ejemplo,

v: VAR — 2
P +—— 0
Q +— 1
R +— 1

Entonces la evaluacion de la formula PV (Q — R en funcion de la
valoracion v viene dada por
v#(PVQ — R) =v#(PVQ) = v¥(R)
= (v*(P)Vv*(Q)) = v*(R)
= (v(P) Vu(Q)) = v(R)
=0vl) —1
=1—->1
=1.

A continuacién presentamos la definicién recursiva del arbol de es-
tructura de una férmula.

DEFINICION 2.17 (Arbol de estructura). Para ¢ € PROP, se define
su drbol de estructura T(¢) de forma recursiva como sigue
Caso base.

(¢ € ATM): Si ¢ es una formula atdmica, definimos su drbol de estructura
como el drbol que solo contiene un vértice etiquetado por ¢.

T(¢)= @9

Recursion. Suponemos definido el drbol de estructura para ¢ y 1,
esto es, conocemos T(¢p) y T(v).

(@) : Si tenemos una formula del tipo —¢, para una formula ¢ para
la que ya hemos definido su drbol de estructura, entonces defi-
nimos el drbol de estructura para —¢ como el drbol que tiene un
vértice superior etiquetado con —¢ que enlaza con el respectivo
arbol para ¢, esto es,
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¢

T(¢)

(p o) : Si tenemos una formula del tipo ¢ o v, con formulas ¢ y
para las que ya hemos definido su arbol de estructura, entonces
definimos el drbol de estructura para ¢ o como el drbol que
tiene un vértice superior etiquetado con o) que enlaza con los
respectivos darboles para ¢ y 1, esto es,

o
T(poy) = /\
T(¢) T(x)

EJEMPLO 2.18. Se considera la formula ¢ = (P AN Q) — R en
PROP, entonces su drbol de estructura viene dado por

(PANQ)— R

-]

T(p)= PAQ e R

P Q
A continuacion definimos la altura de una férmula.

DEFINICION 2.19 (Altura). Consideramos el dlgebra dada por la

tupla N = (N, A, V, —, <>, L), donde las operaciones vienen definidas
como sigue.

Las operaciones N\, V, — y <> se interpretan de la misma forma,
siendo esta la siguiente

o: NxN — N
(n,m) —— max(n,m)+1
La operacion de negacion viene dada por
-: N — N
n — n+1l
Finalmente, la constante L se identifica con el 0, esto es

1l: N —+ N
* — 0

Consideramos la asignacion que a cada variable proposicional le
asigna la constante 0, esto es

a: VAR — N
P, — 0
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Entonces, por propiedad universal, sabemos que existe una unica
aplicacion de PROP en N, que extiende a la aplicacion anterior, esta
aplicacion se llamard aplicacion altura, denotada por alt

alt: PROP — N

EJEMPLO 2.20. Veamos como funciona la aplicacion altura sobre
un ejemplo concreto. Para la proposicion

po=PANQ — R,
se tiene que su altura viene dada por
alt(¢) = alt(PAQ — R)
=alt(P A Q) — alt(R)
= (alt(P) A alt(Q)) — alt(R)
— (a(P) A a(Q)) = a(R)
=(0A0)—=0
=1—=0
=2.

Definimos a continuacién la nociéon de subférmula.

DEFINICION 2.21 (Subférmulas). Consideramos el conjunto dado
por el producto cartesiano de PROP con el conjunto de sus partes,

M = PROP x P (PROP) = {(v, X) | v+ € PROP, X C PROP}
Sobre este conjunto definimos la siguiente estructura algebraica
M= (M,A\,V,—, <>, 1)

Donde, las operaciones N\, V, — y <> se interpretan de la misma
forma, siendo esta la siguiente
o: M x M — M

(¥, X),(9,Y)) +— (Yoo, {vogtUXUY)

Esto es, dados los pares (¥, X) y (¢,Y), devuelve el par formado por
la correspondiente formula 1 o ¢, siendo o respectivamente N\, V, — y
< en cada caso, y como conjunto, {tpod} UX UY.

La operacion — sigue el mismo esquema, esto es,

- M — M
(¢, X) — (¢, {2} UX)
Finalmente la constante L, viene dada por
1 MY — M
* — (L {L1})
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Para la asignacion que a cada variable proposicional le asigna el par
formado por la variable y el conjunto formado por esta unica variable,
esto es,

f: VAR — M
P, +— (P, {P.})
Se tiene, por Propiedad Universal, la existencia de un unico homo-

morfismo que extiende a f, este homomorfismo se llamard el homo-
morfismo de subformulas y se denotard por Sub, esto es,

Sub: PROP — M

EJEMPLO 2.22. Veamos un ejemplo de aplicacion del homomorfis-
mo subformula sobre la formula PN\ Q — R

Sub(P A Q — R) = Sub(P A Q) — Sub(R)
= (Sub(P) A Sub(Q)) — Sub(R)
f(P)A f(Q)) = [(R)
(P {P}) AM(Q.{Q}) = (R, {R})
PAQ{P.Q,PAQ}) — (R.{R})
PANQ — R,{P,Q,R,PANQ,PNQ — R}).

o~ o~ o~ o~

Una férmula ¢ se llama subférmula de ¢ si ¢ aparece en el conjunto
de subférmulas de ¢, y en este caso, escribimos ¢ < ¢.

PROPOSICION 2.23. Si ¢ y ¢ son férmulas en PROP y ¢ < ¢,
entonces Sub(y) C Sub(¢).

DEMOSTRACION. Lo haremos por induccién sobre la altura de las
formulas.

Caso base.

Férmula de altura 0. La tnica posibilidad de que ¢ < ¢ con alt(¢)) =
alt(¢) = 0 es que ¢ = 1. Este caso se cumple directamente.

Hipédtesis inductiva.

Suponemos que se cumple para férmulas de altura n y lo demostra-
remos para férmulas de altura n + 1.

Es decir, tenemos que ¢ < ¢ con alt(¢) =n + 1.

Las tnicas posibilidades para ¢ son

(¢ = ) : En este caso tenemos que
Sub(¢) = Sub(=¢) = {—¢} U Sub(e).
(¢ =1 omn): En este caso tenemos que

Sub(¢) = Sub(¢ 0 ) = {4 A n} U Sub(¢) U Sub(n).
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En cualquier caso se tiene que, para que ¢ < ¢, o bien ¢ = ¢ o
bien ¢ < 9 (en el caso de la negacién) o bien ¢ < ¥ 0 ¢ < 7 (en
el caso de un conector binario). Si ¢ = ¢, entonces el resultado se
obtiene directamente. En los otros dos casos, el resultado se obtiene
por induccién. O

Como acabamos de ver, el resultado anterior lo hemos demostrado
por induccion sobre la altura de la férmula. Esto es consecuencia del
principio de recursién, como veremos a continuacion.

TEOREMA 2.24. Sea A una proposicion sobre formulas proposicio-
nales que satisface que
» A es cierta para toda formula ¢ con alt(¢) = 0.
» Si A es cierta para toda formula ¢ y b con alt(¢),alt(v) < n,
entonces A es cierta para toda formula ¢ con alt(yp) = n.
Entonces A es cierta para toda formula.

DEMOSTRACION. Consideramos el conjunto
X = {e€ PROP: A(yp)}.

Se comprueba facilmente que las formulas atémicas estan en X por-
que son férmulas de altura 0. También si ¢ y 1) estan en X, entonces —¢
y ¢ o1 estan en X porque la altura de estas iltimas férmulas es, como
mucho, 1+ alt(¢), en el caso de la negacién, o 1 + méx(alt(¢), alt())),
en el caso del conector binario.

El resultado se sigue del Teorema [2.10 U






Capitulo 3

Semantica

En esta seccién se introduce la seméntica del lenguaje formal de
la 16gica proposicional, se introducen conceptos como el de tautologia
y consecuencia semantica. En primer lugar recuperamos la nocién de
evaluacion de una féormula que hemos presentado en el Ejemplo [2.16
para estudiarla con mas detalle.

DEFINICION 3.1 (Tabla de verdad). El conjunto 2 = {0,1} tiene
estructura de dlgebra para las operaciones L, — A, V,—, <> definidas
COmo Sigue

Lo f1=0;

- fﬁ<:L‘) =1- €y

A fale,y) = min{z, y} = ay;

Ve fu(z,y) = méx{z,y} =z +y — xy;

—: fo(z,y) =1—x+zy;

& folzy)=1—lz—y.

Estas operaciones se pueden representar en esta tabla.

QLY | 2P| Ny | OVY | @ | ot
00| 1 0 0 1 1
01| 1 0 1 1 0
110] 0 0 1 0 0
1110 1 1 1 1
Una asignacion es un aplicacion del tipo
v:VAR — 2

Si v(P,) = 0 entonces diremos que P, es falsa para v. Si v(P,) = 1
entonces diremos que P, es verdadera para v.
Por Propiedad Universal, sabemos que existe la aplicacion:

v# : PROP — 2.
Esta aplicacion se llamard aplicacion evaluacion de acuerdo a v.

EJeEmMPLO 3.2. Vamos a ver un caso concreto. Sean P,Q) y R nues-
tras variables proposicionales, consideramos la asignacion

17
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v: VAR — 2
P +— 0
Q — 0
R +— 1

Entonces, por Propiedad Universal sabemos que existe
v#* : PROP — 2
St tuviésemos la formula
¢=((PANQ)VR)—=R,
entonces se tiene que
v (9) = (v (P) A o™(Q)) V¥ (R)) — v (P)
(0OA0)V1—0)
(Ov1l) =0
=1—=0
=0.

Vamos a ver todas las posibles asignaciones que se le pueden dar a
estas variables proposicionales, esto queda representado en la siguiente
tabla de la verdad para la formula ¢ = (PN Q)V R — R. En este
caso usaremos una tabla de verdad, encabezada por una secuencia de

formacion para la formula ¢ = (P ANQ)V R — R, para llevar control
de todas las posibles evaluaciones.

PIQIRIPNQ|(PNQ)VR|(PANQ)VR—R
01010 0 0 1
0 0] 1 0 1 1
0| 110 0 0 1
0| 1]1 0 1 1
11010 0 0 1
1101 0 1 1
111]0 1 1 0
1111 1 1 1

El siguiente resultado nos dice que si dos evaluaciones coinciden so-
bre las variables proposicionales, entonces coinciden sobre toda féormu-
la.

LEMA 3.3 (De coincidencia). Sean v y w dos asignaciones que
cumplen que para toda variable proposicional P, en VAR se tiene que
v(P,) = w(P,), entonces se cumple que, para toda formula ¢ € PROP,
se tiene que

v () = w*(9).
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DEMOSTRACION. Se sigue de la unicidad de la extensién de v y a
w, respectivamente, demostrada en el Teorema [2.15] O

Una utilidad directa del resultado anterior es que no es necesario que
las evaluaciones coincidan en todas las variables proposicionales, si no,
que coincidan en las variables proposicionales que utiliza una férmula
dada para garantizar que la evaluacion de la formula es idéntica.

EJEMPLO 3.4. Consideramos las asignaciones siguientes

v: VAR — {0,1} w: VAR — {0,1}
P 0 P — 0
Q 0 Q 0
R+ 1 R 1
S 0 S 0
T +— 0 T 1
w(T'). No obstante, si consideramos la formula

Notamos que v(T) #
S.

»=((PANQ)V R)— S. Entonces

v (¢) = 0 = w”(¢).
Esto se debe, en ultima instancia, a que el valor de verdad de la
variable proposicional T' no afecta al valor de verdad de la formula ¢.

A continuacién introducimos algunas nociones.

DEFINICION 3.5. Sea ¢ una férmula en PROP, diremos que ¢ es

= una tautologia si, para toda asignacion v : VAR — 2, se tiene
que v7 (p) = 1.

= una contradiccion si, para toda asignacion v : VAR — 2, se
tiene que v*(p) = 0.

= una contingencia si exvisten dos asignaciones v : VAR — 2 y
w : VAR — 2 tales que v#(¢) = 0 y w#(¢p) = 1.

s una formula satisfacible si existe una asignacion v : VAR — 2
que cumple v¥(¢) = 1.

EJEMPLO 3.6. Vamos a ver diferentes ejemplos de los conceptos
que acabamos de introducir.

PV =P es tautologia.

P|—=P|PV-P
0| 1 1
11 0 1

P N\ =P es contradiccion.
P|-P|PA-P
0| 1 0
11 0 0
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P — (@) es contingente y satisfacible.
P

P—qQ

~ | =D

N
1
1
0
1

NN QD

A continuacién introducimos uno de los conceptos fundamentales
de este trabajo, la nociéon de consecuencia semantica.

DEFINICION 3.7 (Consecuencia semantica). Dada ¢ € PROP yI' C
PROP, un conjunto de formulas que llamaremos conjunto de hipotesis.
Diremos que ¢ es consecuencia semantica de I, y lo denotaremos por
[ E ¢, si para toda valoracion v : VAR — 2 tal que v hace verdaderas
todas las férmulas de T, es decir v¥(¢) = 1 para toda férmula 1) en T,
entonces se tiene que v¥ (@) es verdadera, es decir v (¢) = 1.

Notamos que ¢ es una tautologia si, y solo si, ¢ es consecuencia
semdntica del vacio, esto lo denotaremos por E ¢.

Escribiremos I' F ¢, si ¢ no es consecuencia semantica de I

Utilizaremos ¢1, ¢a, ..., o, E ¢ en lugar de {¢1, ¢a, ..., oo} F ¢. Tam-
bién utilizaremos I'; A E ¢ en lugar de ' U A E ¢.

Notemos que, generalmente, I' # ¢ no significard I' F —¢.

EJEMPLO 3.8. Vamos a ver ejemplos de consecuencia semdntica.
s P.QQFE PAQ. Esto lo demostramos mediante la tabla de verdad.

PlQIPANQ
010 0
0] 1 0
110 0
1)1 1

En esta tabla de verdad hemos listado todas las posibles va-
loraciones para P y Q. Notamos que para todas las valoraciones
que hacen ciertas las hipdtesis P y (), se tiene que la tesis PAQ)
también es cierta. Esto solo se da cuando P y @) son ciertas a
la vez. Por tanto esta formula es consecuencia semdntica de P
yQ, estoes PQE PAQ.

= PP—QFQ
PlQ|P—Q
0|0 0
0| 1 1
110 0
1|1 1
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Siempre que las hipotesis P y P — Q) son ciertas, tenemos
que la tesis () también es cierta, y por tanto es consecuencia

semdntica.
s PVQEP
PlQ|PVQ
0|0 0
0| 1 1
110 1
1|1 1

En la sequnda fila, podemos ver que PV Q) es cierta, pero P
no lo es, entonces no es consecuencia semdntica.

s E—P & P
P|-P|—-—=P|—-—=P&P
0| 1 0 1
11 0 1 1

Siempre se cumple ~—P < P, y se deduce semdnticamente del
vacio, es decir, no importa cuales sean las hipotesis.

A continuacién introducimos la nocién de ser légicamente equiva-
lente.

DEFINICION 3.9 (Ldgicamente equivalente). Si ¢, € PROP, di-
remos que ¢ y 1 son logicamente equivalentes si v F ¢ y ¢ E ¢ y lo
escribimos ¢aF 1.

PROPOSICION 3.10. Para todas las férmulas ¢, € PROP son equi-
valentes:

= O y Y son logicamente equivalentes.
s Para toda valoracion v : VAR — 2 se verifica que

v (9) = v* ().
n E ).
DEMOSTRACION. Suponemos que ¢ y v son légicamente equivalen-
tes, y tenemos que demostrar que para toda valoracién v : VAR — 2

se verifica que v (¢) = v (1)).
Si ¢ y 9 son légicamente equivalentes entonces ¢ F ¢ y ¢ F ¢. Sea

v: VAR — 2
una valoracion.
Entonces existen dos opciones, o bien v#(¢) = 0, o v¥#(¢) = 1.

= Notamos que si v#(¢) = 0, entonces v* (1)) = 0 también, ya que
en caso contrario no se cumpliria que ¥ F ¢.
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» Por otra parte, si v#(¢) = 1, entonces v# () = 1 por la misma
razon que el caso anterior.

Suponemos que para toda valoracién v : VAR — 2 se verifica que
v#(¢) = v¥ (1)) y tenemos que ver que F ¢ < 1).

Si v es una valoracién, tenemos que v#(¢) = v#(1)). Por la tabla de
verdad, sabemos que <> solo es verdadera cuando v#(¢) = v¥#(¢)) = 0
o cuando v#(¢) = v¥ (1)) = 1. Por tanto & ¢ <> .

Suponemos que F ¢ <> 1 y tenemos que llegar a que ¢ y ¢ son
légicamente equivalentes.

Sea v una valoracién tal que v#(¢) = 1, como F ¢ <+ 1) tenemos
que v¥ (¢ <> 1) = 1. Asf obtenemos que v# (1)) = 1.

Por otro lado, si v#(¢) = 0, como F ¢ <+ 1) tenemos que v¥ (¢
1) = 0. Por tanto v#(¢)) = 0. O

A continuacién comprobamos que el concepto de ser légicamente
equivalente es una relacién de equivalencia en PROP.

LEMA 3.11 (Equivalencia légica). La equivalencia l6gica es una re-
lacion de equivalencia en PROP. Esto se cumple para todas las formu-
las ¢,1, 0 € PROP.

v (Reflezividad) ¢p=F ¢.
» (Simetria) Si ¢3FE ¢ entonces YAE .
» (Transitividad) Si ¢3F 1 y »=E o, entonces ¢pAF o.

DEMOSTRACION. La demostracién de los dos primeros es trivial.

Vamos a ver la tercera. Como ¢=F 1, eso significa que ¢ F ¢, es
decir, siempre que se cumpla ¢ lo hard v y que ¥ F ¢, y por tanto cada
vez que v sea verdadera, también lo sera ¢.

Lo mismo pasa con ¥3F o, ¢ F oy 0 F ¢ y por tanto, siempre que
una sea verdadera, la otra también lo sera.

Por tanto,cuando ¢ se cumpla, lo hara v, y por tanto ¢. Cuando o
sea verdadera, lo serd v y entonces también ¢. Asi,p3 F o . O

Vamos a ver algunas propiedades del operador de consecuencia
semantica.

LEMA 3.12. Sean ¢, € PROP. Entonces se cumple que:
» 51 ¢ F 1, entonces p AN E ¢.
» Si ¢ F 1, entonces ¢V Y =E ).
s SiFE ¢, entonces ¢ N EE Y.
s SiFE ¢, entonces ¢ V Y FFE 1.

DEMOSTRACION. Suponemos que ¢ E 1) tenemos que demostrar
que pAYE Gy que pF AP
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Sea v : VAR — 2 una valoracién. Suponemos que v# (¢ A ) = 1,
y esto pasa cuando v#(¢) = v¥(¢)) = 1, en particular, v¥#(¢) = 1.

Por tanto ¢ A ¢ F ¢.

Por otro lado, sea v una valoracién v : VAR — 2 tal que v#(¢) =
1. Como ¢ F ¢ y v#(¢) = 1, tenemos que v¥(¢)) = 1. Por tanto
v (¢ A1) =1, y por tanto ¢ E ¢ A .

Suponemos que ¢ F 1, tenemos que demostrar que ¢ V¢ F ¢ y que
Y E V.

Sea v : VAR — 2 una valoracién tal que v# (¢ V ¢) = 1, y esto es
posible siempre y cuando alguna de ellas, o las dos, sean verdaderas.
Como sabemos que ¢ F v, implica que v#(¢) = v# (1)) = 1. Por tanto
tenemos que ¢ V ¢ F 1.

Por otro lado tenemos v : VAR —— 2 una valoracion tal que
v#(¢) = 1,y como ¢ E 1, entonces v¥ (1)) = 1, y por tanto v# (¢ V1)) =
1.

Suponemos F ¢ y tenemos que ver que ¢ A F 1)y que ¥ F ¢ A .

Sea v : VAR — 2 una valoracién tal que v# (¢ A¢) = 1, y esto
solo puede pasar cuando v#(¢) = v#(¢)) = 1, por tanto, se cumple que
OdNYE Y.

Por otro lado, sea v : VAR — 2 una valoracién tal que v# (1)) = 1,
y como sabemos por el enunciado, v#(¢) = 1, y por tanto v* (¢ A1) = 1
— P EONY.

Suponemos que F ¢ y tenemos que ver que —¢ V ¢ E 1 y que
Y E ¢ V.

Suponemos v : VAR — 2 una valoracién tal que v¥#(=¢ V1)) = 1.
Como v#(¢) = 1, implica que v¥(=¢) = 0, y para que v¥ (= V) = 1,
alguna tiene que ser verdadera — v# (1)) = 1,por tanto —¢ V ¢ F 1.

Por dltimo, suponemos v : VAR — 2 una valoracién tal que
v# (1)) = 1, es inmediato que v#(—=¢ V1)) = 1, entonces ¢ E =pVp. 0O

El siguiente lema, llamado de importacién-exportacion, nos permite
ver la relacién entre las hipotesis y la demostracién de implicaciones.

LEMA 3.13 (Importacién-exportacién). Sean ¢1, ¢a, .., op, ¥ formu-
las en PROP. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

R b O
n E (1A A (b1 A ) — 2.

DEMOSTRACION. Suponemos que v : VAR — 2 es una valora-
ciéon que hace que cuando ¢y, ..., ¢, es verdadera, también lo sea 1.
Queremos ver que F (¢ A (... A (-1 A dn))) = 9.

Sea v : VAR — 2. Asi v# (01 A . Ay) = 00 0F (d1 Ao Agy) = 1.

Si v# (g1 A ... A ¢p) = 0, entonces v ((¢p1 A ... A @) — ) = 1.
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Por otro lado, si v#(¢1 A ... A ¢,) = 1 es porque v¥(¢y) = 1 para
1 < k < n. Por hipétesis, sabemos que cuando ¢4, ..., ¢, es verdadera,
hace que también lo sea ¢, por tanto v¥#((¢y A ... A @) — ) = 1.

Por otro lado, si suponemos que existe v : VAR — 2 una valoracién
tal que hace que F (¢1 A (... A (¢n—1 A @n))) — ¥, queremos probar que
¢1; ] ¢n = ¢

Si se cumple que (@1 A(...A(¢n_1AP,))) — ¥ existen 3 posibilidades:

» 07 (P1 A (. A1 A @) = 0y por tanto v# (1)) = 0.
n 07 (A (oo A1 A @n))) = 0y por tanto v¥#(¢h) = 1.
w 07 (o1 A (oo A1 A dy))) = 1y por tanto v# (1) = 1.

Por tanto, se cumple que ¢y, ..., ¢, F 1. O



Capitulo 4

Sustitucion

En este capitulo vamos a introducir la operacion de sustitucion de
variables en proposiciones. Definiremos la sustitucién de manera recur-
siva y demostraremos la clausula de sustitucion, esto es, el resultado
que nos garantiza que sustituir férmulas lo6gicamente equivalentes nos
devuelve formulas légicamente equivalentes.

DEFINICION 4.1 (Sustitucién). Sean ¢ y 1 dos férmulas en PROP
y sea P wuna wvariable proposicional en VAR. Definimos la formula
o[/ P), como el resultado de reemplazar todas las apariciones de la
variable P en la formula ¢ por la formula 1.

La sustitucion se define de forma recursiva como sigue.

Caso base.

¢ = 1 Como la constante L no contiene ninguna subformula P, la
sustitucion de P en L por v nos deja L invariante.
L[p/P) = L.

¢ = P, La sustitucion de P en una variable proposicional dependerd de
la variable en la que sustituimos, si esta es P nos devuelve 1,
en otro caso nos deja la variable invariante.

Puly/P] = { v upap

Paso recursivo.

Dadas las formulas ¢1 y ¢o en PROP, suponemos definidas las sus-
tituciones ¢1[¢/ P] y ¢pa[10/ P], entonces consideramos los siguientes ca-
508.

¢ = =y En este caso la sustitucion solo afectard al subtérmino ¢, man-
teniendo la negacion, esto es

O/ Pl == (¢1[/P]).

¢ = ¢1 0Py En este caso la sustitucion solo afectard a los subtérminos ¢, y
P2 manteniendo el conector o, esto es

O/ P) = (¢1[tp/ P]) o (d2[v)/P]) -
Esto concluye la definicion recursiva de la sustitucion.

25
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EJEMPLO 4.2. Consideramos algunos ejemplos de sustituciones
(P=Q)AP)QVP/Rj=(P—Q)AP)
(P=Q)AP)QVP/Pl=((QVPFP)—=Q)ANQVP).

A continuacion introducimos el operador de sustitucién simultanea.

DEFINICION 4.3 (Sustitucién simultdnea). Sean ¢, 1y, ..., 1, € PROP
y sean Py, ..., P, € VAR. Se define la formula

oW1/ P, hn/ By

como el resultado de la sustitucion simultanea de todas las variables Py,
para 1 <[ < mn, por la correspondiente formula ¢; en la formula 1.
También podemos utilizar la notacion

Ol1, . /P, Byl

NotA 4.4. Distinguimos entre la sustitucion secuencial, esto es, la
sustitucion sobre un término ya sustituido, respecto de la sustitucion
simultdnea, ya que, generalmente, no son la misma operacion. Como
ejemplo, considérese la siguientes sustituciones, primero una Sustitu-
cion secuencial y luego una sustitucion simultdnea.

(PAQIP/QIQ/P] = (P AP)Q/P]=(QNQ).
(PAQ)P/Q,Q/P] = (QAP).

Presentamos el resultado fundamental de este capitulo, la clausula
de sustitucion, que nos permite relacionar la sustitucion y la equiva-
lencia logica.

TEOREMA 4.5 (Cldusula de sustitucién). Sean 11,15, ¢ € PROP y
P € VAR. §i las proposiciones 11 y 1o son logicamente equivalentes,
esto es 1 AF 1o, entonces

oY1/ Pl =E ¢[va/ P).
DEMOSTRACION. Haremos la demostracién por induccién sobre ¢.
Caso base.

¢ = 1 Recordamos que la sustitucion sobre el absurdo no modifica esta
constante, por tanto

L[tpy /Pl = LEE L = L[1ps/P).

¢ = P, En este caso, debemos distinguir si P = P, o P # P,.
En el primer caso, esto es, P = P, se tiene lo siguiente

Pty /P] =)y FE 1)y = Plapy/ P).
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En el segundo caso, esto es, P # P, se tiene lo siguiente
Polgn/P] = By AE By = Buli/ Pl
En cualquiera de los casos se obtiene el resultado.
Hipdtesis inductiva.
Suponemos la afirmacion cierta para ¢; y ¢s. Es decir, las siguientes
formulas son logicamente equivalentes

G111/ P HE ¢1[1ha/ P G2[th1/ P FE @[t/ P].

Esto es, para toda valoracién v: VAR — 2 se tiene que

v (1[11/P]) = v (¢1[v2/ P]); v# (¢2[tr/P]) = v (2[th2/ P]) .

¢ = —¢; En este caso, obtenemos que

oL/ Pl =~ (d1[Yn/P]); G2/ Pl = = (¢2[Y2/ P);

Asi, si v: VAR — 2 es una valoracién se tiene que
v (¢l / P)) = 1—v™ (¢ [y / P]) = 1—v" (¢2[yp2/ P]) = o™ (6[1p2/ P)).
Como las dos férmulas resultantes de la sustitucion siempre

tienen la misma valoracién, sea cual sea esta, entonces tenemos
que son logicamente equivalente, esto es,

¢l1/PIEE @b/ P].
¢ = ¢1 0 ¢ En este caso, obtenemos que
o[/ P = (¢1[Y1/P]) o (¢a[t1/P));
¢[tha/ P) = (¢1[tb2/ P) o (¢2[1h2/ P]) -
Asi, si v: VAR — 2 es una valoracién se tiene que
v ($[yr/P)) = fo (07 (¢1[er/P]) , 0™ (¢2lthr/ P)))
= fo (v (1[t02/ PY) , 0 (d2[tba/ P))
= v (¢[¢2/ P))
Como las dos formulas resultantes de la sustitucién siempre

tienen la misma valoracién, sea cual sea esta, entonces tenemos
que son logicamente equivalente, esto es,

Olihr/ PIHE oY/ P].

Esto concluye la demostracion del resultado.






Capitulo 5

Completitud funcional y dualidad

En esta seccién vamos a definir el concepto de completitud funcional
de conjuntos de conectores, definiendo primero lo que es un conector.
Luego daremos la definicién de dos tipos de aplicacién, la aplicacién x,
y la aplicacién dual °.

DEFINICION 5.1 (Conector). Sea n un natural, se define conector
n-drio, representado genéricamente con la letra sigma (o), a cualquier
operacion logica n-dria, es decir, cualquier proposicion que depende de
n variables proposicionales. Notemos que todo conector n-ario tendrd
asoctado una tabla de verdad.

Esto define una funcion de verdad n-dria

fo:2" —2

y esto significa que para cada formula o(¢1, -+, ¢y), existe una valo-
racion v que verifica

U#(U(¢17"' a¢n>> = fa(v#(¢1)7' e ’U#(an))

DEFINICION 5.2 (Completitud funcional). Sea K un conjunto de
conectores, decimos que un conector n-ario o es representable sobre K
st existe una formula T, definida a partir de operaciones definidas en K,
en la que aparecen n variables proposicionales Py, --- , P, y se verifica

4k o(Py, -+, P,)

Decimos que K es completamente funcional, si se verifica que para
todo n natural, o se puede representar en K.

EJEMPLO 5.3. El conjunto K = {—,V} es suficiente para represen-
tar —, es decir, — es representable sobre K. Para ello comprobaremos
que P — Q3 F =PV Q y que, por tanto, podremos escribir — en
funcion de —~ y V. Vamos a verlo mediante una tabla de verdad.

PIO[P=>Q[-PVQ
111 1 1
ol 0 0
011 1 1
010 1 i

29
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NotA 5.4. s Como L,—L son operaciones 0-drias, es decir,
son constantes (como ya definimos en el primer capitulo), para
poder representarlas sobre un conjunto K, al menos una de ellas
tiene que estar incluida en dicho conjunto.

» Sea 7 una formula y o un conector representable sobre K. Por
la clausula de sustitucion se verifica que para todas las formulas
¢1, -+, 0n € PROP se cumple que

T[¢1/P17"' 7¢n/Pn]:“: U(¢17"' 7¢n)

A continuacién se presentan algunos ejemplos més de representabi-

lidad.

TEOREMA 5.5. Algunos conectores individuales pueden definirse a
partir de otros conectores. Para todo ¢, € PROP se tiene que

1. ¢ < YAE (¢ — ) AN (Y — @), es decir, <> es representable
sobre {—, A}.

2. ¢ = YAE (mp V), es decir, como hemos visto en el ejemplo
— es representable sobre {—,V}.

3. ¢V YaE ¢ — Y, es decir, V es representable sobre el conjunto
{—=,—}.

4. ¢V YAE =(=p A ), es decir, el conector \V es representable
sobre el conjunto {—, A}.

5. ¢ NYEE =(=¢ V =), al contrario que el apartado anterior, el

conector A es representable sobre {—,V}.

—¢aFE ¢ — L, es decir, = es representable sobre {—, L}.

7. LHE ¢ A, esta afirmacion serd logicamente equivalente pero
no serd representable, ya que en la definicion de representable
las dos formulas tenian que tener la misma aridad, y nos damos
cuenta de que 1 es 0—dria y ¢ A ~¢ es 1—dria.

&

DEMOSTRACION. Vamos a hacer una tabla de la verdad con cada
una de estas equivalencias légicas para demostrar que se cumplen.

Lo yar (o= 9)A (Y —9)

Pl 0=2Y =0 (0=2Y)A[P—29) oY

1[1] 1 1 1 1

10| 1 0 0 0

0/1] 0 1 0 0

00| 1 1 1 1
2. ¢ = YR (mo V1Y)
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Q1Y | 2P| OVY | p =
11110 1 1
110] 0 0 0
0O[1] 1 1 1
0]0] 1 1 1
3. oV YaE —p =
o e e A A A
11110 1 1
110] 0 1 1
0O[1] 1 1 1
0]0] 1 0 0
4 9V AF ~(o9 A )
PLY| 29| | P9AW | (2p A ) [V Y
111700 0 1 1
1101 0|1 0 1 1
0|1, 11]0 0 1 1
00| 1] 1 1 0 0
5. ¢ ANY=E (=g V )
QLY | 29| [ =9V | (=0 V) [9AY
111700 0 1 1
110} 0|1 1 0 0
O|1{ 1|0 1 0 0
00 1] 1 1 0 0
6. "¢oF ¢ — L
p| L]~ p— L
110] 0 0
110] 0 0
001 1 1
001 1
7. LAF ¢ A g
I A AN
110] 0 0
110] 0 0
0[]0 1 0
00| 1 0
Asi concluye la demostracion del Teorema 0

EJEMPLO 5.6. Vamos a expresar A\ en funcion de — y L, siguiendo
el teorema que acabamos de ver, partiendo de la formula ¢ N 1.
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Vamos a utilizar el apartado 5 del teorema anterior, y por tanto

& N YAE =(=p vV ).
Utilizando ahora el apartado 6, —¢paF ¢ — L, tendriamos

(2o VvV —)AE ((—¢) V (¥ = 1)) = L.

Nos fijamos en que hemos aplicado la propiedad 6 dos veces, pero
no lo hemos hecho con ¢ porque asi podemos utilizar la propiedad 2,
¢ = YAE (2o V)

Y entonces el resultado seria
()V (= 1) = 1adF (o= (= 1)) = L
Ezxpresando asi A\ en funcion de {—, L}

A continuacion presentamos el teorema de integridad funcional, que
nos dice que el conjunto que consta de la conjuncién, la disjuncién, la
negacion y el absurdo es completamente funcional.

TEOREMA 5.7 (Integridad funcional). Sea K = {A,V,—, L}. Para
cada conector n-ario o existe una formula T, que contiene las varia-
bles proposicionales Py, --- , P, y solo utiliza las operaciones de K que
verifica

r4E (P, -+, Py).

DEMOSTRACION. Vamos a hacerlo por induccién sobre el ntimero
de parametros de o.

Caso base.

Sin =0 (o es un conector 0-ario)

m 0 = 1, es trivial porque L estd en K.
= 0 # 1, entonces o es la constante a 1, es decir, f, = fr =1—f,.
Entonces consideramos 7 = — 1.
Por tanto. vemos que se cumple el caso base.
Hipdtesis inductiva.
Suponemos que se verifican las hipotesis para los conectores n-arios.
Sea ¢ un conector n + 1-ario, definido por su funcién de verdad f,.
Definimos los siguientes dos conectores que dependen de n pardame-
tros o¢ y 0y definidas en funcién de f, como sigue

Joo (X1, Xn) = fo(Xy, -+ X5, 0);
Jor(Xa, o X)) = fo(Xa, - X 1),
Sea v una valoracion. Distinguimos dos casos
w si v(P,yq) =0.
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Entonces se tiene la siguiente cadena de igualdades
v (o(Pry o Pasr)) = v (0(Pr, -+, 1))
= v#(o(P1, -, P))
=07 (=Pop1 Aoo(Pr,- -, Py)).

m si U(Pn+1) =1.
Entonces se tiene la siguiente cadena de igualdades

v (o(Pyy-o e Pora)) = 0* (0 (Pry- -, T))
= v# (o (PL,--- , P,))
= 0" (P Aoy (P, B)).
Por tanto, obtenemos la siguente equivalencia logica.
o(Py,- -, Poy1)3dF (2P ANoo(Py, -+, Py))V (Pogi Aoy (Pry -+, By)).

Por la hipétesis inductiva sabemos que existen férmulas 7, 71, que con-
tienen n variables proposicionales y conectores de K, tales que

TOZH:O'()(Pl,"',Pn); 7'1:“:0'1(P1,"',Pn).

Ahora aplicamos la clausula de sustitucién para 7.

T = (_| n-+1 /\T()) V (Pn+1 /\7'1).
Donde 7 verifica las condiciones exigidas. O

EJEMPLO 5.8. Vamos a ver un ejemplo de un conector cualquiera
binario dado por su tabla de verdad.

G1 | P2 | o(1, ¢2)
010 0
0| 1 1
110 0
1] 1 0

La formula necesaria para escribir nuestro conector de acuerdo al
teorema que acabamos de ver, es

(91, 92)FF (7P A=PIAL)V (P2 AGI A (= L))V (2 AG1 A L)V (P2 APIAL).
COROLARIO 5.9. Los siguientes conjuntos de conectores son com-
pletamente funcionales.

{_>’ J-}7 {_‘7 _>}a {_" \/}, {_‘a /\}

DEMOSTRACION. Vamos a expresar los elementos que no pertenez-
can a estos conjuntos, pero si a K = {A,V,—, L}, conjunto citado
previamente en el Teorema [5.7, en funcién de los elementos de los
respectivos conjuntos.
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= M; = {—, L} Por el Teorema [5.7] de integridad funcional sabe-
mos que el conjunto K = {A,V,—, L} es completamente funcio-
nal, por tanto, nos damos cuenta de que este conjunto contiene
tres elementos que no pertenecen a M, vamos a escribirlos en
funcion de los elementos de M;.

1. =PAE P — 1.
2. Pl\/PQZHZ_hPl—)PQ:”: (P1—>J_)—>P2
3. pl/\P2:H: _|(_|P1\/_|P2):”: ((P1 — L)\/((PQ — J_)) — 1.

» My = {—,—} Vamos a seguir el procedimiento del apartado
anterior, pero en este caso, tendriamos que expresar V, A, L en
funcién de {—, —}

1. P1VP2:|':_|P1—>P2.
2. P1 VAN P2:”: _|<_|P1 V _|P2):”: _|<_|_|P1 — _|P2>
3. 13F P1 VAN _|P1:“: _|<_|_|P1 — _|_|P2>.

» M3 = {—,V} En este apartado expresamos A, L en funcién de

{\/’ _'}
1. PN\ PyAE (=P V—B).
2. 19F P NP EE —i(ﬁpl vV —|—|P2).

» My = {—, A} Y por ultimo, vemos que en este apartado tendriamos
que expresar L,V en funcién de {—, A} y nos damos cuenta de
que la sustitucion es directa.

1. 19F P APy
2. PV PyAE =(=P A —P).

Para las equivalencias en cada caso, hemos utilizado las propiedades
vistas en el Teorema [5.5] O

NoOTA 5.10. La nocion de completitud funcional también nos permi-
te simplificar las demostraciones y las definiciones. A partir de ahora
para las definiciones que vienen vamos a considerar que tenemos uni-
camente el siguiente conjunto de conectores K = {—,A\,V, L}.

Ahora vamos a definir la formula * de una férmula dada.

DEFINICION 5.11 (Aplicacién ). La aplicacion
x: PROP — PROP
¢ ¢
Se define de forma recursiva sobre ¢ como sigue
Caso base.
(L) : Se define L* = —1.
(P,) : Se define Pr = —P,.
Hipotesis inductiva.
Suponemos definida la aplicacion estrella sobre las formulas ¢ y 1.



5. COMPLETITUD FUNCIONAL Y DUALIDAD 35

(~¢) : Se define (~¢)* = ~¢".
(6 A W) : Se define ( A)* = ¢° V .
(6V¢) : Se define (V)" = ¢* A Y.

Notamos que la aplicacién estrella inicamente intercambia las férmu-
las atomicas por su negacién, no altera la negacién e intercambia los
conectores V y A. Vamos a ver un ejemplo.

EJEMPLO 5.12. Para la formula ¢ = (PV Q) — (P A R), vamos a
obtener ¢*.

Nos damos cuenta de que nuestra formula esta formada por un co-
nector que no hemos incluido en nuestro conjunto K = {—,A,V, L}, y
que, por tanto, vamos a tener que reescribir en funcion de los conectores
que st estan en K haciendo uso del sequndo apartado del Teoremal[5.5

»=(PVQ)— (PANR)AE=(PVQ)V (PAR)

¢" = (~(PVQ)V(PAR))
= (=(PVQ) A (PAR)
=~ (PVQ)"N(P"V R
= =(P"ANQ*)N(P*V R")
=~ (2P A=Q) A (P V -R).

A continuacién vamos a enunciar un lema que relaciona la aplicacion
% de una férmula con su negacién.

LEMA 5.13. Par toda formula ¢ € PROP vy para toda valoracion
v: VAR — 2, se tiene que
v (¢") = 1 —v*(§) = v* (—9).

DEMOSTRACION. Lo haremos por induccién sobre ¢.

Sea v: VAR — 2 una valoracién arbitraria, donde se tiene en
cuenta que solo se pueden considerar féormulas sobre K.

Caso base

¢ € ATM Si ¢ es una féormula atomica y v una valoracién, se tiene
v (¢") = v¥ (=) = 1 — v (9).

Hipdtesis inductiva
Suponemos que se verifica el enunciado para las féormulas ¢, 1.
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Primero lo probaremos para la férmula —¢.
v (0)" = —v¥(¢)
—1-v#(¢")
= v (=) (HI)
= v (=(=9)).
Lo siguiente que probaremos sera la conjuncion ¢ A .
v (0 Av)) = v (9" vV UY) (Def %)
= méx (v (¢"), v* (¢"))
= max(1 — v (¥),1 — v¥#(0)). (HI)
Notamos que v#((¢ A)*) =0 o0 v#((p A)*) =1
Vemos el primer caso:
V(@ AY)7) =0 & mix(1 - v¥(9), 1 — v¥ ()
G 1-17(¢) =0y 1—v*(p) =
o v#(9) = () =1
vt (pAY) = 1.

0
0

El hecho de tener < en la demostracién, nos deja demostrado el
segundo caso, ya que si no es 0, sera 1.
Por 1ltimo, lo probaremos para la disjuncién ¢ V .

v (¢ V1)) = 0¥ (¢* A ™) (Def )
= min(v¥#(¢*), v (1))
— min(1 — v*(9), 1 - v* (1), (u)

Notamos que v#((¢) V o)*) =0 0 v#((¢p Vo)*) = 1
Vemos el primer caso:
v (¢ V¥)") = 0 ¢ min(l —v%(¢),1 —v* (1)) =0
S 1—v*@)=0y1—0v#(0)=0
vt (9) = v (y) =
vt vo) =1

El hecho de tener <> en la demostracién, nos deja demostrado el
segundo caso, ya que si no es 0, sera 1.
Esto completa la demostracién del Lema [5.13] O

COROLARIO 5.14. Para toda formula ¢ € PROP se tiene
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§HF -
DEMOSTRACION. La demostracién es directa del Lema[5.13]. O

A continuacion definiremos la férmula dual de una férmula dada.

DEFINICION 5.15 (Dual). La aplicacion
9. PROP — PROP
¢  — ¢
asigna a cada formula ¢ su dual ¢°.
Se define de forma recursiva sobre ¢ como sigue
Caso base.
(L) : Se define 1° = L.
(P,) : Se define P° = P,.
Hipdtesis inductiva.
Suponemos definida la aplicacion dual sobre las formulas ¢ y 1.
(—¢) : Se define (=¢)° = ¢’
(¢ A1) : Se define (¢ A)° = ¢V ¢°.
(¢ V1) : Se define (¢ V)’ =¢° Ny,

Notamos que la aplicacién dual iinicamente intercambia los conec-
tores V y A. Con esto es facil ver que (¢°)° = ¢, para toda férmula ¢.
Vamos a ver un ejemplo.

EJEMPLO 5.16. Para la formula
¢=(P—Q)VRAE (-PVQ)V (—R).

Su formula dual viene dada por

= ((-PVQ)V (=R))’

= (=PV Q) A (=R)’
((ﬁ (Q)°) A (=R)°

= (P £ Q) (R

= (=P A Q) A —-R.

La formula dual de la formula dual recupera la formula original,
esto es,

5\
(¢°)" = ¢.
En el siguiente resultado demostraremos como la equivalencia logica

de dos férmulas es equivalente a la equivalencia légica de sus formulas
duales.
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TEOREMA 5.17 (Dualidad). Sean ¢,1 € PROP, entonces se tiene
PAE 1 < ¢°HE ¢°

Es decir, dos formulas son logicamente equivalentes si y solo si sus
duales también lo son.

DEMOSTRACION. Suponemos ¢=F 1,queremos ver que ¢°=lkF 9°.
Como hemos supuesto que ¢p=F 1 entonces tenemos que =¢paF —).
Por el Corolario tenemos que

¢*AE —¢pAF —aE ¢*.

Sea n el niumero de variables proposicionales que ocurren en ¢ y v,
es decir At(¢) UAt(Y) = {P1, -+, P.}.
Por el Teorema [4.5] de sustitucién, tenemos que

¢*[_‘P17"'7_‘ n/P17"'aPn]:“:w*[_‘Pla“'a_‘ n/Pla"'7Pn]-
Notamos que
¢*[_‘P17'”aﬁ n/Pla"'aPn]iqﬁé[_'_'Pla"'7_'_' n/Pla"'apn]
¢*[_'P17"'7_'PR/P17'”7Pn]i¢6[_'_'Pl7'”7_'_'Pn/P17"'7PTL]
También notamos que
——PHE P,
Ahora
Qs*[_‘Pl,"',ﬁ n/Pb"'7Pn]2¢6[_'_'P17"'a_'_' n/Plv"'ypn]
:“:¢6[_'_'P17"'7_'_‘ n/Pla"'u-Pn]
iw*[_'Pla"'7_‘ n/Pla"'>Pn]

Y otra vez, por el Teorema de sustitucién, tenemos que

¢ = [7=Py, - Py Py, PAE 2Py, 2Py /P py] = 0

Suponemos ahora que ¢°3F 9%, y tenemos que ver que ¢aF v
Tenemos ¢°=F 9° entonces (¢?)°=F (¢°)°.

Como sabemos que (¢°)°=F ¢, se tiene que ¢=IF .

Esto concluye la demostracién del Teorema [5.17] O



Capitulo 6

Leyes algebraicas y forma normal

En esta seccion vamos a ver algunas leyes algebraicas, y gracias
al Teorema [5.17] introduciremos la forma normal de una proposicién
logica.

TEOREMA 6.1 (Leyes algebraicas). Dadas ¢,1,0 € PROP, se cum-
plen las siguientes equivalencias logicas

1. Asociatividad de N\ y V.
(@ANY)NoFdE A (Y Ao); (pVY)VodE oV (Y Vo).
2. Emistencia de elementos neutros para N\ y V.
o N-L3E ¢ oV LEFE ¢.
3. Conmutatividad de N\ y V.
o NYEAE Y A ¢; oV YIAE YV .
4. Distributividad de N\ y V.
OV (W Ao)HE(OVY)A(BV o), dA WV o)AR (GAY)V (PNT)
5. Leyes de De Morgan.

(@ AP)FE (mo V —0); (¢ VP)AE (md A ).
6. Idempotencia de N\ y V.
o N OFF ¢; oV oF ¢.

7. Doble negacion.
——paFE .

DEMOSTRACION. Vamos a hacer una tabla de verdad para cada
una de estas equivalencias.

= Asociatividad de A y V.
39



6. LEYES ALGEBRAICAS Y FORMA NORMAL

40

Sl L]dVL

-1l loN—-L

¢

0

llo|oNd | (@ANP)No|dNa | dA W AO)

¢lloloVe|(@V)Va|dVao| ¢V (YVo)

= Existencia de elementos neutros para A y V.

» Conmutatividad de A y V.

QY| OVY | YV P

QLY ONY | YN

» Distributividad de A y V.
P V|0 | VAT | oV (W AT)| ¢V | Vo |(9VY)A(PVo)

1
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| |o|PVa|dN[WVa) | ¢ANY | dAT | (9AY)V (pA0T)
0]0]0 0 0 0 0 0
0]0]1 1 0 0 0 0
0110 1 0 0 0 0
0|11 1 0 0 0 0
1100 0 0 0 0 0
1101 1 1 0 1 1
11110 1 1 1 0 1
1111 1 1 1 1 1
» Leyes de De Morgan.
QLY | ONY | ~(QAY) | ¢ |~ | 2@V )
0]0 0 1 111 1
0|1 0 1 110 1
110 0 1 0] 1 1
111 1 0 010 0
QLY | ONVY | OV Y) | ¢ |~ |~ A1)
0]0 0 1 11 1
0|1 1 0 110 0
110 1 0 0] 1 0
111 1 0 010 0
» Idempotencia de A y V.
PPN PlPV
0 0 0| O
1 1 1 1
= Doble negacion.
o I
0 1 0
110 1
Esto concluye la demostracion del Teorema |6.1] U

TEOREMA 6.2 (Ley de implicacién). Sean ¢,v,0 € PROP, enton-
ces se cumplen las siguientes implicaciones:

1. Exportacion e importacion.
¢»— (Y —o)qEYAY — 0.
2. Contraposicion.
¢ — YaE =) — —¢.
3. Implicacion de una disjuntiva.

(pV ) = odFE (¢ — o) A (¥ — o).
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4. Implicacion a una conjuntiva.
o= (pANY)EHE (0 — @) A (0 — ).

DEMOSTRACION. Vamos a hacer la demostraciéon mediante una ta-
bla de verdad para cada equivalencia.

= Exportacion importacion.

plY|o|v—=0 oW —=0) | ¢AY | (9AY) S0
0/0|0 1 1 0 1
0]0|1 1 1 0 1
0]1/0 0 1 0 1
0111 1 1 0 1
11010 1 1 0 1
1101 1 1 0 1
11110 0 0 1 0
(1)1 1 1 1 1
= Contraposicion
QLY || W | d=Y | P = 2o
0[O0 1] 1 1 1
0|1} 110 1 1
1100 |1 0 0
1711010 1 1
= Implicacién de una disjuntiva
¢ Yo |dVY | (VYY) =a|p—a | —a|(p—=a)A)— o)
0/0/|0 0 1 1 1 1
0]0|1 0 1 1 1 1
0/1/0 1 0 1 0 0
0111 1 1 1 1 1
11010 1 0 0 1 0
1101 1 1 1 1 1
11110 1 0 0 0 0
1(1]1 1 1 1 1 1

= Implicacién a una conjuntiva.
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G467 b0 = @BAP) [0 =600 0= Al0—7)
0/0]0 0 1 1 1 1
0101 0 0 0 0 0
0/11]0 0 1 1 1 1
0111 0 0 0 1 0
11010 0 1 1 1 1
1101 0 0 1 0 0
1{11]0 1 1 1 1 1
1111 1 1 1 1 1
Esto concluye la demostracion del Teorema, |6.2 U

A continuacién definimos la generalizacién de la disjuncién y la
conjuncion.

DEFINICION 6.3 (Disjuncién y conjuncién de una familia). Sea
{0k}, una familia de formulas en PROP, entonces se define la con-
guncion de la familia {¢y}7_, recursivamente como sigue

Caso base. Se define la conjuncion de una familia vacia como

/\ o = L.
k<0

Hipdtesis recursiva. Suponemos definida la conjuncion de una familia
de n proposiciones, esto es, suponemos definida

N\ ¢

k<0

. n+1 - .o
Ahora, st {¢r}pt; es una familia de n+ 1 proposiciones, se define
SU conjuncion como Sigue

AN (/\ m) A bnsi-

k<n+1 k<n

Pasamos ahora a definir la disjuncion de la familia {¢x}}_, recur-
swamente como sigue
Caso base. Se define la disjuncion de una familia vacia como

\/ o = L.
k<0

Hipdtesis recursiva. Suponemos definida la disjuncion de una familia
de n proposiciones, esto es, suponemos definida

\/ ¢

k<0
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Ahora, si {qbk}zg es una familia de n + 1 proposiciones, se define
su disjuncion como Sigue

\/ ¢ = (\/ m) V Gt

k<n+1 k<n

LEMA 6.4 (Generalizacién). Las leyes algebraicas conocidas que se
cumplen para N\ y V también se verifican para su generalizacion

L = A &AF V ¢

2. - :\i/” oraF :/i\n Q.

A Y o Y (o)

4. ﬂ(k\!nlé\m Pr)FE k\!nlé\m(ﬂd)k,z)-

5. (k/<\n o) V YAE k/<\n(¢k V).

6. (k\</n o) NYHE k\</n(¢k: A1p).

7 (k/<\n br) V (lé\m Y)HE k<7{>§m(¢k V).
8 (k\</n o) A (lym Y)=F k<¥§m(¢k Ar).

DEMOSTRACION. La demostracion es equivalente a la demostracién
del Teorema 6.1} En este caso habria que razonar por induccion, siendo
el caso base las equivalencias demostradas en el Teorema [6.1} U

A continuacién introducimos los conceptos de férmula literal y for-
mas normales conjuntivas y disjuntivas de una férmula.
DEFINICION 6.5. Sea ¢ € PROP, entonces:

1. ¢ es literal st ¢ = P, 0 ¢ = —P,, para alginn € N, 0o ¢ = L o
2. ¢ se llama forma normal conjuntiva (FNC) si ¢ es una conjun-
cion de disjunciones de literales, es decir,

¢ = /\ \/ Di-
k<nl<m

3. ¢ se llama forma normal disjuntiva (FND) si ¢ es una disjun-
cion de conjunciones de literales, es decir,

o=\ N\ ors

k<nl<m
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NotTA 6.6. Si tenemos Py N =Py, y P,V — P, estas formulas se
pueden ver a la vez como forma normal conjuntiva (FNC) y como forma
normal disjuntiva (FND).

El siguiente teorema nos asegura la existencia de una forma normal
conjuntiva (FNC) que es légicamente equivalente a una férmula dada.
Seguimos haciendo uso de el mismo conjunto completamente funcional

K = {A,V,~, 1} visto en el Teorema [.7} La FNC y la FND nos
permiten reconstruir la tabla de verdad de dicha férmula.

TEOREMA 6.7. Toda proposicion es logicamente equivalente a una
EFNC y a una FND, es decir,

paE ¢¢HE ¢

Siendo ¢ la forma normal disjuntiva de ¢ y ¢¢ la forma normal con-
Juntiva de ¢.

DEMOSTRACION. Lo haremos por induccion sobre ¢.
Caso Base.

(P,) : Si ¢ es una variable proposicional, definimos P? = P¢ =~ P,
por tanto,

P,=E PYHE P°.

(L) : Si ¢ es el absurdo, definimos L% = 1¢ = 1 y siguiendo el
procedimiento anterior:

1HE 1949F 1°

Hipédtesis inductiva Suponemos que el enunciado se verifica para ¢, 1, es
decir, se cumple

oAF 0" = N\ \/ e AR = N\

k<nl<m k<nl<m
oaF o = \/ N\ M A VA AN
kE<nli<m k<nl<m

(=¢) : Definimos la forma normal conjuntiva y disjuntiva de —¢, res-
pectivamente, como

(—g)° = /\ \/ (= Ak) 5 (—g)? = \/ /\ (20k,) -

k<nlI<m k<nl<m
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Notamos la siguente cadena de equivalencias.

= AV )

k<nl<m

F - <\/ /\ Ak,l) (Lema [6.4)

k<nl<m
= _|(bd
= .

= VA o)

k<nl<m

- </\ \/5k,l> (Lema [6.4)

k<nl<m
== —|(bc

Ak .

(¢ A1) @ Esta claro que o ApaFE ¢° Ap¢. Ademés la conjuncion de formas
normales conjuntivas es una forma normal conjuntiva. Por tanto
definimos

(@AY =" Ay~

Vamos a ver la disjuntiva. En este caso definimos

<Z5/\¢ \//\ Aot A Kig) -

k<nl<m

Notamos la siguiente cadena de equivalencias

¢/\?/1 \//\ (A A Kiy)

k<nl<m
A= \/ A\ Q) AN (R (Lema [6.4)
k<nlI<m k<nlI<m
=k ¢ A e
=HE ¢ A .

(¢ V1) : Esta claro que ¢ VaE ¢? V)l Ademés la disjuncién de formas
normales disjuntivas es una forma normal disjuntiva. Por tanto
definimos

(pAY)" = " vyl
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Vamos a ver la conjuntiva. En este caso definimos

(o V) /\\/ Ok V piy) -

k<ni<m

Notamos la siguiente cadena de equivalencias

(o V) /\\/ (Oka V piy)

k<nl<m
:“: /\ \/ (6k7l) V /\ \/ (,U,kJ) (Lema
k<nl<m k<niI<m
HE ¢° VY~
== ¢V .

Esto concluye la demostraciéon del Teorema [6.7] O






Capitulo 7

Calculo de deduccién natural

En esta unidad vamos a definir el concepto de consecuencia sintacti-
ca, y para ello primero tenemos que dar la definicion de la notacién que
vamos a utilizar.

CONVENCION T7.1. Necesitaremos primero introducir las siguientes
convenciones para la notacion.

. Estos puntos pueden representar cualquier derivacion, es decir,
es una forma de denotar un proceso deductivo sin mencionarlo
explicitamente.

D Denota una derivacion, esto es, una demostracion en la que se
utilizan las reglas de derivacion que luego presentaremos.

% Indica una derivacion que tiene como conclusion la formula ¢.

[¢] Utilizaremos este simbolo cuando la formula ¢ sea una suposi-

cion, y no una hipotesis o una formula previamente demostrada.

DEFINICION 7.2 (Reglas finales). Las reglas finales determinan la
transicion desde las premisas hasta la conclusion, permiten la introduc-
cion y eliminacion de conectores logicos, algunas reglas también per-
maiten suprimir suposiciones abiertas. La identificacion de la regla que
vamos a usar para la derivacion se escribe entre paréntesis al lado del
quion final.

Como complemento a este capitulo, en el repositorio virtual demos-
tramos, utilizando el verificador formal LEAN, que utiliza las reglas de
calculo presentadas en este capitulo, todas las proposiciones y teoremas
que se han demostrado en los anteriores capitulos mediante tablas de
verdad.

Las reglas del calculo de deduccion natural son las siguientes

» Empezaremos por el absurdo (L). Solo tenemos una regla de
eliminacion para el absurdo, la cual nos dice que si tenemos el
falso podemos consequir cualquier formula.

% (false.elim)
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» La tautologia (T). Nos pasa lo contrario que con el absurdo, en

este caso sin hipotesis, podemos deducir la verdad.

— (true.intro)

Negacion (—). La negacion tiene una regla de introduccion y otra
de eliminacion. Para introducir la negacion, tenemos la regla de
reduccion al absurdo. Si suponemos una hipotesis y llegamos al
absurdo, entonces podemos negar la hipotesis.

[P]

L

e (by_contradiction)

Para eliminar la negacion tenemos la regla de la doble ne-
gacion. Todo numero par de negaciones se simplifica.

—

- double_negation
5 ( gation)

Conguncion (N). En este caso tenemos tres reglas, dos de eli-
minacion y una de introduccion. Empezaremos por las reglas de
eliminacion, en este caso a izquierda y a derecha.

AL (and.elim_left) PAQ

(and.elim_right)

Y ahora vemos la de introduccion
P Q

PO (and.intro)

Disjuncion (V). También tenemos tres reglas, dos de introduc-
cion y una de eliminacion. Vemos primero las de introduccion,
a izquierda y a derecha, respectivamente.

VO (or.inl) VO

(or.inr)

Para realizar la eliminacion de la disjuncion, hacemos casos.
Si suponemos la proposicion de la izquierda y llegamos a una
formula R y ocurre los mismo con la proposicion de la derecha,
entonces podemos descargar la disjuncion y quedarnos con R.
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Pl Q]

Pv
© i i (by_cases)

» Implicacion (—). Tenemos dos reglas para la implicacion, una
de introduccion y una de eliminacion. Para la regla de introduc-
cion, lo que hacemos es asumir la hipotesis e intentar derivar la
tesis. Esto nos permite introducir la formula de la implicacion.

[P

?Q (assume)

Para la eliminacion de una implicacion, se tiene que dar la

hipdtesis y podemos descargar la implicacion para quedarnos con
la tesis. Esta regla lleva el nombre de modus ponens.

P—qQ P
Q

» Doble implicacion (). Para la doble implicacion tenemos dos
reglas de eliminacion y una de introduccion. Para la regla de
introduccion de una doble implicacion se necesitaran las dos
implicaciones respectivas, de izquierda a derecha y de derecha a
1zquierda.

modus.ponens
p

P—-Q Q—P
P+ Q

(split)

Para la eliminacion de la doble implicacion tenemos dos reglas,
una que devuelve la implicacion de izquierda a derecha y otra
que devuelve la implicacion de derecha a izquierda.

P& Q P+ Q

(iff.elim_right)
DEFINICION 7.3 (Derivacién). A continuacion se da la definicion
de derivacion.

s Una derivacion puede ser una formula D = ¢.
= Dadas Dy, Dy derivaciones, los siguientes drboles también son
derivaciones
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* (N
D, D, D, D,
¢ (G ONY PNY
PAY ¢ (G
° (V)
9] (4]
D, D, D, D, D,
¢V Y © © (G ¢
¢ YV ¢V
* (=)
(4]
D, D, D,
K 0 6=
o= (G
° (<)
D, D, D, D,
o—=v p—¢ ¢ ¢
¢ o= (R

DEFINICION 7.4 (Demostracién). De un conjunto de férmulas T' se
deduce la formula ¢ y lo escribimos I' = ¢, si existe una secuencia de
derivacion formal que concluye en ¢ y utiliza las reglas anteriormente
descritas sobre las proposiciones en I'.

Vamos a dar un ejemplo de deriwacion sintactica.
EJEmpPLO 7.5. Vamos a demostrar que =PV Q + P — Q.

-P
u(moalus.pOnens)

i{ false.elim )
Q [Q

Pl ~PVQ Q
P—Q

(by-cases)

(assume)

DEFINICION 7.6 (Conjunto de hipétesis). Para cada derivacion D,
definimos el conjunto

Hip(D) = {¢ € PROP : ¢ es una hipdtesis de D},
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Es decir, el conjunto de hipotesis necesarias para obtener D.

DEFINICION 7.7 (Consecuencia sintdctica). Podemos escribir A F ¢
y diremos que ¢ es consecuencia sintdctica de A si existe una derivacion
(D) que tiene como conclusion la formula ¢ y tal que las hipdtesis de
esa derivacion estén en A, es decir, Hip(D) C A. Ahora vamos a ver
la notacion
= S1 para demostrar ¢ necesitamos como hipotesis ¢y, ..¢,, escribimos
todos los elementos del conjunto uno a uno.

¢17 >¢n = ¢

» 511 es un conjunto de hipdtesis y ¢ es una hipdtesis que queremos
destacar, escribimos

Loty

» 51"y A son dos conjuntos de hipdtesis que necesitamos para de-
mostrar una formula, escribimos

T AF 6.

PROPOSICION 7.8. Sea AU {¢} C PROP un subconjunto de pro-
posiciones (no necesariamente finito). Si A = ¢, entonces existe un
subcongunto finito Ay C A tal que Agin = @, es decir, en una demos-
tracion nunca vamos a necesitar una cantidad infinita de hipotesis.

DEMOSTRACION. Para llegar desde A hasta ¢, hemos necesitado
una derivacion, que es una aplicacién de una cantidad finita de reglas,
donde cada regla necesita una cantidad finita de hipdtesis para poder
usar esa regla, si recogemos ese conjunto de hipdtesis, nos damos cuenta
de que es un conjunto finito. Entonces en esa demostracién lo inico que
vamos a necesitar es una cantidad finita de hipdtesis para poder llegar
a la conclusion. 0

NotA 7.9. El mismo resultado que acabamos de ver también lo ten-
dremos para la derivacion semantica, lo que pasa que su demostracion
no es trivial, y lo podremos demostrar cuando veamos el tema siguiente.

PROPOSICION 7.10 (Reglas estructurales). Si tenemos dos propo-
siciones ¢,v € PROP y dos conjuntos de formulas A,I" entonces se
satisfacen las siguientes condiciones

» [dentidad: ¢ - ¢
s Dilucion: Si I'+ ¢, entonces I') A = ¢
w Corte: SiT'H ¢ y A, ¢, entonces ', A+

DEMOSTRACION. Vamos a hacer la demostracién utilizando el len-
guaje que hemos presentado en este capitulo.
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s Identidad: Teniendo ¢ de hipétesis, podemos volver a utilizar esta
hipétesis cuando queramos

¢

¢

= Dilucién: Si tenemos como hipétesis I' y una derivacién del tipo

r
D,

¢

Entonces, si anadimos ahora otras hipdtesis A, seguimos teniendo
como conclusién ¢ sobre el conjunto de hipdtesis I' U A. Simplemente
podemos repetir la derivacion anterior.

r A
D,
¢
= Corte: Si tenemos dos derivaciones del tipo,
r A
D, D;
¢ ¢

entonces podemos considerar la siguiente derivacion que tiene como
hipotesis a I' U A.

Esto concluye la demostracién de la Proposicién [7.10] O



Capitulo 8

Correccion y completitud

En este trabajo hemos introducido dos conceptos de consecuencia
en la l6gica proposicional, la derivacion semantica (F) y la derivacion
sintactica (F). En este capitulo vamos a demostrar que estos opera-
dores de consecuencia son equivalentes. Vamos a definir primero los
conceptos de correccion y completitud.

DEFINICION 8.1. Un resultado de correccion es aquel en el que,
dada una derivacion sintdctica, nos permite obtener una derivacion
semantica, esto es, si I' - ¢, entonces I' E ¢.

Un resultado de completitud es aquel en el que, dada una derivacion
semantica, nos permite obtener una deriwvacion sintdctica, esto es, i
I'E ¢, entonces I' = ¢.

TEOREMA 8.2 (Correccién). Si I' - ¢, entonces I' E ¢.

DEMOSTRACION. Por induccién sobre la longitud de la derivacién
formal. Cuando escribimos I' F ¢ se entiende que, partiendo de un
conjunto de hipdtesis I', podemos deducir ¢ mediante una derivacion, la
cual tiene una longitud, dependiendo del nimero de reglas que hayamos
utilizado para llegar a ¢.

Caso base. la longitud de la derivacién es 1, lo que quiere decir
que hemos utilizado solo una regla. Vamos a recorrer todas las reglas
de derivacién sintética (explicadas anteriormente) y comprobar que el
teorema es cierto para estas reglas. Lo haremos con las tablas de verdad,
recordando que se cumplia la derivacién semantica si, en las tablas,
siempre que se verificaban todas las hipdtesis, la formula consecuencia
de éstas también. En algunos casos concretos, como la demostraciéon
requiere de hipétesis, razonaremos mediante el uso de valoraciones.

» (false.elim) L F P

L|P
01
010

» (true.intro) F T

-
1

55
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» (by_contradiction) Si P F L, entonces F =P

Sea v una valoracién. Si v hace verdadera a P, como P F 1, enton-
ces la valoracion hara verdadera a L, lo cual es una contradiccién.
Por tanto, se tiene que v no hace verdadera a P, esto nos lleva a
que F —P.

(double.negation) =—P F P.

P|—-P|——=P
110 1
01 0
» (and.elim left) P A Q F Py (and.elim_right) P A Q F Q.
PlQ|IPANQ
111 1
110 0
01 0
010 0

(and.intro) P,Q F P A Q.

oo~ g

(or.inl) PE PV Q y (or.i

5
OHO)—‘@? ol ol R
s
<
O

oo~ Y

(by_cases) Si PE Ry PFE @, entonces PV Q F R.

Sea v una valoracion que hace verdadera P V (), entonces la va-
loracién hace verdadera a P o a (). Si hace verdadera a P, como
P E R, entonces la valoracion hara verdadera a R. Si, por contra la
valoracion hace verdadera a (), como () F R, entonces la valoracién
hard veradadera a R. En cualquier caso, toda valoracién que haga
verdadera a PV Q) hara verdadera a R.

(assume) Si P F @, entonces F P — Q.

Sea v cualquier valoracién. Como P F (), si la valoracion hace

verdadera a P, entonces hara verdadera a (), por tanto, se tiene
que F P — Q.
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(modus.ponens) P, P — Q E Q.
Q| P

ol ol | | MY
HD—‘OP—‘\L

1
0
1
0

(split) P - Q,Q - PE P+ Q.

PlQIP—-Q|Q
1 1

»—o»—w—ni

»—OO»—l$

ol ||~
e
—| = o

1
0
0
(iff.elim_left) P <>

O

=
1
5 ©

L D)
i)

Q

“
1
0
0
1

(iff.elim_right) P «

e

P

o

Q

OOH»—‘“U‘QOO»—w—nTj
T
ol orRO O oo~

~
1
0
0
1

Tenemos demostrado el caso base.

Hipétesis inductiva. Suponemos el enunciado cierto para derivaciones
de longitud n y lo demostramos para derivaciones de longitud n + 1.

Sea I' - ¢ una derivacion sintactica de longitud n + 1, esto es, para
derivar ¢ hemos tenido que utilizar una serie de reglas, D, de longitud
n+ 1.

Como la derivacién D tiene longitud n+ 1, podemos deducir I, una
serie de hipétesis intermedias partiendo de I' mediante una derivacion
D’ de longuitud n y, finalmente, aplicar una tultima derivacién para
conseguir ¢. Es decir, I' F I se consigue mediante una derivacién
sintactica D’ de longitud n y, finalmente, I - ¢ se consigue mediante
la aplicacién de una tnica regla de derivacién sintactica.

Por Hipoétesis inductiva, tendriamos que I' F IV y también que IV F
¢. Con todo ello, tenemos finalmente que I' E ¢. O
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Ahora introduciremos el concepto de consistencia.

DEFINICION 8.3 (Consistencia). Un conjunto de férmulas T C PROP
(eventualmente infinito) es consistente si I't/ L.

En el caso de que si que podamos llegar al absurdo mediante una
derivacion sintdactica, es decir, st I' = 1, entonces diremos que T' es
inconsistente.

EJempLO 8.4. T' = {P,—P} es inconsistente. En cambio T' = {P}
es consistente.

LEMA 8.5 (Equivalencia de la consistencia). Si tenemos un conjunto
de formulas ' las siguientes afirmaciones son equivalentes.
= [’ es consistente.
= No hay ninguna ¢ € PROP tal que ' ¢ y I' - —¢.
» FEziste ¢ € PROP tal que I' t/ ¢.

DEMOSTRACION. Suponemos I' consistente y queremos ver que no
hay ninguna ¢ € PROP tal que I' - ¢ y I' = =¢. Si I' es consistente,
por reduccion al absurdo, supondremos que existe una férmula ¢ tal
que I' - ¢ v I' = —¢, entonces aplicando Modus Ponens, tendriamos
I' = L. Hemos llegado a una contradicciéon con el hecho de que I' sea
consistente, ya que si fuese consistente, por su definicién, no podriamos
llegar al absurdo mediante una derivacion sintactica.

Suponemos ahora que no hay ninguna ¢ € PROP tal que I' - ¢
y I' B =¢, y queremos ver que existe ¢ € PROP tal que I' I/ ¢. Sea
1 € PROP una férmula cualquiera. Por hipétesis sabemos que o I' F/ 1)
o I' ¥ ¢ y en cualquiera de los dos casos, hemos encontrado una férmula
¢ que no podemos deducir desde I'.

Por 1ltimo, suponemos que existe ¢ € PROP tal que I' i/ ¢ vy
queremos ver que I es consistente. Suponemos por reduccién al absurdo
que I' es inconsistente, entonces I' = L. Utilizando la regla false.elim,
desde I" podemos deducir cualquier proposicion, por ejemplo I' F ¢.
Esto nos da una contradiccion. Por tanto I' es consistente. 0

LEMA 8.6. Si I' € PROP es un conjunto de formulas para el que
existe una valoracion

v: VAR — 2

que hace verdaderas todas las férmulas en T', es decir, v¥ (1) = 1, para
toda ¢ € T', entonces I' es consistente.

DEMOSTRACION. Sea

v: VAR — 2
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una valoracion que hace verdaderas todas las formulas de I'. Supo-
nemos, por reduccién al absurdo, que I' es inconsistente. Por el lema
anterior, sabemos que existira una férmula ¢ € PROP tal que I' - ¢ v
' - —¢, entonces por el Teorema de Correccién[8.2] también tendremos
oyl E—o.

Si tenemos ' F ¢, entonces toda valoracion que haga verdadera I,
hard que también sea verdadera ¢. Por tanto v#(¢) = 1. Pero lo mismo
nos pasa con ' F —¢ y, por tanto, v#(=¢) = 1, pero sabemos que
v#(—¢) = —v#(¢) = 0. Por tanto llegamos a una contradiccién, ya que
hemos supuesto que I' es inconsistente. Por tanto I' es consistente. [

EJEMPLO 8.7. Vamos a demostrar el ejemplo anterior utilizando
el lema que acabamos de ver que nos dice que, si para un conjunto de
formulas encontramos una valoracion que las haga todas verdaderas,
entonces ese conjunto es consistente.

Sea I' = {P}. Como nuestro conjunto solo contiene P, podemos
elegir la valoracion

v: VAR — 2
P +— 1

Esta wvaloracion hace que T sea wverdadera, entonces por el lema

anterior podemos decir que I' es consistente.

A continuacion presentamos el concepto de conjunto de formulas
consistente mazximal.

DEFINICION 8.8 (Consistente maximal). Un conjunto de férmulas
I' € PROP se llama consistente mazimal, si
= [' es consistente.
» Para cada conjunto consistente I tal que I' C T, entonces I' =17,
es decir, I' no puede tener ninguna extension consistente propia.

A continuacion demostraremos que el conjunto de proposiciones es
numerable, y esto nos servird para definir un conjunto consistente ma-
ximal por recursion, ya que solo tendremos una cantidad numerable
de formulas. Este resultado nos servird para un lema que vendrd mas
tarde.

PROPOSICION 8.9 (Numerabilidad de PROP). El conjunto PROP
es numerable, lo que quiere decir que |PROP| = |N| = Vg, es decir,
el conjunto de proposiciones PROP es equipotente con el conjunto de
numeros naturales.

DEMOSTRACION. Para ver que dos conjuntos tienen el mismo cardi-
nal, primero tenemos que ver que |N| < |[PROP]| y luego que [PROP| <
IN].
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Para ver |N| < |[PROP| vamos a definir una aplicaciéon

¢: N — PROP
n — P,

que es inyectiva, ya que a cada nimero natural le corresponde una
Unica variable proposicional.

Ahora vamos a construir una aplicacién inyectiva en sentido opues-
to. Vamos a codificar cada proposicion como un nimero natural, es
decir, vamos a asignar a cada simbolo de la légica proposicional un
nimero natural.

Oé()/\\/-)ﬁJ_(—)P()Pl
N@) 123456718910

A partir de cierto punto, se empiezan a contar las variables proposi-
cionales,conjunto que hemos visto que es numerable, en nuestra tabla
empieza con el 9.

Para ver |PROP| < |N|, vamos a definir una aplicacién

K: PROP — N
=~ a0 — i, W,iv(ak)

donde aga;...qu, es la secuencia de simbolos que utilizamos en la férmu-
la ¢ y 7 es el k — ésimo ntimero primo. Esta aplicacién también es
inyectiva, por tanto |[PROP| < |N|, y entonces |[PROP| = |N]| O

Vamos a ver como se utiliza la aplicacion K que hemos definido en
la demostracion del resultado anterior en un ejemplo concreto.

EJEMPLO 8.10. Tenemos

a [([)|IAN|V| ==L« |PIQIR
N() 1|23 4|5]16|7|8|9|10]11

Y tenemos la formula ¢ = (-P AN Q) — R. A cada uno de los
simbolos que aparecen en la formula, le asignamos un numero primo.

Primero, al paréntesis le asignamos el nimero 2, a — el 3, a P el 5,
aNel7 aQ@ el 11, al segundo paréntesis el 13, a — el 17y a R el 19.
Cada numero primero lo elevamos al nimero que le corresponde en la
tabla, y hacemos el producto de todos estos niumeros, que quedaria asi:

2 %30 %57« TP 1110 % 132 % 17° 5 19" = K ().

Por tanto a cada formula tiene un numero natural asignado, solo con
que en alguna posicion hayamos cambiado un simbolo, la formula ya
no tendrd el mismo numero natural asignado, lo que quiere decir que

st ¢ # 1 entonces K(¢) # K(v). Por tanto K es inyectiva.
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Ademds la factorizacion de un nimero natural en factores primos
es unica, por tanto nunca podrdn coincidir K(¢) y K(¢) st ¢ y b no
son tquales.

El siguiente teorema nos permite extender todo conjunto consistente
de formulas a un conjunto de formulas consistente maximal.

TEOREMA 8.11 (Extension consistente maximal). Si I' es consis-
tente, entonces existe I extension consistente maximal de I', es decir,
[V es un subconjunto de formulas en PROP que cumple

1. CTI;

2. I es consistente;

3. I es maximal para esta propiedad, esto es, si I' C A y A es con-
sistente, entonces A =1".

DEMOSTRACION. Sea {¢, : n € N} una enumeracién de PROP.
Definimos I'y =T"y

Coon L, U{on} si I, U {¢n} es consistente
T, si T, U{¢,} es inconsistente.

Por construccién I'), es consistente para todon e Ny ')y C T4,

Definimos
I = U r,.

neN
Se tienen las siguientes propiedades.

I.I'CIV,yaquel'=T(y C I".

. I'” es consistente, porque la hemos definido asi.

3. I es maximal, porque hemos ido recorriendo todas las férmulas
posibles comprobando que el conjunto resultante sea consistente,
por lo que no hay posibilidad de haber dejado alguna férmula fuera.
Esto demuestra el Teorema [R.11] O

[\)

LEMA 8.12. Sea I' € PROP un conjunto de formulas y ¢ € PROP
entonces se tiene que
» SiI'U{—¢} es inconsistente, entonces I' = ¢.
» SiT'U{¢} es inconsistente, entonces I' = —¢.

DEMOSTRACION. Para demostrar la primera afirmacién, supone-
mos que I' U {—¢} es inconsistente. Por la definicién de consistente,
sabemos que esto implica que existe una derivacion que nos hace llegar
a L.

Queremos demostrar I' F ¢. Asumimos —¢. Como tenemos I' de
hipdtesis y suponemos —¢, utilizando la derivaciéon que hemos mencio-
nado, podemos llegar a L, y ahora utilizamos la regla by_contradiction,
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ya que en esta regla suponemos lo contrario a lo que queremos demos-
trar, y llegamos a ¢. Por tanto I' - ¢.

Para demostrar la segunda afirmacién, suponemos que I' U {¢} in-
consistente. Por el mismo razonamiento anterior, sabemos que existe
una derivacién que nos hace llegar a 1.

Queremos demostrar que I' F =¢. Tenemos I' y suponemos ¢, sabe-
mos que tenemos una derivacion que nos hace llegar a L. Utilizamos la
regla assume y obtenemos ¢ — L. Y sabemos que ¢ — L = —¢, por
tanto I' = —¢. O

Como consecuencia del resultado anterior, tenemos que un con-
junto de formulas consistente maximal contiene todas sus derivaciones
sintacticas.

COROLARIO 8.13. Si I' C PROP es consistente mazximal, entonces
I’ esta cerrado bajo derivaciones, es decir, cuando I' = ¢ es porque

pel.

DEMOSTRACION. Suponemos que I' F ¢. Suponemos por reduccién
al absurdo que ¢ ¢ I, entonces como I' C T'U {¢}, por la maximalidad
de I, tendriamos que I' U {¢} es inconsistente. Que I" sea maximal im-
plica que I es consistente, y que si existiese otro IV consistente maximal
tal que I' C I entonces I' = I".

Entonces por el Lema [8.12) I' = —¢, pero también teniamos como
hipétesis que I' - ¢, y aplicando modus.ponens tenemos que I' = L, y
llegamos a una contradiccion con el hecho de que I' es consistente. Por
tanto, llegamos a que ¢ € I'. O

A continuacion investigamos algunas propiedades de los conjuntos
consistentes maximales.

LEMA 8.14 (Propiedades de conjuntos consistentes maximales). Si
I' € PROP es consistente mazximal, para cada ¢, € PROP se tiene
que
s pel o—-¢pel.
m 0 = €11 si, y solo si, siempre que ¢ € I' entonces 1 € T'.
s pANY €T si, ysolosi, pel yy €T

DEMOSTRACION. Por la consistencia de I', no puede ocurrir a la
vez que ¢ € I' y =¢ € T'. Suponemos que ¢ ¢ I', por el Corolario |8.13]
obtenemos que I' t/ ¢.

Suponemos por reduccién al absurdo que I'U{—=¢} es inconsistente,
entonces por el Lema [8.12) sabemos que [' - ¢, y llegamos a una con-
tradiccion con el hecho de que I' U {—¢} sea inconsistente. Por tanto
' U {—¢} es consistente.
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Como I' C T'U {—¢} y este ultimo conjunto es consistente, por la
maximalidad de I" tenemos que I' = I' U {—¢}. Por tanto —¢ € T'.

Ahora suponemos que —¢ ¢ I', por el Corolario [8.13 obtenemos
que I' F/ =¢.

Suponemos ahora por reduccién al absurdo que I' U {¢} es incon-
sistente, entonces por el Lema [8.12| sabemos que I' F —¢, y llegamos a
una contradiccién con el hecho de que I' U {¢} sea inconsistente. Por
tanto I' U {¢} es consistente.

Como I' C T'U {¢} y este dltimo conjunto es consistente, por la
maximalidad de I" tenemos que I' = I" U {¢}. Por tanto ¢ € I.

Suponemos que ¢ — 1 € I'. Vamos a demostrar que si ¢ € I' en-
tonces ¥ € I'. Suponemos que ¢ € I', por tantoI' F ¢ y I' = ¢ — .
Aplicamos la regla Modus Ponens y tenemos que I' - 9. Por el Corola-
rio tenemos que ¢ € I'. Queda demostrada la primera afirmacién.

Suponemos que si ¢ € I' entonces ¥ € I', y queremos demostrar
que ¢ — ¢ € I'. Consideramos dos casos

= Suponemos que ¢ € I', entonces por lo que acabamos de suponer,
Y e, yportanto ' - —

= Suponemos que ¢ ¢ I') entonces por el primer apartado del Le-
ma tendriamos que —¢ € I'. Consideramos la siguiente deri-
vacion

(Modus.ponens)
(False.elim)

—— (Assume)
o=

Como podemos observar, suponemos ¢ y sabemos que de I' se dedu-
ce ¢, entonces al aplicar la regla de Modus Ponens, obtendriamos
el absurdo. Ahora aplicamos la regla de false.elim y podemos de-
ducir la formula . Como inicialmente hemos supuesto ¢ y hemos
llegado a 1, aplicando la regla assume, obtendriamos ¢ — . Por
tanto I' = ¢ — 1, y por el Corolario ¢ — ¢ € T'. Queda
demostrada la segunda afirmacion.

Para demostrar la dltima afirmacién, suponemos que ¢ Ay € I', vamos

a demostrar que ¢ € I' y ¢ € I'. Consideramos la siguiente derivacion

QN

(and.elim_left)

Como I' F ¢, por el Corolario ,pel.
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Tenemos ¢ A v y utilizando and.elim_right nos queda 1, y como
[' -9, por el Corolario ,pel.

Ahora suponemos que ¢ € I' y que ¥ € I' entonces, consideramos
la siguiente derivaciéon

¢ ¥
N

(and.intro)
Por tanto, tendremos que I' = ¢ A1), y por el corolario ,ONY e T
Esto concluye la demostracién del Lema [8.14] 0

A continuacion presentamos un resultado muy importante para fi-
nalizar el capitulo. El siguiente resultado nos dice que todo conjunto
de formulas consistente es satisfacible, esto es, podemos encontrar una
valoracion que hace veraderas todas las formulas del conjunto.

LEMA 8.15 (Satisfacibilidad de los conjuntos consistentes). Si I' €
PROP consistente, entonces existe una valoracion

v: VAR — 2
que satisface que, para cada férmula ¢ € T', se tiene que v¥(¢) = 1.

DEMOSTRACION. Sea I un conjunto consistente maximal que con-
tiene a I', es decir, I' C I". Este conjunto se puede obtener como resul-
tado del Teorema [R.11]

Sea v la valoracion definida como sigue

v: VAR — 2

P 1lsi Pel’
0si Pgr

Vamos a demostrar que para cada formula ¢ € PROP se tiene que
la valoracién v¥(¢) = 1 si, y solo si, ¢ € I
Lo haremos por induccion sobre la estructura de ¢.
Caso base.
(L) : En este caso, v¥# (L) =0y L &I, ya que [ es consistente.
(P,) : En este caso, v¥(P,) = 1si, y solo si, B, € I' (por la definicién que
hemos hecho de la valoracién v).
Hipdtesis inductiva Suponemos cierto el enunciado para férmulas ¢
y 1. Pasamos a demostrarlo ahora para los situientes casos.
(—¢) : Para el caso de la negacién, v#(—¢) = 1 si, y solo si, v#(¢) = 0'si, y
solo si, ¢ € I por la hipétesis inductiva, y por el primer apartado
del lema sabemos que si ¢ ¢ I (donde I” es consistente

maximal), es porque —¢ € I,



8. CORRECCION Y COMPLETITUD 65

(¢ — 1) : Si consideramos la implicacién, si v#(¢ — ) = 0 es porque
v#(p) = 1y v#(¢) = 0si, y solosi, ¢ € Iy o & I si, y solo
si, p > &1,

En el caso de que v# (¢ — 1) = 1 es porque ¢ — 1 € I".

Como el conjunto de conectores {—, =} es completamente funcional
por el Corolario 5.7, entonces no hace falta que demostremos el resto
de conectores. 0

Como consecuencia del ultimo resultado obtenemos el siguiente co-
rolario.

COROLARIO 8.16. Sea I' € PROP y ¢ € PROP entonces las si-
gquientes afirmaciones son equivalentes.

=I'Fo

s Fxiste una valoracion v : VAR — 2 tal que para cada formula
Y € PROP se tiene que v* () = 1, para cada ) € T, y v¥(¢) = 0.

DEMOSTRACION. Notamos que por el Lema I' ¥ ¢ si, y solo
si, ' U {—¢} es consistente.

Por otro lado, por el Lema sabemos que si I'U {—¢} es consis-
tente, es porque existe una valoracion

v? : VAR — 2
tal que, para cada férmula ¢ € T se tiene que v# (1) = 1. En particular,
v#(=¢) = 1, ya que ¢ = —, esto implicard que v#(¢) = 0. 0

Estamos ya en condicion de presentar el Teorema de Completitud
de la Logica Proposicional.

TEOREMA 8.17 (Teorema de Completitud). Si I' € PROP y ¢ €
PROP, entonces si tenemos que I' E ¢ también se cumplird que I' - ¢.

DEMOSTRACION. Suponemos por reduccién al absurdo que I' ¢,
entonces por el Lema tendremos que I' U {—¢} es consistente, es
decir, ' U {—¢} I/ L. Por tanto I' U {—¢} es satisfacible , entonces por
el Corolario [8.16], existe una valoracién v : VAR — 2 tal que para cada
1 € T tenemos que v# (1)) = 1y v#(¢) = 0, entonces I' & ¢. O

Finalizamos este capitulo obteniendo un resultado de finitud para la
deriwacion semdantica.

COROLARIO 8.18. Sea I' € PROP y ¢ € PROP. SiT' E ¢, entonces
existe un subconjunto finito A C T' para el que A FE ¢.

DEMOSTRACION. Se sigue del Teorema de Completitud y la
la Proposicién [7.8] O
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