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1 Introduccid

Les matematiques constitueixen
la ciencia de la forma i la
quantitat; el raonament
matematic és simplement logica
aplicada a 1’observacié de la
forma i la quantitat. El gran
error esta en suposar que fins i
tot les veritats del que es
denomina algebra pura
constitueixen veritats abstractes

o generals.

La carta robada
Edgar Allan Poe

Es pot definir la Teoria de Categories com aquella teoria matematica general
d’estructures i sistemes d’estructures que busca les propietats universals de
les families d’estructures i com aquestes estructures es relacionen [12]. Per
exemple, és ben sabut a Topologia Algebraica que els espais topologics estan
relacionats amb grups i anells a través d’homologies i homotopies.

No obstant, cap teoria sorgix del no-res i totes partixen d’un determinat
context. En concret, la motivacié historica rere la Teoria de Categories ve de
la ma d’Eilenberg i MacLane. En 1945, aquestos matematics van introduir,
auxiliarment, els conceptes de categories i functors a fi de formalitzar 1'is
intuitiu de natural per a referir-se a families d’isomorfismes [13].

Tot plegat, 'estructura general d’aquest treball es pot dividir en dos blocs.
El primer bloc és una introduccié a la Teoria de Categories on es defineixen,
primerament, els conceptes de categoria, functor i alguns tipus especials
de morfismes, com sén els monomorfismes, epimorfismes i isomorfismes.
Seguidament, es defineixen les transformacions naturals. Finalment, definim
els isomorfismes de categories i les equivaléncies de categories. Totes aquestes
definicions, entre altres, venen acompanyades d’una gran quantitat d’exemples

i figures que faciliten la seua comprensié. Per altra banda, el segon bloc



presenta un cas concret del mén de la Logica per a entendre la diferéncia entre
isomorfisme de categories i equivaléncia de categories. En concret, s’estudiara
la Dualitat de Lindenbaum-Tarski des d’una perspectiva categorica.
Respecte a les seccions del treball, primerament, a la Seccié 2 farem una
introduccié a la Teoria de Categories definint i exemplificant els conceptes
més importants. En particular, la idea de categoria i les seues variants, els
functors i les proposicions i caracteritzacions més basiques. Seguidament, a la
Seccid 3, expliquem que és una transformacié natural i construim els conceptes
i proposicions adequats per a demostrar el Lema de Yoneda, que és un dels
resultats més importants de la Teoria de Categories. Endemés, a la Seccié 4,
introduim la definicié d’equivaléncia de categories i donem una caracteritzacio
de l'equivalencia de categories. Finalment, a la Seccié 5, relacionem aquesta
nocié amb aspectes de la Logica Categorial per a diferenciar, mitjangant
un exemple, els isomorfismes de categories i les equivaléncies de categories.
Concretament, presentarem la Dualitat Lindenbaum-Tarski, que estableix
una correspondencia entre sistemes logics i estructures algebraiques o ordres,
des del punt de vista de la Teoria de Categories. Per a fer aixo, establirem
el marc teoric necessari per a definir les algebres Booleanes completes i
atomiques vistes, per una banda, com estructures algebraiques i vistes, per
altra banda, com ordres. Aixi, demostrarem que ambdues nocions d’algebres
Booleanes completes i atomiques sén isomorfes i, per tant, indistingibles,
pero només equivalents al sistema logic proposicional, que esta representat
per ’algebra Booleana completa i atomica de les parts d’un conjunt.

Els requisits matematics indispensables d’aquest treball sén tots els coneixe-
ments que un alumne ha pogut obtindre al final de la carrera de Matematiques.
A saber, Teoria de Conjunts, Teoria de Grups, Teoria d’Anells, Analisi Ma-
tematic, Espais topologics, etc.

En aquest treball, utilitzarem la tipografia amb serifa per a denotar les
categories i seran categories C, D, E... Respecte als functors, utilitzarem la
tipografia romana per a denotar-los i seran functors F, G, H... Els morfismes
i aplicacions seran f, g, h... mentre que les transformacions naturals seran
denotades per lletres gregues, «, (3,7, u... Els conjunts seran denotats per

lletres majuscules llatines, A, B,C, D... i les estructures algebraiques, com



grups o anells, es denotaran en negreta, sent aquestes estructures de la forma
G, HI..

Les referencies basiques que es poden consultar respecte a la Teoria de
Conjunts es troben en [3] i [4]. Per a la Teoria de Grups i Anells sén tils [1]
i [10]. Seguidament, per a buscar informacié sobre 1’Analisi Matematic es
pot veure [2]. Per ultim, una bona referéncia per a l’estudi de la Topologia i
els Espais Topologics es troba a [8].

Per altra banda, respecte a la Teoria de Categories, ens hem basat en
el manual Basic Category Theory and Topos Theory de Van Oosten [17],
principalment, aixi com en Category Theory in Context de Riehl [13]. A més
a més, altres introduccions interessants a la Teoria de Categories es troben a
[9], [11] 1 [16]. Finalment, per aprofundir a la Teoria de Categories i els seus
reptes particulars es recomana comencar amb [7] i [14].

Aquest Treball de Fi de Grau sorgi com una eleccié personal; una motivacié
propia per connectar les Matematiques i la Filosofia. En efecte, malgrat la
visié reduida d’alguns, aquestes dues arees conviuen, es retroalimenten i es
troben lligades pels ideals d’abstracci6 i argumentacié logica. Un exemple
clar d’aquesta relacié ve donat per la Teoria de Categories, les conseqiiéncies
de la qual suposen un desafiament a la Filosofia de les Matematiques. Per
exemple, la Teoria de Categories és una candidata alternativa a la Teoria
de Conjunts respecte al Problema de la Fonamentacié de les Matematiques.
Per altra banda, aquesta és, ara per ara, I'inica teoria que pretén connectar
les diverses arees de les Matematiques; mostrar les seues similituds.
D’altra banda, ’abséncia de continguts referents a aquesta materia al pla
d’estudis del Grau de Matematiques de la Universitat de Valencia, ha sigut
I’altre motiu perque ens hem interessat per aquest tema. Aixi, pretenem
aprofundir la nostra formacié en aquells elements, per a nosaltres, més
cridaners de la disciplina matematica i avangar en la nostra formacié de cara

a un possible futur dins del mén academic.



2 Preliminars

En Matematiques, un no entén

les coses, s’acostuma a elles.

John von Neumann

2.1 Categories

Comencem aquest treball definint la nocié de categoria i donem diversos
exemples per a entendre, intuitivament, aquest concepte. Per altra banda,
comentarem, succintament, com la Teoria de Categories supera la Paradoxa
de Russell. Finalment, definirem alguns tipus de categories, que seran
utils posteriorment, com la categoria oposada, la categoria producte o la

subcategoria i demostrarem que sén, en efecte, categories.

Definicié 2.1 (Categoria). Una categoria C és una colleccid (Nota 2.2)
d’objectes, denotada per Cgp, i una colleccié de morfismes ', denotada per

Cq, tals que

1. Tot morfisme f en C; té associat un domini en Cg i un codomini en
Co. El domini i codomini dels morfismes els escriurem, respectivament,
com sc(f) 1tg(f). A més a més, sisc(f) =X 1itg(f) =Y escriurem
f:X->Y.

2. Donats dos morfismes f: X - Y ig:Y — Z tals que tg(f) = sc(g)
sempre tenim definida la seua composicié, que és un morfisme en Cq,
denotada per g o f, del tipus go f : X — Z. Aquesta composici, on
estiga definida, és associativa, és a dir, donats f: X - Y, ¢g:Y - Z i

h: Z — W morfismes en C es té que

ho(gof)=(hog)of.

1 . . . s
Als morfismes també se’ls diuen fletzes o mapes. Usarem la denominacié de morfisme.
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Figura 1: Composicié i unitat de morfismes d’una categoria C.

3. Per a cada objecte X de Cq existeix el morfisme identitat idx : X — X
i compleix que, donat 'objecte Y en Cg i el morfisme f: X — Y es té

que foidx = f. Respectivament, idy o f = f.

Es poden veure les propietats dels morfismes en una categoria C en I’esquema
de la Figura (1).

Nota 2.2. Per qiiestions de cardinalitat i seguint a MacLane [7] emprarem
la noci6 de classe per a referir-nos a I’agrupacié d’objectes Co. Més avant,
introduirem la diferenciacié entre categories menudes, on Cy és un conjunt, i

categories grans, on Cp no té perque ser un conjunt.

Nota 2.3. Per a referir-nos a les categories emprarem la font Sans Serif

(\mathsf). Per exemple, C' denota un objecte perd C denota una categoria.

morfisme identitat, per a un objecte qualsevol de la categoria, és I'inic amb

la propietat de ser neutre per a la composicié.

Proposicié 2.4. Per a tot objecte X en C, el morfisme idx : X — X és
Iinic morfisme en C tal que, per a tot morfisme f: X — Y en C, es té que
foidx = f. Analogament, el morfisme idy : Y — Y és linic morfisme en
C tal que idy o f = f.

Demostracio. Siga g : X — X un morfisme en C tal que per a tot altre

morfisme f: X — Y es té que fog = f. Aleshores,

g=1idxog (per idx)



Ac¢o demostra la Proposicié 2.4. ]

Ara que ja tenim definit el concepte de categoria anem a donar exemples.

Classifiquem les categories en categories concretes i categories abstractes.

Exemple 2.5 (Exemples de categories concretes). Una categoria concreta és
una categoria on els objectes presenten conjunts subjacents i els morfismes

son aplicacions entre els conjunts subjacents.

1. Categoria trivial, denotada per 0, és la categoria sense objectes ni

morfismes. Compleix la definicié de categoria trivialment.

2. Categoria unitat, denotada per 1, és la categoria formada per un

Unic objecte i el morfisme identitat sobre ell.

3. Categoria dels conjunts, denotada per Set, és la categoria on Cy
és la classe de tots els conjunts (Nota 2.7) i els morfismes sén les

aplicacions entre conjunts.

4. Categoria dels grups, denotada per Group, és la categoria on els

objectes sén grups i els morfismes sén homomorfismes de grups.

5. Categoria dels anells, denotada per Ring, és la categoria on els

objectes sén anells i els morfismes sén homomorfismes d’anells.

6. Categoria dels cossos, denotada per Field, és la categoria on els

objectes sén cossos i els morfismes sén homomorfismes de cossos.

7. Categoria dels espais topologics, denotada per Top, és la categoria
on els objectes sén espais topologics i els morfismes sén funcions

continues.

8. Categoria dels espais topologics Hausdorff, denotada per Haus,
és la categoria on els objectes sén espais topologics Hausdorff i els

morfismes sén funcions continues.



9. Categories dels grafs i dels grafs dirigits, denotades per Graph i
DirGraph, respectivament, sén les categories on els objectes sén grafs i
grafs dirigits, respectivament, i on els morfismes sén homomorfismes

de grafs i grafs dirigits, respectivament.

10. Categoria dels conjunts parcialment ordenats, denotada per
Poset, és la categoria on els objectes sén conjunts parcialment ordenats

i els morfismes sén aplicacions monotones.

11. Categoria de les varietats suaus, denotada per Man, és la categoria
on els objectes son varietats topologiques infinitament diferenciables i

els morfismes sén mapes suaus.

Exemple 2.6 (Exemples de categories abstractes). Una categoria abstracta

és una categoria on els morfismes no sén aplicacions.

1. Categoria associada a un preordre. Un preordre és un parell
(X, <) donat per un conjunt X i una relacié de preordre en X, és a
dir, una relacié reflexiva i transitiva en X. Vista com a categoria la
denotem per (X, <) on els objectes sén els elements de X i, per a cada

parell z,y € X tal que z < y, existeix un Unic morfisme x — y.

Un ordre és un preordre (X, <) la relacié del qual verifica, a més, la
) b )
propietat antisimétrica. Vist com a categoria, un ordre es defineix com

la categoria preordre i el denotem per (X, <).

2. Categoria associada a un Monoide. Un monoide M és un triplet
(M,-,1) donat per un conjunt, una operacié binaria en M associativa
i un element unitat 1 € M, és a dir, per a tot element m € M, es té
que 1-m =m -1 =m. Vista com a categoria la denotem per M i és
una categoria d’un unic objecte amb morfismes m, per a tot m € M.
Representem aquest tipus de categoria a la Figura (2). Notem que un
grup G és, també, un monoide i, per tant, es pot definir la categoria G

com una categoria d’un unic objecte i morfismes g per cada g € G.

3. Categoria de les matrius per a un anell unitari. Donat un anell

unitari R, Matgr és la categoria que té com a objectes els nombres



I
T2
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Figura 2: Monoide.

naturals no nuls, i.e., N* i on els morfismes de n a m sén matrius

m x n amb entrades en R.

4. Categoria de les homotopies, denotada per Htpy, és la categoria
on els objectes sén espais topologics i els morfismes sén les classes

d’homotopia d’aplicacions continues.

Notem que en els exemples anteriors hi ha categories on els morfismes no

eren aplicacions siné classes, elements, matrius o només assignacions.

Nota 2.7. La paradoxa de Russell estipula que no existeix el conjunt de tots
els conjunts. Per aquesta raé s’ha emprat a la Definicié (2.1) el concepte col-
leccié. A més a més, per solucionar el problema teoric que suposa la paradoxa
de Russell, es poden distingir conjunts i classes o diferenciar categories grans

de categories menudes. Aquesta tdltima solucié la introduim a continuacio.

Definicié 2.8 (Categoria menuda). Una categoria C s’anomena menuda si
C; és un conjunt i s’anomena localment menuda si, per a tots X, Y en Cy, la
colleccié de morfismes de X a Y, C(X,Y), és un conjunt. Per contra, una

categoria C s’anomena gran si no és menuda.

Analogament amb el que es té per a conjunts, donades dos categories podem

definir el producte d’elles com una altra categoria.

Definicié 2.9 (Categoria producte). Siguen dos categories C i D, aleshores el
seu producte, denotat per C x D, és la categoria producte. Aquesta categoria
té com a objectes els parells (C, D) pertanyents a Cy x Dg i té per morfismes
els parells (f,g) pertanyents a C; x Dy, on f : C — C’"ig: D — D’ s6n

morfismes en C i D, respectivament.

10



En efecte, donades dues categories la seua categoria producte és, de fet, una

categoria.

Proposicié 2.10. Siguen dues categories C i D, aleshores C x D és una

categoria.

Demostracié. Per definicié de categoria producte, tot morfisme (f,g) en
Cy x Dy, per a morfismes f en Ci g en D, té un domini en Cyg x Dy i un
codomini en Cy x Dy, doncs f i g sén morfismes en les categories C i D,
respectivament.

Per altra banda, donats els morfismes (f,g) : X x A - Y x Bi (h,k) :
YXxB—->ZxCenCxD,onf: X —>Yih:Y — Z s6n morfismes en C
ig:A— Bik:B — C sén morfismes en D, observem que (f,g) i (h,k)
sén componibles perque tg((f,g)) = sc((h,k)). Per tant, per a satisfer la
definicié de categoria, ha d’existir un morfisme composici6 (f,g) o (h, k) :
X xA— Z xCen CxD tal que la composicié siga associativa. Proposem

com a candidat a composicio el segiient morfisme.

(f,9) o (hk) = (foh,gok)

En efecte, (foh,gok) : X x A — ZxC,doncs foh: X - Zigok: A—C
sén composicions definides en C i D, respectivament. Demostrem que la
composicié que hem definit és associativa.

Siguen (f,g) : X x A—>Y x B, (h,k): Y xC —> Zx D, (I,m):Z xD —
W x E morfismes componibles en Cx D, on f: X - Y, h:Y —> Z1i
l:Z — W s6n morfismes componiblesen Cig: A - B, k:C — D i

m : D — E sén morfismes componibles en D. Aleshores,

I

(lm)o ((h,k)o(f,g9)) = ({,m)o(ho f,kog) (definicié composicié

lo(hof),mo(kog)) (definicié6 composicié

)
)
(loh)o f,(mok)og) (associativitat)
l )
)

oh,mok)o(f,g) (definicié composicié

(
(
(
(
(

(I,m) o (h,k))o(f,g). (definici6 composicid

11



Finalment, per a cada objecte (A, B) en Cy x Dy, on A és objecte en Cy
i B és objecte en Dy, existeixen unics morfismes identitat id4 i idg per
ser C i D categories. Doncs, es defineix el morfisme identitat associat a
I'objecte (A, B) en la categoria C x D com id(4p) : A x B — A x B tal
que id(4 gy = (ida,idp). Aquest morfisme verifica que, donat el morfisme
(f,g) : Ax B — CxDen CxD, es té que (f,g) oidap = (f,9) i
id(c,py © (f,9) = (f, g), respectivament. Notem que

(f,9) oida,p) = (f,9) o (ida,idB) (definicié de id (4, py)

= (foida,goidp) (composici6 en C x D)

=(f,9) (morfismes identitat en C i D)

A¢o demostra la Proposicié (2.10). [

Continuant amb ’analogia amb els conjunts, donada una categoria, es pot

definir la nocié de subcategoria.

Definicié 2.11 (Subcategoria). Donada una categoria C, direm que D és
una subcategoria de C si, per una banda, Dy és una subcolleccié d’objectes
de Cp i D1 és una subcolleccié de Cy i si, per altra banda, D conté tots els
dominis i codominis dels seus morfismes, els morfismes identitat de tots els
objectes i la composicié de tots els morfismes componibles. Ho denotarem
per D < C.

Una subcategoria D < C és plena si D; = Cy.

Nota 2.12. Trivialment es té que la subcategoria d’una categoria és, en si,

una categoria per la mateixa definicié anterior.

Illustrem la idea de subcategoria amb la Figura (3).

Finalment, si pensem una categoria com un mapa amb objectes i fletxes
dirigides que relacionen els objectes, podem qiiestionar-nos que ocorre si
revertim la direccié de dites fletxes. Amb aquesta qiiestié presentem el

segilent concepte.

Definicié 2.13 (Categoria oposada). Siga C una categoria. Definim la

categoria oposada, denotada per C°P, com la categoria que té els mateixos

12



Figura 3: Subcategoria.

objectes que C, perd que té morfismes f°P, per cada morfisme f en C, tal
que el domini de f°P és el codomini de f i el codomini de f°P és el domini
de f. Es a dir, si f: X — Y és un morfisme en C, aleshores foP : Y — X és

un morfisme en C°P i viceversa.

En definitiva, la categoria C°P té els mateixos objectes que la categoria C,
pero els morfismes “apunten a la direccié oposada”.

En efecte, C°P és una categoria doncs compleix la definicié de categoria.

Proposicié 2.14. Donada una categoria C, la seua categoria oposada, C°P,

€s una categoria.

Demostracid. Primerament, per definicié de categoria oposada, tot morfisme
en C{P té associat un domini en Cg” i un codomini en Ci°. Per altra banda,
notem que dos morfismes f°P i g°P? en C°P sén componibles si, i només si,
els respectius morfismes associats f i g en C sén componibles. En efecte,

donats fP : Y — X i ¢g°°? : Z — Y componiblesm definim la composici6

13



de morfismes en C°P com ¢°P o fP = (f 0 ¢)°P i, a més, la composici6 és
associativa.
Siguen fP:Y — X, ¢°P: Z - Y i h°? : W — Z morfismes componibles en

CO°P aleshores

hP o (gP o foP) = h°P o (f o g)P (definici6 composicid)
=((fog)oh)P (definicié composicio)
= (fo(goh))P (composici6 associativa en C)
= (goh)Po fP (definicié composicio)
= (h°P 0 g°P) o fP. (definicié composicio)

Finalment, per a cada objecte X de Ci¥, com Cj” = Cy i C és una categoria,
existeix un unic morfisme identitat idy associat a X. Aixi, es defineix el
morfisme identitat associat a un objecte X en la categoria oposada C°P
com idY : X — X tal que id{ = idy. Aquest morfisme verifica que,
donat el morfisme f°P : Y — X, es té idgg o fP = fOP i respectivament,

[P oidy? = f°P doncs,

idY o fP = (f oidx)°P (definicié composicid)
= fP. (morfisme identitat en C)
Ao demostra la Proposicié (2.14). [

Nota 2.15. Es facil notar per la Definicié (2.13) que, donada una categoria C
i la seua categoria oposada C°P, aleshores la categoria oposada de la categoria

oposada de C coincideix amb la categoria C.
(COp)Op = COP,
A continuacié, donem alguns exemples interessants de categories oposades.

Exemple 2.16. Exemples de categories oposades.

1. Siga la categoria Matg per a R anell unitari, aleshores la seua categoria

14



(0) . 3 .
oposada es Mat Pf) , on els objectes sén nombres naturals no nuls i on

els morfismes de n a m sén matrius n x m amb entrades en R.

2. La categoria oposada de 0 és 0°°? = 0 i la categoria oposada de 1 és
1°P = 1.

3. Siga la categoria preordre (X, <), aleshores la seua categoria oposada
és (X, <)°P, on els objectes sén els elements de X i, per a cada parell
x,y € X tal que = < y, existeix un tnic morfisme y — x. Es a dir,
(X, )P és (X, =).

La noci6 de categoria oposada és crucial per al desenvolupament de la Teoria
de Categories i la seua importancia rau en el fet que la categoria C i la
categoria C°P presenten una relacié dual: tot el que es pot dir d’una es
pot dir de l'altra. En efecte, a la demostracié de la Proposicié (2.14) tot
fet sobre C o C°P venia donat, necessariament i suficientment, per C°P? o C,
respectivament. Aixi, donat un teorema sobre categories existeix un teorema
dual en les categories oposades la demostracié del qual és la demostraci
del teorema original, perd amb totes les direccions dels morfismes revertides.
Per exemple, la naturalesa del concepte de categoria oposada és analoga a
la de negacié d’una proposicié logica. Efectivament, si tenim uns enunciats
P i@ tals que es compleix el teorema P — @), aleshores també és cert que
—(@) — —P. Tanmateix, el fet que es descriu a la Nota (2.15) és equivalent
al Principi de la Doble Negaci6 a logica on, si P és un enunciat, aleshores
P=—--P.

En el transcurs d’aquest treball trobarem muiltiples exemples de demostraci-
ons duals, proposicions duals i, fins i tot, definicions duals de les quals hi ha
molts exemples i es tractaran amb major profunditat a la subseccié Casos
especials: functors, objectes i morfismes (2.3). A més a més, en diversos
casos ens estalviarem la demostracié d’algunes propietats per dualitat, és a

dir, aplicant el fet que tot teorema té un dual en la categoria oposada.
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2.2 Functors

A continuacid, definirem un altre concepte forca important de la Teoria de
Categories, a saber, els functors. A més a més, per a entendre que és un
functor, exemplificarem aquest concepte amb alguns functors basics i, també,
demostrarem que sén, de fet, functors. Finalment, mostrarem el potencial
de 'aplicacié de functors a demostracions matematiques en el cas concret

del Teorema del punt fix de Brouwer.

Definicié 2.17 (Functor). Donades dues categories C i D definim un functor,
denotat per F, com un parell (Fg, F1) format per una assignacié entre objectes,
Fg : Cog — Dy, i per una assignacié entre morfismes, Fy : C; — Dy, tals que si
f: X — Y és un morfisme en Cj, aleshores Fi(f) : Fo(X) — Fo(Y) és un

morfisme en D. A més, F preserva la identitat i la composicio. Es a dir, 2
1. Fi(idx) = idp,(x), per a tot objecte X en C.
2. Fi(go f) =Fi1(g9) o F1(f) per a tot f i g morfismes componibles en C.

Per comoditat utilitzarem la notacié de F, en compte de les components Fy
i F'1, indistintament per a objectes i morfismes. Es pot veure com actua un
functor sobre categories a la Figura (4) i uns esquemes de I'axioma de la

identitat i de ’axioma de la composicié a les Figures (5) i (6), respectivament.
Donem alguns exemples que illustren la nocié de functorialitat.
Exemple 2.18. Exemples de functors.

1. Existeix una classe de functors que assignen a qualsevol estructura ma-
tematica el seu conjunt subjacent. Aquest functor rep el nom de func-
tor d’oblit i alguns exemples sén Top — Set, Group — Set, Ring —
Set... Notem que només té sentit aquest functor per a categories con-

cretes.

2Ens referirem a aquestes propietats de la definicié de functor com azioma de la identitat
de functor i axioma de la composicid de functor, respectivament. També ens referirem a
ells en general com aziomes de functor.
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Figura 4: Representacié d’un functor entre categories.

F: C—— D
A F(A)
1dAJ S JldF(A)
A F(A)

Figura 5: La transformacié de la identitat pel functor F.

F: C—— D
A F(A)
fJ [F)
gof| B —— EB)  |Fgof
gl ¥
C F(C)

Figura 6: La transformacié d’una composicié pel functor F.



A *
fl —_— Jld*
B *

Figura 7: El functor 1.

2. Donada una categoria C i la categoria unitat 1, existeix un tnic functor
1: C — 1, anomenat functor unitat (Figura (7)), que assigna els
objectes de C a I'inic objecte » de 1 i els morfismes de C a 1'inic
morfisme de 1, que és id,. A més, donada la categoria trivial 0, existeix

un dnic functor 0 — C que anomenarem functor trivial.

3. Naturalment, com el producte de categories és una categoria, donades
les categories C i D, existeixen functors mp: C x D - Cim : Cx D —
D definits de forma natural. Aquestos functors sén coneguts com

projeccions.

4. Si C és una categoria localment menuda, aleshores, per a tot objecte C
de C, es pot definir un functor yo : C — Set que assigna a cada objecte
A de C el conjunt C(C, A), que és el conjunt de totes les aplicacions
entre C'i A. A aquest functor se li diu functor representable (Figura
(8))-
Efectivament, yo és un functor si, donat un morfisme f: A — B en
C, definim yo(f) com la composicié per f amb un element de C(C, A)
per a obtindre un morfisme en C(C, B). Es a dir, si f: A — B és un

morfisme en C, es defineix

ve(f) =gof, geC(C,A).
D’aquesta forma es verifiquen els axiomes de la definicié de functor.

5. També hi ha functors on el domini coincideix amb el codomini. Aquestos
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yo: C —— > Set

A C(C,A)
fl — ch(f)
B C(C,B)

Figura 8: El functor representable.

functors reben el nom d’endofunctors i un bon exemple d’ells és el
functor de les parts. El functor de les parts P : Set — Set assigna a
cada conjunt A en Set la seua poteéncia P(A) = {A’ | A’ < A} ia cada
morfisme f: A — B en Set el corresponent morfisme P(f) : P(A) —
P(B), que donat A" = A es té que P(f)(A") = f[A’] < B.

. Alguns functors deixen invariants els objectes quan s’apliquen sobre
ells. Per exemple, el functor Top — Htpy que assigna a cada funcié
continua en Top la seua corresponent classe d’homotopia i a cada espai

topologic el mateix espai topologic.

. Un functor molt facil de comprendre és el functor constant. Donades
les categories C i D i un objecte X en D, es denota el functor constant
com Kx : C — D. Aquest functor assigna tot objecte en C a ’objecte

X en D i tot morfisme en C a idyx.

. Per a dos monoides M i N les seues categories d’un Unic objecte
associades a ells sén M i N, respectivament. Aleshores, donat un
homomorfisme de monoides f : M — N, es pot definir un functor
F : M — N. El functor F assigna 'objecte de M a l’objecte de
N i un morfisme m en M al morfisme f(m) en N. Per la definicié

d’homomorfisme de monoides tenim garantida la functorialitat de F.

. El segiient exemple pot consultar-se a [13].

Considerem un conjunt A i el conjunt A~! format pels elements for-

1

mals ¢! on a € A. Notem que A i A~! sén disjunts i estan en
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correspondencia bijectiva entre ells. Per tant, podem considerar A el
conjunt de les cadenes de la forma a; ... a, constituides, en concatena-
1 1

ci6, pels elements de A U A™! tal que, si a € A, aleshores aa™ ' i a " ta

corresponen a la cadena buida.

Anem a definir la multiplicacié de les cadenes de A. Si considerem
a=ai...ani b= bi...by, cadenes de A, aleshores definim el producte
entre @ i 5, denotat per @ * 5, com la concatenacié reduida de les
cadenes @ i g, és a dir, a * b=ay... anb1 ... by, 1 després s’eliminen
de la concatenaci6 les cadenes buides. Per exemple, si @ = alagagl i
b= asbsbs, aleshores

axb= a1a2b4b5.

Notem que el producte *x no és simetric. A més, observem que ([1, *)
té estructura de grup i, en concret, de grup no abelia. En efecte, per
definicid, tenim que, donats dos elements @ i b de A, l'operacié @ * b és
un element de A. Per altra banda, donats @ = ay . . . ay, b= bi...by i

= ¢1...c elements de A es verifica la propietat associativa.

o

—

(@xb)*C=(ay...apby...by)*C
=ai...apb1...bpc1... ¢

=(ay...an)*(b1...bpecr ... )
—adx(b*?).

Clarament, 'inic element neutre del grup ([1, *) seria la cadena buida

i la denotem per €. Si @ = a1 ...a, és un element de A, aleshores
ax€=ai...a, = E*xd.

Finalment, per a tot element @ = ay ...a, de A existeix el seu element

invers que denotem per @~!. En efecte, I’element invers de @ seria la

1 1

cadena @~ = a,; ...afl. Aquest element satisfa que

-1 —1)

axda = (ar...an)*(a, ...a]
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F: Set ———— Group

A (A, *)
o
B (B, *)

Figura 9: Functor del grup lliure.

El grup (A, x) s’anomena grup lliure. Una construccié més exhaustiva
dels grups lliures por consultar-se a [1].

A més a més, podem definir el functor F : Set — Group, anomenat
functor del grup lliure, que assigna a cada conjunt A en Set el
grup lliure (A, %) i a cada morfisme f : A — B en Set ’homomorfisme
de grups F(f) entre (4,*) i (B,«). L’homomorfisme de grups F(f)
assigna a tot element aj . ..a, en (A,*) lelement f(a1)...f(ay,). En
efecte, F(f) és homomorfisme de grups perque, donats @ = aj . ..ay, i

b=by...by en (A,+), tenim que

=,

F(f)(@xb) = F(f)(

(1) - f(an)f(b) ... f(bm)
flar) ... flan)) * (F(b1) ... £(bm))
= F(£)(@) » F(f) (D).

ay...apby...by)

IIlustrem el functor F a la Figura (9). Ara anem a comprovar que, de

fet, F és un functor.
1. Axioma de la identitat

Siga A element en Set i siga idg : A — A el morfisme identitat de A.
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10.

Aleshores, si @ = ay . ..a, és element del grup (/I, *), tenim que
F(ldA)(C_i) = idA(al) .. .idA(an) =a1...0n = a= id(A:*)(C_L’).

Com F(id4) i id 4 ,) es comporten igual per a tot element @ de (A, %), es
té que sén, necessariament, el mateix morfisme. Acabem de demostrar

que F verifica I’Axioma de la identitat.
2. Axioma de la composicid

Siguen f : A - Big: B — C morfismes en Set. Aleshores, si

a=aj...a, és element de (A, *), tenim que

F(go f)(a@) = g(f(a1))...g(f(an))

Com F(go f)iF(g) oF(f) es comporten igual per a tot element @ de
([1, *), es té que son, necessariament, el mateix morfisme. Acabem de

demostrar que F verifica I’Axioma de la composicio.

El segiient exemple pot consultar-se a [13].

Siga la categoria Euclid, que té per objectes els conjunts oberts dels
espais euclidians finits i puntejats, denotats per (R”, p) (de forma abreu-
jada es denota per R™), i que té per morfismes funcions diferenciables
puntejades, denotades per f : R" — R™. Notem que si p és el punt
base de R™, aleshores f(p) és el punt base de R™.

Per altra banda, la derivada total de f : R™ — R™, avaluada sobre el
punt base p € R™, és la matriu Jacobiana definida per les derivades
direccionals de f avaluades sobre p. Per tant, si f = (f1,..., fm) on
fi : R — R, aleshores la posici6 (i, j)-éssima de la matriu Jacobiana
és % fi(p). Aixi, es pot definir el functor derivada, denotat per

D : Euclid, — Matg, que, per una banda, assigna als objectes de Euclid,
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D:Euclidy, ——— Matp

(R, p) n
fl — Maﬁjfi(p))::
(R™, f(p)) m

Figura 10: Functor derivada.

la dimensi6 dels espais euclidians finits i puntejats i, per altra banda,
assigna als morfismes f : R®™ — R™ d’Euclid, la matriu Jacobiana.
Representem a la Figura (10) el functor D. Comprovem a continuacié

que D és, de fet, un functor.
1. Axioma de la identitat

Siga idgn» : (R™, p) — (R™, p) morfisme identitat en Euclidy, on el punt
p es de la forma p = (p1,...,p,). Aleshores,

n

D(idgn) = (aij (idR")i(P)>

(L)
o ' ij=1

= ((5”)” . (0;,; denota la Delta de Kronecker)

i,j=1

= idD(n)~
Acabem de demostrar que D verifica I’Axioma de la identitat.

2. Axioma de la composicié
Siguen f : (R",p) — (R™, f(p)) i g: (R™, f(p)) — (R, g(f(p))) mor-
fismes componibles en Euclid, tal que p = (p1,...,pn). Aleshores,
6 l,n
D =7 i
o) = (-0 )

3,j=1
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_ (aijgi(f(p)) aijﬂ@))m_l
_ (afcjgi<f<p>>>i’?_l' (7).
= D(g) o D(/f) | |

Acabem de demostrar que D verifica I’Axioma de la composicié i, a

més, que D és un functor.

Siga ¢ : R™ — R! morfisme en Euclid, que assigna al punt base f(p) de
R™ el punt base g(f(p)) en RL. Aleshores, per 1’Axioma de composicié
que verifica el functor D, el producte de la matriu Jacobiana de f
sobre p per la matriu Jacobiana de g sobre f(p) és igual a la matriu
Jacobiana de go f sobre p. Esa dir, la Regla de la cadena multivariable

expressa la functorialitat de la derivada.

Aix{ com ocorre amb els morfismes, donats dos functors sobre categories

componibles, podem definir el functor composicié.

Proposicié 2.19 (Functor composicié). Donades les categories C, D i E
i els functors F: C > D i G : D — E tals que tg(F) = sc(G)?, es defineiz
el functor composicié (Figura (11)) com un functor, denotat per G oF, del

tipus GoF : C > E. A més a més, aquesta composicié €s associativa.

Demostracio. Necessitem definir el functor composicié com un functor C — E
en base als functors F : C - Di G : D — E. Notem que bastara definir
(GoF)(-) = G(F(:)) on - denota tant objectes com morfismes en C. En
efecte, definida aix{ la composicié de functors, tenim que, si X és un objecte
en C, aleshores F(X) és un objecte en D i G(F(X)) és un objecte en E. Per
altra banda, si f és morfisme en C, aleshores F(f) és morfisme en D i G(F(f))
és morfisme en E. Per tant, definit aixi, tenim que G o F és una assignacio
del tipus C — E.

Tot plegat, el funcionament del functor composicié quedaria com segueix a
la Figura (11).

3En un abis de notacié anem a indicar que els codominis i dominis dels functors de la
mateixa forma que vam fer amb els morfismes.
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GoF: C D E

A F(A) G(F(4))
|
fh Ry S ‘G(F(f))
!
B F(B) G(F(B))

Figura 11: El functor composicié.

Comprovem que G o F és, de fet, un functor.
1. Axioma de la identitat.
Siga el morfisme identitat idx en C. Aleshores,
(GoF)(idx) = G(F(idx)) (definicié de functor composicié

= G(idp(x)) (axioma de la identitat per a F

)
)
= idgr(x)) (axioma de la identitat per a G)
= id(gor)(x)- (definicié de functor composicid)

2. Axioma de la composicid.

Siguen f: X - Y ig:Y — Z morfismes componibles en C. Aleshores,

(GoF)(gof)=G(F(gof)) (definici6 de functor composicid)
= G(F(g) o F(f)) (axioma de la composicid)
= G(F(g)) o G(F(f)) (axioma de la composicid)
= (GoF)(g) o (GoF)(f). (functor composicio)

Veiem que la composicié, tal i com I’hem definida, és associativa.
Siguen C, D i E categoriesi F: C - D, G: D —- EiH : E — F functors

componibles.

3. Associativitat per a objectes.

25



Considerem X objecte en C. Per tant,

[Ho (GoF)](X) =H((GoF)(X)) (def. functor composicié)
G(F(X))) (idem)
Ho G)(F(X)) (idem)

(Ho G) o F] (X). (idem)

4. Associativitat per a morfismes.

Considerem f morfisme en C. Llavors,

[Ho (GoF)](f) =H{(GoF)(f)) (def. functor composicid)
= H(G(F(f))) (idem)
= (Ho G)(F(f)) (idem)
= [(Ho G) o F] (). (idem)

La qual cosa demostra la Proposicié (2.19). [ |

Nota 2.20. Observem que podem definir un functor identitat d’una categoria
C que assigna a tot objecte en C el mateix objecte i a tot morfisme en C el
mateix morfisme. Aquest functor el denotem® per Id : C — C i, aix{, pot
definir-se la categoria Cat que té per objectes categories i per morfismes

functors entre categories.

Illustrem amb un esquema visual a la Figura (12) el comportament dels
functors composicié i identitat.
Continuem donant exemples interessants de functors i presentem ara una

categoria i un functor definits per una relacié de congruencia.

Exemple 2.21 (Categoria quocient i functor quocient). Un altre exemple
de categoria seria I’anomenada categoria quocient que ve donada per una
categoria C i una relacié de congruéncia sobre C. Aquesta construcci
estableix, per a tots X, Y i Z objectes de C, una relacié d’equivaléncia ~ x y

sobre la classe de morfismes C(X,Y’) i una relacié d’equivalencia ~y. z sobre

4També es pot denotar el functor identitat d’una categoria C com 1c
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GoF

Ip

Figura 12: Composicid i unitat de functors.

gio fi

~X.Z

m
fi g1

X ~XY Y ~Y,Z Z
f2 g2

Figura 13: Propietat de la categoria quocient.

la classe de morfismes C(Y, Z) tals que, si fi, fo : X — Y s6n morfismes
en C que verifiquen f1 ~xy foisigi,g2:Y — Z sén morfismes en C que

verifiquen g1 ~y,z g2. aleshores es té que

g1° fi ~x,z g2 °© fa.

on ~yx,z és relacié d’equivalencia sobre la classe de morfismes C(X, Z). Una
representacié d’aquesta tltima propietat pot veure’s a la Figura (13).
Donada la relacié de congruéncia ~ en C, la categoria quocient C/~ té
els mateixos objectes que C i té per morfismes X — Y les ~x y-classes
d’equivalencia dels morfismes X — Y en C.

A més a més, existeix un functor Pr. : C — C/~, anomenat functor quocient,
que deixa invariants els objectes i que assigna a cada morfisme f: A - B
en C la classe d’equivalencia [f]. , -

Comprovem que Pr. és, de fet, un functor.
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A A
fJ — J[f]NA,B
B B

Figura 14: Functor quocient.

1. Axioma de la identitat.

Siga id4 un morfisme identitat en C. Per tant,

Pr.(ida) = [ida]~, (definici6é de Pr.)
= id[f]wAJg ([f]~A,B © [idA]~A = [f © idA]~A,B = [f]"A,B)
= idp,_(a)- (definici6 de Pr.)

2. Axioma de la composicid.

Siguen f: A— Big: B — C morfismes componibles en C. Aleshores,

Pr-(g) o Pre(f) = [g)ope © [flens (definicio de Pr.)
=[g0 flesc (relacié d’equivalencia)
=Pr_(go f). (definici6 de Pr..)

IIlustrem el functor quocient a la Figura (14).

Tots els functors que hem estudiat ara per ara sén classificats com functors
covariants (Definicié 2.17). Aixi, existeixen altres functors no covariants o

contravariants que definim a continuacio.

Definicié 2.22 (Functor contravariant). Donades dos categories C i D, un
functor F és contravariant si és de la forma F : C°P — D. En concret, és un
functor que assigna a cada objecte X en C un objecte F(X) en D i a cada
morfisme f: A — B en C un morfisme F(f) : F(B) — F(A) de forma que és

preserva la identitat i la composicié. Es a dir:
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F: C——D F: CP ————D
A F(A) A F(A)
fl — [F) fl —  [F)
B F(B) B F(B)

Figura 15: Functor covariant i functor contravariant.

1. F(idx) = idp(x) per a tot objecte X en C.
2. F(go f) =F(f) oF(g) per a tot f i g morfismes en C componibles.

Nota 2.23. Observem que la definicié anterior de functor contravariant és

coherent amb 1’estudi de les categories oposades fet a la Seccié (2.1).

Representem a la Figura (15) la diferéncia entre un functor covariant i un
functor contravariant.

Donem un exemple de categoria on els objectes séon morfismes i un functor
associat a aquesta categoria que assigna categories a objectes i functors a

morfismes. Presentem, doncs, la categoria tall i el functor tall per sobre.

Exemple 2.24 (Categoria tall i functor tall per sobre). Donada una categoria
C i un objecte A en C es defineix la categoria tall per sobre, denotada per
C/A, com la categoria que té per objectes tots els morfismes amb codomini
A tals que, donats dos objectes g: B — Aih:C — A, el morfisme que els
relaciona és k : B — C en C tal que h o k = g. El diagrama que representa
aquesta relacié se li diu diagrama commutatiu (Figura (16)).

Per la forma de la categoria tall per sobre podem definir un functor entre les
categories C i Cat, el qual assigna a cada objecte A en C la categoria C/A i a
cada morfisme f: A — B en C el functor C/f. Aquest functor C/f assigna
a tot objecte h : M — A en C/A la seua composici6 per f i assigna a tot

morfisme en C/A el mateix morfisme. IIlustrem-los amb la Figura (17).

Nota 2.25. Donada una categoria C i un objecte A en C, tal i com hem definit

la categoria tall sobre A, podem definir dualment la categoria tall sota A,
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B——C

Figura 16: Morfisme en la categoria C/A.

C/(-):CoP ——— Cat C/f:C/A C/B
A C/A h:M— A foh:M — B
fJ — o J — |
B C/B BN A foh':N — B

Figura 17: El functor tall per sobre i el functor entre categories.

denotada A/C, com la categoria que té per objectes tots els morfismes de
domini A i tal que, donats dos morfismes g : A > Bih: A — C en C,
un morfisme en A/C de g a h és un morfisme k : B — C en C que satisfa
ko h = g. El diagrama commutatiu que mostra aquesta propietat es troba a
la Figura (18).

Notem a més que aquesta categoria també dona lloc a un functor contravariant

entre C i Cat definit de la mateixa forma. Donem ’esquema visual només

B——C

Figura 18: Morfisme en la categoria A/C.
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()/C: C ————— Cat f/C: B/C A/C

A A/C h:B— M hof:A—> M
fJ — Tf/C ZJ — Jz
B B/C W:B—N Wof:A— N

Figura 19: El functor tall per sota i el functor entre categories.

amb la Figura (19).

Seguidament, justifiquem teoricament I'existencia d’un functor que sera clau
en el desenvolupament d’aquest treball, en concret a la Seccié 3.2. Aquest

functor és el Hom functor.

Proposicio 2.26. Siga C una categoria localment menuda. Aleshores, exis-
teix un functor anomenat Hom functor, denotat per C(—, —) : C°P x C — Set,

que assigna al parell (A, B) d’objectes de C el conjunt C(A, B).

Demostracio. Primerament notem que, com C és localment menuda, té sentit
pensar en un functor que assigna a dos objectes el conjunt de morfismes entre
ells en la categoria dels conjunts. Aleshores, donats (A, B) i (C, D) objectes
en C°P x C tals que g°P : C' — A és morfisme en C°P i f : B — D és morfisme
en Ces té que C(—,—)(A,B) =C(A,B) i C(—,—)(C,D) = C(C, D).

Per a definir com actua aquest functor sobre els morfismes notem que
necessitem assignar a k : A — B element de C(A4, B) un element de C(C, D).
Jaque g’ : C — Aif: B — D, ésnatural assignar a k : A — B el morfisme
composicié C(g°P, f)(k) = f o ko g°P que és, en efecte, element de C(C, D).

Comprovem que C(—, —) definit d’aquesta forma és un functor.
1. Axioma de la identitat.

Siga un objecte (A, B) en C°P x C i siguen el morfisme identitat id’ en C i
el morfisme identitat idp en C. Considerem k : A — B element de C(A, B).

Aleshores,
C(id},idg)(k) = idp o k 0 id} (definicié de Hom functor)
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Ax B C(A, B)
goﬁ [f — JC(g(’p,f)
CxD C(C,D)

Figura 20: Hom functor.

=idgokoidy (1d} =ida)

= k.

Ac¢o demostra que C(—, —) verifica I’Axioma de la identitat.
2. Axioma de la composicid.

Siguen els objectes (A, B), (C,D) i (E,F) en C° x C i siguen els parells
de morfismes (¢°P, f) € C(C, A) x C(B, D) i (i°?,h) € C(E,C) x C(D, F) en

C°P x C. Doncs,

C((g°P, f) o (i°P,h)) (k) = C(gP 0 i®?, ho f) (composicié en CP x C
= C((iog)°® ho f) (composicié en COP
=(hof)oko(iog)? (def. Hom functor

=ho(fokog®®)oi® (associativitat
= ho [C(¢°P, f)(k)] 0P (def. Hom functor
= C(i°P, h)(C(¢°?, f)(k)) (def. Hom functor
= [C(g°P, f) o C(i®, h)] (K).

)
)
)
= (ho f)okog®oi® (composici6 en CP)
)
)
)

I aix{ ja hem demostrat la Proposicié (2.26). |

Hem representat el functor Hom a la Figura (20).
Finalitzem aquesta seccié mostrant com el concepte de functor i les seues

conseqiiencies tenen aplicacions matematiques. De fet, el fet que una assig-
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nacié entre un tipus d’objecte matematic i altre tipus siga functorial pot

suposar la simplificacié de moltes demostracions, com anem a veure ara.

Teorema 2.27 (Teorema del punt fix de Brouwer [13]). Tot endomorfisme

continu en un disc D? de dimensié 2 té un punt fiz.

Demostracié. Denotem per f: D? — D? a I’endomorfisme i suposem, per
reduccié a I'absurd, que per a tot x € D? es té f(x) # . Aleshores, existeix
r: D? — S funcié continua que assigna a tot punt = € D? la interseccié
de la frontera del cercle S amb la recta que va des de f(z) a z. Doncs,
notem que, com la funcié r fixa punts en la frontera S de D?, la composicié
st p2hg L per a i inclusid, és la identitat. En altres paraules, r és una

retraccié de ¢. Ho visualitzem al segiient grafic.

Considerem ara ’assignaci6 del grup fonamental, denotada 71 : Top — Group,
que és, de fet, un functor (Exemple 2.18). Siga qualsevol punt base de la
frontera S! i apliquem el functor 7; a la composicié anterior obtenint la
composicié d’homomorfismes de grups 71 (S*) ) 71 (D?) ") 1 Ara bé,

pels axiomes de functor hem d’obtindre que
71'1(7“) @) ﬂl(i) = ’/Tl(?" 9] Z) = ﬁl(idsl) = idm(Sl)'

Per altra banda, malgrat que no ho demostrem, és sabut que 71(S!) = Z
i m(D?) = 0 (grup trivial). Aleshores, 71(r) o 71(i) en Z ha de ser 0
perque actua sobre el grup trivial (Z — 0 — Z), pero també és igual a
I’homomorfisme identitat. Com la identitat en Z és 1 es conclou que 0 =1

que és una contradiccié. Per tant, f té punts fixos. |
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2.3 Casos especials: functors, objectes i morfismes

Els morfismes també sén importants a la Teoria de Categories. A aquesta
seccié no abstraurem més encara els conceptes anteriorment definits siné que
definirem tres tipus de morfismes, a saber, els monomorfismes, epimorfismes
1 isomorfismes. En concret, els isomorfismes seran cardinals per a ’estudi
posterior. A més a més, aprofitarem aquestes entitats per a explicar i
exemplificar el Principi de Dualitat. Per tltim, veurem com es relacionen
estos morfismes amb els functors, aixi com quines condicions han de complir
els ultims per a preservar-los i reflexar-los. També introduirem els objectes

inicials 1 terminals.

Definicié 2.28 (Monomorfismes, Epimorfismes, Isomorfismes). Siga un
morfisme f: A — B en C.

1. Direm que f és monomorfisme si, per a qualsevol objecte C' en Cg
i morfismes g, h : C — A en Cy, es té que si fog = f oh, aleshores
g =h. Es a dir, no poden existir dos morfismes distints en C tals que

les respectives composicions per la dreta amb f siguen idéntiques.

2. Direm que f és epimorfisme si, per a qualsevol objecte C en Cy i
morfismes g,h : B — C en Cy, es té que si go f = ho f, aleshores
g=h. Es a dir, no poden existir dos morfismes distints en C tals que

les respectives composicions per [’esquerra amb f siguen identiques.

3. Direm que f és isomorfisme si existeix g : B — A morfisme en Cq tal
que fog=1idgigo f =1idp. A més, a g 'anomenem la inversa de f

representada per g = f~! i és tinica.

(a) Si f: A — B és isomorfisme direm que A i B sén isomorfics i ho

representem com A =~ B.

(b) Un grupoide és una categoria menuda on tots els morfismes sén
isomorfismes. Direm que la subcategoria D < C és un grupoide

maximal si conté tots els objectes i només els isomorfismes.

4. Direm que f: A — B és un endomorfisme si A = B.
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. fog gof
C®A4>B ALB®C
g - h
A< T
\_/

f

Figura 21: Monomorfisme, Epimorfisme i Isomorfisme.

5. Direm que f: A — B és automorfisme si és endomorfisme i isomor-

fisme.

Els mapes dels monomorfismes, epimorfismes i isomorfismes sén els explicats
a la Figura (21).

Presentem alguns exemples per a illustrar els darrers conceptes.

Exemple 2.29. Donem diversos exemples concrets de monomorfismes, epi-

morfismes, isomorfismes i grupoides.

1. Siga la categoria Ring (Exemple 2.5) i siga f : R — S un morfisme
en Ring, és a dir, un homomorfisme d’anells. Aleshores, f és un mo-
nomorfisme si, i només si, f és injectiu. En efecte, suposem primer
que f és monomorfisme perd no injectiu. Aleshores, existeixen a,b € R
distints tals que f(a) = f(b). A continuacid, considerem els monomor-
fismes g1 : Z[z] > R i g2 : Z[z] — R que actuen com g;(z) = a i
g2(x) = b per a tot x € Z[x], respectivament. Notem que es verifica que
fog = foga, perque f(a) = f(b), perd que g1 # g2, puix a # b. Per
tant, acabem d’arribar a una contradiccié perque f és monomorfisme.
Per altra banda, suposem que f : R — S és un homomorfisme d’anells

injectiu i veilem que f és monomorfisme. Siguen g : T — R i h :
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T — R morfismes en Ring. Suposem que fog = f o h, aleshores
f(g(t)) = f(h(t)), per a tot t € T. Doncs, com f és injectiu, tenim que
g(t) = h(t) per a tot t € T, és a dir, que g = h. En definitiva, f és

monomorfisme.

Notem que, com tot cos és un anell, aleshores els homomorfismes de
cossos de la categoria Field sén monomorfismes si, i només si, sén

injectius.

. Siga la categoria Ring. A diferéncia de 'apartat anterior, que f : R — S
morfisme en Ring siga un epimorfisme no implica que siga suprajectiu.
El raonament d’aquest fet es pot trobar a I’Exemple (2.40). Pero, si
que és cert que si f : R — S és morfisme suprajectiu en Ring, aleshores
f és epimorfisme. Siguen g: S — T i h:S — T morfismes en Ring i
suposem que go f = ho f, és a dir, que g(f(r)) = h(f(r)), per a tot
r € R. Aixo vol dir que els morfismes ¢ i h coincidixen sobre la imatge
de f. Ara bé, com f és suprajectiva tenim que Im(f) = S i, per tant,

deduim que g i h coincidixen sobre S o, analogament, que g = h.

. Anem a donar un exemple d’epimorfisme a la categoria Haus (Exemple
2.5). En particular, demostrem que si f : X — Y és un morfisme en
Haus la imatge del qual és densa, és a dir, ’adheréncia de f[X] és
f[X] =Y, aleshores f és un epimorfisme [5]. Considerem morfismes
distints en Haus, g : Y — Zig:Y — Z. Aleshores, existeix un
element y de l'espai Y tal que g(y) # h(y). Per altra banda, com
Z és Hausdorff, existeixen dos subconjunts oberts i disjunts, Z; i
25, de Z tals que g(y) € 21 1 h(y) € Z3. Doncs, es dedueix que
ye g [21] n h 2], perd com Y = f[X], existeix un element z de
I'espai X tal que f(z) € g7'[Z1] n h™1[Z2]. Per tant, com Z; i 25
s6n disjunts, deduim que g o f(z) # ho f(z). En conclusié, f és un

epimorfisme.

. Finalment, es pot demostrar també que, donada la categoria Group, els

epimorfismes de grups sén suprajectius [6].
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5. A la categoria Top (Exemple 2.5) els isomorfismes sén els homeomor-

fismes, és a dir, les funcions continues i bijectives d’inversa continua.

6. Hi ha categories on tots els seus morfismes son isomorfismes. Per
exemple, considerem la categoria G d’un tnic objecte, definida a partir
d’un grup G. Aleshores, tenim que tots els morfismes g en G sén

isomorfismes perque existeix la inversa de tot element del grup G.

7. Altre exemple d’isomorfismes el podem trobar a una categoria ordre
(X,<) (Exemple 2.6). En efecte, si x i y sén objectes en (X, <),
aleshores, per antisimetria, z < y i y < x si, i només si, z = y. Doncs,

els unics isomorfismes d’una categoria preordre sén les identitats.

8. Considerem la categoria de les matrius per anell unitari R (Exemple
2.6), és a dir, Matg. Aleshores, els tunics isomorfismes en Matg sén

morfismes de la forma M : n — n, a saber, matrius invertibles.

9. La categoria Group és un grupoide d’un unic objecte. Altre exemple
de grupoide és el grupoide d’accié que ve donat per un grup G
que actua sobre un conjunt X. El grupoide d’accid, que denotem per
G x X, és una categoria que té per objectes els elements de X i que,
donats z,y € X, els morfismes de x a y corresponen als elements g de
G tals que y = gx. La composicié dels morfismes g: x > yih:y — z
componibles en G x X seria hog : © — z la qual correspon a z = (h-g)x.
Finalment, com tot element d’un grup és invertible, si g : * — y és
morfisme en G X X, que correspon a y = gz, el seu morfisme invers

1

seria g~ : y — x, corresponent a r = gily. Doncs, tot morfisme en

G x X és isomorfisme i, per tant, la categoria G x X és un grupoide.
Lema 2.30. Tota categoria C conté un grupotde maximal.

Demostracio. Siga D < C subcategoria que conté tots els objectes de C i
només els isomorfismes en C, és a dir, D és un grupoide maximal en C.

Necessitem demostrar quatre condicions sobre el gruopoide maximal.

1. Que conté el domini i el codomini de tots els morfismes en D.
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2. Que conté els morfismes identitat de tots els objectes en D.
3. Que conté la composicié de qualsevol parella de morfismes en D.
4. Que conté qualsevol altre grupoide de la categoria C.

Trivialment tenim (1) perque el grupoide maximal conté tots els objectes
de la categoria. Respecte a (2), com el morfisme identitat de cada objecte
és isomorfisme, la seua inclusié esta assegurada. Després, sobre (3), per
la Proposicié 2.43 tenim que la composicié d’isomorfismes és isomorfisme.
Finalment, respecte a (4), si E © C és un grupoide en C, aleshores tots els
objectes de E estan en C i tots els seus morfismes sén isomorfismes en C.
Com D conté tots els objectes de C i tots els isomorfismes de C es té que
EcD. |

Nota 2.31. Recordem que, donada una categoria C i un morfisme f: A — B
en C, es defineix el morfisme oposat associat a f en la categoria oposada C°P
com el morfisme B — A i es denota per f°P : B — A (Definici6 2.13).

Veiem que epimorfisme i monomorfisme sén conceptes duals

Proposicié 2.32. Siga un morfisme f en C. Les segiients afirmacions son

equivalents.
1. f és epimorfisme en C.
2. f és monomorfisme en C°P.

Demostracid. Siguen f: A — Big: B — C morfismes en C, aleshores la
composicié és g o f mentre que els seus duals fP: B — Aig¢g°?: C — B en
C°P es composen com f°P o g°P. A més a més, si dos morfismes g,h: B — C
en C verifiquen g = h és trivial notar que ¢°?,h°? : C — B verifiquen
g°P = h°P,

Aleshores, si f : A — B és epimorfisme, per a totes g, h : B — C morfismes
en Ctals que go f = ho f es té g = h i dualment en C°P el morfisme oposat
f°P : B — A compleix que, per a tots g°P, h°P : C' — B morfismes en C°P tals
que f°P o g°P = f°P o h°P doncs g°P = h°P. Per tant, f°P és monomorfisme
en C°P. |
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Anem a donar una propietat sobre els epimorfismes i monomorfismes que

il'lustra el Principi de dualitat.

Proposicié 2.33. Siguen g ¢ f morfismes componibles en C. Si go f és
monomorfisme, aleshores f és monomorfisme. Si go f és epimorfisme,

aleshores g és epimorfisme.

Demostracié. Suposem que go f : A — B és monomorfisme i siguen h :
X > Aik: X — Atalsque foh = fok. Per composici6 amb g
tenim go (foh) = go (fok) i per I'associativitat de la composicié tenim
(gof)oh=(gof)ok. Com go f és monomorfisme, aleshores h = k.

Suposem que go f: A — B és epimorfisme i siguen h: B—>Y ik:B—>Y
tals que hog = ko g. Per composici6 amb f tenim (hog)o f = (kog)o f
i per I'associativitat de la composicié tenim ho (go f) = ko (go f). Com

go f és epimorfisme, aleshores h = k. |

Només cal veure la demostracié de ’anterior resultat per a intuir la idea
rere el Principi de Dualitat on els morfismes canvien de sentit. Si en un cas
composavem a la dreta, a ’altre composavem a l’esquerra. De fet, és com

una reflexio, un espill que imita pero inverteix una imatge.

Proposicié 2.34. Siga f un morfisme en Set. Les segiients afirmacions sén

equivalents.
1. f és epimorfisme.
2. f és suprajectiva.
Per dualitat també serien equivalents les segiients afirmacions.
1. f és monomorfisme.
2. f és injectiva.

Demostracid. Diferenciem el cas on f és epimorfisme i el cas on f és mono-
morfisme.

CaAs 1. f és monomorfisme si, i només si, f és injectiu.
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Siga f : X — Y monomorfisme en Set i siguen g1 : 1 > Xigy:1—- X
morfismes en Set de domini un conjunt d’un tnic element, denotat per
1 = {*}. Els morfismes g; i g2 verifiquen que gi(*) = 1 1 ga(*) = x2 on
z1,79 € X. Com f és monomorfisme, si f og; = f o go, aleshores g1 = g2 i,
en particular, x; = g1(*) = ga(*) = xo. Per tant, f és injectiva.

Per altra banda, suposem que f : X — Y és una funcié injectiva. Si
g1:Z — X igo: Z — X sén morfismes en Set tals que fog; = f o go,
aleshores f(g1(2)) = f(g2(2)) per a tot z € Z. Com f és injectiu es té que
91(z) = g2(2), per a tot z € Z, i, per tant, g1 = ga.

CAs 2. f és epimorfisme si, i només si, f és suprajectiu.

Siga f : X — Y epimorfisme en Set i suposem, per reduccié a ’absurd,
que f no és suprajectiu. Considerem 21,29 € Z tals que z; # 29 i definim
g1:Y — Zigy:Y — Z morfismes en Set tals que g1(y) = g2(y), per a
tot y € FIX], i gi(y) = 21 # 22 = go(y), per a tot y ¢ f[X]. Notem que
giof=gsoo fi com f és epimorfisme, es té que g1 = go. Pero, aco és una
contradiccié perque g1(y) # g2(y), per a tot y ¢ f[X]. En definitiva, f és
suprajectiu.

Per altra banda, suposem que f és suprajectiu i demostrem que és epimorfisme
per contraposicié. Considerem g : Y — Z i h: Y — Z morfismes en Set
tals que g # h. Doncs, existeix y € Y tal que g(y) # h(y). Com f és
suprajectiu, existeix x € X tal que f(z) = y i, per tant, g(f(z)) # h(f(z)).

Aixi, go f # go h i es conclou que f és epimorfisme. |

Hem vist que en la categoria Set un morfisme f és monomorfisme (epimor-
fisme) si, i sols si, f és injectiva (suprajectiva). Similarment es dona a
la categoria Grp. No obstant, no ocorre el mateix en totes les categories.

Vegem-ho.

Exemple 2.35. A la categoria Mon el morfisme inclusié iny : N — Z és
epimorfisme pero no sobrejectiu.

Siga M objecte de Mon, si g, h : Z — M sén homomorfismes de monoides i
g oiny = h oiny veiem que g = h.

Siga z € Z, comprovem que g(z) = h(z). Tenim dos casos:
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1. Si z e N, ja que g oiny = h oiny, es conclou que g(z) = h(z).

2. Si z ¢ N, aleshores z = —w per a w € N. Per tant,
9(2) = g(—w)
= —g(w)
= —h(w) (per 1)
= h(-w)
= h(z)

Efectivament, iny és epimorfisme pero, trivialment, no és suprajectiva.
A més a més, per dualitat, aquest contraexemple també serveix per al cas

dels monomorfismes.

Definicié 2.36 (Functor que preserva propietats). Donades les categories C
i D direm que un functor F : C — D preserva una propietat P si, per a tot
objecte o morfisme en C que complisca P, la imatge per F de dit objecte o

morfisme verifica P.

Notem que un functor, en general, no preserva epimorfismes o monomorfismes.

Donem un exemple.

Exemple 2.37. Per 'Exemple 2.35 el functor d’oblit U : Mon — Set no

preserva epimorfismes.

Hi ha un tipus de monomorfisme i un tipus d’epimorfisme que a nivell
teoric tenen un gran potencial i es relacionen naturalment amb functors i

isomorfismes.

Definicié 2.38 (Epimorfisme escindit). Un epimorfisme f : A — B en
C s’anomena separat, escindit, dividit o retraccio si existeix g : B — A
morfisme en C tal que fog =idp.

Per dualitat, podem definir el concepte de monomorfisme escindit o seccié
com tot f: A — B monomorfisme en C tal que existeix ¢ : B — A morfisme

en C tal que go f = idp.
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Notem que la intuicié rere la idea d’un morfisme escindit és que compleix la
meitat de les condicions que compleix un isomorfisme com si haguera sigut
“dividit”.

Nota 2.39. Notem que, per la definicié d’epimorfisme escindit i monomorfisme

escindit, tot isomorfisme és epimorfisme i monomorfisme.

Malgrat que acabem d’observar que tot isomorfisme ha de ser necessariament

epimorfisme i monomorfisme, el reciproc no és cert. Donem un contraexemple.

Exemple 2.40. Considerem la categoria Ring que té per objectes els anells i
per morfismes els homomorfismes d’anells. Veiem que la inclusié ing : Z — Q
és epimorfisme i monomorfisme, perd no isomorfisme.

Primerament, esta clar que la inclusié és monomorfisme perque és injectiva
i tot morfisme a Ring injectiu és monomorfisme per la Proposici6 (2.34).
També és de veres per ’Exemple (2.29).

Siguen g, h : Q — R morfismes en Ring on R és un objecte de Ring, llavors
cal demostrar que si g oing = h oing, aleshores g = h.

Tenim dos casos:
1. Si g€ Z, ja que going = hoing, es conclou que g(q) = h(q).

2. Si q ¢ Z aleshores ¢ = § on a,b € Z per a b # 0. Doncs,

=g(a-b7")

=g(a)-g(b)™* (homomorfismes d’anells)
= h(a) - h(b™") (per 1)
=hla-b71) (homomorfisme d’anells)
= h(q).

En conclusié, iny és epimorfisme. Per tant, iny és monomorfisme i epimorfis-

me pero, clarament, no és isomorfisme.

Ja que hem presentat el concepte d’un functor que preserva una propietat
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sobre els objectes o morfismes on actua, ens preguntem quan un functor

preserva isomorfismes.
Proposicié 2.41. Tot functor preserva isomorfismes.

Demostracid. Siga F : C — D functor sobre categories i f : A — B isomorfis-

me en C la inversa del qual és g : B — A. Com que

F(f) oF(g) = F(f og) = F(idp) = idp(p),

tenim que F(g) és la inversa per la dreta de F(f). Analogament es té que

F(g) és la inversa per l'esquerra de F(f). [ |

Tal i com passa amb els isomorfismes, i com era d’esperar per la caracteristica
dels monomorfismes escindits de “semi-isomorfismes”, els functors preserven

monomorfismes escindits.

Proposicié 2.42. Tot functor preserva monomorfismes i epimorfismes

escindits.

Demostracio. La demostracié la farem només per al cas dels monomorfismes
escindits doncs el cas dels epimorfismes escindides és analeg per dualitat.
Efectivament, si F : C — D és functor sobre categories i f : A — B i

g : B — A sén monomorfismes escindits componibles en C, aleshores

F(fog) =F(f)oF(g).

Per altra banda, com f i g sén monomorfismes escindits en C es té que
F(f Og) = F(ldB) = ldF(B)

Doncs, F(f) és una retraccio.

Analogament, per un raonament similar, F(g) o F(f) = idp (). |

Existeix també una propietat dels isomorfismes que és interessant perque
ens dona una caracteritzacié de I’isomorfia mitjancant la composicié de

morfismes.

43



Proposicié 2.43. Siguen f: A— B ig: B — C morfismes en C. Si dos
dels morfismes entre f,g i go f son isomorfismes, aleshores el restant també

ho és.

Demostracid. Suposem que f i g sén isomorfismes, aleshores existeix un
tnic morfisme f~' : B — Aen Ctal que fof~' =idgi f~lof =1idy
i, respectivament, existeix un tnic morfisme g~ : C — B en C tal que
gog! 1
Veiem que go f : A — C' és isomorfisme i per a fer-ho prenem com a candidat

=idgig " og=idpg.

a inversa de g o f el morfisme g~ o f~1:C — A.

Efectivament,
(goflo(flog ) =go(fof Hogt=gog ! =ide.

(fTtog olgof)=f"olg oglof=f""of=ida.

Suposem ara que el morfisme f ila composicié g o f sén isomorfismes i veiem
que g ho és.

Si figo f sén isomorfisme, aleshores existeix un tnic morfisme f~!: B — A
tal que fo f~' =idgi f~' o f = idy i, respectivament, existeix un tnic
morfisme k: C' — A tal que (go f)ok =idciko(go f) =1idga.

Prenem com a candidat a inversa de ¢ el morfisme ¢! = f o k. Doncs,
gogt=gofok=(gof)ok=idc.

g tog = fokog = fokogo(fof™!) = fo(kogof)of™t = foidgof~! =idp.

El cas on g i g o f s6n isomorfisme és analeg perd prenent f~' =kog. W

A més a més, els conceptes d’isomorfisme, monomorfisme, monomorfisme
escindit, epimorfisme i epimorfisme escindit estan relacionats. De fet, donen

peu a la suficiencia d’un isomorfisme.

Proposicié 2.44. Si f és epimorfisme i monomorfisme escindit en C, ales-
hores [ és isomorfisme. Analogament, si f és monomorfisme i epimorfisme

escindit en C, aleshores f és isomorfisme.
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Demostracio. Notem que per dualitat només caldra demostrar un dels casos.
Demostrem que si f és epimorfisme i monomorfisme escindit en C aleshores
f és isomorfisme.

Com f : A — B és monomorfisme escindit tenim que existeix g : B — A
morfisme en C tal que go f =ids. Com f és epimorfisme tenim que, per a
tots h: B—>Y ik: B — Y morfismes en C tals que ho f = ko f, es verifica
que h = k.

Aleshores, gof =id 4 si,isolssi, fogof = fsii, noméssi, (fog)of =idgof.
Finalment, com f és epimorfisme, tenim que f o g = idp i, doncs, f és

isomorfisme. |
No obstant, el reciproc no és cert. Veiem un contraexemple.

Exemple 2.45. Considerem en la categoria Set els segiients morfismes:

f*N —- N g:N — N
0 sin=20 n — n+1
n —
n—1 sin>1

Dongcs, f o g = idy pero f no és injectiva.

Definicié 2.46 (Functor que reflexa una propietat). Direm que un functor
F : C — D sobre categories refleza una propietat P si. per a qualsevol imatge
per F d’un objecte o morfisme en C que complisca P, es té que dit objecte o
morfisme verifica P.

Nota 2.47. Observem que la Definicié 2.36 i I’anterior definicié sén duals.
Malgrat que els functors preserven isomorfismes no necessariament els reflec-

tixen. Ho illustrem amb un contraexemple.

Exemple 2.48. Siga F: C — 1 on 1 és la categoria unitat i siga f: A > B
morfisme no isomorfisme en C. Efectivament, F(f) = id. i com tot morfisme

identitat és isomorfisme, F no reflexa, necessariament, els isomorfismes.

Continuem classificant els functors, pero aquesta volta respecte a les carac-

teristiques de I'assignacié sobre morfismes del functor.
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Definicié 2.49 (Functors plens i fidels). Direm que un functor F : C — D
sobre categories és ple si, per a tot parell d’objectes A 1 B en C, I'assignacié
F, : C(A,B) — D(F(A),F(B)) és suprajectiva. Direm que un functor
F : C — D sobre categories és fidel si, per a tot parell d’objectes Ai B en C,
assignacié Fy : C(A, B) — D(F(A),F(B)) és injectiva.

De fet, ser fidel és una caracteristica suficient del functor per tal que reflexe

epimorfismes i monomorfismes.
Proposicié 2.50. Un functor fidel reflexa epimorfismes i monomorfismes.

Demostracié. Com sempre, bastara demostrar el cas dels epimorfismes per
a demostrar el dels monomorfismes i viceversa. Assumim que el functor
F: C(A,B) — D(F(A),F(B)) és fidel, és a dir, injectiu. Ara considerem
f: A — B morfisme en C tal que F(f) : F(A) —» F(B) és monomorfisme
en Dihk: X — A morfismes en C tals que foh = fok. Demostrem
que h = k. De fet, considerem F(f) o F(h) = F(f) o F(k). Per axioma de
composicié dels functors i com F(f) és monomorfisme, aleshores F(h) = F(k).
Per la injectivitat de F deduim h = k. |

Amb la segiient proposicié introduim la propietat d’alguns functors de crear

isomorfismes.

Proposicié 2.51. Un functor F : C — D ple i fidel reflexa i crea isomorfismes.
Es a dir,

1. Si f és morfisme en C tal que F(f) és isomorfisme en D, aleshores f

és isomorfisme.

2. Si A, B son objectes en C tal que F(A) = F(B) en D, aleshores A ~ B

en C.
Pel Lema (2./1) es tenen els oposats d’aquestes proposicions.

Demostracio. Siga F : C — D ple i fidel. Demostrem que F reflexa i crea

isomorfismes.
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1. Suposem que f és morfisme en C tal que F(f) és isomorfisme en D.
Aleshores, com F és ple i fidel, per a tot f: A — B, existeix un tnic
morfisme g : B — A tal que F(g) = (F(f))™!. Aix{,

F(go f) = (F(f))"' o F(f)
= idp(a)
= F(id4).

Per tant, com F és fidel,
go f=ida.
Per altra banda,
F(fog)=F(f)o(F(f))™"

= idF(B)
= F(idp).

Consegiientment, com F és fidel
fog=idp.

En definitiva, f és isomorfisme en C.

2. Com F és ple, existeix f : A — B morfisme en C tal que F(f) :
F(A) — F(B) isomorfisme en D. Per l'apartat anterior, f : A — B és

isomorfisme i aixi A ~ B en C.
A¢o demostra la Proposicié (2.51). [ |

A algunes categories existeixen uns tipus d’objectes especials. El nostre
segilient objectiu sera definir-los i demostrar que, d’existir, sén nics trets

d’isomorfisme.

Definicié 2.52 (Objectes terminals i inicials). Siga una categoria C i X un

objecte en C.
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1. Direm que X és terminal si, per a tot objecte Y en C, existeix un

unic f morfisme en C de la forma f:Y — X.

2. Direm que X és inicial si, per a tot objecte Y en C, existeix un tnic
morfisme f en C de la forma f: X — Y.

Nota 2.53. Notem que els conceptes d’objecte terminal i d’objecte inicial sén
duals. Es a dir, si X és objecte terminal en C, aleshores X és objecte inicial

en C°P i viceversa.

Exposem alguns exemples elementals d’objectes terminals i inicials.
Exemple 2.54. (Alguns exemples trivials)

1. El conjunt 0 en Set és inicial. Per a tot conjunt A ’aplicacié buida

@ : 0 — A és I'inica aplicacié amb domini 0.

2. El conjunt 1 en Set és terminal. Per a tot conjunt A 'aplicacié constant

a0, Ky: A— 1, és I'inica aplicacié amb codomini 1.

En efecte, la caracteristica de ser un functor ple i fidel permet preservar,
crear i reflexar moltes altres propietats. Per exemple, examinem com es

relacionen amb els objectes inicials i terminals.
Proposicié 2.55. Un functor ple i fidel reflexa objectes terminals i inicials.

Demostracid. Considerem F : C — D functor ple i fidel i siga Z objecte en C
tal que F(Z) és terminal en D. Volem veure que Z és terminal en C.

Siga A objecte en C, aleshores F(A) és objecte en D i, com F(Z) és terminal,
existeix un tnic fp(4) : F(4) — F(Z) morfisme en D.

A més amés, ja que fr(4) és morfisme en D(F(A),F(Z)) i F és ple, existeix un
morfisme fa en C(A, B) de forma que F(f4) = fr(a). Aixi doncs demostrem
Pexistencia de f4 : A — Z en C.

Per a la unicitat considerem ¢ : A — Z morfisme en C i comprovem que g =
fa. Aplicant el functor F sobre g obtenim el morfisme F(g) : F(4) — F(Z2)
en D pero, com F(Z) és terminal, F(g) = F(f4). Finalment, per la fidelitat
de F deduim que g = f4. |
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Per altra banda, vistes les definicions d’objecte inicial i d’objecte terminal,
tota bona intuicié hauria d’assenyalar que seria més que raonable que dos
objectes terminals o dos objectes inicials presentaren una relacié molt forta.
En efecte, és aixi i es complix que un objecte terminal és isomorf a qualsevol
altre objecte terminal en la mateixa categoria. Respectivament, es dona el

mateix per a dos objectes inicials.

Proposicié 2.56. Els objectes terminals (inicials) d’una categoria son inics

tret d’isomorfisme.

Demostracié. Considerem X, X’ objectes terminals a la categoria C. Sabem
que existeix un unic f : X — X’ morfisme en C i, respectivament, un
tnic morfisme g : X’ — X en C. Per composicid, go f : X — X pero
idx : X —> X també és un morfisme en C i, com X és un objecte terminal,
es té que go f = idy.

Per altra banda, fog: X' — X' perdoidys : X’ — X' i, com X’ és un objecte

terminal, es té que f o g = idx. [dem per als objectes inicials. |

Ens interessa ara analitzar el vincle entre les relacions de congruencia i els

isomorfismes.

Proposicié 2.57. Siga C una categoria i siga una relacié de congruéncia
~xy it f: X =Y g: X =Y isomorfismes ~xy —congruents en C, és a

dir, f ~xy g, aleshores f~1 ~y x g1

Demostracié. Recordem que f ~xy ¢ si, i sols si, perados h:C — X i
h:Y — D,estéqueh’ofoh~cph' ogoh.
Prenint h = f~1 i b/ = g~ ! es dedueix que

1

—1 —1 - —1 . Lo -1
g ofof ~yxg ogof sijisolssi,g  ~yx f .

A¢o demostra la Proposicié (2.57). [ |
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3 Transformacions naturals i Lema de Yoneda

Les matematiques poden ser
definides com el tema del qual no
sabem mai el que diem, ni si el

que diem és vertader.

Recent Work on the Principles of
Mathematics
Bertrand Russell

3.1 Transformacions i isomorfismes naturals

Anteriorment vam definir les relacions entre els objectes de les categories
com a morfismes i, després, haviem definit les relacions entre categories, les
quals anomenarem functors. Doncs, podem donar un pas més enlla i definir
relacions entre functors. La relaci6 entre dos functors 'anomenarem transfor-
macid natural i, a esta seccid, definirem formalment aquest concepte donant
diversos exemples de transformacions naturals. A més a més, comentarem
com es composen les transformacions naturals i estudiarem un cas particular
de transformacié natural de gran importancia per a la Teoria de Categories,

a saber, ’isomorfisme natural.

Definicié 3.1 (Transformacié natural). Donats dos functors F i G de la
categoria C a la categoria D es defineix una transformacié natural de F en
G, denotada per a : F = G, com una colleccié de morfismes en D indexats,
per cada objecte A en C, denotats per o}, tals que o : F(A) — G(A). Es
a dir, a = (@) acc,- A més, es verifica que el diagrama de la Figura (22),
anomenat diagrama de naturalitat, commuta.

Commutar significa que es pot recérrer el diagrama de forma equivalent tant
per la dreta com per I'esquerra. Es a dir, per a tots objectes Ai B en Ci

tot morfisme f: A — B en C, es verifica la segiient igualtat.

G(f)oaA:aBoF(f).
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F F(A) ——— G(4)
TN
¢ @« D F(f) © G(f)
N
G F(B) ——— G(B)

Figura 22: Transformacié natural « i el seu diagrama de naturalitat.

Denotarem el fet que un diagram commuta per una fletxa circular al centre

del diagrama i recorreguda en sentit antihorari.

La idea que motiva el concepte de transformacié natural és passar des de la
imatge d’un objecte sobre un functor a la imatge del mateix objecte sobre
altre functor, tal que dita transformacié siga compatible amb la composicié
per les imatges dels morfismes.

Aclarim la idea de transformacié natural amb un exemple obvi per si mateix

que es basa en un dels morfismes més importants, el morfisme identitat.

Exemple 3.2. Un exemple de transformacié natural és la transformacioé
natural identitat associada a un functor F de C en D, denotada idp =
(id}) acc,, on idf := idp(a) : F(A) — F(A) sén morfismes en la categoria D.
A la Figura (23) es detalla aquesta transformacié natural amb el seu diagrama

de naturalitat.
Prosseguim amb els exemples interessants de transformacions naturals.

Exemple 3.3 (Exemples de transformacions naturals). Tractarem exemples
de transformacions naturals sobre functors entre les categories de monoi-
des, functors entre categories preordre, functors constants, functors entre
categories discretes i indiscretes, functors entre categories grupoide i alguns

exemples particulars.

1. Siguen M i N dos categories monoides (Figura 2) tals que * i * sén

els Unics objectes de M i N, respectivament. Aleshores, notem que
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F F(A) 4> F(A)
/\ §
¢ idp D F(f) F(f)
\_/
F

F(B) T(B)> F(B)

Figura 23: Transformacié natural identitat i el seu diagrama de naturalitat.

tot functor de M en N, és a dir, F : M — N, és un homomorfisme de
monoides per definicié de functor. En efecte, F' preserva els elements
neutres dels monoides per I’Axioma de la identitat i, per altra banda,

preserva les operacions dels monoides per I’Axioma de la composicid.

A més, donats dos functors F, G :M — N, una transformacié natural
u : F = G ve donada per un morfisme n de N tal que, per a tot

morfisme x de M, es té que

Efectivament, primer notem que si * és ’objecte de M i = 'objecte de

N es verifica que

Per tant, donat z : * — x morfisme en M, tota transformacié natural
a de F en G de components n := n* : * — * ha de verificar que el

quadrat de naturalitat de la Figura (24) commuta.

Es a dir, es compleix que
noF(x) = G(x) on.

Per la forma de n : *+ — = sabem que n és morfisme de N i, per tant,
element del monoide N. Per altra banda, com la composicié entre

morfismes en categories monoide equival al producte de dits morfismes
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*
*

Figura 24: Diagrama de naturalitat de o (Exemple 3.3.1).

vistos com elements de monoides, tenim que’

n-F(zx) = G(z) - n. (1)

. Si P i Q sén categories preordre, aleshores tot functor F : P — Q és
una funcié monotona. Efectivament, si a < b (a — b) sén objectes
en P, aleshores F(a) < F(b) (F(a) — F(b)). Endemés, si F i G sén
functors de P en Q tals que F(z) < G(z), per a tot objecte x de P,

llavors existira una unica transformacié natural o : F = G.

Certament, si a i b sén objectes de P tal que a < b, analogament a — b,
aleshores F(a) — F(b) i G(a) — G(b). Si a és una transformaci6
natural entre F i G i x — y, equivalentment x < y, és un morfisme de

P tenim que el diagrama de la Figura (25) commuta.

I, per tant, es verifica que

G(l)oa® = a¥ o F(}).

®Si en compte de treballar amb monoides férem ’exemple anterior amb grups arribarfem
a la mateixa conclusid, per a un element n del grup N. No obstant, per la mateixa definicié
de grup, existeix un invers de n. En definitiva, '’expressié de I'Equacié (1) equivaldria a

F(z) =n""-G(z)-n.

que és, ni més ni menys, que el conjugat del grup N.
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F(l) O G(l)
Fly) ——— G(y)

Figura 25: Diagrama de naturalitat de o (Exemple 3.3.2).

o equivalentment

F(z) < G(z) < G(y)
F(z) < F(y) < G(y).

Ago és cert per a F i G functors monotons si, i només si, F(x) < G(x),
per a tot x de P. Altrament, la transformacié natural « és tinica per la

forma de la relacié <.

3. Considerem les categories C i D i un objecte D de D. Aleshores, existeix
un functor constant entre C i D, denotat Ap : C — D. que assigna a
tot objecte de C 'objecte D i assigna a tot morfisme en C el morfisme
identitat de D, és a dir idp.°

Per tant, si D’ és altre objecte en D, tot morfisme f : D — D’ en D
genera una transformacié natural entre els functors Ap i Ap,. Aquesta
transformacié natural la denotem per Ay : Ap = Apr i les seues

components sén (Af)A = f, per a tot A objecte de C.

Per comprovar que Ay és transformacié natural considerem g : A — B
morfisme en C. Procedim a contrastar que el quadrat de naturalitat

de la Figura (26) commuta.

6Fs immediat comprovar que Ap és un functor doncs, si ida és el morfisme identitat
d’un objecte A en C, Ap(ida) = idp = ida(a). Per altre costat,si f: A — B, g: B— C
s6n morfismes componibles en C, Ap(go f) =idp = idp oidp = Ap(g) o Ap(f).
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Ap(4) — s Ap(a)

Ap(g) Ap/(g)

AD(B) T AD/(B)

Figura 26: Diagrama de naturalitat de Ay (Exemple 3.3.3).

Tenim que

Apr(g)o f=idprof
=f
= foidp
= foAp(g).

Acabem de demostrar que Ay és transformacié natural.

4. Rescatem un exemple paregut als functors de la Figura 44 i la trans-
formaci6 natural de la Figura 45, que veurem a la Seccié (3.2). pero
identificant el functor F amb el functor identitat (Nota 2.20).

En particular, si A 1 B sén objectes en Set, és a dir, conjunts, existeixen
functors 1g(A) : Set — Set i 15(B) : Set — Set. Si X és un objecte en
Set, aleshores 15(A) i 15(B) assignen, respectivament, l'objecte X x A
i X x B en Set. Per altra banda, si g : X — Y és un morfisme en
Set, aleshores 15(A) i 1g(A) assignen, respectivament, els morfismes
(9,ida) i (g,idp) en Set. A la Figura (27) mostrem un esquema dels
functors 1g(A) i 1g(B).

Per tant, per a tot morfisme f : A — B en Set, tenim una transformacio
natural entre 1g(A) i 1g(B), denotada 1 : 1g(A) = 1g(B), les
components de la qual sén 155 = (idx, f), per a tot X objecte de

Set. Concretament, si g : X — Y és morfisme en Set, el quadrat de
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1g(—): Set ————— Set

X X x —
QJ — J(g,id)
Y Y x —

Figura 27: El functor 15(—) (Exemple 3.3.4).

(idx, f)

XxA— X x B

(9,idp) (9,ida)

Y xA—Y x B

(idy, f)

Figura 28: Diagrama de naturalitat de 1; (Exemple 3.3.4).

naturalitat de la Figura (28) commuta. Verifiquem que el diagrama de

naturalitat de 1; commuta per a tot X objecte en Set.

(9,ida) o (idx, f) = (g oidx,ids o f)

(
= (9 /)
(
= (

idy Ogvf OldB)
ldYa ) (galdB)

Acabem de demostrar que 1 és transformacié natural.

. Siga X un objecte de Set. Primer de tot considerem la categoria
F(X) que té per objectes els elements de X i per morfismes només els
morfismes identitat. Per altra banda, considerem la categoria G(X) amb

els mateixos objectes que F(X) pero per morfismes els tinics morfismes
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— 44 — y per als parells (z,y) d’elements de X."

Comprovem que, efectivament, F(X) i G(X) sén categories.

(a) (F(X) és categoria) Per definicid, tot objecte de F(X) té un morfis-
me identitat associat. L’axioma de composicié entre morfismes és

trivial perque els inics morfismes sén els morfismes identitat.

(b) (G(X) és categoria) L’axioma d’identitat ve garantit si considerem
I'inic morfisme de x en x objecte de G(X), com —, ;= id,. Res-
pecte a la composicid, si —, i —, . sén dos morfismes en G(X),

aleshores —, . 0 —, ,=—>, ., per unicitat.

Podem definir functors F i G de Set en Cat i descriure la transformacié
natural u : F = G definida per a cada component amb la funcié

identitat sobre objectes.

Definim F i G tals que, donat un objecte X en Set, F i G li assignem la
categoria F(X) i G(X), respectivament. A més a més, si f: X —> Y és
un morfisme en Set, aleshores F 1i assigna el functor F(f) i G li assigna
el functor G(f). A la Figura (29) mostrem els functors F i G.

Per altra banda, donat f : X — Y morfisme en Set, definim els functors
F(f) 1 G(f). Primerament, definim el functor F(f) tal que, si = és
objecte de F(X), aleshores F(f) li assigna l'avaluacié de z per f, és a
dir, f(z), que és objecte en F(Y). Siid, : ¢ — x és morfisme en F(X)
aleshores, F(f) li assigna el morfisme ids,) en F(Y). Seguidament,
definim el functor G(f) tal que, si x és objecte en G(X), aleshores G(f)
li assigna f(z) que és objecte en G(Y). Aix{ mateix, si —, , és morfisme
en G(X), G(f) li assigna el morfisme — ¢(,) ¢(,) en G(Y). Representem
a la Figura (30) els functors F(f) i G(f).

Necessitem verificar primer que F,F(f), G i G(f) sén functors. Notem

que basta comprovar que F(f) i G(f) ho sén.

(a) (F(f) és functor)

"Una categoria de la forma F(X) rep el nom de discreta i una categoria de la forma de
G(X) rep el nom de indiscreta.
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F:Set —  Cat G: Set — > Cat

X F(X) X G(X)
fl —  [F) fl — o)
Y F(Y) Y G(Y)

Figura 29: El functor F i el G (Exemple 3.3.5).

F(f): FX) — F(Y) G(f): G(X) ———— G(Y)

x f(x) x f(z)
id% — lidf(x) _’rﬂy[ — T f (). ()
x f(z) y fy)

Figura 30: El functor F(f) i el functor G(f) (Exemple 3.3.5).

1. Axioma de la identitat.

Per definicié, com id, és I'inic morfisme possible, de forma trivial
es compleix 'axioma de la identitat. Si = és objecte de F(X), es

té que

F(f)(ids) = idg(y)
= idp(f)(a)-

Ac¢o demostra que F(f) verifica I’Axioma de la identitat.
2. Axioma de la composicid.

Notem que també és trivial perque I'inic morfisme componible és
id,, per a z objecte de F(X).

(b) (G(f) és functor)
1. Axioma de la identitat.

Considerem = objecte en G(X) i el morfisme identitat id,, que
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coincideix amb —4 , en G(X).

G(idy) = G(—z.2)

== f(@),f(x)
= idg ()
= idG (X)-

Aco demostra que G(f) verifica I’Axioma de la identitat.
2. Axioma de la composicid.

Siguen x,y, z objectes en G(X) i —,, =y, morfismes en G(X)

componibles.

=7 f(=),f(2)
=T W), f(2) © T f(w),f(2)
= G(—’y,Z) © G<_’x,y)-

A¢o demostra que G(f) verifica I’Axioma de la composicid.

La transformaci6 natural u : F = G, denotada p = () XeSetys SeTia
la familia de functors ® tals que, si X és objecte en Set, aleshores
X : F(X) — G(X) no modifica els objectes de F(X) i assigna al morfisme
id,; en F(X) el morfisme —, , en G(X), que resulta ser idéntic a id,. La
transformaci6 natural p la illustrem a la Figura (31). Comprovem que,
de fet, p és transformacié natural verificant que el seu diagrama de
naturalitat (Figura 32) commuta. Considerem aixi el morfisme f : X —
Y en Set i veiem que els functors G(f) o uX i p¥ o F(f) coincidixen,
demostrant que actuen igual sobre els mateixos objectes i morfismes.
En efecte, considerem =z i id;, objecte i morfisme, respectivament, en
F(X).

Es trivial el fet que 1 siga un functor, per a X objecte en Set, per definicié de p*X.
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p: F(X) ———— G(X)

Figura 31: La transformacié natural y i les seues components u~ (Exemple
3.3.5).

Figura 32: Diagrama de naturalitat de p (Exemple 3.3.5).
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px: X —————  cod(px)

Figura 33: Component de la transformacié natural u (Exemple 3.3.6).

Primerament, veiem que G(f) o u™ (z) = p¥ o F(f)(x).

G(f) o p* (z) = G(f)(z)
= f(x)
= 1 (f(z))
=" o F(f)(x).

A continuacié, veiem que G(f) o u* (id,) = p¥ o F(f)(idy).

G(f) o ¥ (ide) = G(f)(id ()
== f(2).f ()
= 1" (—a0)
— 0 o F(f)(idy).

Doncs, com actuen d’igual forma sobre els mateixos objectes i morfismes

G(f) o 1™ = i o F(f).

En conclusié, el diagrama commuta i, per tant, u és transformacio

natural entre F 1 G functors.

. Recordem que una categoria C s’anomena grupoide si tot morfisme en
C és un isomorfisme (Definicié 3b). Siga C grupoide suposem que, per
a cada objecte X en C, tenim un morfisme pux en C amb domini X.
Aixi, donat un functor F adequat, definiriem la transformacié natural
p:idec = F, denotada pu = (ux)xec,, entre els functors identitat en C i
F, com a la Figura (33). Demostrem que existeix un functor F : C — C
que actua sobre cada objecte X en C com F(X) = cod(ux). Bastara

definir el functor F com un functor que assigna a cada X objecte en
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F: C—C

C
X cod(px)

f J — J#Y ofouy
Y cod(py)

Figura 34: Functor F (Exemple 3.3.6).

C el codomini de px, és a dir, cod(ux) i a cada morfisme f: X - Y
en C la composicié de morfismes puy o f o p;(l. Mostrem a la Figura
(34) el functor F i notem que esta ben definit perque el morfisme px,
per a X objecte en C, és isomorfisme i la composicié d’isomorfismes és
isomorfisme. Veiem primer que tal i com hem definit F és, de fet, un

functor.
1. Axioma de la identitat.
Siga X objecte en Ciidx el morfisme identitat associat a X. Doncs,

F(idx) = px oidx o ,u)_(l

= idcod(ux)

2. Axioma de la composicid.
Siguen f: X - Y ig:Y — Z morfismes componibles en C. Aixi,
F(gof)=pzogo fouy
:MZogoidyofoM;(l

= pzogopuy opyofopuy
=F(g) o F(f). (associativitat)

Ara que sabem que F és un functor demostrem que p = (ux)xec, €s

una transformacié natural. Aprofitant la Figura (33) cal demostrar
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X ——— F(X)
fh O F(f)
y —— F(Y)

Figura 35: Diagrama de naturalitat de x4 (Exemple 3.3.6).

que, si f: X — Y és un morfisme en C, el diagrama de la Figura (35)

commuta.

Pero, clarament commuta perque
F(f)opux = py o fouy' opx =pyof.

Tot plegat, acabem de donar suficients exemples de transformacions naturals.

Aixi, finalitzem I’Exemple 3.3.

Tal i com ocorre amb els functors, les transformacions naturals es poden com-
posar. No obstant, hi ha dos tipus de composicié de transformacions naturals
depenent de si es composen per objectes de nivell 1, és a dir, functors o si es
composen per objectes de nivell 0, és a dir, objectes de categories. Aques-
tes composicions s’anomenen composicio vertical i composicio horitzontal,
respectivament.

Donem un esquema de la composici6 vertical amb la Figura (36) i de la
composicié horitzontal amb la Figura (37).

Evidentment, aquestes definicions de composicions no ens basten. Anem a
donar definicions formals de la composicié vertical i la composicié horitzon-
tal de transformacions naturals. Definim primer la composicié vertical de

transformacions naturals.

Definicié 3.4 (Composicié vertical de transformacions naturals). Siguen
A un objecte de la categoria C i F, G i H functors de C en D. Donades dos
transformacions naturals & = (@) gcc, i 8 = (64) aec, on a? : F(A) — G(A)
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F F

S N /ﬂ\

C——G——D C Boa D
\W \_/

H H

Figura 36: Dues transformacions naturals (a esquerra) i la seua composicié
vertical (a dreta).

Figura 37: Dues transformacions naturals (a esquerra) i la seua composicié
horitzontal (a dreta).
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F(4) —— o
Cow
F(/) Qo) H(f)
G(B)
af 7 8"
F(B) P e H(B)

Figura 38: Diagrama de naturalitat de la composicié vertical.

i B4 : G(A) — H(A), definim la composicié vertical de transformacions
naturals, denotada per o, com la transformacié natural o a=(f o a)ﬁeco,
on (Boa)?:F(A) — H(A) tal que (Boa)? = 4 0a’

4 és transformacié natural doncs el diagrama de la

Efectivament, 84 o «
Figura (38) commuta perque els respectius diagrames de naturalitat de « i
£ commuten.

Comprovem que, en efecte, 'anterior diagrama commuta.

H(f)o (8 oa™) = (H(f)o ") oa’ (associativitat)
= (BPoG(f)oa? (B trans. nat)
= BP0 (G(f)oa™) (assoc.)
= BP0 (aP oF(f)) (av trans. nat)
= (BP0 a®) o F(/). (assoc.)

Seguidament definim la composicié horitzontal de transformacions naturals.

Definicié 3.5 (Composicié horitzontal de transformacions naturals). Consi-
derem A un objecte de la categoria C. Siguen F i G functors de Cen D i H i

I functors de D en E. Donades dues transformacions naturals o = (@) acc, i
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H(a%) — pgo@) 7
H(G(A)
H(F(f)) (H(G() I(G(f))
}I(G(BD
e H(OzB) 6G(B) 4
H(F(B)) [(G(B))

Figura 39: Diagrama de naturalitat de la composicié horitzontal.

B = (8P)pep, on a? : F(A) — G(A) i 8B : H(B) — I(B) definim la compo-
sicié horitzontal de transformacions naturals, denotada per x, com la
transformacié natural g x a=(8 x a)ﬁeco on (B a)?: H(F(A)) — I(G(A))
tal que (8 a)? = G o H(a?).

Efectivament, $5(4) o H(a®) és transformacié natural doncs el diagrama
de la Figura (39) commuta perque els diagrames de naturalitat de o i
commuten.

Comprovem que, en efecte, 'anterior diagrama commuta.

I(G(f)) o (B9 o H(a®)) = (I(G(f)) 0 V) 0 H(a?) (assoc.)
= (B9B) o H(G(f))) o H(?) (8 trans. nat)
= 35B) o (1 G(f)) o H(aA)) (assoc.
= BSB) o (H(G(f)

oa?)) (H functor
)

— ﬁG(B) o(H aB) o H(F(f))) (H functor

)
)
(v trans. nat)
)
= (5G(B) o H(a®)) o H(F(f)). (assoc.)

Ara que coneixem i tenim definits dos tipus distints de composicions per a
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transformacions naturals ens preguntem quina relacié hi ha entre elles. La

Llei de Godement proporciona dita relacié.

Proposicié 3.6 (Llei de Godement). Siguen les categories C,D i E, els
functors F,G i H de C a D i els functors 1,J i K de D a E. Considerem, a
més, les transformacions naturals o, de F en G, 8 de G en H, v del en J i

6 de J en K. Aleshores, la Llei de Godement garanteix que

(Goy)*x(Boa)=(dxp)o(y*a)

Demostracié. Per a fer la demostracié presentem la Figura (40) que servira
com a demostracié visual i intuitiva doncs la demostracio s’escapa a l'objectiu
del treball. El lector pot trobar una demostracié de la Llei de Godement,

també coneguda com a Llei d’intercanvi, a [15]. |

Ja coneixem un tipus de morfismes especials que sén els isomorfismes els
quals es caracteritzen per tindre un morfisme invers associat i per tindre
propietats molts interessants. Aixi, com les transformacions naturals sén
collccions de morfismes, és natural definir un tipus de transformacié natural

compost només per isomorfismes.

Definicié 3.7 (Isomorfisme natural). Donats dos functors F i G de C en D
direm que la transformacio natural o : F = G és un isomorfisme natural
si tot morfisme indexat o™, per a cada X objecte de C, és isomorfisme. En

aquest cas, denotem l’isomorfisme natural com « : F = G.

Naturalment la propietat de I'existencia d’inversa que caracteritza als iso-

morfismes es reflexa en els isomorfismes naturals.

Proposicié 3.8. Donats F ¢ G functors de la categoria C a la categoria
D sia:F = G és un isomorfisme natural, aleshores existeix una unica
transformacié natural, o' : G = F, les components de la qual son les
inverses de les components de a.. A més, es verifica que cvo o' =idg i que

aloa=idp.

Demostracid. Assumim que F: C > DiG:C—-D. Coma:F = G és

isomorfisme natural, tenim que, per a tot objecte X en C, la component
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mm /ﬂa\/@\

\MW \MW

\Jtcomposicié horitzontal \Jtcomposicié vertical

IoF

C—JoG—E C Boa doy E
KoH H K
JLomposmlo vertical J&omposicié horitzontal
IoF IoF

COxB)o(y*a)E — C(dov)*(Boa)E
KoH KoH

Figura 40: Llei de Godement.
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Figura 41: Diagrama de naturalitat de a.

G(X) L F(X)

Figura 42: Diagrama de naturalitat de a~*

associada a X de a, ax : F(X) — G(X), és isomorfisme i, per tant, existeix
un tinic morfisme ay! : G(X) — F(X); inversa de ay.

Per altra banda, el quadrat de naturalitat de «, illustrat a la Figura (41),
commuta. En efecte, considerem g : X — Y morfisme en C.

Doncs, es verifica que
G(g) o ax = ay o F(g). (2)

Comprovem que els morfismes 04)_(1 formen una transformacié natural demos-
trant que el diagrama de la Figura (42) commuta.

Partim de ’Equacié (2) i recordem que ax i ary s6n isomorfismes.

G(g)oax = ay oF(g) & ay' 0o G(g) oay = idp(x) o F(g)
< ay' 0 G(g) oidg(x) = F(g) o ay'
< ay' 0 G(g) = F(g) o ay’.
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Aleshores, acabem de demostrar que el quadrat de naturalitat (Figura 42)
comimuta.
En conclusié, com la component a)_(l és isomorfisme i dnica per a tot X en

1

n ser inver « Sque o =idpique aoa " =idg. ncs
C, en se ersa de ax es té que dp e 1 —idqg. Doncs,

totes les components de o' : G = F sén isomorfismes i tiniques i, per tant,

a~ ! és un isomorfisme natural i Unic. [ |

3.2 Lema de Yoneda i aplicacions

Presentem a aquesta seccié un resultat important de la Teoria de Categories,
que és el Lema de Yoneda. Donarem les bases i definicions necessaries per a
demostrar dit lema i demostrarem la seua importancia a través dels corollaris
que d’aquest resultat es dedueixen. Per exemple, demostrarem la versio
categorica del Teorema de Cayley i estudiarem com el Lema de Yoneda ens

permet donar una condicié necessaria per a la isomorfia entre functors.

Definicié 3.9 (Categoria de functors). Donades dos categories C i D definim
la categoria de functors, denotada D, com la categoria que té per objectes
functors de C en D i per morfismes transformacions naturals entre dits

functors que es composen verticalment.

Proposicié 3.10. Donades les categories C,D i E existeix una bijeccio
Cat(E x C,D) — Cat(E,DC).

on Cat(E x C,D) és el conjunt de functors de E x C en D i Cat(E,D%) i E, D¢
és el conjunt de functors de E en DC.
Demostracid. Anem a fer la demostracié pas a pas.

1. Definim una funcié del conjunt Cat(E x C,D) a Cat(E, D°).

Definim una aplicacié de Cat(E x C,D) a Cat(E, D), denotada (-)g, com

segueix.
()g: Cat(ExC,D) — Cat(E,D%)
F — Fg.
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Fp:C —— D¢

A Fr(A)
fl — JFE(f)
B Fg(B)

Figura 43: El functor Fg.

Fp(d):C———D

X F(A, X)
QJ e lF(idA,g)
Y F(AY)

Figura 44: El functor Fg(A).

Siga un functor F: E x C — D, aleshores es defineix Fg de C en D¢ com un
functor que assigna a tot objecte A en C objecte Fg(A) en DS, és a dir, un
functor de C en D. Per altra banda, si f : A — B és morfisme en C, aleshores
Fg li assigna el morfisme Fg(f) en D€, és a dir, una transformacié natural
entre functors de C en D (Figura 43). Donat un objecte A en C, establim
el functor Fg(A) com aquell functor que a tot objecte X en C li assigna
lavaluacié F(A, X), que és objecte en D, i a tot morfisme g : X — Y en
C 1i assigna el morfisme F(id4, g), que és morfisme en D. Mostrem aquest

functor a la Figura (44) i comprovem que Fg(A) és, de fet, un functor.
2. Axioma de la composicid.
Siguen f: X - Y ig:Y — Z morfismes componibles en C, aleshores

Fp(A)(go f) = F(ida,go f)
=F(ida,g) o F(id 4, f) (F functor)

= Fr(A)(9) o Fe(A)(f).
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F(f,id
Fo(f)X: Fp(A)(X) Fhidy) Fu(B)(X)

Figura 45: La transformacié natural Fg(f).

X
o)) 29, b ) (x)

Fr(4)(9) O Fr(B)(9)

FR(AY) L FR(B)Y)
E

Figura 46: Diagrama de naturalitat de Fg(f).

3. Axioma de la identitat.

Siga idx morfisme identitat en C, aleshores

Fr(A)(idx) = F(ida, idy)
= idp(a,x) (F functor)

= ldpya)-

Donats A i B objectes en C, anem a establir la transformacié natural
Fu(f) = (Fe(f)™)xec, entre els functors Fg(A) i Fg(B). Donat X objecte
en C, definim el morfisme Fg(f)* entre Fg(A4)(X) i Fg(B)(X) com el
morfisme F(f,idx). Mostrem a la Figura (45) la forma de les components
de Fg(f) i comprovem que és, efectivament, transformacié natural. Per a
verificar que Fg(f) és transformacié natural veiem que, donat g: X — Y
morfisme en C, el diagrama natural associat a Fg(f) (Figura (46)) commuta.

A més a més, observem que, com que

Fp(4)(X) = F(4, X) Fp(A)(g) = F(ida, g)
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F(4, X) Flridx), F(B,X)

F(A4,Y) o F(B,Y)

Figura 47: Diagrama de naturalitat de Fg(f).

Fp(A)(Y)=F(A,Y) Fg(B)(g9) = F(ida, g)
Fp(B)(X) =F(B,X) Fp(f)* = F(f,idx)
Fr(B)(Y)=F(B,Y) Fp(f)" =F(f,idy),

el diagrama de la Figura (46) equival al diagrama de la Figura (47). En

veritat, com F és functor, el diagrama (Figura (47)) commuta.

F(idp,g) o F(f,idx) = F(idg o f,g o idx)
~F(f.9)

— F(f oida,idy o g)

— F(/,idy) o Fida, g).

Per tant, Fg(f) és transformacié natural i, aixi, ja tenim ben definida
I’aplicacié (-)g de domini Cat(E x C,D) i codomini Cat(E, D).

4. Definim una funcié de la categoria Cat(E, D) a Cat(E x C,D).

Definim una aplicacié de Cat(E,,D®) a Cat(E x C,D), denotada ~, com se-
gueix.
T Cat(E,D) — Cat(E x C,D)
G - G.
On G: E — D és un functor tal que, per una banda, assigna a tot objecte
A en E Tobjecte G(A) en DS, és a dir, un functor de C en D. Per altra
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G: E———DC G(A):C———D
A G(A) X G(A)(X)
o e o —— e
B G(B) % G(A)(Y)

Figura 48: El functor G i el functor G(A).

G(f)¥: G(A)(X) —— G(B)(X)

G X
(A)(X) L G(B)(X)
G(4)(g) O G(B)(9)

Figura 49: La transformacié natural G(f) i el seu diagrama de naturalitat.

banda, donat un morfisme f : A — B en E el functor G li assigna el morfisme
G(f) en D€, és a dir, una transformaci6 natural entre els functors G(A) i
G(B) de C en D. Aixi mateix, donat un objecte A en C definim el functor
G(A) : C - D com un functor que assigna, per una part, a tot objecte X
en C l'objecte G(A)(X) en D i que assigna, per altra part, a tot morfisme
g: X — Y en C el morfisme G(A)(g) en D. A la Figura (48) mostrem els
functors G i G(A) i, a més, mostrem a la Figura (49) la transformacié natural
G(f) = (G(f)X)xec, amb el seu diagram de naturalitat.

Seguidament, el functor G tindra una estructura tal que, d’'una banda, a
tot objecte (A, X) en E x C li assigna un objecte G(A,X) en D i, d’altra
banda, a tot morfisme (f,g) en E x C li assigna un morfisme (N}(f,g) en D.
Pero, necessitem definir com actua el functor G sobre els objectes i sobre els

morfismes. Aixi, notem que, donat (A, X) objecte en E x C, podem definir
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G.ExC——D

(4% GAW
(ro)| ——  |em@oan
BY)  GBw)

Figura 50: El functor G.

com actua G sobre els objectes de la forma G(A,X) = G(A)(X) doncs
G(A)(X) es troba en D. D’altra banda, donat (f, g) morfisme en E x C on
f:A—> Big:X — Y sén morfismes en E i C, respectivament, definim el
morfisme (N}( f,g) en D. Notem que, per la commutativitat del diagrama de
naturalitat de G(f) (Figura (49)), podrem definir G(f, g) = G(B)(9) o G(f)¥
puix aquest és un morfisme de G(A, X) en G(B,Y). Mostrem a la Figura
(50) un esquema del functor G.

Ara que ja tenim definit correctament ’assignacio G comprovem que és, de

fet, un functor.
5. Axioma de la composicié.

Siguen (f,g): (A, X) - (B,Y),(f',¢"): (B,Y) — (C,Z) morfismes en E x C

componibles, aleshores

G((f'.g) o (f,9) =G((f o f.d o9))
= G(C)(g' 0g) o G(f o f)F
= G(C)(g) 0 G(C)(g) o G(f o ) (Figura 48)
=G(O)(g") o G(O)(g) o G(f)* 0 G(f) (Figura 48)
= G(O)(¢) o G(f)Y o G(B)(g) o G(f)*  (Nota 3.11)
= G(f',9) 2 G(f.9)

Nota 3.11. Mostrem a la Figura (51) el diagrama de naturalitat de la com-
posicié de les transformacions naturals G(f) i G(f’), per a f i f’ morfismes

en E.
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Figura 51: Composicié dels diagrames de naturalitat de G(f) i G(f").

6. Axioma de la identitat.

G(id(a,x)) = G(ida, idx)
= G(A)(idx) o G(ida)™*

= idg(a)x) © Glida)™ (G(A)(idx) = idga)(x))
= ida(ayx) ©idaa)x) (G(ida)® = idg(ayx))
= idg(a)(x)
- idé(A,X)'

Per tant, acabem de demostrar que G és functor. Aixi ja tenim ben definida
I’aplicacié ~ de domini Cat(E, D¢) i codomini Cat(E x C,D).

7. Verifiquem que I'aplicacié (-) és la inversa de I'aplicacié (-)g.

Primer veiem que la composicié (-) o (-)g és igual al morfisme identitat

idcat(Exc,p)- Per a guiar-nos ens fixem en ’esquema segtient.

Cat(E x C,D) — Cat(E,D¢) — Cat(E x C,D)

Volem comprovar que el functor Fp és igual al functor F veient que actuen

igual sobre els mateixos objectes i morfismes.
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Efectivament, considerem el morfisme (f,g) : (4,X) — (B,Y) en E x C. La

imatge per F de (f,g) és el morfisme en D segiient.
F(A, X) Y9 R(B,Y).
Estudiem com actua Fg sobre els objectes (4, X) i (B,Y).

Fi(4, X) = Fp(4)(X) = F(4, X)

Respecte al morfisme (f, g), el functor Fp actua d’aquesta forma.

Fp(f,9) = Fe(B)(g9) o Fu(f)X = F(f.9).

Per tant, com F i Fg actuen igual sobre objectes i morfismes sén el mateix
functor. Aixi, (-)g és la inversa per la dreta de (+).
Ara veiem que la composicié () po(-) és igual al morfisme identitat idc, (g pey-

Per a guiar-nos ens fixem en I'esquema segiient.

Cat(E,D¢) — Cat(Ex(C,D) — Cat(E,D%)

Volem comprovar que el functor G E és igual al functor G veient que actuen
igual sobre els mateixos objectes i morfismes.

Considerem el morfisme f: A — B en la categoria E. La imatge per G de f
és la seglient transformacié natural per a G(A) i G(B) functors (Figura (48)
i Figura (49)).

G()

G(A) =X a(B).

Estudiem primerament com actua el functor Gy sobre els objectes. Notem
que si A és un objecte en E aleshores Gp(A) i G(A) sén fuctors de C a D.
Doncs, per a veure que Gg i G actuen igual sobre els objectes de E hem de
comprovar que G(A) i Gg(A) actuen igual sobre els objectes i morfismes en

C, per a tot A objecte en E. Aleshores, considerem A un objecte en E i X
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un objecte en C per a comprovar que G(A) i Gg(A) actuen igual sobre X.

~

Gp(A)(X) = G(4, X) (actua (-)p sobre G)

~

= G(A)(X). (actua (-) sobre G)

Per altra banda, considerem g : X — Y morfisme en C i verifiquem que G(A)

i Gg(A) actuen igual sobre g.

Gp(A)(g) = G(ida, g) (actua (-)g sobre G)
= G(4)(g) o G(ida)™ (actua (-) sobre G)
= G(4)(g) o idgayx)
= G(4)(g).

Acabem de demostrar que els functors G(A) i Gg(A), que sén functors de C
en D, coincidixen per a tot A objecte en E. Equivalentment, hem demostrat
que G i G £ actuen igual sobre els mateixos objectes.

Passem ara a demostrar que G i Gp actuen igual sobre els mateixos morfismes
en E. A més a més, notem que si f és un morfisme en E, aleshores G(f) i
G £(f) sén morfismes en D¢, és a dir, transformacions naturals de functors
de C en D. Doncs, per a veure que G i G E actuen igual sobre els mateixos
morfismes en E, és necessari demostrar que la transformacié natural G e(f)
coincideix amb la transformacié natural G(f), per a f morfisme en E, o,
equivalentment, que les seues components coincidixen. En definitiva, donat
f morfisme en E i X objecte en C que indexa les components de G(f) i é( f)

comprovem que les components G(f)¥ i G £(f)¥ coincidixen.

Ge(f)¥ = G(f,idx) (actua (-)g sobre G)
= G(B)(idx) o G(f)* (actua E\j sobre G)
= idg(p)(x) © G(f)¥ (G(B)(idx) = idg(B)x))
= G(NH*.

Llavors, hem demostrat que les transformacions naturals G(f) i G(f) coinci-
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C(—, A):CoP — 5 Set C(f', A): C(A", A) — C(B', A)

A’ C(A', A) g — gof’
(f’)°pJ — jqf’,A)
B’ C(B', A)

Figura 52: El functor C(—, A) i el morfisme C(f’, A).

dixen per a tot f morfisme en E. Equivalentment, hem demostrat que G i
G £ actuen igual sobre els mateixos morfismes.

Per tant, com G i Gp actuen igual sobre els objectes i morfismes sén el
mateix functor. Aixi, (-)g és la inversa per l'esquerra de EV)

En conclusid, com ()g és la inversa per la dreta i per l'esquerra de EV) tenim
que (+)g és la inversa de EV) Doncs, existeix una bijecci6 entre Cat(E x C,D)
i Cat(E,DC).

A¢o demostra la Proposicié (3.10). [ |

Abans de demostrar el Lema de Yoneda necessitem les eines adequades.
Primer definim un nou functor tal que, donat un objecte A en C, el denotem
per C(—, A) i, a més, va de la categoria C°P a la categoria Set. Aquest
functor, per una banda, assigna a tot objecte A’ en C°P el conjunt de tots
els morfismes de A" en A, és a dir, C(A’, A) i, per altra banda, assigna a tot
morfisme (f')°P : A" — B’ en C°P el morfisme C(f’, A) : C(A’, A) —» C(B', A)
en Set el qual, donat g element de C(A’, A), assigna la composicié g o f’.
IIlustrem a la Figura (52) el functor C(—, A) i el morfisme C(f’, A).

Nota 3.12. Recordem que si (f')°P: A" — B’ esta en C°P aleshores el seu

dual, f': B’ — A’, esta en C.

Nota 3.13. Aquest functor C(—, A) és, essencialment, el functor representable
ya (Exemple 2.18), pero definit sobre C°P i no sobre C. No obstant, hem

optat per aquesta nova notacié per comoditat.

Per altra banda, donada una categoria C, considerem un altre functor denotat

C(—,):C— Set®™. Aquest functor assigna a tot objecte A en C el functor
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A C(—,A)
fJ — |
B C(—,B)

Figura 53: El functor C(—,-).

C(—, A) i, per altra banda, donat f : A — B morfisme en C, li assigna la
transformaci6 natural C(—, f) entre functors de C°P en Set amb components
C(—, f)* per a A’ en C°P. Donat g: A’ — A morfisme en C definim les

components de C(—, f) com segueix.

C— N9 =Clg.H* =fog

Mostrem a la Figura (53) el functor C(—, ).
Finalment, si F és morfisme en Set®”, és a dir, un functor de la forma

F : C°P — Set denotem el segiient conjunt de transformacions naturals.
Set®™ (C(—, A),F) = {a | o transformacié natural entre C(—, A) i F}.

Definits ja els functors, transformacions naturals i conjunts imprescindibles
per a treballar amb el Lema de Yoneda procedim a enunciar-lo i posteriorment
demostrar-lo. Ens hem basat en la demostracié del Lema de Yoneda de [13],

pero altres demostracions distintes es poden trobar a [11] i [9].

Teorema 3.14 (Lema de Yoneda). Per a tot functor F, objecte en Set™, i

per a tot objecte A en C existeix una bijeccio
Eap: Set“"(C(—, A),F) — F(A),

que és natural en A i F. Es a dir, donat g en C(A’', A) per a A’, objecte en
C, i la transformacid natural p: F = F', morfisme en Set®™, per a F i F/

objectes en Set®™”, el diagrama segient commuta.
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X
Set<” (C(—, A), F) — 0 F(4)

Set“" (g, 1) O pr o F (g)=F'(g) o u*

SetC” (C(—, A'), F) —— F'(A)
‘-‘l:A/,F'

Nota 3.15. Hi ha diverses formes de demostrar una bijeccié. Podem demostrar
la injectivitat i la suprajectivitat de I'aplicacié” o trobar directament una
inversa, per exemple. També es pot veure que tot element del domini
determina un tnic element del codomini i viceversa.'’

En aquesta demostracié hem optat per motivar la definicié6 de I’aplicacio

inversa i demostrar que efectivament ho és.
Demostracio. Fem la demostracié per passos.
1. Demostrem que existeix la bijeccié & 4

Primer hem de definir I'aplicacié & 4 p: Set“””(C(—, A),F) — F(A). Notem
que si o és una transformacié natural en Set®” (C(—, A), F), aleshores a =
(aA,)A’eCSP on o' C(A,A) — F(A') i el diagrama de naturalitat de «
commuta.

Per tal de definir & 4 p(c) per a que siga un element de F(A) observem, pel
vist abans, que si identifiquem A = A’ existeix un morfisme a*: C(A4, A) —
F(A) tal que, composant o amb un morfisme de C(A4, A), obtenim un element
de F(A). Triem el morfisme en C(A, A) més simple, el que sabem segur que
existeix, és a dir, el morfisme identitat id4. Aixi, & 4 p(a) = a? oidy estd
ben definit. Representem I’aplicacié & 4 p per a A objecte en C i F functor
de C°P a Set en 'esquema de la Figura (54).

Per altra banda, si (f')°P: A — B’ és morfisme en C°P, el diagrama de

9Una demostracié clara amb aquesta estratégia pot veure’s a la pagina 72 de [11].
10Una demostracié simple de la bijeccié seguint aquest cami{ pot consultar-se a [9].
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Far: Sett(C(—,A),F) ——— F(A)

« F——— aoidy

Figura 54: L’aplicacié & 4 p.

Al
C(A,A) — % L F(A)

C(f', A) O F(f")

C(B',A) ————— F(B)
OéB,

Figura 55: Diagrama de naturalitat de a.

naturalitat de « és el descrit a la Figura (55) verificant-se, a més, que
F(f) oo =aoC(f, A).
Com els elements de C(A’, A) sén morfismes de la forma g: A" — A, aleshores

F(f') oo™ (g) = a® o C(f, A)(g)
F(f)(a¥ og) =aP(go f). (Figura (52))

Considerant A" = A tenim que g: A — A. Si triem g = id4 obtenim la
segiient igualtat.

’

F(f)(a® oida) = o' (). (3)

Observem ara per 'Equaci6 (3) que o' (f') és P'accié de la component o’
sobre el morfisme f’ en C(B’, A) i que esta totalment determinat per o oid4.
A més, recordem que o 0idy es troba en F(A).

En conclusié, qualsevol objecte A en C per a aoid 4 genera una transformacié

natural. Com o oid4 es troba en F(A), es dedueix que tot element de F(A)
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Fap: F(A) ——— Set“"(C(—, A),F)

x —_ B

BE . C(B',A) ——— F(B') per a B’ € C;P

(f)r —— F()(2)

Figura 56: L’aplicacié 9 4 p.

definira alguna transformacié natural a en Set®” (C(—, A), F).

Sent més especifics, podem aprofitar ’'Equacié (3) per definir una aplicacié
inversa de & 4 p que denotem per 9 4 p. Aquesta aplicaci6 inversa li assigna a
x element en F(A) la transformacié natural 3, = (ﬁf/) Brecop, que és element
de Set“” (C(—, A),F). A més a més, la component 2 de 3, és un morfisme
de C(B', A) en F(B’) tal que a tot morfisme (f')°? en C(B’, A) li assigna
aplicacié F(f’)(x). Representem I'aplicacié & 4 p a la Figura (56).

Notem que, per la Figura (55), tenim garantit que el diagrama de naturalitat
de la familia de morfismes (, commuta, per a tot z, element de F(A). En
altres paraules, 3, és transformacié natural en Set®” (C(—, A),F), per a tot
x element de F(A).

En efecte, si B’ i C" sén objectes de C°P, b/ : B’ — C’ morfisme en C°P, x
element de F(A) i (f)°P és element de C(B’, A) el diagrama de naturalitat
de la Figura (57) commuta. Comprovem la commutativitat del diagrama de
la Figura (57).

F(h') o B ((£)P) = F(W) o (F(f)(x)) (Figura (56))
=F(h o f')(x) (F functor)
= B o ((f))P o ()°P) (Figura (52))
= B o C(W, A)((S)°P). (Figura (56))

Aleshores, F(h) o BE'((f))°P) = BY o C(W,A)((f')°P) i, per tant, B3, és

transformacié natural en Set®” (C(—, A),F), per a tot x element de A.
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C(B, A) F(B)

C(K', A) O F(R)

C(C",A) ————— F(C)
B¢

Figura 57: Diagrama de naturalitat de j,.

Comprovem que J 4 és la inversa de & 4 p per la dreta. Siga = element de
F(A), aleshores

Far(Tar) = Lar(Be) (Figura 56)
= B oida (Figura 54)
= F(id4)(x) (Figura 56)
= . (F functor)

Acabem de demostrar que I'aplicacié J 4 és la inversa per la dreta de
I'aplicacié & 4 7.
Comprovem que 9 4y és la inversa de X 4 per 'esquerra. Siga o transfor-

maci6 natural en Set®” (C(—, A), F), aleshores
Far(Ear(a)) = 7A,F(CVA oida) (Figura 54)
= B(aAOidA)' (Figura 56)

Necessitem demostrar que la transformacié natural 5,4.4q ) coincideix amb
la transformacié natural «.. Per tant, cal veure que ambdues transformacions
naturals actuen d’igual forma sobre els mateixos morfismes, per a tot objecte

sobre el qual estan indexades. Si considerem B’ objecte en C°P i (f’)°P
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X
SetC” (C(—, A),F) — s F(A)

Set“" (g, 1) O pr o F(g) = F'(g) o p?

Set®™” (C(—, 4"),F) —— F/(A))
C):A’,F’

Figura 58: Diagrama de naturalitat de .
morfisme de C(B’, A), aleshores

B(BO:AOidA)((f/)Op) = F(f")(a?ida) (Figura (56))
= a”((f)P). (Equacié (3))

Acabem de demostrar que 'aplicacié AF €s la inversa per 'esquerra de
I'aplicacié & 4 p.
En conclusié, 9 AF ¢s lainversa de & 4p i, aixi, ja tenim demostrat que

I'aplicacié & 4 p és una bijeccid.
2. Demostrem que la bijeccié & 4 és natural en AienF.

Donat el morfisme g : A’ — A en A i la transformacié natural y : F = F’
morfisme en Set®””, per a F i F/ functors objecte en Set®” | hem de demostrar
que el diagrama de naturalitat de J, representat a la Figura (58), commuta.
Primer, donat h' : B® — C’ morfisme en C°P, la transformacié natural
1= (1P ) prec, té per components morfismes de F(B') en F/(B). Illustrem
a la Figura (59) la transformacié natural p i el seu diagrama de naturalitat.
A continuacié, definim 'aplicacié Set®” (g, ;1) com a la Figura (60).
Comprovem la commutativitat del diagrama de la Figura (58). Siga « una

transformacié natural en Set®” (C(—, A),F), aleshores

CJ:A/7F/ ¢} Setcop (g, H) (Oé) = J:A’7F’(5) (Figura 60)
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uB: F(B) — F(B)

F(B') o F(B)

F(h') O F'(h)
F(C") — F'(C")

Figura 59: La transformacié natural u i el seu diagrama de naturalitat.

Set“ (g, 1) : Set®’(C(—, A),F) —— Set®”"(C(—, A"),F")

« — 1)

B .C(B',A') —— F/(B’) per a B’ € Ob(C°P)

h —— P (0P (g o h))

Figura 60: L’aplicacié Set® (g, ).
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= 6% oidy (Figura 54)
= (¥ (9)) (Figura 60)
= p* (F(g)(a oida)) (Equacié 3)
= (MA/ o F(9))(&ar()). (Figura 54)

Per tant, acabem de demostrar que la bijeccié & 4 p és natural en A i F.

Ac¢o demostra, finalment, el Lema de Yoneda. |

Donem un corollari practicament immediat del Lema de Yoneda.
Corol-lari 3.16. El functor C(—,-) : C — Set“” (Figura 53) és ple i fidel.

Demostracid. C(—,-) sera ple i fidel si, per a dos objecte Ai B en C, es té
que C(—,-) : C(A, B) — Set“"(C(—, A), C(—, B)) és bijectiva.

Pel Lema de Yoneda (Teorema 3.14), tenim que Set®” (C(—, A),C(—, B))
esta en bijecci6 amb C(A, B). [ |

El functor C(—, -) és conegut com la Imbibicié de Yoneda i el resultat del Corol-
lari (3.16) expressa un resultat molt poderds, a saber, que les transformacions
naturals entre els functors representats corresponen a morfismes entre els
objectes que representen. A continuacié donem alguns resultats com a

exemple de I'aplicaci6 i la forga del Corollari (3.16).

Corol-lari 3.17 (Teorema de Cayley [13]). Tot grup G és isomorf a un

subgrup d’un grup de permutacié.

Demostracid. Assumim G com la categoria d’un dnic objecte G puix tot
grup és un monoide (Exemple 2.6). Doncs, els endomorfismes de la categoria
G sobre el seu unic objecte defineixen el grup G. Per tant, existeix un tnic

functor contravariant F : G — Set i un tnic functor covariant G : G — Set.
1. Els functors de G a Set i els functors de G°P a Set

Suposem una categoria C, aleshores un functor Fx : G — C assigna 1'inic
objecte de G, denotat *, a un objecte X en C i assigna a cada morfisme g en
G ’endomorfisme g, : X — X en C. A més a més, per ser Fx un functor,

s’ha de verificar que
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1. hygx = (hg)« per a tot g,h € G.
2. ex = 1dx on e € G és '’element identitat.

En definitiva, el functor Fx : G — C defineix una accid del grup G sobre

I'objecte X en C. A més, en concret, si C = Set, direm que 'objecte X

dotat amb 'accié del grup G és un G-conjunt. Aixi, I’accié definida pel

functor Fx : G — C s’anomena accid a l’esquerra i 1’accié definida pel functor

contravariant FY : G — C s’anomena accid a la dreta. Si denotem per
*

g* : X — X el morfisme en C que assigna F{ a cada morfisme g en G, tenim

que les condicions que ha de verificar el functor contravariant Fgg serien
1. g*h* = (hg)* per a tot g,h € G.
2. e* =idx on e € G és '’element identitat.

Observem que, com els functors preserven isomorfismes (Proposici6 2.41)
i tots els morfismes de G sén isomorfismes (Exemple 5), les imatges dels
functors Fx : G —» C1i Fg}) : G°P — C sén isomorfismes.

Finalment, ens preguntem com sén les transformacions naturals entre els
functors Fx : G > CiFy : G —> C, per a X i Y objectes en C. Ja que la
categoria G només té un objecte, la transformacié natural o : Fx = Fy
només pot consistir d’un tnic morfisme oX¥ : X — Y en C tal que és

G-equivariant, és a dir, que per a cada g € G el segiient diagrama commuta.

X—2 sy
g% O g%
_—
X o Y
2. Aplicacié del Lema de Yoneda

Tenim que el functor F : G°? — Set defineix una accié a la dreta sobre el
G-conjunt G. Per tant, la Imbibicié de Yoneda G(—,-) : G — Set®” té

per objectes a la imatge als G-conjunts de les accions a la dreta del grup
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G. Pel Corollari (3.16), sabem que G(—,-) és ple i fidel i, aixi, els tnics
endomorfismes G-equivariants del G-conjunt G son els morfismes definits per
composicié a I'esquerra d’un element fixe de G. Per tant, tot endomorfisme
G-equivariant de G és un automorfisme.

Pel que acabem de demostrar obtenim que la Imbibici6 de Yoneda G(—,-)
defineix un isomorfisme entre G i el grup d’automorfismes del G-conjunt
G, que és objecte en Set®”. Composant aquest isomorfisme amb el functor
d’oblit i fidel de Set®” en Set s’obté un isomorfisme entre el grup G i un
subgrup del grup d’automorfismes Aut(G) del conjunt G.

Ago demostra el Teorema de Cayley. |

Nota 3.18. A banda del Lema de Yoneda existeix un resultat dual conegut
com Co-Yoneda. Aquest lema analeg és equivalent, perd empra un functor
F morfisme en Set® i treballa amb una bijeccié natural de Set®(F,C(4, —))
en F(A) en compte d’una bijeccié natural de Set®”(C(—, A),F) en F(A).
A més, la prova és analoga a la demostracié que hem donat del Lema de
Yoneda.

Per altra banda, és important remarcar que hi ha autors que consideren el
Lema de Yoneda que hem demostrat com el Co-Yoneda i el nostre Co-Yoneda
com el Lema de Yoneda. No és pas important, doncs és una qiiestié d’eleccid,
pero dites interpretacions amb les respectives demostracions es poden trobar

en [13] i [7]. Nosaltres ens hem limitat a seguir el punt de vista de [17].

Donem ara una relacié entre la isomorfia entre objectes i la bijeccié natural

entre conjunts de morfismes.

Proposicié 3.19. Donats A i B objectes en C suposem que, per a tot
objecte X en C, ezisteiz una bijeccio X x : C(X,A) — C(X, B) natural en

X. Aleshores, A i B son isomorfs.

Demostracio. Com existeix &y : C(X,A) — C(X, B) bijeccié natural en X
pel Lema de Yoneda tenim que C(—, A) i C(—, B) sén objectes isomorfs en
Set“”. Com C(—,-) és ple i fidel, pel Corollari (3.16), es dedueix que A i B

son isomorfs. [}
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Nota 3.20. Si considerem la bijeccié natural Xy : C(4,X) — C(B,X)

tindriem per dualitat un resultat analeg a la Proposicié (3.19).

Nota 3.21. Es molt important destacar que el Lema de Yoneda representa
tot un canvi de paradigma a les Matematiques. Efectivament, en moltes
arees de les Matematiques s’intenta demostrar la isomorfia de dos objectes A
i B trobant una bijeccié explicita entre ells, pero amb Yoneda no necessitem
trobar un cami bijectiu d’A a B. De fet, només cal saber com anar des dels
camins que acaben en A i fins als camins que acaben en B mitjancant una
bijeccié, malgrat no donar cap inversa. La llicé del Lema de Yoneda seria,
doncs, Dis-me amb qui vas i et diré qui ets (dita popular) o també Pels seus

fruits els coneizereu (San Mateo 7, 16).

Podem estendre 'argument del Lema de Yoneda per estudiar la isomorfia
d’objectes. De fet, podem veure que dos functors F i G de C en D sén
isomorfs com a objectes de DC.

Naturalment, direm que F i G sén isomorfs en D¢ si existeixen dos morfismes
en D€, és a dir, transformacions naturals de F en G i de G en F tal que la
composicié és un morfisme identitat en DC. Es a dir, existeixen transformaci-
ons naturals o : F = G i 8 : G = F tals que les composicions d’ambdues,
aof:G=Gifoa:F=F, verifiquen que oo 8 =1idg i S o o = idp.
Donem una caracteritzacié de la isomorfia entre objectes de D€ o similarment

entre functors de C en D.
Proposicié 3.22. Les segiients afirmacions son equivalents.
1. Els functors F i G, objectes en D¢, sén isomorfs.

2. Ezisteix una transformacid natural o : F = G tal que totes les seues

components son isomorfismes.

Demostracio. Primerament, veiem que l'afirmacié 1 implica 1’afirmacio 2.
Suposem que F i G sén functors, objectes en D, isomorfs i siguen a : F — G
i B:G=F les transformacions naturals que serveixen d’isomorfisme entre
FiG. Esa dir, es compleix que c o 8 =idg i1 8o a = idp.

Siga A un objecte en C, aleshores les components de « i 3 serien de la forma
a? :F(A) - G(A) i B4 : G(A) - F(A). A més, aquestes components serien
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componibles i estudiem ara la forma d’aquestes composicions comengant per
A

la composicié 4 o a?t.
phoat = (Boa)t
= (idp)"

= idF( A)-
Respecte a la composicié a? o 4 obtenim el segiient resultat.

a’topt = (o)
= (id(})A

Per tant, hem demostrat que totes les components de « sén isomorfismes.
Seguidament, demostrem que l'afirmacié 2 implica afirmacié 1. Suposem
ara que existeix a : F = G transformacié natural tal que, per a cada objecte
A en C, la component o : F(A) — G(A) és isomorfisme. Volem veure que
els functors F i G sén objectes isomorfs en DC.

Com, per a cada objecte A en C, la component o és isomorfisme denotem
per 44 el morfisme de G(A) a F(A) invers de o tal que o o 4 = idg(a) i
fAoal = idp(4). La transformacié natural de la familia dels B4, per a A
objecte en C, seria 8 = (34) acc,-

Anem a demostrar que 5 : G = F és transformacié natural i,conseglientment,
caldra veure que el seu quadrat de naturalitat commuta.

Sabem que « és transformacié natural i, per tant, el diagrama de naturalitat
de la Figura (61) commuta per a f: A — B morfisme en C. Aixi doncs, es

verifica la seglient igualtat.
G(f)oa?t = aP o F(f). (4)

Per altra banda, si f: A — B és morfisme en C, el diagrama de naturalitat

de 8 és el diagrama de la Figura (62). Demostrem que, de fet, el diagrama
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F(f) O G(f)
P(B) ———— G(B)

Figura 61: Diagrama de naturalitat de «.

Figura 62: Diagrama de naturalitat de 5.
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de f commuta. Donat f: A — B morfisme en C, aleshores

F(f) o B =idp(p) o F(f) o 84

=pPoal oF(f) ot (B o af =idpg))
— BB oG(f)oattopA (Equaci6 (4))
= BP0 G(f). (a® o B4 = idp(a))

Per tant, el diagrama de naturalitat de § commuta i, aixi, es dedueix que g
és transformacié natural. A més a més, per definicié de les components de les
transformacions naturals « i 8 tenim que avo 8 =idg i f o a = idp. Doncs,
acabem de demostrar que existeix un isomorfisme natural entre els functors F

i G que equival a dir que F i G s6n objectes isomorfs en la categoria D¢. W

Suposem ara que es donen les condicions del Lema de Yoneda. Es a dir,
siguen F i G functors de C en D i suposem que, per a tot objecte A de C i
per a tot objecte X de D, existeix una bijeccié D(X,F(A4)) = D(X,G(A4))
natural en X i A. Ago vol dir que els objectes C(—,F(A)) i C(—,G(A)) sén
isomorfs en Set“” per isomorfismes naturals en C. Per la fidelitat i plenitud
de la Imbibicié de Yoneda que és el functor C(—, ) es té que F(A) i G(A)
s6n isomorfs en D per isomorfismes naturals en C (Proposicié 2.51) i, per
tant, els functors F i G sén isomorfs com a objectes de D¢ (Proposicié 3.22).

En definitiva, aquest argument és la demostracié del segiient corollari.

Corol-lari 3.23. Siguen F i G functors de C en D tals que, per a tot objecte

A en Ci per a tot objecte X en D, existeix una bijeccié natural en X i A
D(X,F(A)) = D(X,G(A)).

Aleshores, els functors F i G sén isomorfs com a objectes en D€.
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4 Estudi de ’equivalencia de categories

La matematica és la ciencia de
lordre i la mesura, de belles
cadenes de raonaments, tots

senzills i facils.

René Descartes

4.1 Equivaléncia de categories

Un dels conceptes més importants de la Teoria de Categories és 'isomorfia,
tal i com hem vist anteriorment. Clarament, la igualtat entre objectes és una
relacié molt forta. Altres relacions més febles, com la isomorfia, permeten
també obtindre resultats interessants. Per exemple, ja haviem vist a la
Proposicié 2.56 que dos objectes terminals sén isomorfs, és a dir, que no
existeix una forma de distingir-los des del punt de vista de la Teoria de
Categories.

Traslladant-nos al mén dels functors entre categories és natural intuir,

analogament, la relacié d’isomorfia entre categories.

Definicié 4.1 (Isomorfia de categories). Siguen les categories C i D. Alesho-
res, C i D sén isomorfes si existeixen F : C - D i G : D — C functors tals
que FoG =idp i GoF = idc (Figura (63)).

No obstant, també existeix una relacié d’“igualtat” entre categories mitjangant
functors que és més feble que I'isomorfia entre categories. pero que preserva les
bones propietats categoriques. Aquesta relacié relaxa la definicié d’isomorfia
entre categories exigint només que els functors composicié Fo G i GoF
siguen isomorfs al functor idp en la categoria de functors DP i al functor
idc en la categoria de functors CC, respectivament. Aix{ arribem al concepte

d’equivaléncia de categories.

Definicié 4.2 (Equivaléncia de categories). Donades dos categories C i D
direm que soén equivalents si existeixen F : C - D1 G : D — C functors i

isomorfismes naturals p:idc = GoFiv:FoG = idp.
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T FoG =idp
C D
(\G/ GoF =idc¢

Figura 63: Isomorfisme entre categories.

Figura 64: Equivalencia entre categories.

A més amés, F i G sén pseudoinversos entre ells i reben el nom d’equivaléncia
entre categories. Per altra banda, una dualitat entre categories C i D és una
equivalencia entre les categories C°P i D o, equivalentment, entre C i DP.

IIlustrem el concepte d’equivaléncia entre categories amb la Figura (64).

Notem que si dos categories sén isomorfes aleshores sén equivalents, pero el

reciproc no sempre és cert. Donem un exemple per a illustrar-ho.

Exemple 4.3. Siga el preordre P i siga Q el quocient de P sobre la relacié
d’equivalencia denotada =. Aquesta relacié d’equivaleéncia compleix que,
donats dos elements x i y, aquestos estan relacionats, denotat = = y, si, i
només si, x < y i y < x en P. Per altra banda, siga 7 : P — Q I'aplicaci6
quocient definida naturalment tal que, per una banda, assigna a tot objecte
z en P la classe d’equivalencia de x sobre = i, per altra banda, donat el

morfisme x — y en P (z < y) i assigna el morfisme [z]= — [y]= en P/ =
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([z]= < [y]=), definit per un ordre en P/ = (Figura (65)). Si veiem P i Q
com a categories, aleshores 7 és un functor i una equivaléncia de categories,

pero no sempre un isomorfisme.
1. El quocient de P admet un ordre ben definit.

Siga (P, <) preordre vist com a categoria. Provem ara que Q = P/ = admet
un ordre. En concret, veiem que, donats x i y elements de P, els segiients

enunciats sén equivalents.
L [z]- < [yl=-
2. T <y.

En efecte, veiem que I'equivaléncia anterior defineix un ordre i que esta ben
definit.

Reflexivitat.
[z]_ < [z]. perque z < z.

Antisimetria.

[x]
[v]

N
N

[y]_ si, 1 només si, =

Y
T

< [z]2 si, 1 només si, y <

Aleshores, x = y i per tant [z]_ = [y]

Transitivitat.

[z]- < [y]lo < |[z]= si, i només si, <y < z
si, i només si, z < z
[

si, 1 només si,

Ben definit.
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Figura 65: L’aplicacié quocient 7.

Siz'ez]_, ¥ €[y]lo iz <y, velem que 2’ < y'. Efectivament, tenim, per
una part, que x < 2’ i que 2’ < x i, per altra, que y <3’ i que ¥ <y. Com
x <y, aleshores ' < x <y < ¢ i, finalment, es té que 2’ < 7/. Acabem de

demostrar que ’equivaléncia = defineix un ordre.

2. L'aplicacié quocient 7 és un functor i una equivaléncia de categories pero

no un isomorfisme.

Considerem ara ’aplicacié quocient 7 i veiem que és un functor.
Axioma de la identitat

Siga = element de P i considerem id, = x morfisme identitat, aleshores

m(idg) = [z]2
= idpe)_
Ac¢o demostra que 'aplicacié quocient 7 verifica I’Axioma de la identitat.

Axioma de la composicid.

Siguen x,y, z elements de P tals que existeixen els morfismes x — y iy — z

componibles en P o, equivalentment, tals que x < y i y < z, aleshores



Tot plegat, acabem de demostrar que 7 és un functor. Demostrem que és
una equivalencia de categories perd no necessariament un isomorfisme. No
obstant, primer caldria definir un altre functor, que denotem Il : P/ = — P,
tal que verifique ser la pseudoinversa de 7 pero no la seua inversa. Doncs,
considerem II tal que, per una banda, assigna a tota classe d’equivalencia
[#]= en P/ = un tnic element 2’ de [z]= en P. Notem que si assumim
I’Axioma d’Eleccié podem triar I'element 2’ de [z]=. Per altra banda, a un
morfisme [z]= < [y]= en P/ = li assigna el morfisme 2’ <y’ en P. En efecte,
observem que si [z]= < [y]=, aleshores existeixen 2" € [z]= 1 ¢ € [y]= tals
que " < y". Aixi, com 2z’ € [z]= 1 ¢y € [y]=, trobem que 2’ < 2" <y” </,
és a dir, 2’ < y'. Mostrem a la Figura (66) el functor II. Comprovem que
IT: P/ = — P és, de fet, un functor.

Axioma de la identitat

Siga [x]= element de P/ = i considerem el morfisme identitat associat a [z]=,

és a dir, id[,)_ : [z]= < [z]=. Aleshores,

H(idpy) = M([xl=) < T([)<) = ' < ¢/ = idnga.)

Acabem de demostrar ’Axioma de la identitat per a II.

Axioma de la composicid
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Figura 67: Diagrama de naturalitat de «.

Siguen [z]=, [y]= 1 [#]= objectes en P/ = tals que els morfismes [z]= < [y]=

i [y]= < [z]= s6n componibles en P/ =. Aleshores,

I(([yl= < [2]=) o ([z]= < [y]=)) = I([z]= < [#]=)

=T <z
=2 <y <7 (ordre)
=y <)o <)

Acabem de demostrar I’Axioma de la composicié per a II.

D’aquesta manera, hem comprovat que II és un functor. Veiem que II
és la pseudoinversa de 7 per a demostrar que les categories P i P/ = sén
equivalents. Per tant, considerem la composici6é de functors [Tow: P — P
tal que assigna a tot objecte x en P 1'objecte 2’ en P, que era I’element triat
de la classe d’equivaléncia [x]=. Doncs, definim la transformacié natural
a : idp = Il o de components (a’”)erb(p) tal que la component o® és
a® :id(z) — Mo x(z), és a dir, o® : x — 2’ o, equivalentment, x < z'.
Notem que, per la propietat d’antisimetria de 'ordre <, la inversa de la
component o, és a dir, x < 2/, és 2’ < x 1, aixi, totes les components de «
son isomorfismes. Només queda verificar que el diagrama de naturalitat de
a (Figura 67) commuta per a demostrar que « és un isomorfisme natural.

En efecte, si x < y és un morfisme en P tenim que
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En definitiva, « : idp = Il o 7 és isomorfisme natural.

Per altra banda, necessitem definir 3 : 7 o Il = idp = isomorfisme natural.
A més a més, la composicié de functors T oIl : P/ = — P/ = assigna a tot
objecte [x]= en P/ = l'objecte [2']= en P/ =. Pero, per definicié de I'element
a2/, es té que x = 2’ i, per tant, [x]= = [2']=. En resum, la composici6
7 oIl és el functor identitat en idp/= i, doncs, 3 és la transformacié natural
identitat, que és, trivialment, isomorfisme natural.

En definitiva, acabem de demostrar que les categories P i P/ = sén equivalents.
Veiem amb un exemple particular que no necessariament han de ser isomorfes.
Per exemple, considerem el preordre P format per tres objectes z,y i z tals
que z <y, y < z iy < z. Illustrem a la Figura (68) el preordre P. La
imatge per 7 del preordre P seria el quocient de P sobre =, és a dir, P/ =, i
estaria format per les classes d’equivaléncia [z]= i [z]= les quals verifiquen
que [z]= < [z]=. Il1lustrem aquest fet a la Figura (69). Finalment, suposem,
sense perdua de generalitat, que II([z]=) = . Doncs, si apliquem el functor
IT a P/ = obtenim un subconjunt del preordre P format pels objectes z i x
tal que z < z. Clarament, la composicié de functors Il o 7 no és igual al

functor identitat sobre P i, per tant, les categories P i P/ = no sén isomorfes,
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Figura 69: Quocient de P sobre =.
pero si equivalents.

4.2 Una caracteritzacié d’equivalencia de categories

Ens proposem ara donar una caracteritzacié dels functors que definixen equi-
valencies entre dos categories. En efecte, un functor sera una equivalencia de
categories si, i sols si, és fidel, ple i essencialment sobrejectiu sobre els objectes.
Naturalment, introduim primer els functors essencialment sobrejectius sobre

els objectes.

Definici6 4.4 (Functor essencialment sobrejectiu sobre els objectes). Siga
F : C — D functor direm que és essencialment sobrejectiu sobre els objectes
si, per a tot D objecte en D, existeix C' objecte en C tal que D ~ F(C). Es
a dir, si existeixen f: D — F(C) i g: F(C) — D morfismes en D tals que es
compleix que fog=idp)igo f=1idp.

A més a més, és necessari presentar i demostrar els segiients lemes sobre

commutativitat de diagrames.

Lema 4.5. Siga una categoria C. Siguen un morfisme f: A — B en C i els
isomorfismes g: A — A" i h: B — B’ en C. Aleshores, tots ells determinen
un unic morfisme f': A — B’ en C tal que els segiients diagrames (o almenys

un d’ells) commuta.
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A= 4=
! 5ot f
B8 B—<F
Al A A
! T f
b8 BB

Demostracid. Primerament, que g : A — A’ siga un isomorfisme en C vol dir
1

que existeix un morfisme invers g7': A’ — A en C tal que go g~ ! =idy i
g ' og=id4. Analogament, que h : B — B’ siga un isomorfisme en C vol
dir que existeix un morfisme invers h™' : B’ — B en C tal que hoh™' = idp
i h~'oh=idp.

Definim el morfisme f': A’ — B’ com f' = ho fog™! i notem que, definit f’
d’aquesta forma, el primer diagrama commuta. Per altra banda, la definici6
de f’ es dona si, i nomes si, f' o g = h o f, demostrant-se la commutativitat
del segon diagrama. A més, la definicié de f’ també es dona si, i només
si, 1o f' = fog™!, que implica la commutativitat del tercer diagrama,
si, i només si, h™' o f' o g = f, que demostra la commutativitat del quart
diagrama.

Acabem de demostrar I’existeéncia del morfisme f’ que implica la commu-
tativitat d’un dels diagrames. A més, hem demostrat que un dels quatre

diagrames commuta si, i només si, ho fa la resta. |

Lema 4.6. Considerem el segiient diagrama sobre la categoria C
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A B’ '’

i suposem que el rectangle exterior commuta. Aleshores, el rectangle complet

commuta si es verifica algun dels seglients enunciats.
1. el rectangle BCC'B’' commuta i el morfisme m és monomorfisme.
2. el rectangle ABB'A’ commuta i el morfisme f és epimorfisme.

Demostracido. Notem que ambdues proposicions sén duals aixi que bastara
amb demostrar només (1). Per tant, tenim que mokog=1I1ojo filoj=
m o h per la commutativitat del rectangle exterior i per la commutativitat
del rectangle BC'C'B’, respectivament. En conseqiiéncia, per les igualtats
anteriors, es segueix que mokog = mo ho f. Finalment, com m és

monomorfismes dedueix que ko g = ho f i, aixi, ABB’A’ commuta. [ |

Ja tenim les eines essencials per a enunciar i demostrar la segiient caracterit-

zacié de les equivalencies entre categories.

Teorema 4.7 (Caracteritzacié de I'equivalencia de categories). Donades
les categories C i D, un functor F : C — D defineix una equivaléncia entre
les categories C 1 D si, i només si, el functor F és ple, fidel i essencialment

sobrejectiu sobre els objectes.'!

Demostracio. Siguen les categories CiDiels functors F: C—->DiG:D — C
amb els isomorfismes naturals « : idc = GoF, §: F o G = idp. Demostrem

que F és essencialemnt sobrejectiu sobre els objectes, fidel i ple.

1. Essencialment sobrejectiu sobre els objectes.

1T,a part necessaria de I’equivaléncia entre categories per un functor sempre es dona.
No obstant, cal suposar axioma de ’eleccié per a que es done la suficiencia del teorema.
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Notem que, per a tot D objecte en D, la component 5 : F(G(D)) — D és
isomorfisme. Doncs, per definicié, F és essencialment sobrejectiu sobre els

objectes.
2. Fidelitat.

Siguen f: C — C"ig:C — C' morfismes en C. Si F(f) = F(g), aleshores

ambdos f i g defineixen diagrames de naturalitat de o. En efecte,

aC aC
c — G(F(0)) c — G(F(Q))
f G(F(f) = G(F(©) 9 G(F(f)) = G(F(9))
C' ——— G(F(C")) C' ——— G(F(C"))
a® a®

No obstant, pel Lema (4.5), es dedueix que f = g i, aixi, F és fidel. Per altra

banda, per simetria i per un argument analeg, tindriem que G també és fidel.
3. Plenitud.

Siga k : F(C) — F(C") morfisme en D, per a C' i C’ objectes en C. Aleshores,

. ! . s .
C i defineixen un tnic

pel Lema (4.5), es té que G(k) i els isomorfismes «
h: C — C’ morfisme en C per al qual, tant G(k) com G(F(h)), fan que els

segiients diagrames commuten.

a® ¢
Cc — G(F(C)) Cc — G(F(C))
h O G(k) h O G(F(R))
' —— G(F(C")) ' ——— G(F(C"))
¢ a®

Aplicant el Lema (4.5) de nou, es té que G(k) = G(F(h)). Pel que s’ha vist
abans G és fidel i, per tant, F(h) = k. Doncs, F és ple.

En conclusié, F és ple, fidel i essencialment sobrejectiu sobre els objectes.
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Ara veiem que és suficient que un functor siga ple, fidel i essencialment
sobrejectiu sobre els objectes per a que siga una equivaléncia entre categories.
Donades les categories C i D suposem que el functor F : C — D és ple, fidel i
essencialment sobrejectiu sobre els objectes. Veiem que F és una equivalencia
entre les categories C i D.

Per ’Axioma de I'Eleccié, com F és essencialment sobrejectiu sobre els
objectes, triem, per a cada D objecte en D, un objecte G(D) en C i un
isomorfisme P : F(G(D)) — D en D. Per a cada [ : D — D' morfisme en
D, pel Lema (4.5), es defineix un tnic morfisme F(G(D)) — F(G(D')) fent

que el segiient diagrama commute.

Ja que F és fidel, existeix un tnic morfisme G(D) — G(D’) amb la seua
imatge sota F que defineix G(1). Aquesta definicié esta feta de forma que els
isomorfismes escollits s’acoblen a les components de la transformacié natural
f:FoG = idp. Finalment, només cal demostrar que 'assignaci6 [ — G(I)

és functorial i definir un isomorfisme natural « : idc = G o F.
4. Functorialitat.

La functorialitat de Passignacié [ — G(I) és conseqiiencia del Lema (4.5) i la
fidelitat de F.

5. Axioma de la identitat.

Els morfismes F(G(idp)) : F(G(D)) — F(G(D)) i F(idgpy) : F(G(D)) —

F(G(D)) en D fan que els segiients diagrames commuten.
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F(G(D)) ———— D F(GD)) ——— D
F(G(idp)) O idp  Flida()) O idp
F(G(D)) ——— D F(G(D)) ——— D
gr BP

Pel Lema (4.5), tenim que F(G(idp)) = F(idg(py) i, com F és fidel, es conclou
que G(idD) = idg(D).

6. Axioma de la composicié.

Siguen [ : D — D" il' : D — D” morfismes en D. Tenim que els morfismes
F(G(l")oG(l)), F(G(U'0ol)): F(G(D)) — F(G(D")) en D fan que els segiients

diagrames conmuten.

D D
F(G(D)) ——— D F(GD)) —— D
F(G(I') 0 G(1)) O I'ol F(G(ol) O ol
F(G(D")) ——— D" F(G(D")) ———— D"
BP BP

Pel Lema (4.5), tenim que F(G(I') o G(1)) = F(G(I' 1)) i, com F és fidel, es
conclou que G(I') o G(I) = G(I' o 1).

7. Definicié de I'isomorfisme natural o : idc = G o F.

Com F és ple i fidel, definim les components a® : C = G(F(C)) especificant
isomorfismes (Proposicié 2.51) F o a® : F(C) — F[G(F(C))].
Definim F o o© = 5}:(10). Per tant, per a tot f: A — B, el diagrama segiient

commuta.
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F(f) FIG(F(f))] F(f)
F(C") Fo—ozC/> FIG(F(C)] W F(C)

En efecte, I’anterior diagrama commuta ja que el quadrat de la dreta commuta
per la naturalitat de 3 i el de Pesquerra commuta perqué 8¥(¢") és isomorfisme
(Lema 4.6 i 2.39).

Doncs, com el quadrat de la dreta commuta, per la fidelitat de F es té que
a® o f = G(F(f)) o a® i, aixi, a és un isomorfisme natural.

En conclusié, F : C — D defineix una equivalencia de categories. ]
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5 La dualitat de Lindenbaum-Tarski

La logica és justament
considerada la base de totes les
demés ciéncies, encara que només
siga pel fet que en qualsevol
raonament podem emprar
conceptes presos del camp de la
logica, i que qualsevol inferéencia
correcta procedix segons les seues

lleis.

Introduction to Logic: and to the
Methodology of Deductive
Sciences

Alfred Tarski

Estudiarem en aquesta seccié un exemple d’equivalencia de categories, en
concret, la Dualitat de Lindenbaum-Tarski. Per tal de preparar-nos per a
examinar la Dualitat de Lindenbaum-Tarski, introduirem el concepte de
reticle 1 anirem exigint al reticle més condicions fins arribar a un Algebm
Booleana completa i atomica. Seguidament, definirem diverses categories
sobre les algebres Booleanes completes i atomiques vistes com a estructures
algebraiques, com a ordres o com a parts d’un conjunt, respectivament. Per
acabar, demostrarem la Dualitat de Lindenbaum-Tarski, a saber, que dites
categories sén equivalents entre elles. Necessitarem algunes definicions per a

comencar a treballar.

Definicié 5.1 (Reticle). Un reticle és un conjunt parcialment ordenat (P, <)
on tota parella d’elements x,y té un infim, denotat = A y o inf(z,y), i un
suprem, denotat = v y o sup(z,y). A més a més, existeix el major de tots els
elements, que denotem per 1, i el menor de tots els elements, que denotem

per O.

Nota 5.2. Si dos elements x i y d’un reticle (P, <) verifiquen que z A y = x

oz vy =y direm que y majora a x. Denotarem aquest fet com = < y.
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Nota 5.3 (Lleis d’absorcid). Siguen z,y elements d’un reticle (P, <), aleshores
l.z=xzv (zAvy); 2. x=x A (T VY.

Exigim a un reticle dos condicions perque siga un algebra Booleana com a

estructura ordenada.

Definicié 5.4 (Algebra Booleana com a estructura ordenada). Un reticle

(P, <) s’anomena algebra Booleana si

1. Tot element z del reticle té un complementari, és a dir, existeix —x

element del reticle tal que x v —x =1ix A —x = 0.

2. El reticle és distributiu, és a dir, per a tots x,y, z es verifica que

zA(yvz)=(@ary v (ynz).
En aquest cas, escriurem (B, <), en compte de (P, <), per a remarcar
que el reticle és una algebra Booleana.
Definim a continuacié un algebra Booleana com a estructura algebraica.

Definicio 5.5 (Algebra Booleana com a estructura algebraica). Siga B un
conjunt i siguen les operacions binaries de conjuncié i disjuncié sobre B, aixi
com l'operacié unaria de negacié sobre B, denotades A, v i —, respectivament.
Siguen, a més, 0 i 1 els neutres de la disjuncié i la conjuncid, respectivament.
Direm que la tupla (B, A, v,—,0,1) és un algebra Booleana si verifica els

segients axiomes.
1. Axioma de ’associativitat.

Per a tot a,b,ce B,
an(bnrc)=(and) g av(bve)=(avd)ve.

2. Axioma del neutre.

Per a tot a € B,
anl=a; av0=a.
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3. Axioma de la commutativitat.

Per a tot a,b e B,
anb=>bnAa; avb=bva.

4. Axioma del complementari.

Per a tot a € B, existeix —a € B tal que
a n —a = 0; av —a=1.

5. Axioma de la distribucid.

Per a tot a,b,c € B,
an(bve)=(anb)v(anec).

Anem a demostrar que la definicié d’algebra Booleana com a estructura
ordenada i la definicié d’algebra Booleana com a estructura algebraica sén

equivalents.

Proposicié 5.6. Les definicions d’algebra Booleana com a estructura ordena-
da (Definicié 5.4) i d’algebra Booleana com a estructura algebraica (Definicio

5.5) son equivalents.

Demostracié. Primer demostrem que, donada un algebra Booleana com a
estructura ordenada, podem construir un algebra Booleana com a estructura
algebraica. Siga (B, <) un algebra Booleana com a estructura ordenada,
aleshores necessitem definir les operacions de conjuncié, disjuncié i comple-
mentari sobre B, denotades per Ap,vpg i —pg, respectivament. A més a
més, cal definir els neutres de la conjuncié i la disjuncié, denotats Op i 1p,
respectivament.

Per una banda, definim la conjuncié A p com una operacié tal que, per a tot

a i b elements de B, es té que
a Ap b= inf{a, b}.
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D’altra banda, definim la disjuncié v p com una operacié tal que, per a tot

a i b elements de P, es té que
a vpb=sup{a,b}.

Notem que estes definicions tenen sentit perque (B, <) és un reticle. Ademés,
identifiquem el complementari —p amb el complementari en (B, <), és a dir,

—. Per tant, per a tot element a de B, es té que
_‘Ba = Q.

Finalment, definim Og i 1g com I'infim de B i el suprem de B, respectivament.
Es a dir,
Op =inf B, 1p =supB.

Demostrem que, sota aquestes definicions, la tupla (B, A, vp,—5,05,1B)

és un algebra Booleana.
1. Axioma de |'associativitat

Considerem a, b, c € B. Per una banda, veiem ’associativitat per a A pg.
anp(bape) = inf{a,inf{b, c}} = inf{a,b, ¢} = inf{inf{a, b}, c} = (anpb)Apec.
Per altra banda, veiem ’associativitat per a v pg.

av g(bv pc) = sup{a, sup{b, c}} = sup{a, b, ¢} = sup{sup{a, b}, c} = (avpb)vpgc.

Acabem de demostrar I’axioma de 1’associativitat.
2. Axioma del neutre

Siga a € B. Aleshores, per una banda,
a Ap 1p = inf{a,sup B} = a.

D’altra banda,
a vp0p = sup{a,inf B} = a.
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Acabem de demostrar ’axioma del neutre.
3. Axioma de la commutativitat
Considerem a, b € B. Doncs, per un costat,
a Apb=inf{a,b} = inf{b,a} =b Apa.
Per altre costat,
a vpb=sup{a,b} =sup{b,a} =bvpa.
Acabem de demostrar 'axioma de la commutativitat.
4. Axioma del complementari
Siga a € B. Aleshores,
a Ap —pa = inf{a, —a} = inf B = 0p.

A més a més,

a vp—pa=sup{a,—a} =supB = 1p.
5. Axioma de la distribucié
Siguen a, b, c € B. Aleshores,

a A (bvpc)=inf{a,sup{b,c}}.

(a Apb) vp (a Apc) =sup{inf{a, b},inf{a, c}}.

Suposem, sense perdua de generalitat, que a < b < ¢, és a dir, es verifica que

inf{a, b} = a, inf{a,c} = a i sup{b, c} = c. Per tant,

a Ap (b vpc)=inf{a,sup{b, c}}
= inf{a, c}

=a
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— supfa,a}

sup{inf{a, b}, inf{a, c}}

(anpb)vp(anpc).

Acabem de demostrar ’axioma de la distribucid.

Com la tupla (B, A, v, —pB,0p, 1p) verifica els anteriors axiomes podem
assegurar que és un algebra Booleana com a estructura algebraica.
Seguidament, demostrem que, donada un algebra Booleana com a estructura
algebraica, podem construir un algebra Booleana com a estructura ordenada.
Siga (B, A, v,—,0,1) un algebra Booleana com a estructura algebraica,
aleshores necessitem definir una operacié <p tal que (B, <p) siga un reticle i
verifique les condicions de les algebres Booleanes com a estructures ordenades.
Doncs, definim <p com una operacié tal que, donats x i y elements de B es

té que
r<pysi,inoméssi,zAy=uz.
si, i només si, x v y = y.
Primer, demostrem que, aixi definit, (B, <p) és un reticle. Observem que,
per definicié de <p, tota parella d’elements x i y de B té suprem i infim
perque o bé x Ay = x, i, per tant, x <p y,obé z vy =y, i, per tant, y <p x.

Per altra banda, 0 i 1 soén, respectivament, el menor i el major element de B.

En efecte, per 'axioma del neutre, per a tot z en B es té que
z A 0=0; zv]1=1.

Per tant, per a tot x en B, tenim que 0 <p z iz <p 1.
Acabem de demostrar que (B,<p) és un reticle. Veiem que verifica les

condicions per a ser algebra Booleana.

1. Per 'axioma del complementari, per a tot x element de B, existeix —x

element de B tal que

zA—x=0, rv—x=1.
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2. Per 'axioma de la distribucio, per a tots x,y i z elements de B, tenim
que

zA(lyvz)=(xvy A(zvz).

Acabem de demostrar que (B, <p) és un algebra Booleana com a estructura
ordenada.
En definitiva, una algebra Booleana com a estructura algebraica equival a

una algebra Booleana com a estructura ordenada i viceversa. |

Nota 5.7. Per la Proposicié (5.6) tenim que les algebres Booleanes com a
estructures ordenades equivalen a les algebres Booleanes com a estructures
algebraiques. Doncs, és suficient triar només una de les anteriors definicions.
En el nostre cas, d’ara endavant en referirem, indistintament, a les algebres

Booleanes com a estructures ordenades.
Demostrem que de la definicié d’algebra Booleana es dedueix la unicitat dels
complementaris.

Proposicié 5.8. En un dalgebra Booleana els complementaris son unics.

Demostracié. Suposem que y i z sén complementaris de x. Aleshores,

y=ynl
=yA(zvz)
=Arz)v(ynz)
=0V (yn2)

=y Az
Per tant, per la Nota 5.2, tenim que y < z. Similarment,

z=znA1
=zA(zVvy)
=(zArz)Vv(zAy)
=0v(zAY)

=ZAY.
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De nou, per la Nota 5.2, es té que z < y. En conclusio, y = z. |

La definicié d’algebra Booleana exigeix la distribucié del suprem respecte de
I'infim. Veiem a la Proposicié 5.9 que, donada un algebra Booleana, tenim

necessariament la distribucié de 'infim respecte del suprem.

Proposicié 5.9 (Llei distributiva de la intersecci6 respecte de la unié).
Siga un algebra Booleana i siguen x,y i z elements de l’algebra Booleana.

Aleshores,

viyarz)=(xvy) A(zvz).

Demostracid. Considerem x,y i z elements d’un algebra Booleana. Llavors,

viynz)=(xv(zAaz)v(ynaz) (Nota 5.3)
=zv ((xAz)v(ynaz) (associativitat)
=zv(zA(zvy)) (distribuci6)
= (@A (zvy)v(za(zvy) (Nota 5.3)
=(xvy A(zvz). (distribuci6)

Queda aixi demostrada la Proposicié (5.9). [

Nota 5.10. En una algebra Booleana, la propietat de la distribucié del suprem
respecte 'infim és, de fet, condicié necessaria i suficient de la distribucié de

I'infim respecte del suprem.

Clarament, no tots els reticles son algebres Booleanes. Donem un exemple

d’un reticle que no és un algebra Booleana a la Figura (70).

Exemple 5.11. Comprovem que el reticle mostrat a la Figura (70) no és
un algebra Booleana. En concret, demostrem que no és algebra Booleana
perque, malgrat que tot element té un complementari, no és distributiu. En

efecte, els complementaris sén
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Figura 70: Exemple de reticle que no és algebra Booleana.

Veiem que no és un reticle distributiu. Si en fora un es verificaria, per a tota

tripla d’elements del reticle, la segiient igualtat.
zv(yarz)=(xvy A(zvz).
Pero, tenim que
v (yAz)=ux; (xvy Anzvz)=uy.

Per tant, aquest reticle no pot ser una algebra Booleana.

A continuacio, definim el concepte de completitud per a algebres Booleanes

exigint que tot subconjunt de I’algebra Booleana tinga suprem i infim.

Definicié 5.12 (Algebra Booleana Completa). Una algebra Booleana (B, <)
s’anomena completa si tot subconjunt A de B té un infim, denotat per A A,

i un suprem, denotat per \/ A.

Nota 5.13. Per a tota algebra Booleana B es té que el conjunt buit, denotat
per J, és subconjunt de B. A més a més, es compleix que \/ J = 0 i
AD = 1.

Com la definicié d’algebra Booleana i completa requereix la nocié de sub-
conjunt, és intuitiu assumir que existeix un exemple d’algebra Booleana
completa que té per elements conjunts. En efecte, veiem a continuacié que un
exemple classic d’algebra Booleana completa ve donat pel conjunt poténcia
d’un conjunt, denotat P(X), amb la relacié d’ordre donada per la inclusié
de conjunts, és a dir, (P(X),<).
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Exemple 5.14 (Exemple canonic d’algebra Booleana completa). Siga X
un conjunt. Considerem (P(X), <), que és un conjunt parcialment ordenat.
En efecte, (P(X), <) verifica la propietat reflexiva, antisimetrica i transitiva.
Primerament, la reflexivitat es dona perque si A és element de P(X ), aleshores
A < A. Seguidament, si A i B sén elements de P(X) tals que A € B i
B < A, aleshores A = B, demostrant-se la antisimetria. Finalment, com
donats A, B i C elements de P(X) talsque A< BiB < Cestéque AcC,
obtenim la transitivitat.

Per altra banda, (P(X), <) és un reticle perque tot dos elements de (P(X), <)
tenen infim i suprem, aixi com existeixen els elements més gran i més menut
de (P(X),<). En efecte, si Ai B sén elements de P(X), es té que

inf(A,B) = A n B; sup(A,B) = Au B.
0=; 1=X.

A més, és una algebra Booleana perque tot element té un complementari i
perque el reticle és distributiu. Donats A, B i C elements de P(X), tenim

que
—A=X-A An(BuC)=(AnB)u(AnC().

Veiem ara que aquesta algebra Booleana és completa.

Siga A < P(X). Aleshores, AA=Ai\ A=JA on
ﬂAz{azeX | VAe A, x € A}
UAZ{ZL'EX | JAe A,z e A}.

En conclusié, (P(X), <) és un algebra Booleana completa.

Tal i com ocorre amb la materia fisica, les algebres Booleanes completes
estan fonamentades sobre unitats indivisibles. Aquestes entitats inseparables

les anomenen atoms.

Definicié 5.15 (Atom). Un dtom a una algebra Booleana completa (B, <)

és un element x de B tal que 0 < x i tal que no existeix cap y de B que
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verifica 0 < y < . Una algebra Booleana completa B es diu atomica si tot

element z de B és el suprem dels atoms que estan sota ell. Es a dir,
x = \/{a | a < z,a atom}.

Donem un exemple concret d’algebra Booleana atomica.

Exemple 5.16. Siga el conjunt {1, 2, 3} i l’algebra Booleana (P({1,2,3}),<).
La Figura (71) representa aquesta algebra Booleana que, a més, és atomica.
Es pot observar que, en aquest cas, els atoms sén els subconjunts amb un

Unic element.

A continuacio, generalitzem ’exemple anterior i demostrem que els tnics
atoms de ’algebra Booleana (P(X),<) sén conjunts que tenen un unic

element.

Exemple 5.17. Siga X un conjunt i l’algebra Booleana (P(X),<). Veiem

que el unics atoms de P(X) son els subconjunts d’un tnic element.
1. Atoms de P(X).

Notem que {z} # ¢J. Suposem que existeix un conjunt A en P(X) tal que
g c Ac{x}. Si @ c A, aleshores A # F i, per tant, existeix a € A. Pero,
com A c {z}, tenim que a € {z}. Aixi, a = x i A = {z} la qual cosa és una
contradiccié perque A < {x}.

Acabem de demostrar que els conjunts {z} de P(X) sén atoms.
2. Unicitat dels atoms de P(X).

Suposem, per reduccié a absurd, que existeix B € P(X) atom tal que
B # {z}, per a algun z € X. Ja que B és atom, aleshores B # (J i com per
atot x € X, B # {x}. Doncs, B té almenys dos elements, un dels quals ha
de ser, necessariament, x perque x és atom. L’altre element ’anomenem y.
En aquest cas, J < {z} < B i, per tant, B no és atom.
En definitiva,

AH(P(X)) = {{a} | me X},
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Figura 71: Exemple d’algebra Booleana atomica.

Ara que hem definit finalment les algebres Booleanes completes i atomiques,
definim una categoria que tinga per objectes dites algebres Booleanes comple-
tes i atomiques. A més a més, ens interessa definir els morfismes d’aquesta
categoria de forma que preserven naturalment els suprems, infims i comple-

mentaris.

Nota 5.18. Per I'Exemple (5.14) sabem que el conjunt parcialment ordenat
(P(X),<) és un algebra Booleana completa. A més, per 'exemple anterior,

tenim que, també, és atomica ja que si A € P(X)
A= {{a} | a€ A}

Vista com a estructura algebraica la denotem per (P(X), u,n, ()¢, &, X) on
u, N, ()¢, @ 1 X denoten l'operacié d’interseccié entre conjunts, I'operacié
d’unié entre conjunts, 'operacié del complementari d’un conjunt, el conjunt

buit i el conjunt total, respectivament.

Definicié 5.19 (Categoria CABool). La categoria CABool és la categoria
que té per objectes algebres Booleanes atomiques completes i per morfismes
els homomorfismes complets. Es a dir, donats dos objectes (B, <) i (C, <)

de CABool, direm que f : B — C és un homomorfisme complet si, per a tot

119



A subconjunt de B, les seglients igualtats sén vertaderes.

F(VA)=Vir@ laeay f(A\A)=Alf@ |aca}.

Estudiem les caracteristiques dels homomorfismes complets.

Proposicié 5.20. Siguen (B, <) i (C,<) objectes en CABool. Siga f : B —

C homomorfisme complet de CABool i siguen x iy elements de B. Aleshores,
1. f(x ~y) = flz) A fy).
2. flavy)=flx)v fy)
3. Six <y aleshores f(x) < f(y).

. f(0) =o0.

f) =1

6. f(—z) = ~f().

Demostracio.

'Qn-.k

1. Per la definicié6 d’homomorfisme complet,

f@ay) =1 (N})
= A\{f(@), f)}
= f(z) A f(y).

2. Per la definicié6 d’homomorfisme complet,

favy) =1 (Vi)
- V@, fw)
= f@) v fW).

3. Com z < y, aleshores x = = A y i, aixi, per Papartat (1),

f@) = f(@ny) = fz) A fy).

120



Per tant, f(z) < f(y).

4. Notem que
f0)=f (\/ @) (Nota 5.13.)
=\{f(@) | ac @)
- \/ %)
5. Notem que

f)=r (/\ @) (Nota 5.13.)

:/\@

= 1.

6. Necessitem demostrar que 0 = f(x) A f(—z) ique 1 = f(x) v f(—x).
Primerament, per apartat (4) i perque f és homomorfisme complet,
tenim que 0 = f(0) = f(z A —x) = f(z) A f(—x).

Per altra banda, per 'apartat (5) i perque f és homomorfisme complet,
tenim que 1 = f(1) = f(x v —x) = f(z) v f(—x). Com (C, <) és un

algebra Booleana completa i atomica, és dedueix que —f(x) = f(—x).
Acabem de demostrar totes les propietats. ]

Tot seguit demostrem més propietats de les algebres Booleanes atomiques i
completes. A més d’aix0, donem una condicié suficient dels homomorfismes

complets.

Proposicié 5.21. Siga (B, <) un dalgebra Booleana completa i atomica.
Siguen x iy elements de B i A un subconjunt de B. Siga (C,<) un dalgebra

Booleana completa i atomica i f : B — C una aplicacid. Aleshores,

1. =(zvy)=—x A Y.
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2. Els segiients fets son equivalents.
2.1, z < y; 22, ~y <z

3. NA=-\{—a|aeA}.

4. Si f preserva \/,1 i els complementaris aleshores és un homomorfisme

complet.
Demostracid. Suposem totes les hipotesis de I’enunciat.

1. Hem de demostrar primer que (z v y) A (—z A —y) = 0 i després que

(x vy) v (—z A —y) = 1. En primer lloc,

(myA—z)Vv(xvy) =

=(—yv(@vy)a(—zv(zvy)) (Proposicié 5.9)
=(1lvz)a(lvy)

=1A1

=1.

En segon lloc,

(myAn—z)A(xVvy) =

=((—~yr—z)rz)Vv ((—y A =) AY) (Proposicié 5.9)
=(0nA—-y)v(0A—x)

2. Si suposem que x < y, aleshoresz Ay=xizvy=y.

Per altra banda, per I'apartat anterior, obtenim que
—y Az =—(xVvy)=—y.
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Aleshores, —y < —zx.

Si —y < —ux, per la implicacié anterior, tenim que ——z < ——y i,

llavors, per la unicitat dels complementaris, x < y.

. Anomenem per ® el suprem de tots els complementaris dels elements
de A, és adir, ® = \/{—a | ae A}. Per tant, —=® és un element de B
talque ®v - =11iP A =P = 0.

Per a tot a € A el seu complementari, —a, és un element de B tal que
av—-a=1lian—-a=0.

Com @ és \/{—a | a € A}, aleshores, per a tot a € A, es té que —a < ®
i, a més a més, si existira un z € B tal que, per a tot a € A, compleix

que —a < z, necessariament, s’obté que ¢ < z.

Endemés, per la Proposicié (5.21), si per a tot a € A es té que —a < P,
aleshores, per a tot a € A, =® < a. Per tant, -® < A A.

Per altra banda, per la Proposici6 (5.21), demostrar que /\ A < —=®

equival a demostrar que ® < — A A. Es a dir, anem a demostrar que
V{—a | ae A} < - N\ A

Notem que A\ A < a, per a tot a € A, i, aleshores, per la Proposicié
(5.21), tenim que —a < — /\ A, per a tot a € A. Doncs, trobem que
— /A A és fita superior del conjunt {—a | a € A}.

Per tant, \/{—a | a € A} < — /A Ao també & < — A A que, per la
Proposici6 (5.21), és equivalent a —® < A A.

En conclusié, =® = A A i, per tant, A A = —\/{—a | a € A}.

. Suposem que f és una funcié tal que f(1) = 1, f(—x) = —f(z) i
F(VA) =V{f(a) | ae A}, peratot Ac BixeB.

Si A # ¥, aleshores

F(\V4) =1 (-Vimalaeay)
~f(Vi-a | acay)
=\/{f(=a) | ae 4}
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— —\/{~f(a) | acA)
/\f(A) (Apartat (3))

Si A=, aleshores f(A @) = f(1)=1= AT = A F(D).

Aixi, per definicié, f és homomorfisme complet.
Acabem de demostrar la Proposicié (5.21). [ |
Recapitulant, notem que hem estudiat tres estructures.

1. Algebra Boolena Atomica Completa com a estructura algebraica (De-
finicié 5.5), denotada (B, A, v,—,0,1), amb els seus axiomes i homo-

morfismes complets.

Li associem la categoria CABoolAlg que té per objectes les Algebres
Booleanas Atomiques Completes, com a estructures algebraiques, i per

morfismes els homomorfismes complets.

2. Algebra Booleana Atomica Completa com a ordre (Definicié 5.4),

denotada per (B, <), amb els seus axiomes i homomorfismes complets.

Li associem la categoria CABoolOrd que té per objectes les Algebres
Booleanas Atomiques Completes com a ordres i per morfismes els

homomorfismes complets.

3. Algebra Booleana Atomica Completa de les parts d’un conjunt (Nota
5.18), denotada per (P(X),n,u, ()¢, &, X).

Li associem la categoria oposada Set°P, que té per objectes conjunts i

per morfismes les funcions entre conjunts.
D’ara endavant estudiarem com es relacionen les tres anteriors categories.
Teorema 5.22. Les categories CABoolAlg ¢ CABoolOrd son isomorfes.

Demostracio. Primerament, anem a definir els functors entre ambdues cate-

gories i que denotem per
® : CABoolOrd — CABoolAlg ¥ : CABoolAlg — CABoolOrd.
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®: CABoolOrd —— CABoolAlg ¥ : CABoolAlg —— CABoolOrd

(A, <A) A A (A,<)
| — Jf fl — s
(B,<p) B B (B, <)

Figura 72: El functor ® i el functor W.

Respecte a @, si (A, <4) és objecte de CABoolOrd, on <4 denota l'ordre
associat a A, aleshores ®((A,<4)) = (A, A4, vAa,—4,04,14),0n Agq,vai
—4 denoten 'operacié suprem, ’operacié infim i I'operacié complementari
associades a A, respectivament, aixi com 04 i 14 denoten ’element més
menut de A i Pelement més gran de A, respectivament (Proposicié 5.6). Si f
és un homomorfisme complet morfisme en CABoolOrd, aleshores ®(f) = f.
Respecte a ¥, si (A, A, v,—,0,1) és un objecte en CABoolAlg, aleshores
V(A A, v,—,0,1) = (A, <) isi f és un homomorfisme complet morfisme en
CABoolAlg, aleshores ¥(f) = f. ' Illustrem els functors ® i ¥, tal i com els
hem definit, a la Figura (72).

Nota 5.23. D’ara endavant denotarem 1’algebra Booleana atomica i com-
pleta (A, Aa,va,—4,04,14) per A = (A, F), on F resumeix la 5-tupla
(AA,VA,—4,04,14).

Veiem que @ és la inversa de ¥. No obstant, per a simplificar la demostracié
de la inversa, en tots els casos només farem la demostracié respecte I'infim

A perque per a la resta d’operacions i elements la demostracié és equivalent.
1. ® és la inversa de ¥ per I'esquerra.

Hem de demostrar que ® o ¥ = idcaBooialg: No obstant, notem que per

definicié de ¥ i ® només cal demostrar que ® o ¥ i idcagoolalg actuen igual

2B trivial que ¢ i ¥ s6n functors perque, per una banda, estan ben definits per als
objectes, doncs a cada element en CABoolOrd li correspon un unic element en CABoolAlg i
viceversa (Proposicié 5.6). Per altra banda, actuen com el functor identitat sobre morfismes
complint, aixi, I’axioma de la identitat i I’axioma de la composicié.
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® o U: CABoolAlg CABoolAlg

(A, F) (A, F)
(B, F) (B, F)

Figura 73: El functor composicié ® o .
sobre els objectes. Representem el functor composicié ® o ¥ a la Figura (73).

Si z,y € A denotem per z el suprem de x iy, és a dir, z = x A y. Aleshores,

ZNT=TNYANT =T NY=2Z.

ZAY=TAYAY=TAY =2
Si u fora altre element de A tal que u A x = u i u A y = u, aleshores

unz=uA(xAy)
=(unz)ry
=UuUAY

= U.
Llavors,
z=x Ay =inf{x,y}.

Per tant, acabem de demostrar que A = A’. Si raonarem igual per a I'infim
i el complementari arribariem a la mateixa conclusié. En definitiva, hem
demostrat que ® o ¥ = idcaBoolalg 1, per tant, ® és la inversa per l'esquerra
de .

2. ® és la inversa de ¥ per la dreta.

Hem de demostrar que ¥ o ® = idcagoolord- De la mateixa forma que al

cas anterior, per la definicié de ¥ i ® només cal demostrar que els functors

126



¥ o ®: CABoolOrd —— CABoolOrd

(A, <) (A, <)
fo— s
(B, <) (B, <)

Figura 74: El functor composicié ¥ o ®.

Vo @ iidcagooiord actuen igual sobre els objectes. Representem el functor
composicié W o & a la Figura (74).

Pel que hem vist abans, A = A’. Aleshores, si z,y € A tal que z < y, per la
Nota 5.2, tenim que x < y si, i només si, z Ay = x si, i només si, z Ay = x
si, i només si, <’ y. En definitiva, ¥ o ® = idcaBoolord- Ac¢d demostra que
® és la inversa per la dreta de W.

En conclusié, @ és la inversa de ¥ i viceversa. Acabem de demostrar que les

categories CABoolOrd i CABoolAlg sén isomorfes. |

Nota 5.24. Com CABoolAlg i CABoolOrd sén isomorfes emprarem la notacié
de CABool, indistintament, per a referir-nos a qualsevol d’elles. En definitiva,

tant se val una com l'altra.

Ara que acabem de demostrar que les categories CABoolOrd i CABoolAlg
estan fortament lligades ens interessa descobrir el vincle entre la categoria
Set®? i CABool. Pero, per tal de trobar la relacié entre les categories CABool

i Set°®? necessitem abans uns lemes i resultats previs.

Lema 5.25. Siga A un objecte en CABool. Denotem per At(A) el conjunt

de tots els atoms d’A. Aleshores,

14 =\/ At(A).

Demostracié. 14 = \/{a | a < 14,a atom} = \/{a | a atom} = \/ At(4).

A¢o demostra el Lema (5.25). [
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Lema 5.26. Siguen A i B objectes en CABool i siga f : A — B morfisme

en CABool, és a dir, un homomorfisme complet. Aleshores,

15 = \/{f(a) | a atom}.

Demostracié. Pel Lema (5.25), com f és homomorfisme complet, tenim que

1s = f(La) = £ (\/ As(4)) = \/ F(A6(4) = \/{/(@) | a atom}.
A¢o demostra el Lema (5.26). [ |

Lema 5.27. Si A és objecte en CABool i a,b € A, els segiients enunciats

son equivalents.
1. anb=0; 2. a < —b.
Demostracid. Suposem que a A b = 0. Aixi, veiem que a A —b = a.

an—b=(an—b)v(anb) (Nota 5.3)
=av (b —b)
=av0

= a.

Aleshores, com a A —b = a, deduim que a < —b.

Suposem que a < —b i, per tant, a A —b = a. Aixi, veiem que a A b = 0.

anb=(an—-b)Ab
=an (=bnab)
=an0

=0.

Ac¢o demostra el Lema (5.27). [ |

Lema 5.28. Siga A objecte de CABool i siguen a,c € A, on ¢ és atom. FEls
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seguients enunciats son equivalents.
1. c€a 2. a < —c

Demostracio. Suposem que ¢ € a. Per a demostrar la condicié necessaria
suposem, per reduccié a ’absurd, que a € —c. Notem que pel Lema 5.27 es
dedueix que a A ¢ # 0.

Per altra banda, com A és una algebra Boolena completa i atdmica, aleshores
a/\c=/\{z | 2z <anc zatom}.
Considerem z atom tal que z < a A ¢, aleshores z < ¢. Aixi,
\/{z | z<anczatom} <ec.

A més, \/{z | z < a A ¢,z atom} # 0 ja que, altrament, tindriem que
a A ¢ =0, la qual cosa és una contradiccio.

Finalment, com ¢ és atom, tenim que
\/{z | z<anczatom} = c.

pero aixo és una contradiccié perque ¢ € a. En conclusié, aco demostra que
a < —c.

Suposem que a < —c¢. Per a demostrar la condicié suficient suposem, per
reduccié a ’absurd, que ¢ < a.

Pel Lema 5.27, sabem que a < —c és equivalent a que a A ¢ = 0. Pero si per
hipotesi ¢ < a, aleshores a A ¢ = ¢. Doncs, dirlem que a Ac=0iaAnc=c
deduint-se que ¢ = 0, la qual cosa és una contradiccié perque c és atom.

En definitiva, acabem de demostrar que ¢ € a. |

Lema 5.29. Siga A objecte en CABool i siguen a,c € A, on ¢ atom. Doncs,

C/\\/Az\/{C/\a | a € A}.
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Demostracié. Sabem que a < \/ A i, per tant, c A a < c A \/ A, car

(C/\a)/\<0/\\/A):(C/\c)/\(a/\\/A>:C/\a.

Aleshores, és té que \/{cAa | ae A} <cn A
Per altra banda, notem que ¢ A a < a i, aixi, \/{c A a | a € A} < \/ A.

Doncs,

(C/\\/A)/\<\/{C/\a ] aeA})=0/\ (\/A/\\/{C/\a | aeA})
=C/\\/A.

El que demostra que ¢ A \/ A < \/{c A a | a € A}. En conclusio,

C/\\/Az\/{C/\a | a e A}.
Ac¢o demostra el Lema (5.29). [

Lema 5.30 (Lema d’existencia). Si B és objecte en CABool, A < B i c és

un atom en A tal que ¢ < \/ A, aleshores existeiz a € A tal que ¢ < a.

Demostracid. Suposem, per reduccié a I'absurd, que no existeix a € A tal que
c < a. Aleshores, si a € A, tenim que ¢ £ a i, pel Lema 5.28, tot a € A satisfa
que a < —c. Aixi mateix, pel Lema 5.27, tot a € A satisfa que a A ¢ = 0.

Com ¢ < \/ A, aleshores ¢ A \/ A =c1, pel Lema 529, c=cA\/A=0la

qual cosa és una contradiccié perque c és atom. ]

Ara que tenim tots els lemes necessaris procedim a demostrar la intima
relacié entre les categories CABool i Set®?. En concret, demostrem que sén

categories equivalents.
Teorema 5.31. Les categories CABool i Set°® sdn equivalents.

Demostracid. Per a demostrar que CABool i Set®? sén equivalents hem de
trobar un functor de Set®® a CABool i un functor de CABool a Set®? per
als que existeixen isomorfismes naturals entre les seues composicions i els

functors identitat sobre les respectives categories.
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P(-): Set®® ——— CABool

X P(X)
fﬂ —  |P0)
Y P(Y)

P(f):P(X) —— P(Y)
A [TAl={yeY | fy)e A}

Figura 75: El functor P(-).

Definim un functor de Set®® a CABool que denotem per P(:). Donat un
objecte X en Set®?, aquest functor assigna al conjunt X 1’algebra Booleana
completa i atomica, com estructura algebraica, sobre el conjunt potencia de
X, és a dir,

P(X) = (P(X),n, U, ()%, @, X).

Respecte als morfismes, si f°P : X — Y és un morfisme en Set®P, el functor
P(-) assigna a f°P el morfisme P(f) : P(X) — P(Y). Aquest morfisme P(f)
assigna a tot subconjunt A de P(X) el conjunt antiimatge de f, que denotem
per f1[A], és a dir, el conjunt de tots els elements y en Y tals que la imatge
per f de y, i.e., f(y), es troba en A. Representem aquest functor a la Figura
(75).

Notem que, per definicid, si X és un conjunt, aleshores P(X) és un algebra
Booleana completa i atomica, que denotem per (P(X),<). Aixo vol dir que
el functor P(-) envia objectes a objectes i, per tant, esta ben definit per als
objectes. Per altra banda, si f°P : X — Y és morfisme en Set®®, aleshores
P(fP):P(X)— P(Y) és un homomorfisme complet. En efecte, emprant la
Proposicié (5.21), basta comprovar que P(f°P) preserva el suprem, el 1, o

siga, X, 1 els complementaris.
1. Preserva els complementaris.

Primer veiem que preserva els complementaris, és a dir, que donat A € P(X)
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es verifica que P(f°P)(A°) = [P(f°P)(A)]¢. Perd, clarament, es té que

[PUPHAN ={yeY [ fly) g A ={yeY | f(y) € A%} = P(f*")(A°).

2. Preserva I'l.

Per altra banda, veiem que P(f°P) preserva l'element 1 de P(X), que és X,
a saber, que P(f°P)(X) = Y. Obviament, com f :Y — X, tenim que

PUP)X) ={yeY | fly)e X} =Y.

3. Preserva els suprems.

Finalment, donat A subconjunt de P(X) hem de comprovar que es compleix

que P(fP)(A) = H{P(fP)(Ai) | Aie A}.

P(fP)A) ={yeY | f(y) e A}
= JveY | fy) € A}
= JtP(rem) (i) | Aie A

Llavors, acabem de demostrar que, donat f°P en Set®?, P(f°P) és homomor-
fisme complet entre algebres Booleanes completes i atomiques, vistes com a
estructura algebraica.

Havent comprovat que P(-) esta ben definit sobre morfismes i objectes, veiem

que efectivament és un functor.
1. Axioma de la identitat.

Siga idY’ morfisme identitat en Set°®. Aleshores, P(id%) és un morfisme
de P(X) a P(X) tal que a tot A subconjunt de P(X) li assigna el conjunt
id;<1 [A]. A continuaci6 representem ’assignacié functorial que hem descrit i
el morfisme P(id¥).

X P(X) P(idP): P(X) —— P(X)
idﬂ —_ JP(idf??) A —— idg 4]
X P(X)
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A més, notem que idy'[A] = A.

idy' [A] = {z e X | idx(z) € A}
={reX | ze A}
= A.

En conclusié, P(idy’) = idp(x) i aixi demostrem I’axioma de la identitat.
2. Axioma de la composicid.

Siguen fP : X — Y i ¢°? : Y — Z morfismes en Set®® componibles.
Aleshores, P(f°P) és un morfisme que assigna a tot subconjunt A de P(X)
el conjunt f~1[A] i, per altra banda, P(¢g°P) és un morfisme que assigna a
tot subconjunt B de P(Y) el conjunt g~ ![B]. Aixi mateix, la imatge per
P(-) de la composici6 g°P o fP, que és P(g°P o fP) : P(X) — P(Z), és un
morfisme que assigna a tot subconjunt A de P(X) el conjunt (f o g)~'[A].
A continuaci6 representem ’assignacié functorial que acabem de descriure i
els morfismes P(fP), P(g°P) i P(g°P o f°P).

X P(X) P(fP): P(X) —— P(Y)

f0p ’p(fop) A L fil [A]

P(g°P): P(Y) —— P(Z)
Yy +—— PE) B — o5

g PU™) pger o fo0): P(X) ——— P(2)

Z P(Z) A (fog) A
Comprovem que P(g°P o f°P) = P(g°P) o P(f°P). Si A € P(X), aleshores

(P(g°P) o P(fP))(A) = P(g°")(P(f°P)(A))
=PP){yeY | fly) e A})
={zeZ | f(9(2)) € A}
={z€Z | (fog)(z) € A}
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At(-): CABool ——— Set®P

A At(A) = {a € A | a atom}
fJ — TAt(f)Op
B At(B) ={be B | b atom}

At(f)°P: At(B) ——— At(A)
Iinic a € At(A)

b tal que b < f(a)

Figura 76: El functor At(-).

= P(5 0 £7)(A)

En conclusid, P(g° o fP) = P(g°P) o P(fP) i, aix{, demostrem 'axioma de
la composicié.

D’altra banda, ara que acabem de demostrar ’existencia d’un functor de
Set®? a CABool, cal definir un altre functor de CABool a Set®® que denotem
per At(-). Donat A objecte en CABool, aquest functor assiga a A el conjunt

At(A), que és el conjunt de tots els elements de A que sén atoms. Es a dir,
At(A) = {ae A | a és atom}.

Respecte als morfismes, si f : A — B és homomorfisme complet en CABool,
el functor At(-) li assigna el morfisme At(f)°? : At(B) — At(A) en SetP.
Aquest morfisme At(f) assigna a cada element b de At(B) I'inic element a
de At(A) tal que b < f(a). Representem el functor At(-) a la Figura (76).

Notem que, trivialment, At(-) assigna objectes a objectes i morfismes a

morfismes. Comprovem ara que At(-) és un functor.
3. Axioma de la identitat.

Siga id4 : A — A 'homomorfisme complet identitat en CABool. Aleshores,
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At(id4)°P : At(A) — At(A) és un morfisme en Set®P tal que a tot element a de
At(A) li assigna 1"inic element a°? de forma que a < id4(a°?). Representem,
a continuacio, ’assignacié functorial que acabem de representar i el morfisme

At(idA).

A At(A) At(ida)°P: At(A) — At(A)
idAJ — TAt(idA)OP a +—a°® on a <idy(aP)
A At(A)

Notem que a°P és, per definicié de At(-), unic i que id4(a°?) = a°P. Per tant,

a = a® ates que a és atom. Aixi, acabem de demostrar que At(ida) = idg(a)-
4. Axioma de la composicid.

Siguen f: A — Big: B — C morfismes componibles en CABool i, per tant,
homomorfismes complets. Aleshores, At(f) : At(B) — At(A) és un morfisme
en Set°® que assiga a cada element b de At(B) I'inic element a en At(A) tal
que b < f(a). A més a més, At(g) : At(C) — At(B) assigna a cada element
¢ de At(C) I'inic element b de At(B) tal que ¢ < g(b). Finalment, la imatge
per At(-) de la composicié go f, que és At(go f)°P : At(C') — At(A), assigna
a cada element ¢ de At(C') 'inic element a en At(A) tal que ¢ < g(f(a)). A
continuacié, representem 1’assignacié functorial que acabem de descriure i

els morfismes At(f)°P, At(g)°P i At(go f)°P.
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A At(A)
/| [y
B —— At(B)
] At(g)™
C At(C)

At(f)°P:At(B) ——— At(A)
unic a € At(A) tal
que b < f(a)
At(g)°P: At(C) —— At(B)
unic b € At(B) tal
c
que ¢ < g(0)
At(go f)P: At(C) ——— At(A)
unic a € At(A) tal

que ¢ < g(f(a))

b

C

Per a veure que At(f) o At(g) = At(g o f) veiem que actuen igual sobre els

mateixos objectes. Si ¢ és element de At(C), es té que
(At(f) o At(g))(c) = At(f)(b) (dnic b € At(B) tal que ¢ < g(b))
= a. (dnic a € At(A) tal que b < f(a))

Per la Proposicié 5.20, com f i g sén homomorfismes complets, tenim que

Per la unicitat de b i a, aleshores
At(go f)(c) = (At(f) o At(g))(c).

Acabem de demostrar 'axioma de la composicié. Per tant, amb acd demos-

trem que, efectivament, At(-) és un functor.
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at: A—— P(At(4))
r——— Jfa | a<z,ae At(A)}

ol

A— P(At(A))

f O P(AL(f))

B T P(At(B))

Figura 77: La transformacié natural « i el seu diagrama de naturalitat.

Per a veure que les categories CABool i Set°? sén equivalents veiem que
existeixen « : idcagool = P © At i 3 : idgeror = At o P isomorfismes naturals
les components dels quals sén isomorfismes.

Siga A = (A, A,v,—,0,1) element de CABool; definim la component de
a = (@) AccABool, associada a A com un morfisme o : A — P(At(A)) tal
que, per a tot x en A, li assigna la unié de tots el elements a en At(A) tals
que a < x. Representem la transformacié natural « i, donat f : A — B
morfisme en CABool, el seu diagrama de naturalitat a la Figura (77).

No obstant, abans de mostrar que « és isomorfisme natural, primerament,
cal comprovar que, per a tot A en CABool, a* és un homomorfisme complet.

Per a fer aco emprarem la Proposicié 5.21.
5. o’ preserva suprems.
Siga X subconjunt de A veiem que

ot (\/X> = U{aA(:c) | x e X}.

Siga = un element en el conjunt de la dreta, aleshores tenim que x < \/ X.
Altrament, si a € At(A) i a < z, llavors a < \/ X. Aixi, es dedueix que
a € a’(\/ X) ja que, per definicié, o (\/ X) = (J{a | a <\ X,a € At(A)}.
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Per tant, o (z) < o (\/ X) i, doncs, | J{a?(z) | € X} < a4(V X).

Siga a un element en el conjunt de I'esquerra, aleshores, si a € a(\/ X),
tenim que a és atom i a < \/ X. Pel Lema d’Existencia (5.30), existeix
r € X tal que a < z i, per tant, a € a(z). Aixi, a € J{o?(2) | z € X},
demostrant-se, ergo, aquesta inclusié.

Acabem de demostrar que a” preserva els suprems.
6. a” preserva A.
Bastara demostrar que a(A) = At(A), perd notem que
at(4) = J{a | a< A,aeAt(A)} = At(A).
7. a” preserva els complementaris.

Si x € A cal demostrar que
o (—x) = —a(z) = At(A4) — o’ (2).
Certament,

oA (—z) = U{a | a < —x,a€ At(A)}
= Ja | =2 < —a,a e At(A)}
— U{a | ¥ < —a,a e At(A)}
= Ja | agz,aeAt(A) (Lema 5.28)
= At(A) — o’ ().

Acabem de demostrar que o

és un homomorfisme complet en virtut de la
Proposicié (5.21).

Verifiquem ara que « és, en efecte, un isomorfisme natural. Primerament,
per a corroborar que « és una transformacié natural, veiem que el diagrama
de naturalitat de «, definit a la Figura (77), commuta. Siga x € A, estudiem

A

com actuen les composicions P(At(f)) o a? i af o f sobre z. Tot seguit
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donem expressions alternatives d’estos morfismes.

(P(AL(f)) 0 a*)(w) = P(AL(S)) (o | @ < w,ae At(A)})

= (At(f) L [U{a | a<zaeAt(A }]
= {be At(B) | At(f)(b) €| J{a | a <z,aeAt(A)}}).

(a” o f)(x) = a®(f(x))
= JIo | b< f(x),be AY(B)}.

Hem de comprovar que els conjunts (P(At(f)) o a?)(z) i (af o f)(x) sén
iguals per a demostrar la commutativitat del diagrama.
Siga b element de (P(At(f)) o a?)(z). Aixi, sabem que b € At(B) i que

At(f)(b) | Jla | a <z aeAt(A)}.

Per tant, I'inic a € At(A) que satisfa que b < f(a) pertany al conjunt
Ufa | a < z,a € At(A)}. Llavors, a < z i, per la Proposicié (5.20),
f(a) < f(x). Doncs, b < f(a) < f(x) i, aleshores, b e (af o f)(z).

Siga b€ (aB o f)(z). D’aquesta manera, b€ | J{c € At(B) | ¢ < f(z)} i, aix{,
be At(B) i b < f(z). Considerem At(f)(b) = a I'inic a € At(A) tal que
b < f(a). Notem que només ens caldra comprovar que a < x per a demostrar
aquesta inclusio.

A més, sib< f(a)ib< f(z), aleshores b < f(a) A f(z) < f(a A x). Pero,
com a és atom, tenim dues opcions; oaAx =a o0 a A x = 0.

Suposant, per reduccié a 'absurd, que a A = 0 tenim que b < f(0) = 0, per
la Proposicié (5.20). Agod és una contradiccié perque b és atom. En definitiva,
a Az =a,que equival a a < z i, per tant, be (J{b | b < f(z),be At(B)}.
Acabem de demostrar que P(At(f))oa®” = aPof. En definitiva, el diagrama
de la Figura (77) commuta.

Ara que sabem que existeix a : idcaool = P o At transformacié natural,
comprovem que les seues components sén isomorfismes. Observem que basta

amb demostrar que sén aplicacions bijectives perque les components de «
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sén aplicacions entre conjunts. Considerem la component o per a A objecte
en CABool.

8. Injectivitat de a?.

Donats z,y € A suposem que o (z) = a?(y) i demostrem que = = y.

Per hipotesi, es té que
o | a<zaeAt(A)} = Ja | a<y,aeAt(A)}.
Sia <z, per aae At(A), tenim que
a€ U{a | a < z,ae At(A)} = U{a | a <y,ae At(A)}.

Per tant, a < y i, aixi, v = \/{a | a < z,a € At(A)} < y.

La desigualtat y < x es dona per un argument analeg a ’anterior.
9. Sobrejectivitat de a.

Siga X € P(At(A)), aleshores X = {a | a € At(4),a € X}.
Triem z = \/ X. Llavors,

o) ={a | a<z,aeAt(A)}
={a|a<\/ X aeAt(4)}.

Veiem que {a | a <\/ X,a€ At(4A)} ={a | a€ At(A),a e X} = X.
Siga a element en el conjunt de la dreta, és a dir, a € X, aleshores, a < \/ X.

Per tant, obtenim que
{a ]| aeAt(A),ae X} 2{a | a<z,aeAt(A)}.

Siga a element en el conjunt de esquerra. Si a < \/ X, aleshores, pel Lema

(5.30), existeix b € X tal que a < b i, per tant, a = bia e X. Aixi,

{a | aeAt(A),ae X} S{a | a<z,aeAt(A)}.
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pgrs X —— A(P(X))

X
X B—> At(P(X))
f @) At(P(f))

Y T At(P(Y))

Figura 78: La component 5% de la transformacié natural g i el diagrama de
naturalitat de .

Acabem de demostrar que les components a”* sén bijectives. Per tant, hem
demostrat que « és un isomorfisme natural.
Continuem ara definint 3 : idgeor = At o P, perd abans de definir-ho, donat
X conjunt en SetP; veiem la forma de (At o P)(X) = At(P(X)).
Recordem que a I’algebra Booleana completa i atomica (P(X), n, u, ()¢, &, X)
els unics atoms sén de la forma {z} amb x € X (Exemple 5.17).
Seguidament, definim les components 3% de la transformacié natural 8 =
(8%) Xesetors Per a X objecte en Set°P. En efecte, donat = element de X, la
component /X assigna a z el conjunt {x}, que és atom en P(X). Representem
a la Figura (78) la component 3% de i, per a f°? : Y — X morfisme en
Set®? el diagrama de naturalitat de .
Recordem que el morfisme At(P(f)) (Figura 76) en Set°® ve donat per
At(P(f)): At(P(Y)) —— At(P(X))
tnic b € At(P(X))
tal que ¢ < P(f)(b)

Cc

Definida ja la familia de morfismes 3 = (8%) XeSetoP COmprovem que, donat

X objecte en Set°, la component BX és un isomorfisme. Notem que, com

141



X és una aplicaci6 entre conjunts, és suficient demostrar que 8% és una

aplicacié bijectiva.
12. Injectivitat de 5.

Donats z,y € X suposem que 8~ (z) = 8% (y). Aleshores, {x} = {y} i, doncs,

T =y.
13. Sobrejectivitat de BX.

Sabem que At(P(X)) = {{z} | x € X}. Aixi, si {x} € At(P(X)), aleshores
5% (@) = {a}.

Acabem de demostrar que les components de 3 sén bijectives.

Per a demostrar que 8 és una transformacié natural verifiquem que el
diagrama de naturalitat de 3, definit a la Figura (78), commuta.

Siga y € Y hem de comprovar que

(8% o £)(y) = (AL(P(f)) o B)(v).

Per un costat tenim que (8~ o f)(y) = {f(y)}. Per altra banda,

(AL(P(f)) 0 B)(y) = AL(P(f))({y})
= tnic b € At(P(X)) tal que {y} < P(f)(b)
= tinic b e At(P(X)) tal que {y} < £~ [b]. (Fig. 75)

Com b e At(P(X)), tenim que b = {x}, per a algun x € X. Per tant,
(At(P(f)) 0 B¥)(y) = tnic {z} € At(P(X)) tal que {y} = f~" [{z}].
Ara bé, notem que {y} < 1 [{f(y)}] i, aix{, {z} = {f(y)}. Doncs,

(A(P(f)) o B8Y)(y) = {f()}-

En definitiva, el diagrama de naturalitat de f commuta i, llavors, 8 és trans-
formaci6 natural. Amb aco acabem de demostrar que 3 és un isomorfisme

natural.
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Finalment, com existeixen « : idcaool = P o At 1 [ : idgeror = At o P
isomorfismes naturals, podem concloure que les categories CABool i Set®?

sén equivalents. |

Nota 5.32. Observem que els functors P(:) i At(-) no determinen un isomor-

fisme. Efectivament, si considerem un conjunt X tenim que
At(P(X)) = {{z} | v e X} # X.

El conjunt dels singletons de X, és a dir, els conjunts d’un Unic element de
X, i el conjunt X sén equipotents'®. No obstant, no sén el mateix conjunt i,

doncs, els functors P(-) i At(-) no determinen un isomorfisme.

3Dos conjunts A i B sén equipotents si existeix una bijeccié entre ells.
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6 Conclusions

Com a conclusié anem a valorar ’assoliment dels objectius del treball i el
procés d’aprenentatge que ha suposat aquest projecte. Respecte als objectius
del treball, hem aconseguit recopilar una introduccié a la Teoria de Categories
amena, completa i plena d’exemples i figures, la qual podria servir a qualsevol
estudiant de grau de Matematiques o d’algun master afi. Pero, també cal dir
que el proposit filosofic inicial de conjuntar les Matematiques i la Filosofia
s’escapava de 'objectiu i les possibilitats del treball. Doncs, només hem
pogut explorar, laconicament, la Logica categorial i algebraica, pero animem
a explorar i reflexionar sobre les implicacions filosofiques del desenvolupament
de la Teoria de Categories.

Envers els coneixements adquirits, hem aprés els fonaments de la Teoria de
Categories, aixi com nocions basiques que logica proposicional i algebrai-
ca, que sén temes que s’escapen dels curriculums habituals dels graus de
Matematiques. A més a més, els nostres coneixements de redaccié a HTEX
s’han ampliat. Per exemple, hem aprés nous comandaments i a emprar el
paquet tikzcd de ITEX per a poder dibuixar totes les figures del treball
de forma elegant i neta. Finalment, hem aprés a crear un discurs coherent
i adequat als estandards académics per a transmetre les nostres idees, i a
cercar a la bibliografia. Pel que fa al cas concret de la redaccié matematica,
hem assimilat la precisi6 i formalitzacié del llenguatge, aixi com el fet de
saber expressar els nostres raonaments de forma simple, clara i distinta.
Per dltim, com a comentari final, hem de dir que ens ha costat treballar
amb el manual principal que hem seguit a aquest escrit, a saber, Basic
Category Theory and Topos Theory de J.Van Oosten [17]. Aixi, com a critica
constructiva, suggerim, en primer lloc, que s’haurien d’haver afegit més
exemples per a il'lustrar els conceptes del manual. En segon lloc, creiem que
I’enfilall conductor dels capitols de [17] no deuria d’haver depés, completament,
d’exercicis, sind que es demostrarem més resultats per a posar en clar al

lector com es raona al mén de la Teoria de Categories.
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