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CAPITOL 1

Introduccio

L’algebra lineal és la branca de les matematiques que tracta les
propietats comunes dels espais vectorials. En aquest treball tractem
les formes bilineals, que sén un cas particular de funcions multilineals
amb diverses aplicacions.

Les formes bilineals han establit un paper important en molts aspec-
tes de les Matematiques, aixi com també tenen importancia en diferents
camps com en Enginyeria o Biologia.

L’objectiu d’aquest treball de fi de grau és aprofundir en alguns
aspectes basics de les formes bilineals, les seues principals aplicacions
aixi com la relacio entre aquestes i ’espai dual.

En el capitol de preliminars presentarem alguns resultats sobre les
matrius (definicions, caracteristiques i propietats basiques), recordarem
el concepte d’espai vectorial, amb nocions basiques com els subespais
vectorials, la suma directa de subespais vectorials o la base d’un espai
vectorial. També definirem i caracteritzarem el concepte de coorde-
nades d’un vector en un espai vectorial. Per tancar aquest capitol,
parlarem de les aplicacions lineals, les classificarem i definirem concep-
tes basics com sén el nucli o la imatge d’una aplicacié lineal. També
caracteritzarem aquestes aplicacions a partir d’una serie de resultats
que trobarem demostrats majoritariament en algunes referencies de la
bibliografia.

En el segiient capitol parlarem de I’espai dual. Definirem els princi-
pals elements d’aquest espai dual, com puga ser la base dual o I'aplica-
ci6 dual, i el caracteritzarem amb una serie de resultats. A més, en la
segona seccié d’aquest capitol presentarem i desenvoluparem breument
el concepte d’espai bidual.

En el capitol 4, aprofundirem sobre les formes bilineals. Definirem
inicialment que és una forma bilineal, introduirem el concepte d’espai
bilineal i desenvoluparem les principals propietats d’aquestes formes
bilineals. Seguidament relacionarem dos conceptes claus: les matrius
coordenades i les formes bilineals. Ho desenvoluparem en la seccio
de representacio matricial de les formes bilineals, on presentarem una
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serie de resultats i exemples importants. A més, aquesta relacié en-
tre formes bilineals i matrius ens portara a definir i donar forma a
conceptes com el de la congruencia de matrius. En la segiient seccid
d’aquest capitol classificarem les formes bilineals en formes bilineals
simetriques, antisimetriques i alternades. Definirem aquests termes
i presentarem una serie d’exemples i aplicacions. Posteriorment mit-
jancant alguns teoremes i proposicions relacionarem les formes bilineals
simetriques, antisimetriques i alternades amb les matrius simetriques
o antisimetriques. Introduirem en la posterior seccié la nocié d’or-
togonalitat (vectors ortogonals, base ortogonal, espai ortogonal entre
altres conceptes) i presentarem l’espai bilineal anomenat suma direc-
ta ortogonal. Per ultim, en la dltima seccié introduirem el concepte
de formes bilineals no degenerades que sera desenvolupat sobretot a
I'altim capitol.

El darrer capitol tractara de relacionar els dos principals temes
desenvolupats en el treball, ’espai dual i les formes bilineals. Defini-
rem i treballarem aplicacions entre els espais vectorials i els seus duals
que fixen elements per la dreta i per 'esquerra, ho relacionarem amb
les representacions matricials d’aquestes aplicacions. En la iltima sec-
cié relacionarem l’espai dual amb les formes bilineals no degenerades,
presentades al Capitol 4. La presentacié d’aquest treball de fi de grau
girara entorn a aquest capitol, principalment per la importancia de re-
lacionar dos temes importants en la branca de I’Algebra Lineal com
son les formes bilineals i ’espai dual, els quals son introduits en cursos
anteriors d’Algebra al grau de Matematiques.



CAPITOL 2

Preliminars

1. Matrius: Definicions i propietats basiques.

En aquesta seccié anem a presentar un concepte basic per a I’Algebra
Lineal com sén les matrius. Presentarem una serie de definicions i con-
ceptes que utilitzarem posteriorment, aixi com una serie de proposicions
i teoremes que ens serviran per caracteritzar les matrius.

DEFINICIO 2.1. Donats m,n € N, una matriu de m files i n
columnes sobre K és una taula de m x n elements en K disposada
COm SEqUELT:

Q11 Q12 0 O1p

Qo1 Qg -+ Qo
A=

A1 Oy e [07°%7%)

En forma compacta podem expressar-ho com A = (a;;). Anomena-
rem M,,,,(K) al conjunt de matrius de tamany m x n sobre K. Particu-
larment direm que una matriu és quadrada si m = n. Anomenarem
M,,(K) al conjunt de les matrius quadrades de tamany 7.

Per altra banda, direm que una matriu A = (ay;) és:

(1) Diagonal: Si a;; = 0 quan 7 # j.
(2) Diagonal superior: Si a;; = 0sii > j.
(3) Diagonal inferior: Si a;; = 0si j > i.

Relacionant-ho amb les anteriors definicions, diem que una matriu

A ¢és esglaonada per files si:

(1) Totes les files nul-les d’A es troben baix del tot.

(2) Els pivots (primer element de la fila no nul) de cada fila no
nul-la valen 1.

(3) Els pivots de cada fila no nul-la es troben a la dreta dels situats
en les files anteriors.

Diem que una matriu A és esglaonada reduida per files si:

(1) A és esglaonada.
(2) Dalt de cada pivot trobem una columna de zeros.

5
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EXEMPLE 2.2. Podem veure que les segiients matrius son esglaona-
des reduides per files.

01 000 =5
00010 4 1 05 —6
00001 -5 013 4
000O0O0 O

DEFINICIO 2.3. Siga K un cos, siga una matriu A = (o) en

M,n(K), definim la seua matriu transposada, denotada per At, com
a la matriv de tamany n X m sobre K donada per

At = (Ozji> .

ProposiciO 2.4 (Gauss-Jordan). [Nic21, Theorem 1.2.1, p. 11]
Donada una matriu A sobre un cos K existiz una seqiiencia finita d’o-
peracions elementals per fila que transformen A en una matriu esglao-
nada reduida per files. A més, aquesta matriu esglaonada reduida per
files és unica.

DEFINICIO 2.5. Anomenem rang d’una matriu A al nombre de
pivots que té la matriu esglaonada reduida per files que obtenim pel
metode de Gauss-Jordan.

A continuaci6 definim el concepte de matriu invertible.

DEFINICIO 2.6. Direm que una matriu quadrada A d’ordre n és in-
vertible o no singular si existeir una altra matriv quadrada d’ordre
n denotada per A= cumplint que

ATTA=AA =1,.
on |, és la matriu identitat d’ordre n.

Una matriv quadrada A no nvertible és diu que és singular o
degenerada.

2. Espais vectorials

Anem a recordar a continuacié alguns conceptes basics sobre els
espais vectorials a partir d’una serie de definicions, proposicions i teo-
remes que ens seran utils quan comencem a tractar les formes bilineals.

DEFINICIO 2.7. Siga K un cos. Un espai vectorial sobre K és una
tupla (V,4,-,0) on V' és un conjunt, els elements del qual s’anomenen
vectors; + : V. x V. — V' és una operacio binaria que satisfa les lleis
associativa i commutativa; 0 € V' és un vector que fa de neutre per a
la suma, tot element de V' té invers per a la suma; i - : KXV — V
€s una operacio que satisfa que, per a tot \, u € K, u,v € V
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(1) (A4 p)v = v + pv, (3) Muv) = (A\u)v,
(2) Mu+v) = Au+ Av, (4) v =wv.

DEFINICIO 2.8. Siga V' un K-espai vectorial i W un subconjunt de

V. Direm que W és un subespai vectorial de V' si:

(1) oew

(2) W és tancat per a la suma.

(3) W és tancat per a la multiplicacié per escalars.
o, el que és el mateix, si wi,ws € W i o, f € K aleshores awy + Pwy €
W. Ho denotarem per W <V i denotarem per Subg (V') al conjunt de
subespais vectorials de V.

ProposiciO 2.9. [Nic21l Proposition 5.1.22, p. 283] Siga V un
K-espai vectorial i siguen Wy, Wy subespais vectorials de V. Aleshores

W10W22{06V|U6W1/\UGW2}
W1—|—W2:{w1+w2€V\w1 GWl/\wQEWQ}
son subespais vectorials de V.

DEFINICIO 2.10. Donats dos subespais Wi 1 Wy d’'un K-espai vec-
torial V', es diu que la suma Wy + Wy és directa si es verifica que
Wi NWy = {0}. En aquest cas ho denotarem per Wy & Wj.

ProposiciO 2.11. [Nic21l, Theorem 9.3.5, p. 529] Siga V un K-
espai vectorial © siguen Wy, Wy subespais vectorials de V. Les segiients
afirmacions son equivalents

(1) W1 @ Way, és a dir, la suma Wy + Wy és directa.

(2) Peratotwy € Wy iperatotwy € Wy, siwi+wy = 0 aleshores
w1 = Wy = 0.

(3) Tot vector de Wy + Wy s’escriu de forma unica.

DEFINICIO 2.12. Siga V' un K-espai vectorial. Un conjunt de vec-
tors S CV és linealment independent si tota combinacio lineal del
tipus

)\181+"'—|—)\n8n20
ambn €N, \y,--- N\, €K isqy,--,s, €S, implica que
M ==\, =0.

DEFINICIO 2.13. Siga V' un K-espai vectorial i siga S C 'V, definim
el subespatr vectorial generat per S com

=1

neN VlI<i<n(\ €K, siES)}
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Es pot comprovar que (S) < V i que (S) és el minim subespai
vectorial que conté a S.

DEFINICIO 2.14. Siga V' un K-espai vectorial. Direm que S és un
sistema generador de 'V si (S) = V. Particularment direm que V' és
finitament generat si existiz un subconjunt finit S C'V tal que (S) = V.

A continuacié definim la nocié de base que esta estretament relaci-
onada amb les dues definicions anteriors.

DEFINICIO 2.15. Siga V' un K-espai vectorial. Una base B d’un es-
pai vectorial V' sobre un cos K és un subconjunt de V' que és linealment
independent 1 sistema generador.

ProprosiciO 2.16. [AT03, Theorem 7, p. 181] Siga V un K-espai
vectorial i B un subconjunt de V', B C V', les segients afirmacions son
equivalents

(1) B és una base.
(2) B és un sistema generador minimal.
(3) B és un conjunt de vectors linealment independents mazimal.

TEOREMA 2.17. [Nic21l Theorem 6.4.1, p. 370] Siga V' un K-espai
vectorial finitament generat. Siga B una base de V i siga {v1,...,vx},
per algun k € N, un conjunt de vectors linealment independent.

Aleshores podem substituir k vectors de B pels vectors vy, ..., v de
forma que el conjunt resultant siga una base de V.

TEOREMA 2.18. [Nic21l Theorem 6.4.3, p. 373] Siga V' un K-espai
vectorial finitament generat, aleshores V' admet una base.

TEOREMA 2.19. [AT03| Theorem 8, p. 182] Siga V' un K-espai
vectorial finitament generat. Aleshores totes les bases de V' tenen el
mateir cardinal.

DEFINICIO 2.20. Siga V un K-espai vectorial finitament generat.
Definim la dimensio de V' com el nombre de vectors que formen una
base B. Ho denotarem per dimg (V).

ProprosiciO 2.21. [Nic21l, Theorem 6.4.3, p. 372] Siga V un K-
espai vectorial finitament generat. Siga L C V' un conjunt de vectors
linealment independents 1 siga G C V' un sistema generador, aleshores

L] < G-

TEOREMA 2.22. [AT03| Theorem 9, p. 184] Siga V un K-espai
vectorial finitament generat amb dimg (V) =n. SiB CV amb |B| = n.
Aleshores son equivalents

(1) B és base.
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(2) B és linealment independent.
(3) B és sistema generador.

ProprosiciO 2.23. [Nic21l, Theorem 6.4.5, p. 374] Siga V' un K-
espai vectorial finitament generat. Siguen U, W <V, aleshores

COROLLARI 2.24. [Nic21l Theorem 9.3.6, p. 530] Siga V' un K-
espai vectorial finitament generat i siguen U, W dos subespais vectori-
als. Son equivalents

(1) U W, és a dir, la suma és directa.

3. Coordenades

En aquesta seccié recordarem el concepte de coordenades d'un vec-
tor respecte d'una base enunciant una serie de resultats relacionats.

DEFINICIO 2.25. Siga V un K-espai vectorial i B = {ey, ...,e,} una
base de V. Anomenem coordenades del vector v en la base B a la ma-
triu de tamany n x 1 sobre K que conté els unics escalars Ay, ..., \, que
satisfan l'equacio v = A\ieq + ... + \pe,. Aizi la matriv de coordenades
del vector v en B és la matriu columna

A1
t e My (K).
An

DEFINICIO 2.26. Siga V' un K-espai vectorial finitament generat i
siguen B ={ey,--- ,e,} i B={er,--- ,e,} dues bases de V.

Anomenem matriu canvi de base de B a B a la matriu A €
M, (K) que té, per a cada 1 < i < n, com a columna i-essima les
coordenades del vector e; en la base B.

ProposiciO 2.27. [Nic21l, Theorem 9.1.2, p. 505] Siga V' un K-
espai vectorial finitament generat, siguen B i B dues bases de V. Siga
P la matriv canvi de base de B a B. Aleshores P és Iinica matriu en
M, (K) que, per a cada vector v € V de coordenades X i X en B i B,
respectivament, satisfa lequacid PX = X.

Proposicio 2.28. [Nic21), Theorem 9.1.3, p. 507] Siga V' un K-
espai vectorial i siguen B, B i B tres bases de V. Siga P la matriu

canvi de base de B a B i Q la matriu canvi de base de B a B. Aleshores
la matriu canvi de base de B a B és QP.
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ProposiciO 2.29. [Nic21l, Theorem 9.1.4, p. 507] Siga V un K-
espai vectorial finitament generat, siguen B i B dues bases de V. Siga
P la matriu canvi de base de B a B, aleshores P és invertible i la seua
inversa és la matriu canvi de base de B a B.

4. Aplicacions lineals

En aquesta seccié anem a tractar les aplicacions lineals, presentant
alguns conceptes com la imatge o el nucli d'una aplicacio.

DEFINICIO 2.30. Siguen Vi i Vy dos K-espais vectorials i f : Vi —
Va una aplicacio, direm que f és una aplicacio lineal si per a tot u,v €
Viia,B €K esté que

flav + Bu) = af(v) + Bf(u).

Les aplicacions lineals també s’anomenen homomorfismes. Ano-
menem Homg (V7, Vo) al conjunt de totes les aplicacions lineals de Vi a
V5. Podem escriure-ho com

Homy (V1,Va) = {f : Vi — Vu | f és aplicacid lineal}.

Direm que una aplicacio lineal f : Vi — V5 és un monomorfisme
st f és injectiva; epimorfisme si f és sobrejectiva; isomorfisme si
f €és bijectiva; endomorfisme si V|, = V5, i automorfisme si V) =V,
1 f és bijectiva.

EXEMPLE 2.31. Siguen Vi, Vs dos K-espais vectorials, aleshores l’a-
plicacio nul-la

0: Vi — VW
v — 0

és aplicacio lineal ja que cumplix que donats u,v € V i o, € K,

aleshores
0(Au+ pv) =0 = A0 + p0 = A0(u) + p0(v).

Per altra banda, tenim que si V' és un K-espai vectorial i W <V,

aleshores ’aplicacio inclusio

iny: W — V
wo o w
és aplicacio lineal ja que donats wi,wy € W i A\, u € K aleshores
iny (Awy + pws) = Awy + pwy = Ainyy (wy) + ping (we).
En particular quan W =V parlem de [’aplicacio identitat.

idy: V — V
v F—— v
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ProposiciO 2.32. [Nic21], Theorem 7.3.4, p. 411] Siguen Vi, Vo, V3
tres K-espais vectorials i f : Vi — Vo, g : Vo — V3 dues aplicacions
lineals. Aleshores go f : Vi — V3 és aplicacio lineal.

ProprosicioO 2.33. [Nic21, Theorem 7.1.1, p. 391]
Siguen Vi, Vy dos K-espais vectorials i f : Vi — Vo una aplicacio
lineal. Aleshores:
(1) f(0) =0.
(2) f(=v) = —f(v), per a tot v € V.
(3) fIW1] < Vi, per a tot Wy < V).
(4) f7HW,] < V4, per a tot Wy < Vs,

A continuacié definim dos conceptes fonamentals dins de I’Algebra
Lineal com sén la imatge i el nucli d’'una aplicacié lineal.

DEFINICIO 2.34. Siga f : Vi — Vi una aplicacid lineal entre els
K-espais vectorials Vi 1 Vo. Definim el conjunt imatge de f com el
conjunt

Im(f) ={f(v) e Va|veW}
Definim el nucli de f denotat per Ker(f) com el conjunt
Ker(f) ={veVi| f(v) =0}

ProprosiciO 2.35. [Nic21, Theorem 7.2.1, p. 397 Siga [ : V) —
Vo una aplicacio lineal entre els K-espais vectorials Vi i Vo aleshores
Im(f) < Va i Ker(f) < Vi,

ProprosIciO 2.36. [Nic21, Theorem 7.2.2, p. 399]
Siguen Vi i Vo dos K-espais vectorials i f - Vi — V5 una aplicacio
lineal. Les segiients afirmacions son equivalents:
(1) f és epimorfisme.
(2) Im(f) = Va.
I també son equivalents les seguents afirmacions:
(1) f és monomorfisme.
(2) Ker(f) = {0}.
ProposiciO 2.37. [Nic21l Theorem 7.1.3, p. 393] Siguen V; i Vs
dos K-espais vectorials, f : Vi — V5 una aplicacio lineal © S C V;
aleshores:

(F151) = FI(S)]-

ProposIciO 2.38. [Rom06l, Theorem 6.2.083, p. 156] Siguen Vi i
Vo dos K-espais vectorials i f : Vi — Vo una aplicacid lineal. Alesho-
res:
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(1) f és monomorfisme si, i només si, per a tot Ly C Vi conjunt
de vectors linealment independent en Vi es té que f[Li] és
linealment independent en V.

(2) f és epimorfisme si, i només si, per a tot Gy C Vi sistema
generador de Vi es té que f|G4] és sistema generador de V;.

COROLLARI 2.39. Siguen Vi @ Vy dos K-espais vectorials i f
Vi — Vs una aplicacio lineal. Aleshores f és isomorfisme si, i només
st, per a tota base By de Vi es té que f[Bi] és base de Vs.

DEMOSTRACIO. Conseqiiencia directa de la Proposicié [2.38] U

DEFINICIO 2.40. Siguen Vi , Vo dos K-espais vectorials, direm que
Vi iV son t.somorfs, denotat per Vi = Vy, si existix un isomorfisme
fiVi— Vs

NotA 2.41. La relacio = és una relacio d’equivalencia.

ProPOSICIO 2.42 (Propietat Universal). Siguen Vi, Vy dos K-espais
vectorials, siga By una base de Vi i f : By — V5 una aplicacio de B,
a Va. Aleshores existeir una unica aplicacié lineal f*:V, — Vy que
satisfa f*oing, = f, on ing,: By — Vi és Uaplicacid inclusié de B,
en V).

DEMOSTRACIO. Siga B = {e, -+ ,e,} isiga v € V;. Considerem
I’expressio coordenada de v en B, és a dir
v = X(e;).

Definim f* com segueix

fHv) = FHX(ed) = X (f ().
Anem a provar que f* és una aplicacié lineal, que f#oing, = f i que
és la tnica aplicacié amb aquestes caracteristiques.

Vegem primer que f* és lineal. Siguen v, w € Vi i\, u € K, aleshores
si

X son les coordenades de v en By,
Y sén les coordenades de w en Bs
les coordenades Av + pw en la base By son AX + pY. Per tant
FEOw + pw) = FOAX + 1Y) (er)
= (AX+pY) (f(e:))
= M (f(ei)) + uY (f(e)
= AfH(0) + pff(w).
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Siga e; € By per a tot i € {1,--- ,n}, aleshores

-t -t

0

froing () = e = £ | [1] e | = 1] (Fle) = e

0 0
Vegem ara l'unicitat. Siga una altra aplicacié lineal g: Vi — V5 que
satisfa que going, = f. Aleshores, si v € V4, es té que g(v) = g(X'(e;))
on X son les coordenades de v en B;.

Com g és lineal, es té que

9(X*(e:)) = X(g(e:)) = X(g o ing, (&) = X*(f(es)) = f¥(v).
Queda aixi demostrada la Propietat Universal. O

TEOREMA 2.43. Siga V un K-espai vectorial finitament generat de
dimensio n, aleshores V =2 K",

DEMOSTRACIO. Siga B = {c1, - ,¢,} una base de V| siga B! =
{e1, -+ ,e,} la base canonica de K". Considerem ’aplicaci6
f: B — K"
C; H—— €

Per la Propietat Universal, extenem f a una aplicaci6 lineal de la
forma f*:V — K" que satisfa que f*oing = f.
Aquesta aplicacié lineal satisfa:

fﬁ[B] = {fﬁ(01>7 T ,fu(Cn)} = {617 e aen} = B?
Pel Corol-lari|2.39], com que hem demostrat abans que si una aplica-

cié lineal transforma bases en bases aleshores és un isomorfisme, tenim
aixi demostrada la proposicio. 0

COROLLARI 2.44. Siguen Vi, V5 dos K-espais vectorials, les segiients
afirmacions son equivalents:

(1) Vi 2 V5.
(2) dimg (V) = dimg (V3).
DEMOSTRACIO. Conseqiiéncia directa del Teorema O

DEFINICIO 2.45. Siguen Vi, V, dos K-espais vectorials amb dimg (V;) =
n, dimg(V3) = m. Siguen By = {ey, -+ ,e,} base de Vi, By = {dy,- -+ ,dn}
base de V5. Siga f : Vi, — V5 una aplicacio lineal. Definim la matriu
coordenada de f de By a By com la matriu A = (a;;) € My, (K) que
té per, a cada 1 < i <n, com a columna i-éssima les coordenades de

f(e;) en la base Bs.
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A continuacié presentem una proposicié que caracteritza la matriu
coordenada d’una aplicaci6 lineal.

PROPOSICIO 2.46. Siguen V;,Vy dos K-espais vectorials amb dimy (V) =
n, dimg(Va) = m. Siguen By = {ey, -+ ,e,} base de Vi, By = {dy,--- ,dn}
base de Vi, siga f : Vi — Vy aplicacio lineal i siga A = (ay;) €
M,n(K) matriv coordenada de f de By en By. Siga v € Vi, siguen
X les coordenades de v en By i siguen Y les coordenades de f(v) en
By. Aleshores tindrem que A és la unica matriu que satisfa [’equacio

AX =Y.
DEMOSTRACIO. Siga v € V; i siguen

X les coordenades de v en By,

Y les coordenades de f(v) en By

Aleshores v = X*(e;) 1 f(v) = Y*(d;).
Notem que si

Q1p o OQap

(07 AOmn,
aleshores

f(€1> = Oélldl + -+ amldm

f(en) = a1pdi + + + Qi
de forma que f(e;) = A*(d;). Aleshores f(v) = f(X'(e;)) = X'AY(d;).
Les coordenades d’f(v) en B; son tniques, aleshores
Yt = XHAE,

o el que és el mateix, AX =Y.
Ara vegem l'unicitat. Suposem que A’ és una matriu en M,,, (K)
que satisfa que per a tot v € V7, si

X les coordenades de v en By,
Y les coordenades de f(v) en B,

aleshores A’X =Y. Anem a veure que A’ = A.
Com l'equacio és certa per a tot vector, anem a considerar-la per
als vectors de la base B;.
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Sie; € By peraje{l,---,n}, aleshores si
X; les coordenades d’e; en By,
Y, les coordenades d’f(e;) en B,
es té que A’X; =Y, peratot j € {1,--- ,n}, on A’X; és la columna j de
la matriu A’ 1Y, és la columna j de la matriu A. Aleshores A’ =A. [

A continuaci6 vorem les propietats de 'espai vectorial de les apli-
cacions lineals a partir de les dos segiients proposicions.

ProprosiciO 2.47. [Her91, Lemma 4.3.1, p. 185] Siguen V,W dos
K-espais vectorials. Considerem Homg = {f : V. — W | faplicacid lineal}.
Considerem la tupla (Homg (V, W), +,-,0), on:

(1) 0 és l’aplicacid nul-la

0: 'V — W
v — 0.

(2) + és loperacio suma
+:  Homg(V,W) x Homg(V,W) — Homg(V, W)
(f.9) — [y

f+g: V — W
vo— f(v) +g(v).
(3) - és loperacid producte per escalar
K x Homg(V,W) —s Homg(V, W)
(A f) — Af: V — W
v o— A(f(v)).

on

Aleshores (Homg (V, W), +,-,0) és un K-espai vectorial.

PROPOSICIO 2.48. Siguen V, W dos K-espais vectorials finitament
generats amb dimg (V) = n i dimg (W) = m. Aleshores

dimg (Homg (V, W)) = mn.

DEMOSTRACIO. Siguen B = {e;, -+ ,e,} basede ViB = {dy, - ,d,,}
base de W. Per acadai € {1,--- ,m} iperacadaj € {1,---,n} con-
siderem l'aplicacié

5ij : B — W
di sik = j,
€
0 altre cas.
Per la Propietat Universal extenem d;; a una aplicaci6 lineal 5fj V—
W i que satisfa (55]» oinp = 0.
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Notem que si v € V, aleshores podem trobar A,---, A, € K tals
que v = \eg + -+ \pe, 1 aixi

5?3’()‘161 + Aen) = Aléfj(el) +-+ Anéfj(en) - )‘jégj(ej) = Ajd;.
Considerem
B = {0 |1<i<m,1<j<n}C Homg(V,W).

Notem que |B'| = mn. Anem a demostrar que B’ és base ' Homg (V, W).

En primer lloc veurem que és sistema generador. Siga [ €
Homg (V,W). Anem a comprovar que f s’escriu com a combinaci6 line-
al dels elements en B. Siga v € V, aleshores podem trobar \y,--- , A\, €
K de forma que v = A\je; + -+ + A\ e,. Aixi

f)=f(her+ -+ en) =M fler) ++ M flen). (1)

Notem que per a cada j € {1,--- ,n}, f(e;) és un vector en W. Com
B és base de W, podem trobar escalars ji15,- - , ttm; € K de forma que

fle) = pajdy + -+ + pmjdim
= Nljagj(ej) et Mmjdgnj(ej)

= Z Nij5§j(ej)'
i=1
Aleshores, en ,

fw)=f(her+ -+ Men)
- >\1f(61> + ot )‘nf(en)

=\ (Z ,uilégl(ei)) +o A (Z Minagn(en)>
i=1 i=1

=Y W)+ + D b (v)
=1 i=1

= (ZZMU%) (v).

=1 i=1

Es a dir, f = > i uijéfj i per tant B’ és sistema generador.
Ara anem a veure que és linealment independent. Considerem una
combinaci6 lineal dels elements en B’ igualada a 0,
0y Gy A 8, e ndl, = 0.

Volem veure que fp;; = 0 per a tot ¢ € {1,--- ,m} i per a tot j €
{1,--- ,n}. Aixi, per a cada j € {1,--- ,n}, es té que



4. APLICACIONS LINEALS 17

0 =0(e;) = (35; a0 (en) = 3oi; a0l (en) = pandy + -+ + pmkdln.

Trobem aixi una combinacio lineal dels vectors en B igualada a 0. Com
que B és base, es té que:

Mg =+ = fmk = 0,

iaco éscert peracadal <k <n. Esadir, pij = 0peratot 1 <o <m
i per a tot 1 < j <n. Concloem que B’ és base d’Homg (V, W). Com
a conseqiiencia, dimg (Homg (V, W)) = mn. O






CAPiTOL 3

Espai dual

Al capitol anterior hem vist que, donats dos K-espais vectorials
V i W i donades bases en V i en W, existeix un isomorfisme entre
Homg (V, W) i M, (K) i també hem demostrat que dim(Homg (V, W)) =
nm. En aquest tema anem a estudiar un cas particular, anem a consi-
derar W = K és a dir, estudiarem ’espai vectorial Homg (V, K).

1. Elements de I’espai dual
Anem a presentar en primer lloc la definicié de ’espai dual.

DEFINICIO 3.1. Siga V un K-espai vectorial. S’anomena espai
dual de V i es denota per V* al K-espai vectorial

V* = Homg(V,K) = {f: V — K| f és lineal}

Notem que si dimg (V) = n aleshores dimg(V*) = n i, per tant,
V = V* pel Corol-lari 2.44]

Ara anem a veure com, una vegada tenim fixada una base de qual-
sevol espai vectorial V' de dimensié finita, podem trobar una base de
V* a partir de la segiient proposicio.

PRoOPOSICIO 3.2. Siga V un K-espai vectorial de dimensié n 1 siga
B ={ey, - ,e,} una base de V. Aleshores existeix una base B* de V*
que podem construir a partir de B. A aquesta base [’anomenarem base
dual de V* associada a B.

DEMOSTRACIO. Siga B = {ej, -+ ,e,}. Peracadal < j < n
definim I’aplicacié

(Sjl B — K
1 sik=yj,
e +H——
0 altre cas.
Per la Propietat Universal, existeix una tnica aplicacié lineal
52: V —K

que satisfa (5§- oing = 0;.

19
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Per convencié denotarem per e} a l'aplicaci6 lineal (5§. Anem a
demostrar que el conjunt B* = {e},--- , e’} és base de V*. Com sabem
que dimg(V*) = n, pel Corol-lari és suficient demostrar que el
conjunt B* és linealment independent.

Siga una combinacié lineal del tipus

Ael 4+ e, =0 (2)

amb Aq,---, A\, € K. Volem veure que A\y =--- =\, = 0.
Si fem actuar les dues aplicacions en sobre el vector k-essim de
B, per al <k <n,estéque

0=0(ex) = (Are] + -+ Anel)(ex) = Mef(er) + -+ el (ex) = Mg
Aco és cert per a tot 1 < k < n. Per tant, B* és base de V*. OJ

NotTA 3.3. Siga V' un K-espai vectorial amb dimg (V') = n i siga
B ={ey, - ,en} base de V. Considerem la base dual B* = {e},--- ,ei}
de V*. Sigav eV ambv= XM ey+ -+ e, pera Ay, --- , A\, € K.

Per a cada 1 < j < n laplicacio lineal €] actuant sobre v ens torna
la j-éssima coordenada de v en la base B. Ac¢o es comprova facilment:

ej(v) = ej(Aer + -+ Apen) = Mi€j(er) + -+ Anej(en) = A

Com sabem que dimg (V') = dimg(V*) i ja coneixem una base de
V* anem a establir un isomorfisme de V' a V* de forma explicita.

ProposICIO 3.4. Siga V un K-espai vectorial, aleshores V = V*,

DEMOSTRACIO. Considerem les bases B = {ey,- -+ ,e,} de ViB* =
{ef,---, e’} base de V*. Considerem 'aplicacié
[]*: B — V*
ej —r €

Per la Propietat Universal podem extendre [-]* a una aplicacié lineal.
Per a simplificar la notacié escriurem [-]* en compte de ([-]*)*. Aix{
trobem una aplicacié lineal [-]*: V — V* que satisfa que

([])F oing = []*.

Notem que si v és un vector v € V amb v = \e; +---+ A€, es té
que
[]7(v) = [T (Mer + -+ + Anen)

= Me] + -+ \e.
Al resultat d’aplicar [-]* en v ho denotarem per v*. Aix{:

[]*: V. — V*

v o— vF
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Notem que [-]* és un isomorfisme ja que:
B = []"({er, - sen}) = {ef, -+ ,en} = B~

Com [-]* transforma una base en una base, pel Corol-lari es té que
[-]* és un isomorfisme. O

A continuacié descriurem per a cada v € V' 'aplicacié v* en V*.

NoTta 3.5. Siga V' un K-espai vectorial i siga B = {e1, -+ ,e,} una
base de V. Siguen u,v € V.. Com B és una base de V' es té que
v=MNer+ -+ A\en, U= pre; + -+ ppen.
amb Ay, - Ay gy i € K
Notem que v* = A\je] + -+ e
Aixt, v* és una aplicacid lineal que en actuar sobre u ens dona el
seguent resultat

vi(u) = (A€ + -+ e ) (u)
= Mi(e)(u) + -+ Anlen)(u) =
= () (ner + e i) o M) er o i)
= Agi + -+ Anfin.
Notem la linealitat tant en la banda de les aplicacions com en la
banda dels vectors:
(1) Sivy,vo eV, ueV ilpu€e€k, aleshores
(A1 + pwg)*(u) = v (u) + pos(u).
(2) SiveViu,upg eV i pekK, aleshores
v (Auy + pug) = Mt (uy) + po*(us).
Este concepte és el que després generalitzarem per a parlar de formes

bilineals.

A continuacid, relacionat amb el que acabem de veure, introduirem
la noci6é d’aplicacié dual o transposta i desenvoluparem les principals
propietats d’aquestes aplicacions.

DEFINICIO 3.6. Siguen V i W dos K-espais vectorials i siguen V*
1 W* els respectius espais duals. Siga f: V. — W una aplicacio li-
neal. Anomenem aplicacto dual d’f, denotada per f*, a l'aplicacio
W — V* definida com sequiz

W — v
¢ +— pof

NotaA 3.7. Notem que, com la composicio d’aplicacions lineals és

lineal, ¢ o f és un element de V*.
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Per altra banda, tenim que es donen les seglients propietats.

ProprosiciO 3.8. Siga V un K-espai vectorial i 'aplicacid identitat
id" : V — V. Aleshores (id")* =id"").

DEMOSTRACIO. Notem que
id")y: v — v
¢ — @oid”
Com que ¢ 0id” = ¢ es té que (id")* = idV". O
ProprosiciO 3.9. Siguen V, W dos K-espais vectorials i siquen

2V —Wig:V — W dues aplicacions lineals. Siguen A, u € K.
Aleshores per a tot A\, p € K

(N + png)* = Af*+ pg* per a tot f,g € V*.
DEMOSTRACIO. Siga ¢ una aplicacié lineal en W*. Aix{
(Af + 19)* (@) = 0o (Af + pg).
Per altra banda.
A"+ 1g™)(0) = A7 () + g™ (¢)
= Ao f)+u(pog).

Per a vore que sén iguals, vorem que actuen igual sobre un w € W
qualsevol.

po (A + pg)(w) = p((Af + pg)(w))
= (M f(w) + pg(w)) = Ao f)(w) + p(p o g)(w)
= (Mpo f) + u(pog)(w).
Aixi, (Af + pg)* = Af* + ug*. O

ProprosiciO 3.10. Siguen V, W i U tres K-espais vectorials i si-
guen f:V — W i g: W — U dues aplicacions lineals. Aleshores

(go f) = [froyg"
DEMOSTRACIO. Siga ¢ € U*. Es donen les segiients igualtats.
(go f)(p)=w¢ol(golf)
=(pog)of
[ (pog)
fr ( "))
= ([Tog")(p).
Per tant, (go f)* = f*og*. O
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A continuacié tenim un teorema que relaciona dos espais vectorials
V i W a partir de dues aplicacions lineals f i f* i les corresponents
matrius coordenades d’una aplicacio i I'altra.

TEOREMA 3.11. Siguen V i W dos espais vectorials, amb dimg (V') =
n i dimg(W) = m. Siguen B = {e1, - ,e,} i B=1{dy,--- ,d} bases
de V i W, respectivament. Siga f: V — W una aplicacio lineal. Siga
A matriu coordenada d’fde B a B i siga B la matriu coordenada d’f*

de (B)* a B*. Aleshores B = A".
DEMOSTRACIO. Notem que
i ceeoay o Qg
A= : : C | € My (K).
1+ Qmj o Qo
Per a cada 1 < Jj<n la columna j-essima d’A sén les coordenades
d’f(e;) en la base B.
Per altra banda
B - Pu o Pim
B=|: : b€ M (K).
Bui -+ Bni - Bum
Per a cada 1 <4 < m la columna i-essima de B sén les coordenades
d’f*(d}) en la base B*. Aixi,
flej) = ajdi + -+ - + ajdp,
f(dr) = Brel + -+ + Buiey.
Notem que f*(df) =d; o f. A més, per a cada 1 < j <mn, es té que
(di o f)(e;) = di(f(e;))
= dj (ojdy + - - + amjdyn)
= ay;d; (dy) + -+ + ;i (din)
= ;.
A més, per a cada 1 < j <n, es té que
(di o f)(ej) = (f" o di)(e;)
= (Briel + -+ + Buiey,) ()
= Puei(ej) + -+ Buiey(e5)
= Bji-
Aleshores concloem que peracadal < j <nil <i<m, f;; = .
Aleshores, B = A% O
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Com a conseqiiencia d’este resultat podem obtindre el segiient co-
rol-lari.

COROLLARI 3.12. Siguen A € M,,,,(K), B € M,,,,(K). Aleshores
(BA)t = A*B".

DEMOSTRACIO. Siguen V, Ui W tres espais vectorials, amb dimg (V) =
n, dimg(U) = p i dimg(W) = m. Siguen B = {e;, -+ ,e,}, B =
{dy, -+ ,d,,}iBbases de V, W iU, respectivament. Siguen f: V —
Wig: W — U. Siga A matriu coordenada d’fde B a B isiga B la
matriu coordenada de g de B a B. Siga BA la matriu coordenada de
gof:V—UdeBaB.

Per altra banda, siga ’aplicacié dual d’f, denotada per f*: W* —
V* definida per f*(¢) = ¢o f, on A® és la matriu coordenada associada
a la base dual B*.

Per la Proposicio , sabem que (go f)* = f* o g*. Com que, pel
Teorema les matrius associades a les dues aplicacions composades
sén les mateixes, tindrem que (BA)' = A*B*. O

2. Espai bidual

DEFINICIO 3.13. Donat un espai vectorial V sobre un cos K, s’a-
nomena espat bidual de V a ['espar dual de V* el qual es representa
per V¥,

Nota 3.14. Si dimg(V) = n, sabem que dimg(V*) = n i que
dimg (V**) = n. Aixi els tres K-espais vectorials son isomorfs.

Recordem de la demostracié de la Proposicié [3.4] que, per a demos-
trar I'isomorfisme entre V' i V* hem fet us de les bases. A continuacid
vorem que l'isomorfisme entre V' i V** no necessita fer is de bases.

ProposICIO 3.15. Siga V un K-espai vectorial amb dimg (V). Ales-
hores V = V**.
DEMOSTRACIO. Recordem que
V* = (V*)* = Homg (V*,K) = {f : V* — K | f lineall.
Considerem la segiient aplicacio

avy: Voo— %4
v — avy(v): V¢ — K

[ fv)

Es a dir, avy (v) és aplicacié avaluacié en v. Anem a vore que avy
és lineal i bijectiva.
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En primer lloc vegem que avy és lineal. Siguen v,w € Vi p e K
isiga f € V*. Les segiients equacions es donen.
avy (Ao + ) (f) = fo + pw)
= Af(v) + pf(w)
= Xavy (v)(f) + pavy (w)(f)
= (Ravy (v) + pavy (w))(f)-

Per tant es té que
avy (Av + pw) = Aavy (v) + pavy (w).

Vegem ara que avy és injectiva. Per a vore que avy és injectiva,
estudiem el nucli

Ker(avy) = {v eV |avy(v) = 0}.
Siga v € Ker(avy) aleshores, per a tot f € V*, es té que

fv) =avy(f) =0(f) = 0.

Per tant, v és un vector de V' que s’anul-la per a tota aplicacié lineal
fen V*. Siwv no fora el vector zero, aleshores v podria formar part
d’una base de V', diem-li B. L’aplicacié constant a 1, que envia tots
els vectors de B a I'l en K es pot extendre per Propietat Universal a
una aplicaci6 lineal g en V*. Notem que esta aplicacié g avaluada en v
tornaria 1’1, contradient que v s’anul-la en tota aplicacio lineal de V'*.
Aixi v = 0. Per tant, Ker(avy) = {0}, és a dir, avy és injectiva.

Ara veurem que avy és sobrejectiva. Com avy: V — V** és
lineal i injectiva i dimg (V) = dimg (V**) concloem, pel Corol-lari [2.44]
que avy és sobrejectiva.

En definitiva, avy és un isomorfisme de V' a V**, O






CAPITOL 4

Formes bilineals

En aquest capitol anem a estudiar nocions algebraiques relaciona-
des amb les formes bilineals, introduint la seua definicié i propietats
més importants relacionades amb aquestes formes bilineals, aixi com
també veurem quina és la seua representacio matricial, la qual ens ser-
vira per introduir conceptes com la congruencia de matrius. A més,
posteriorment també veurem quins soén els principals tipus de formes
bilineals (simetriques, alternades i antisimetriques).

DEFINICIO 4.1. Siga K un cos i siga V' un espai vectorial sobre K.
Definim una forma bilineal en V' com una aplicacio B : VxV — K
que és lineal en cada variable quan [’altra esta fivada. Es a dir, es
cumpliz que per a tot v,v' ,w,w €V i\ u €K

(1) B(Av + pv',w) = AB(v,w) + pB(v',w).
(2) B(v, \w + pw') = AB(v,w) + uB(v,w").

Un espai bilineal (V, B) és un espai vectorial dotat d’una eleccid
especifica de forma bilineal.

A més, definim el conjunt de les formes bilineals com

Bilg(V) ={B: V xV — K| B és forma bilineal}
A continuacié presentem una serie de propietats al respecte de les

formes bilineals mitjangant la segiient proposicio.

ProprosICIO 4.2. Siga V un K-espai vectorial i siga B: V xV —
K una forma bilineal. Siguen v,w € V i@ A € K. Aleshores:
(1) B(0,w) = B(v,0) = 0.
(2) B(Av,w) = B(v, \w) = AB(v,w).
DEMOSTRACIO. En primer lloc tenim que
B(0,w) = B(0+ 0,w) = B(0,w) + B(0,w).

Restant B(0,w) als dos costats, arribem a que B(0,w) = 0. En 'altra
component és analeg.

Per altra banda, la segona propietat ix directa de la definicié de
forma bilineal,

B(Av,w) = AB(v,w) = B(v, \w).
27
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O

EXEMPLE 4.3. El producte escalar estandard - determinat per la
seguent aplicacio

K™ x K" — K
(ala"' 7an)(ﬁ17”' 7671) — Z?:laiﬁi

és una forma bilineal.

Tenim dues construccions de nous espais bilineals que anem a pre-
sentar a continuacio.

ProprosiciO 4.4. Si (V, B) és un espai bilineal i W <V, aleshores
(W, Blw) és un espai bilineal.

DEMOSTRACIO. Siguen wy,wy,u € Wi A, i € K. Hem de compro-
var la linealitat de By en les dues components.

Blw (Awy 4+ pwsy, u) = B(Awy + pws, u) (Definici6 de B|w)
= AB(w1,u) + puB(ws, u) (B és bilineal)
= AB|w (w1, u) + pBlw (wa,u) (Def. de Blw)

En laltra component s’obté de forma analega. 0
ProrosICIO 4.5. Si V' és un K-espai vectroial 1 Wi, Wy < V de

forma que V.= Wy & Wy i (Wi, By), (Wa, Bs) son espais bilineals,
aleshores (V, By ® Bsy) és un espai bilineal amb

B; & Bs: VxV — K
(w1 + wa,v1 +v2) — By(wy,v1) + Ba(wa, vy).

Notem que la condicio V- = Wy & Wy fa que tot vector de V' s’escriga
de forma unica com a wy + wo amb wy € Wi 1wy € Wa.

DEMOSTRACIO. Siguen u,w,v € Vil u € K. ComV = W;®Ws,
existeixen uns tnics wq, uy,v; € Wi i ws, ug, v9 € Wy de forma que

w = Wy + Wy V= U1 + VU2 U = U + Us.

Comprovem la linealitat de By & Bs en la primera component.
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By & By(Aw + pw, u)

= Bl © BQ()\(U)I + wg) + /J(Ul + U2>, (Ul + Uz)) (Def w, v, u)
= Bl D Bg(()\wl + ,u’Ul) + ()\wg + ,UUQ), U1 + UQ)
= Bl()\wl + MU, ul) + BQ()\UJQ + MU, UQ) (Def Bl D BQ)

= ABi(wy,u1) + puB(vi,uy) + ABa(ws, ug) + 1Ba(ve, us)

= A\[B1 (w1, u1) + Ba(wa, ug)] + pu[B1(v1, u1) + Ba(vg, us)]

= NB;1 @ Ba)(wy + wa, uy + ug) + u(By & Ba)(vy + va, ug + uz)
(Def. By & By)

= AN(B; @ By)(w,u) + u(By & Bs)(v,u). (Def. w, v, u)

La linealitat en I'altra component s’obté de forma analega. 0

1. Representaciéo matricial de les formes bilineals

En aquesta seccié definim la matriu associada a una forma bilineal
respecte d’una base i estudiem quina és la correspondéncia entre les
formes bilineals i les matrius coordenades.

En primer lloc definim la matriu coordenada de la forma bilineal B
en la base B.

DEFINICIO 4.6. Siga V' un K-espai vectorial amb dimg (V) = n,
siga B:'V xV — K una forma bilineal i B = {ey,--- ,e,} una base
de V. Definim la matriu coordenada de B en B com la matriu
A en M, (K) que té per entrada (i,j) a lelement B(e;, e;) per a tot
1<, <n, ésa dir,

Blei,e;) --- Bley,ep)
A= : :
B(en,e1) -+ Blen,en)

A continuacié presentem una proposiciéo que caracteritza la repre-
sentacié matricial d'una forma bilineal B.

Proprosic1O 4.7. Siga (V, B) un K-espai bilineal i siga B = {eq, -+ ,en}
una base de' V. Siga A € M,,(K) la matriu coordenada de B en B. Ales-
hores A és la unica matriu en M, (K) que satisfa que, per a totu,v € V,
st X son les coordenades de w en B 1Y coordenades de v en B, aleshores

B(u,v) = X'AY.

DEMOSTRACIO. Siguen u,v € V, es poden escriure a partir dels
elements de la base com

u:/\1€1+"'/\nen V= {161 + -+ fUpey
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on

X = .| sén les coordenades de u en B i

Y = | . | sén les coordenades de v en B.

L
Per a la forma bilineal B en V, la seua bilinealitat ens dona 'ex-
pressio de la segiient forma

B(u,v) = B (i i€, zn:yjej)
i=1 j=1
= Z \iB <€i, Z Mjej)
i=1 j=1
=3 > XiuBlei e5)

i=1 j=1
B(ey,e1) -+ Bley,en)

=X : : Y
B(ep,e1) -+ Blen,en)

= X*AY.

A continuacié comprovem la unicitat.
Siga C € M,,(K) que satisfa que per a tot u,v € V, si anomenem

X coordenades de v en B
Y coordenades de v en B

Aleshores B(u,v) = X*CY. En el cas particular dels vectors e;, e; de B,
sl anomenem

X; coordenades de e; en B
Y; coordenades de e; en B

Aleshores
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0
Blej,e;) =XICY;=[0 --- 1 -+ 0] C|1| =C(s4).
_0_
Aixi A(i,j) = C(i,7) i per tant A = C. O

Vegem a continuacié un exemple relacionat.

EXEMPLE 4.8. Es considera la forma bilineal
B: R? x R? — R
((z,9),(2,1)) +— zz+42yz+yt
Considerem la base canonica de R? donada per B = {(1,0), (0,1)}
Calculem la tmatge dels elements d’aquesta base per l'aplicacio B:
B((1,0),(1,0)) =1 B((1,0),(0,1)) =0
B((0,1),(1,0)) =2 B((0,1),(0,1))) =1

Aizi, la matriu coordenada A de B en BEZ) ve donada per

b

Per altra banda, si (z,y) € R?, (2,t) € R? i anomenem

X coordenades de (z,y) en B
Y coordenades de (z,t) en B

xe f]ov-[]

Vegem ara que coincideizen les expressions de B((x,y), (z,t)) i X*'AY:
B((z,y), (2,1)) = xz + 2yz + yt

XAY = [z 4] B ﬂ H - [in t} P ——

Vegem aizi que coincideixen les expressions de la forma bilineal @ la
seua representacto matricial.

TEOREMA 4.9 (Tota matriu quadrada és matriu coordenada d’una
forma bilineal). Siga V' un K-espai vectorial amb dimg (V') = n. Siga
B={e1, - ,e,} una base de V i siga A € M,,(K) una matriu qualsevol.
Aleshores ezisteir una unica forma bilineal B:'V x V. — K per a la
que A és matriu coordenada de B en B.
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DEMOSTRACIO. Siga

B: VxV — K
(u,v) — X'AY
on X sén les coordenades de v en B 1Y son les coordenades de v en B.
Ens falta veure que B és una forma bilineal i que A és la seua matriu

coordenada en la base B. Aixi, siguen uy,us,v € Vi A\, u € K, per als
que

X; coordenades de u; en B,
Xy coordenades de uy en B,
Y coordenades de v en B.

Aix{ tenim que AX; + Xy sén les coordenades de Auy + pug en B. Per
tant
B(Auy + pug, v) = (AXy + uXy)'AY
= (AX] + puXi)AY
= MXJAY + uX5AY.
La linealitat en la segona component és analega. Ara, si C és la
matriu coordenada de B en B
B<€17 61) ce B(ela €n) 11 0 Qi
C=1 : = | | =A
B(Cn, 61) e B(ena en) an,l e an,n

de forma que la matriu coordenada de B en B és A.
Per tltim falta veure la unicitat. Si B(u,v) = X'AY per a una
matriu A, aleshores

0
Blei,ej) = [0 1 0]A |1
—O—
el qual és la entrada (7,7) de A i per tant A = (B(e;, €;)). O

A continuacié anem a definir un concepte important com és el de
matrius congruents a partir de la segilient proposicié.

Proposic1O 4.10. Siga (V, B) un K-espai vectorial bilineal. Siguen
B={e, - ,e,} i B={e1, - ,e,} dues bases de V. Anomenem
A matriu coordenada de B en B,
A matriu coordenada de B en B.
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Siga P € GL,(K), la matriu canvi de base de B a B, aleshores
P*AP = A.
DEMOSTRACIO. Siguen u,v € V, anomenem

X coordenades de u en B, X coordenades de u en

= o

Y coordenades de v en B, Y coordenades de v en
Aleshores,
B(u,v) = X'AY = X*'A Y.
A més, PX =X i PY =Y. Notem que
B(u,v) = X*AY
= (PX)*A(PY)
= X'(P*AP)Y.

Per la unicitat de la matriu coordenada d’una forma bilineal provada
en la Proposicié en una base es té que P'AP = A. U

DEFINICIO 4.11. Siguen A,B € M,,(K) dues matrius. Direm que A
i B sén congruents si existeix una matriu P € GL,(K) tal que

P*AP = B.

Relacionada amb aquesta definicid, tenim la segiient proposicio que
ens diu que ser congruents és una relacié d’equivalencia:

PROPOSICIO 4.12. Ser congruents és una relacidé d’equivaléncia en

M, (K).

DEMOSTRACIO. Per tal de ser una relacié d’equivaléncia ha de sa-
tisfer les propietats transitiva, reflexiva i simetrica. Vegem que cum-
pleix les tres propietats.

Vegem en primer lloc que cumpleix la propietat reflexiva. Siga I,
la matriu identitat nxn. Aleshores, A = I} Al,, i per tant A és congruent
a ella mateixa.

Vegem ara que es cumpleix la propietat simetrica. Siguen A i B
congruents. Com que A és congruent a B, tenim que P'BP = A, per a
alguna matriu invertible P € GL, (K).

Multiplicant per la inversa de P, (P*)~!, ja que les operacions inver-
sa i trasposta commuten, per I’esquerra a ambdds costats de la igualtat,
i per la inversa de P, P! per la dreta a ambdés costats de la igualtat,
obtenim la seglient igualtat:

(P~1)*AP~! — (P~1)tPtBPP~!
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Equivalentment:
(PH~IAP~! = B.

Vegem per ultim que se satisfa la propietat transitiva. Suposem
que A i B sén congruents, és a dir, existeix P € GL, (K) tal que P'BP =
A; i que B i C s6n congruents és a dir que existeix Q € GL, (K) tal que
Q'CQ = B. Relacionant estes dos igualtats, tenim que:

P'Q'CQP = A.
Equivalentment
(QP)*C(QP) = A.
Per tant A i C sén congruents. U

COROLLARI 4.13. Siguen A, B € M,,(K) dues matrius. Les segiients
afirmacions son equivalents:

(1) A i B sdn congruents.
(2) A i B representen la mateiza forma bilineal en bases diferents.

DEMOSTRACIO. Aquest corol-lari ve demostrat com a conseqiiencia
de la Definicio i de la propietat que ens diu que ser congruents
és una relacié d’equivalencia, la qual ve expressada en la Proposicio

4,12 U

PROPOSICIO 4.14. Siguen A i B dues matrius quadrades en M,,(K).
Aleshores A i B son congruents si, i només si, podem trobar una forma
de passar d’A a B mitjancant operacions elementals, les mateixes per
fila que per columna.

DEMOSTRACIO. Notem que A i B sén congruents, aleshores podem
trobar una matriu P € GL,(K) tal que P'AP = B.

Recordem que tota matriu invertible es pot descomposar com a
producte finit de matrius elementals. A més, fer operacions elementals
fila és equivalent a multiplicar la matriu inicial a esquerra per una
matriu elemental; mentre que fer operacions columna és equivalent a
fer-ho per la dreta.

Aixi si

[A|l,] operacions per fila i columna [B | P]

] ] Ql ]

Aixi, trobem que PAQ = B. El fet que les operacions elementals
siguen les mateixes per fila que per columna garantitza que Q = Pt. [

EXEMPLE 4.15. Considerem la segiient matriu A € Ma(R)
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S

Considerem la segiient seqiiéncia d’operacions elementals

1 271 0 1 2 1 0
[2 310 11 foefa2fi |0 —1|—=2 1
10 1 0
. 0
(1 0] 1 0]
022027201\ 0 —-1|-2 1
"1 -2
0 1

Amb aquest procediment hem arribat a trobar una matriu diagonal
congruent amb la matriu original. Notem que

1 0 1 =2 1 0
O A R R
Aizi, si A representa una forma bilineal B en alguna base B de R2?,

es té que B representa a B en alguna altra base B. Notem que hem
aconsequit una representacio diagonal de B.

A continuacié anem a tractar de relacionar mitjancant una aplicacioé
les formes bilineals amb la seua representacié matricial. Abans de fer-
ho, vorem que el conjunt de formes bilineals Bilg (V') té estructura de
K-espai vectorial.

ProproSICIO 4.16. Bilg(V) t€ estructura de K-espai vectorial.

DEMOSTRACIO. Hem de comprovar que la suma, el producte per
escalar i el vector zero estan ben definits.

Vegem en primer lloc que la suma esta ben definida. Definim 1'a-
plicacié suma de la segiient forma

+: Bilg(V) x Bilg(V) — Bilg(V)
(B,C) —s B+C.

onsi B:VxV —KiC:V xV — K, aleshores

B+C: VxV — K
(v,u) +—— B(v,u)+ C(v,u).

Anem a veure que B 4 C és una forma bilineal.
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Siv,u,w eV, a,p €K, vegem que B + C és lineal en la primera
component.
(B+ C)(av + pu,w) = Blaw + fu,w) + C(av + Pu, w)
= aB(v,w) + B(u,w) + aC(v,w) + SC(u, w)
= a[B(v,w) + C(v,w)] + B[B(u, w) + C(u, w)]
— alB + C)(v,w) + BB + C)(u, w).
Analogament es pot comprovar que és lineal en la segona component.

Ara veurem que el producte per escalar esta ben definit. Aquest ve
donat per la segilient expressio

(A, B) —  AB

on, si B: V xV — K, aleshores

AB: VxV — K
(v,u) +— A[B(v,u)].

Provem que AB és una forma bilineal, veent que és lineal per ’esquerra
primer. Siguen u,v,w € V i «, f € K, aleshores

AB(av + fu,w) = A\[B(av + Pu, w)]
AMaB(v,w) + B(u, w)]
a[AB(v,w)] + BAB(v, w)]

(AB)(v,w) + B(AB)(u,w).

La linealitat en la segona component és analega.
Per 1ltim anem a veure que ’aplicacié 0 que ve donada per

OBilK(V)3 VxV — K
(v,u) +— 0

és una forma bilineal. Vegem que és lineal per 'esquerra. Siguen
u,v,w €V ia,f € K. Aleshores

0(av + fu,w) =0 = a0 + G0
= al(v,w) + B0(u, w).

La linealitat en la segona component és analega. U

Ara ja podem estudiar la correspondéncia entre matrius i for-
mes bilineals. Per fer-ho presentarem el segiient teorema.
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TEOREMA 4.17. Siga V' un K-espai vectorial amb dimg(V) = n,
siga B una base de V. Considerem [’aplicacio
U: Big(V) — M,(K)
B — A

on A és la matriu coordenada de B en B. Aleshores U és un isomor-
fisme de K-espais vectorials.

DEMOSTRACIO. En primer lloc tenim que ¥ és bijectiva pel Teore-
ma 4.9 Anem a veure ara que ¥ és lineal: Siguen B;, By dues formes
bilineals en V' i siguen «, f € K. Anomenem

A; matriu coordenada de By en B.
A, matriu coordenada de By en B.

Anem a veure que aA; + A, és matriu coordenada de aB; + B> en
B. Siguen u, v € V, anomenem

X coordenades de u en B.
Y coordenades de v en B.
Per definicié tenim que By (u,v) = X*A1Y i que By(u,v) = X*AgY. Aixi:
(aBy + fBs)(u,v) = aBi(u,v) + Bs(u,v)
= aX'AY + XAY
= X*(aA; + SAL)Y.
Per tant aA; 4+ SAy és la matriu coordenada de aB; + By en B. [

2. Formes bilineals simetriques, antisimetriques i alternades.

Després d’haver definit el concepte de formes bilineals, anem a apro-
fundir més sobre la classificacié d’aquestes en tres tipus diferents: for-
mes bilineals simetriques, antisimetriques i alternades.

En primer lloc les definirem i presentarem una serie d’exemples al
respecte i posteriorment presentarem una serie de resultats que ens
permeten caracteritzar aquesta classificacié de formes bilineals abans
de presentar un altre concepte important com és el de 'ortogonalitat.

DEFINICIO 4.18. Siga V un K-espai vectorial i siga B: V xV — K
una forma bilineal. Direm que una forma bilineal B és simétrica si
per a tot v,w €'V

B(v,w) = B(w,v).
Direm que és antisitmétrica si per a tot v,w € V
B(v,w) = —B(w,v).

Direm que és alternada si
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B(v,v) =0 per a totv e V.
Direm que (V, B) és un espai bilineal simétric, antisimétric o alter-
nat quan la forma bilineal tinga la corresponent propietat.

Vegem a continuacié uns exemples.

EXEMPLE 4.19. Per a un cos K, vist com a un espai vectorial 1-
dimensional sobre si mateix, la multiplicacio - : K x K — K és una
forma bilineal stmétrica i no alternada. Es antisimétrica quan K té
caracteristica 2.

EXEMPLE 4.20. Per a un cos K, la forma bilineal segiient és anti-
simetrica 1 alternada.

B((z,y), («',y)) =y — 2’y = det B z:} :
Per exemple, B((2,1),(3,4)) =514 B((2,1),(2,1)) = 0.

EXEMPLE 4.21. Considerem R? i la forma bilineal B que ve donada
per 'expressio
B((z,y), («",y)) = z2’ —yy'.
Tenim que és una forma bilineal simeétrica ja que si canviem [’or-
dre dels elements es conserva el producte, com podem comprovar de la
segtient forma

B((«",y), (z,y)) = 2’z —y'y = xa’ —yy.
EXEMPLE 4.22. Considerem R%. Considerem la forma bilineal

B((z,y),(2",y)) = zy’ + ya'.
Tenim que és simétrica ja que B((2',y), (z,v)) = 2’y +y'x, Ble;, e;) =
0 on {e1,es} €és la base canonica de R?.

Sobre els tres tipus de formes bilineals que hem definit (simetrica,
antisimetrica i alternada), el primer i el tercer tipus sén més basics que
el segon. En particular, anem a veure ara que una forma bilineal anti-
simetrica és altre nom per a una forma simetrica o alternada, depenent
de si el cos té caracteristica 2 o no.

TEOREMA 4.23. Siga V' un K-espai vectorial i siga B: VXV — K
una forma bilineal. En totes les caracteristiques, una forma bilineal
alternada és antisimeétrica. En caracteristica diferent de 2, una forma
bilineal é€s antistmeétrica si, © només si, €s alternada. En caracteristica
2, una forma bilineal és antisimeétrica si, 1 només si, €s simétrica.

DEMOSTRACIO. En primer lloc tractem el cas en que la forma bi-
lineal B és alternada. Siguen v,w € V, recordant que la definici6 de
forma bilineal, podem descomposar 'equacié 0 = B(v + w,v + w) de
la segiient forma
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0 = B(v,v) + B(v,w) + B(w,v) + B(w,w) = B(v,w) + B(w,v).

Ens fixem en que B(v,w) = —B(w,v) i per tant les formes bilineals
alternades sén antisimetriques en totes les seues caracteristiques (fins
i tot en caracteristica 2).

Per altra banda treballem ara amb les formes bilineals antisimetri-
ques. Tenim que quan la caracteristica és diferent de 2 la forma bili-
neal antisimetrica és alternada ja que com es cumpleix que B(v,v) =
—B(v,v) aleshores 2B(v,v) = 0 i per tant B(v,v) = 0.

Per ultim, en el cas en que la forma bilineal siga simetrica amb
caracteristica 2, tindrem que aquesta forma bilineal coincideix amb la

forma bilineal antisimetrica ja que 1 = —1 en caracteristica 2 i per tant
B(v,w) = B(w,v) = —=B(w,v) = B(v,w). O

Malgrat el que acabem de veure en aquest teorema, farem s del
concepte de forma bilineal antisimetrica. A continuacié presentem el
seglient teorema que relaciona les formes bilineals alternades amb les
formes bilineals simetriques.

TEOREMA 4.24. Siga V' un K-espai vectorial i siga B: VxV — K
una forma bilineal. Si treballem en caracteristica diferent de 2, tota
forma bilineal B s’expressa de forma unica com a suma By + By on
By és simétrica i By és alternada (equivalentment antisimétrica). En
caracteristica 2, les formes bilineals alternades son un subconjunt de
les formes bilineals simetriques.

DEMOSTRACIO. En primer lloc tenim que en caracteristica 2 les
formes bilineals alternades sén un subconjunt de les formes bilineals
simetriques com a conseqiiencia del Teorema

Vegem el cas en caracteristica diferent de 2. Siga B una forma
bilineal, suposem que la podem expressar com la suma de dues formes
bilineals B; i B, com B = B+ B, on By és una forma bilineal simetrica
i By una forma bilineal alternada. Siguen v,w € V', podem expressar-
ho com

B(v,w) = By(v,w) + By(v,w). (1)
Tenint en compte que By és simetrica i By alternada, vegem que
B(an) = Bl(w7v) +BQ(w7U) = Bl(vvw) _B2(U7w)‘ (2)

Sumem i restem i i obtenim les formules per a B; i By en termes

de B com:

B(v,w) 4+ B(w,v)
2

B(v,w) — B(w,v)

By (v,w) = , Ba(v,w) = 5 . (3)
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Aixi, les formes bilineals B; i B, definides en sén simetrica i
alternada respectivament ja que

Bl(v,w) _ B(’U,'LU);-B(U),’U) _ B(w,v)—;B(v,w) _ Bl(

w,v)

BQ(’U,’UJ) _ B(v,w);B(w,v) _ B(w,v);B(v,w) _ Bg(’w,’l}).

Aixi dones hem establit 'existéncia 1 unicitat de B; 1 Bs. O

Ara demostrarem un teorema que caracteritza les formes bilineals
simetriques.

TEOREMA 4.25. Siga V' un K-espai vectorial i siguen B: V xV —
K wuna forma bilineal. En caracteristica diferent de 2, una forma bi-
lineal simétrica B(v,w) és completament determinada pels seus valors
B(v,v) en la diagonal.

DEMOSTRACIO. Siguen v,w € V, es cumpleix que

B(v,w) = %(B(v, w) + B(w,v))

1
= §(B(U +w,v +w) — B(v,v) — B(w,w)).
Notem que hem usat la simetria a la primera igualtat. U

El fet que per a la forma bilineal B pugam recuperar la funcié
de dues variables B(v,w) de la funcié d’una variable B(v,v) fora de
la carateristica 2 s’anomena polaritzacid. Per exemple, ens mostra
que una forma bilineal simetrica B és identicament 0 si, i només si,
B(v,v) =0 per a tot v.

TEOREMA 4.26. Siga (V, B) un espai bilineal, siga B una base de
V 1 A la matriu coordenada de B en la base B. Aleshores

(1) B és simétrica si, i només si, At = A (és a dir, A és simétrica).

(2) B és antisimetrica si, i només si, A* = —A (és a dir, A és
antisimetrica,).
(3) B és alternada si, i només si, A* = —A i les entrades diagonals

de A son zero.

DEMOSTRACIO. Anem a provar en primer lloc que B és simetrica
si, 1 només si, A és simetrica.
Suposem que B és simetrica. Tenim que A és de la forma
a1 0 Qi

A —

Am1 Qmp
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on «;; = B(e;,e;) = B(ej,e;) = aj; (ja que B és simetrica). Per tant,
A és simetrica.
Ara, suposem que A és simetrica. Siguen u,v € V', anomenem

X coordenades de u en B,
Y coordenades de v en B.

Aixi,
B(u,v) = X'AY = (X'AY)" = Y'A'X"™ = Y'AX = B(v, u).

Ara anem a veure que B és antisimetrica si, i només si, A és anti-
simetrica.

Suposem que B és antisimetrica, és a dir, que donats u,v € V es
cumpleix que B(u,v) = —B(v,u). Tenim que A és de la forma

Q1p 0 OQag
A =
(0700 I Omn

on a;; = B(e;,e;) = —B(ej,e;) = —ay; (ja que B és antisimetrica).
Per tant, A és antisimetrica.

Suposem ara que A és antisimetrica. Siga B = {ej,--- ,e,} la base
de V per a la qual A és la matriu coordenada de B en B. Siguen
u,v € V, anomenem

X coordenades de u en B,
Y coordenades de v en B.

Aleshores, tenim que
B(u,v) = X*AY = (X'AY)" = Y'A'X"™ = —Y'AX = —B(v, u).

Per 1ultim anem a veure que B és alternada si, i només si, les entrades
diagonals de la matriu A sén zero.

Suposem que B és alternada. Suposem que estem en caracteristica
diferent de 2. Pel Teorema [4.23| una forma bilineal és alternada si, i
només si, és antisimetrica. D’aquesta forma, estarem en el segon punt
i tindrem que A* = A. A més, les entrades diagonals seran nules. [

Per acabar aquesta seccié anem a presentar un algorisme que ens
permet trobar una matriu diagonal congruent a una matriu simetrica A
i relacionar el concepte de congruencia de matrius amb el de les formes
bilineals i matrius simetriques.

ProposiciO 4.27. Siga A € M, (K) una matriv simétrica amb
car(K) # 2 aleshores podem trobar una matriu diagonal congruent amb

A.
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DEMOSTRACIO. Siga A = (;;) la matriu simeétrica que ens donen
per induccié sobre n.

Sin =1, A ja és una matriu diagonal.

Suposem cert I'’enunciat per a n — 1 i anem a demostrar-ho per a
matrius de tamany n. Si

0 --- 0
A= : ERS
0 --- 0
aleshores A ja és diagonal. Per tant, alguna entrada d’A sera diferent
de 0.

En el primer pas anem a aconseguir un element no nul en la posicié
(1,1). Si aqy # 0 ja estaria. En altre cas, si oy = 0, diferenciarem dos
Casos.

Cas 1: Tenim que existeix un index 2 < ¢ < n de forma que «a;; # 0.
Ens trobem en la segiient situacio.

0 - ay Q1 0 Qg 107 AN € 75
fis—f1 . . c1é—¢;

aZl DY aZZ 0 DY all alZ DR O

Aixi, ho hem aconseguit i tenim que la matriu resultant és congruent
a l'original.

Cas 2: Tenim que per a tot 1 < 1 < n es cumplix que «;; = 0.
Com estem suposant que A # 0, existeix un index 1 < j <mambi < j
de forma que a;; # 0. Aixi, ens trobem en la segilient situacio.

0 0 i
0 o .. a . a .. o .. a .
,Zj fi=fi+f; 7 Y
: I
Qi 0 Qg 0
0 0
0 -
2aji (077
Ci:Ci—l-C]' .
Q4 0
0]

Notem que hem arribat a una situacié com la del Cas 1. A més, I'iltima
matriu és simetrica i congruent a l’original.
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En el cas que aq; # 0, vegem que

[an | - oy [011 [0 --- 0
Qo1 fi:fi_zllj fi, Ci:Ci_zﬁ a1 0

\

y
(6751 0

Aixi, ara només quedaria repetir el procés tenint en compte que la
matriu és de tamany n — 1. Podem fer operacions elementals per fila
i després per columna per a eliminar totes les entrades amb «;; i oy
amb 2 < 75 <n. OJ

Vegem ara un exemple amb una matriu simetrica sobre R que a
partir d’'una serie d’operacions per fila i columna ens proporciona la
congruencia amb una matriu diagonal.

EXEMPLE 4.28. Considerem la segiient matriu simeétrica sobre R.
0 2
2
Anem a tractar d’arribar a una matriv diagonal a partir d’operacions
per fila i per columna.

0 211 0 4
2 0]0 1 Jfa=fa=2f1 2

— OO N
O =
= =
|

Després de veure 'exemple anterior, anem a presentar una proposi-
ci6é que ens permet generalitzar-ho per a qualsevol matriu A € M, (R)
simetrica.

PropPoSICIO 4.29. Siga A € M,,(R) una matriu simétrica real, ales-
hores A és congruent a una matriu diagonal de la forma
diag(L, -+ ,1,—1,-+-,—1,0,-+-,0).
DEMOSTRACIO. Sabem per la Proposicié [4.27] que A és congruent
a una matriu diagonal de la forma
a; -+ 0
D=

0 - a,
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Raonem sobre els diferents a; per a 1 <1 < n.

e Si a; = 0, és una matriu amb una diagonal de zeros i per tant
no cal canviar res.

e Siq; > 0, dividim la fila ¢ i la columna 7 per /o; fins convertir
esta entrada en un 1.

e Si a; < 0, dividim la fila 7 i la columna i per \/—a; fins
convertir esta entrada en un —1.

Només quedaria reordenar fins a trobar una matriu diagonal
diag(1,---,1,—-1,--- ,—1,0,---,0)

congruent a la matriu original. U

3. Ortogonalitat.

Abans hem parlat d’espais duals i formes bilineals. Hem particu-
larizat aquestes formes bilineals i les hem classificades en tres tipus
diferents, simetriques, alternades i antisimetriques. Relacionat amb
aco ultim, a continuacié anem a introduir el concepte d’ortogonalitat.

DEFINICIO 4.30. Siga K un cos, siga V' un espai vectorial sobre K.
Siga B una forma bilineal en V' i siguen v,w € V' dos vectors. Direm
que v i w son ortogonals quan B(v,w) = 0 i ho denotarem perv L w.

Per a un subespai W C V' i un vector v € V' escrivim v L W quan
v Lw peratotweW.

DEFINICIO 4.31. Siga V un K-espai vectorial, B: V xV — K una
forma bilineal i siga B = {ey, - ,e,} una base de V. Direm que B és
una base ortogonal si, per a tot 1 <i,j <n,i# j, Ble;e;) =0.

Relacionada amb aquesta definicié tenim la segiient proposicio6 i el
segiient corol-lari.

PropPOSICIO 4.32. Siga V' un K-espai vectorial amb dimg (V) = n
i siga B:V xV — K una forma bilineal. Les segiients afirmacions
son equivalents

(1) B admet una matriu coordenada diagonal.
(2) V' admet una base ortogonal per a B.

DEMOSTRACIO. Suposem primer que B admet una matriu coorde-
nada diagonal, és a dir, és una matriu de la forma

ap -+ 0
D=

0 - a,
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Com que la matriu coordenada de B respecte a la base B = {ey, - ,e,}
és diagonal, tindrem que B(e;,e;) = 0 per a tot i # j. Aix{ doncs,
tindrem per definicid de base ortogonal que V' admet una base ortogonal
per a B.

Per altra banda, suposem ara que V admet una base ortogonal
per a B. Considerem la matriu coordenada D de B respecte de B.
Aquesta matriu fa correspondre el coeficient a;; amb Uentrada (e;, €;)
de la matriu per a 1 <1i,7 <n.

Com que B(e;,e;) = 0 per a i # j, tots els elements de fora de la
diagonal principal de D sén zero. Per tant, la matriu D és una matriu
diagonal. O

COROLLARI 4.33. Siga V' un K-espai vectorial amb dimg (V') =n i
siga B: V xV — K una forma bilineal. Si B és una base ortogonal
per a B, aleshores B és simétrica.

DEMOSTRACIO. Notem que la matriu coordenada de B en la base
B, que és ortogonal per a B, té la forma

a; -+ 0
D—
0 -

és a dir, la matriu coordenada de B en la base B és una matriu diagonal
per la Proposicié [4.32]1, per tant, simetrica. Aixi, pel Teorema [4.26| B
és una forma bilineal simetrica. U

EXEMPLE 4.34. En un espai bilineal (V, B), la relacid 1 pot no ser
simétm'ca/. Donats dos vectors v,w € V' podem tindre que v 1L w pero
w YL v. Es a dir, podem tindre B(v,w) =0 i B(w,v) # 0 com vegem a
continuacio.

Siga V = R2, siga la forma bilineal B cumplint que

B((z,y), (", y') = z2’ + xy’ — 2y —yy'.
Tenim que (1,0) L (1,—1) ja que
B((1,0),(1,-1))=1-1-0-0=0
pero (1,—1) £ (1,0) ja que
B((1,-1),(1,0)) =140+1—-0=2.
Per tal de conéixer les formes bilineals on v 1 w si, i només si,

w L v (és a dir, on la relacié d’ortogonalitat és simetrica), tenim el
segiient resultat.

TEOREMA 4.35. Siga (V, B) un espai vectorial bilineal. Les segiients
afirmacions son equivalents
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(1) La relacio de perpendicularitat és simétrica, és a dir, v L w
st, © només si, w L v.
(2) B és simétrica o alternada.

DEMOSTRACIO. Aquesta demostracié I’hem adaptada de la que
trobem al Teorema 1.17 al llibre [Conl].

Vegem en primer lloc que (2) implica (1).

Si B és una forma bilineal simetrica o alternada aleshores tenim
que B(v,w) = B(w,v) o B(v,w) = —B(w, v) respectivament. Per tant
B(v,w) s’anul-la si i només si B(w,v) s’anul-la.

Vegem ara I’altra implicacio.

Suposem que la relacié de perpendicularitat és simetrica. Prenem
vectors u,v,w € V. Anem a trobar una combinacié lineal av + fw tal
que (av + fw) L u. Agd és equivalent a dir que

aB(v,u) + fB(w,u) = 0. (1)
ja que B és lineal en la seua primera component. Podem aconseguir

usant « = B(w,u) i f = —B(v,u).
Considerem ara

r = B(w,u)v — B(v,u)w.

Aleshores per (I]), tenim que B(z,u) = 0. Conseqiientment B(u,z) = 0
per la relaci6é de simetria dels vectors ortogonals. Aixi, treballant amb
B(u, z) per la linealitat de B en la segona component i igualant-ho a
0, obtenim que per a tot u,v,w € V

B(w,u)B(u,v) = B(v,u)B(u,w). (2)

Ara mostrarem una forma bilineal satisfent és simetrica o alternada.
Utilitzem w = u en de la segiient forma

B(u,u)B(u,v) = B(v,u)B(u, u). (3)

Notem que B(u,u) apareix en els dos costat de . Aixi doncs, per a
tot u,v € V es cumplix que

B(u,v) # B(v,u) aleshores B(u,u) = 0. (4)

(analogament per a B(v,v) = 0).

Ara assumim que la relacié | per a B és simetrica i B no és una
forma bilineal simetrica. Provarem que B és alternada. Per hipotesi,
existixen ug, vy € V tals que

B(ug, vo) # B(vo, uo) (5)
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Des d’aci provarem que B(w,w) = 0 per a tot w € V, emprant .
Notem per i (5) que es cumplix que

B(UD,U()) = 0, B(’UD,U()) =0 (6)

Prenem ara un w € V' qualsevol. Si B(ug,w) # B(w,ug) 0 B(vg, w) #
B(w, vg) aleshores (4]) prova que B(w,w) = 0.
Per tant, per provar que B(w,w) = 0 podem assumir que

B(ug, w) = B(w, ugp), B(vy,w) = B(w, vp). (7)
En (2), prenem u = ug i v = vy. Aleshores
B(w, ug)B(ug, vo) = B(vo, ug) B(ug, w).
Per @ tenim que
B(ug, w)(B(ug, vg) — B(vg, ug)) = 0.
Ac¢o implica, per (5)) i per (7)) que

B(ugp,w) = B(w, ug) = 0. (8)
Analogament, fixant u = vg i v = ug en ens diu que per i @
B(vg, w) = B(w,vy) = 0. 9)

Per (§), B(ug, vo+w) = B(ug, vo) i B(vo+w,ug) = B(vg, ug). Aquestes
son diferents per , aleshores amb u = vy +w 1 v = ug implica
que
B(vg + w,vg +w) = 0.
Aleshores per (6) i (9), B(w,w) = 0. O
Després de demostrar aquest teorema, tenim que quan L és una

relacié simetrica en V| per a qualsevol subconjunt W de V| tenim la
seglient definicié.

DEFINICIO 4.36. Siga K un cos, siga V' un espai vectorial sobre K
1t W un subconjunt de V. Siga B una forma bilineal en V' simetrica o
alternada i siguen v,w € V dos vectors. Definim [’espat ortogonal
W+ (o complement ortogonal de W) com el conjunt

WH={veV|vLwperatotweW}
={veV]|wLluvperatotweW}.

Per av € V distint de zero, definirem vt com vt = {v' €V | v L v}.

NoTA 4.37. La notacio W+ per a un subespai W d’un espai bilineal
V' pren sentit només quan V és simetrica o alternada.
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Si un espai bilineal V' es pot expressar com a suma directa de subes-
pais W i W’ amb les condicions addicionals de que W L Wi W' 1L W
aleshores el Teorema prova que V' es comporta com la suma di-
recta ortogonal de W i W’. La majoria de descomposicions d'un espai
bilineal en suma directa de subespais no sén sumes ortogonals direc-
tes ja que els subespais poden no ser perpendiculars mutuament. Aco
ocorre en R", el qual admet moltes descomposicions en suma directa
de subespais vectorials que no sén mutuament perpendiculars com la
que veurem al segiient exemple.

TEOREMA 4.38. Siguen (Vi, By) i (Va, Bs) espais bilineals. Vegent
Vi 1 Vo com subespais de Vi @& Vy en una forma natural, temim que
By @& By restringix a B; en V; 1 tenim que els dos Vi, L Vo @ Vo L V)
son relatius a By @ By. Aquestes condicions determinen By & By com
una forma bilineal en Vi @ V5.

DEMOSTRACIO. Com que (B @ By)((v1,0), (v4,0)) = Bi(vy,v}),
tenim que (By @ By)|y, = By. Analogament vegem que (B; & Bs)l|y, =
By. Per a vy € Vi iwvy € Vy, tenim que

(Bl ) Bg)((’Ul, 0), (0, UQ)) == Bl(?]l, 0) + BQ(O, UQ) =0
1 que
(B1 @ Bs)((0,v2), (v1,0)) = B1(0,v1) + Ba(v9,0) =0

Per tant v; L vy i vy L vy en (V) @ Vo, By & Bs).
Siga By una forma bilineal qualsevol en V; & V5 tal que By
iVi LVoiVy LV relatiu a By. Aleshores

Bo((v1, v2), (v1, v3)) = Bo((v1,0), (v, 0)) + Bo((v1, 0), (0, v3))
+ Bo((0,v2), (v1,0)) + Bo((0,v2), (0, v3))
= By((v1,0), (v1,0)) + Bo((0,v2), (0, v3))
= Bi(v1,v]) + Ba(vg, v}).

de forma que By = By @ B, tal com voliem provar. O

v, = Bi

DEFINICIO 4.39. L’espai bilineal (Vi & Vo, By @ By) construit abans
s’anomena suma directa ortogonal de Vi i Vs i es denota per Vi L

Vs.

EXEMPLE 4.40. Considerem R com un espai bilineal baix el producte
escalar -.

Tenim que R L R és R? amb el producte escalar -. Si considerem
la n-suma ortogonal directa R*™ = R L --- 1 R, tindrem que aquest
equival a R™.
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4. Formes bilineals no degenerades

En aquesta seccié anem a estudiar un tipus especial de les formes
bilineals simetriques: les formes bilineals no degenerades. Definirem
aquest concepte i demostrarem una serie de propietats i resultats basics
al respecte.

DEFINICIO 4.41. Siga (V, B) un espai bilineal on B és una forma
bilineal simetrica. Direm que una forma bilineal B és no degenerada
si el nucli d’aquesta forma bilineal B és {0}y . Equivalentment podem
dir que existeiz un v € V. — {0} per al qué

B(u,v) =0 per a tot u € V si, i només si, v = 0.

En cas que el nucli d’aquesta forma bilineal B siga diferent de {0}y,
la forma bilineal sera degenerada.

Quan treballem amb formes bilineals simetriques, tenen una carac-
teritzacié senzilla en termes de la seua matriu associada. En efecte,
tenim el seglient teorema.

TEOREMA 4.42. Siga (V,B) un espai bilineal on B és una forma
bilineal simétrica. Aleshores B és no degenerada si i només si la seua
matriu associada respecte de qualsevol base és invertible.

DEMOSTRACIO. Siguen u,v € V. Les formes bilineals B(u,v) no
degenerades en un espai vectorial de dimensié finita V' ve definit per
als vectors u,v € V per la condicié

B(u,v) =0 per a tot u € V si i només si v = 0.
Siga A la matriu associada a la forma bilineal simetrica B, i siguen

X les coordenades de u en B,
Y les coordenades de v en B.

Sabem per la Proposicio que B(u,v) = X'AY. Suposem que v és
un vector en V' que satisfa B(u,v) = 0 per a tot u € V. Ago es té si,
i només si X*AY = 0 per a tot X € M,,;(K). Esta darrera equacié es té
si, 1 només si AY = 0.

Recordem que A és invertible si, i només si, I'inica solucié del siste-
ma AY =0 és Y = 0. Aixi, si A és invertible, 'equacié AY = 0 implica
que Y =0, és a dir, v =01 B és no degenerada.

Per contra, si B és no degenerada el sistema AY = 0 només té a
Y = 0 com a solucid, o el que és el mateix, A és invertible. U

Ara, anem a classificar les formes bilineals pel seu signe per tal de
relacionar-ho amb les formes bilineals degenerades i no degenerades.
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DEFINICIO 4.43. Siga (V, B) un espai bilineal. Direm que una for-
ma bilineal B és definida positiva si B(u,u) > 0 per a tot u # 0,
definida mnegativa si B(u,u) < 0 per a tot u # 0, semidefinida
positiva si B(u,u) > 0 per a tot u # 0 i semidefinida negativa si
B(u,u) <0 per a tot u # 0.

Tenim a continuacié la seglient proposicié que relaciona formes bi-
lineals degenerades i no degenerades amb la classificacié que acabem
de fer de les formes bilineals.

ProprosICIO 4.44. Siga (V, B) un espai bilineal. Es cumpliz que:

(1) Si B és una forma bilineal definida positiva o negativa alesho-
res €s no degenerada.

(2) Si B és una forma bilineal semidefinida positiva o negativa
aleshores és degenerada.

DEMOSTRACIO. Vegem el primer punt de la demostracié. Siga
u € V, siguen X les coordenades de u en B, on B és una base de
V. Per la definicié de forma bilineal definida positiva sabem que la
matriu associada A associada a la forma bilineal B és definida positiva
si X*tAX > 0.

Notem que X'AX = 0 per a tot v € V si i només si AX = 0.
En particular, AX = 0 implica que X = 0 i per tant, A és invertible.
Aix{, pel Teorema tindrem que B és no degenerada. Analogament
provariem que B és no degenerada en cas que siga definida negativa.

Anem a provar ara la segona part de la demostracio. Per la definicié
de forma bilineal semidefinida positiva sabem que la matriu A associada
a la forma bilineal B és semidefinida positiva si X*AX > 0.

Analitzem el cas en que X'AX = 0 on X # 0. Notem que implica
que AX = 0 on X # 0 i per tant, A no és invertible. Aix{ doncs, de nou,
pel Teorema tindrem que la forma bilineal B és degenerada. [



CAPiTOL 5

Relacié entre les formes bilineals i ’espai dual.

En aquest capitol anem a relacionar els dos punts principals que
hem tractat als dos anteriors capitols com sén l'espai dual i les formes
bilineals. Per fer-ho, hem de recordar i entendre una serie de conceptes
que hem tractat com son els elements de ’espai dual i I’espai bidual,
les principals propietats de les formes bilineals, aixi com el concepte de
formes bilineals no degenerades i algunes propietats basiques.

Per tal de comencar en aquest darrer capitol, definirem les segiients
aplicacions.

DEFINICIO 5.1. Siga (V, B) un espai bilineal. Siga v € V. Definim
les seguents aplicacions
B(,v): V. — K
u +— B(u,v)

B(v,-): V. — K
—  B(v,u).

IS

Presentem la segiient proposicié relacionada amb 'anterior defini-
cio.

ProposiCIO 5.2. Siga (V, B) un espai bilineal. Per a tota forma
bilineal B € Bilg (V') i per a tot v € V, B(-,v) i B(v,-) son elements
en V*.

DEMOSTRACIO. Per tal de veure que B(-,v) i B(v,-) s6n elements
en V* hem de veure que B(-,v) i B(v,-) sén aplicacions lineals. Ho
vegem per a B(v,-).

Siguen u,v,w € Vi a, f € K, tenim que

B(-,v)(au + fw) = B(au + Pw,v)
= aB(u,v) + fB(w,v)
= OéB(-, ’U)(U) + ﬂB(7 U)(w)
on la primera igualtat I'obtenim per definicié de B(-,v) i la segona
igualtat per ser B una forma bilineal. Es analeg per a B(-,v). O

51
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Després de presentar les aplicacions B(-,v) i B(v, ), anem a definir
les aplicacions Rp i Lp.

DEFINICIO 5.3. Siga (V,B) un espai bilineal. Definim Rp i Ly
com les aplicacions entre ['espai vectorial V' i el seu dual V* que fizen
elements per la dreta i per ’esquerra respectivament. Aquestes vénen
expressades de la segiient forma

Rg: V — %
v — B(,v): V — K
u +— B(u,v)

Lg: V — %
v — B(v,-): V
v

K
B

L]

(u,v)

respectivament.

Anem a veure a la segiient proposicié que les aplicacions Rg i L
son lineals.

ProprosIciO 5.4. Siga (V, B) un espai bilineal. Les aplicacions Lp
1 Rp son lineals.

DEMOSTRACIO. Siga B una forma bilineal en V. Podem veure
B(u,v) com una funcié de u amb v fixat o com una funcié de v
amb u fixat. Prenem el primer punt de vista i notem que la funcio
B(v,-): V. — K envia cada v a B(v,u). Com que donats v,v" € V
per a tot w € V es cumpleix que

B(v+ v, w) = B(v,w) + B(v', w)
aleshores,
B(U+Ul>') = B(U,-) +B(U,7')

el que equival a dir que Lg(v +v") = Lg(v) + Lg(v').

Per altra banda, siguen v, w € V isiga A € K. Com que B(Av,w) =
AB(v,w), raonant com hem fet al cas de la suma, ens quedara que
Lg(Av) = ALg(v). Aixi, hem vist que Lp és lineal.

Analogament, podem veure que Rp és una aplicacié lineal de V' a
V. O

Per tal de relacionar L amb Rp, anem a introduir la segiient propo-
sicié. Per a fer-ho, hem de recordar el concepte de 'aplicacié avaluacio
avy introduida a la Proposicié [3.15
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PRroPOSICIO 5.5. Siga (V, B) un espai bilineal i siguen Lg i Rp les
aplicacions lineals de V' en V* introduides en la Definicid [5.5 Alesho-
res

(1) L oavy = Rp.
(2) R*B ocavy = LB.

DEMOSTRACIO. Per tal de demostrar que Ljoavy = Ry és suficent
veure que coincideixen en tots els v € V.

Siga v € V, tenim per una banda que

Rp(v) = B(,v): V. — K
u +— B(u,v).
Definim L} com laplicacié
Ly: V™ — %
v +—— B(v,): V — K
v — B(u,v)
Aixi, composant-la sobre avy, ens queda que
(L oavy)(v) = L(avy(v)) = avy(v) o L.
Notem que Rp(v) = avy (v) o L si, i només si, coincideixen per a tot

u € V. Aixi, ho comprovem de la segiient forma.

(Rp(v))(u) = (B(-,0))(u) = B(u, v)

(avy(v) o Lp)(u) = avy (v)(Lp(u)) = avy (0)(B(u,-)) = B(u,v)
Aixi, hem vist que coincideixen les dues expressions i per tant hem
provat que L o avy = Rp.

El segon punt, R}; o avy = Lp, es provaria de forma analega. [

A continuacié presentem un teorema que relaciona la matriu coor-

denada de B en una base B = {ej,--- ,e,} de V ila matriu coordenada
de Rp de B a B*.

TEOREMA 5.6. Siga (V, B) un espai bilineal. Siga B = {e1,--- ,e,}
una base de V. Anomenem

A matriu coordenada de B en B,
B matriu coordenada de Rg de B a B*.

Aleshores A = B.

DEMOSTRACIO. Recordem que

Rg: V. — Vv
v — B(.v): V
u
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és aplicacio lineal.

Considerem la matriu coordenada de Rp de B a B* que ve donada
per
B(ei,er) -+ Bler,en)
B= f f
B<€n7€1) B(en7en)
on la columna 7 representa les coordenades de Rp(e;) en B*.

Representem 1'aplicacié Rg(e;) com:

RB(ei) Vo — K
u +— B(u,e;)

Si el vector u es pot expressar com a combinacio lineal dels elements

de la base B ={ey, - ,e,} com

U= Aey+ -+ \pen
aleshores podrem expressar B(u, ;) com
B(u,e;) = B(Aep + -+ + Apen, €)
= M B(e1,e)+ -+ A\ Blen, €)
= Bley,e;)ef(u) + - -+ Bley,, e;)er (u)
= (B(e1,e)e] + -+ + Blen, €:)es ) (u).
Aixi, acabem de veure que la matriu per a Rp és la matriu (B(e;, €))

ja que coincideixen columna a columna. 0

NoTA 5.7. El fet de que la matriu assoctada a B siga la matriu per
a Rp en lloc de la matriu per a Lg esta relacionat en el fet de que per
convencid treballem amb les formes bilineals usant ’expresic X*AY en
lloc de Y*AX. Si utilitzarem la darrera convencid, aleshores la matriu
associada a B seria la matriu per a Lp.

COROLLARI 5.8. Siga (V, B) un espai bilineal. Les segiients afir-
macions son equivalents.

(1) Pera alguna base B = {eq,--- ,e,} de V', la matriu coordenada
de B en B és invertible.
(2) Rp és un isomorfisme.

1. Formes bilineals no degenerades i 1’espai dual.

En esta seccié utilitzarem les aplicacions L i Rp definides anteri-
orment per a caracteritzar la forma bilineal B quan és no degenerada.
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Per fer-ho, presentarem en primer lloc el segiient teorema. Aquest te-
orema ens dona una condicié en les formes bilineals que correspon a la
invertibilitat de les representacions matricials.

TEOREMA 5.9. Siga (V, B) un espai bilineal. Les segiients afirma-
ctons son equivalents:

(1) Per a alguna base B ={e1,--- ,e,} de V, la matriu (B(e;, €;))
és tnvertible.

(2) Si B(v,v") =0 per a tot v' € B, aleshores v = 0.

(3) Tot element de V* té la forma B(v,-) per a algun v € V.

(4) Tot element de V* té la forma B(v,-) per a un inicv € V.

Quan aco ocorre, tota representacio matricial de la forma bilineal B és
invertible.

DEMOSTRACIO. En primer lloc anem a veure que (1) implica (2).
La matriu (B(e;,€;)) és la matriu coordenada de Rp de B a B*. Pel
Teorema [5.6] si (B(e;,e;)) és invertible, aleshores Rp és isomorfisme.
Recordem que Rp venia definit com

Rg: V. — Vv
v — B(,v): V — K
u +— B(u,v)

Per la Proposicié sabem que Rj o avy = Lp i com pel Corol-lari
.8 Rp és un isomorfisme, aleshores Lp també ho és. Recordem que
I’aplicacié Lp venia donada per ’expressié

Lg: V — %
v — B(v,): V — K
v — B(u,v)

Les funcions B(v,-) en V* sén els valors de Lg: V' — V*, per tant,
tindrem que si per a tot u € V', B(v,u) = 0, el qual vol dir que

v € Ker(Lg) = {0}

ja que Lpg és un isomorfisme.

Ara anem a veure la implicacié de (2) a (3). La propietat en (2) ens
diu que Lg és injectiva ja que ens diu que Ker(Lg) = {0}. Com que
Lp: V — V* i dimg(V) = dimg(V*), aleshores Lp és sobrejectiva, és
a dir, tot element de V* t¢ la forma Lpg(v) per a algun v € V.

Ara vegem la implicacié (3) a (4). El punt (3) ens diu que Lp és
sobrejectiva. Com Lg: V' — V* i dimg (V) = dimg(V*), trobem que
L és bijectiva, és a dir, tot element de V* s’escriu de forma tinica com
a Lp(v) peraunveV.
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Per ultim vegem la implicacié (4) a (1). El punt (4) ens diu que
Lp és bijectiva. Per tant L} = Rp és bijectiva. Com Rp és bijectiva
la matriu coordenada de Rp de B a B* és una matriu invertible. Pel
Teorema |5.6| esta matriu coincideix en la matriu (B(e;, e;)). O

NoTA 5.10. Siga (V, B) un espai bilineal. Si B té una matriu coor-
denada invertible, totes les matrius coordenades de B son invertibles.
Notem que si

A és la matriu coordenada de B en l§'
C és la matriu coordenada de B en B

existeir una P € GL,(K) tal que A = P*CP.
D’esta relacio si C és invertible aleshores A també ja que

Al = [P*CP| = [P]*|C| # 0.

Per 1ltim, anem a presentar un teorema que relaciona la dimensié
d'un subespai W < V i el seu subespai ortogonal W+ amb les formes
bilineals no degenerades. Notem que la primera part del teorema carac-
teritza els subespais d'un espai bilineal simetric o alternat no degenerat,
és a dir, els subespais que tan sols intersecten en el conjunt {0}. El
segon punt és una conseqiiencia del primer punt sobre les dimensions
dels subespais.

TEOREMA 5.11. Siga (V,B) un espai bilineal simétric o alternat.
Es cumpliz que

(1) Per a un subespai W <V, les segiients afirmacions son equi-
valents.

(a) W és no degenerat per a la forma bilineal B|y-.
(b)) Wnwt = {o}.
() V=WaWw

(2) Si V no és degenerat, aleshores dimyg (W) + dimg(W+) =
dimg (V) « (WH)L =W,

DEMOSTRACIO. Anem a provar el punt (1). Provem la implicacié
(a) a (b) en primer lloc.

Suposem que W no és degenerat per a Bly2. Per a veure que
W N W+ = {0}, és suficient comprovar que W N W+ C {0}. Siga
z € W N W+, aleshores, per a tot w € W es té que B(z,w) = 0 ja
que w € Wiz W+ perd com z € W i la forma no és degenerada en
Blwe=, es té que z = 0.

Ara vegem la implicacié (b) a (c¢). Com W N W+ = {0}, per a
comprovar que V = W ® W és suficient comprovar que V = W + W+,
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En esta igualtat sera suficient comprovar que V.C W+W+. Sigav € V,
I’aplicacié
Lg: W —» W
w +— B(w,)|w

té nucli Ker(Lg) = W N W+ = {0}, per tant Lp és injectiva. A més,
com dimg (W) = dimg (W*) es té que Lp és bijectiva. Aixi, 'aplicacid
B(v,)|w ha de tindre la forma B(w, -)|y per algun w € W. D’aquesta
forma, per a tot w’ € W es té que B(v,w') = B(w,w'), d’on B(v —
w,w') = 0 per a tot w’ € W. Concloem que v —w € W+ i per tant
v=w+@w—-—w)onweWiv—weWH,

Ara, anem a provar la implicacié (c) a (a). Tenim que V = WaWL.
Deduim que WNW+ = {0}, és a dir, aplicacié Lp no és injectiva quan
la restringim a W. Per tant, B|y no és degenerada.

Anem a veure ara el punt (2).

Considerem ’aplicacié

n: vV — W
v — B(v,)|lw
n és la composicié n = restr” o L on

LBI V — V*
v — B(v,-)

restt . V¢ — WX
g > glw-
Tenim que Lp és un isomorfisme perque la forma no és degenerada.
Falta veure que la restriccié és lineal i sobrejectiva.
Anem a veure ara que Ker(n) = W+.

Ker(n) = {v eV |n(v) = 0}
={veV|B,-)|w=0}
={veV|peratot weW B(v, )|w(w)=0(w)}
={veV|peratot weW B(v,w)=0w)=0}
={veV | peratot weW B(v,w)=0}
=Wt
Pel Primer Teorema d’Isomorfia,

V/Ker(n) = Im(n)

~—

és a dir, V/W+ = W*. Prenent dimensions tenim que

dimy (V/W+) = dimg (V) — dimg (W) = dimg(W*) = dimg (W).
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Aixi, reordenant tindrem demostrada la primera part del punt (2) ja
que
dimg (V) = dimg (W) + dimg (W).

Ara veurem la segona part del punt (2). Volem veure que (W+)+ =
W. Vegem primer la inclusi6 W C (W+)+.

SiweWize Wt Bw,z) =0 aleshores w € (W), A més,
per una banda tenim que

dimg (V) = dimg (W) + dimg ((W+)+)
i per altra banda
dimg (V) = dimg (W) + dimg (W).
Aixi,
dimg (W) = dimg (WH)1).

Per tant, (W1)+ = W tal com volfem provar. O



CAPiTOL 6

Conclusions

En aquest projecte el principal objectiu ha consistit en comprendre
el concepte de formes bilineals, desenvolupar-lo, caracteritzar-lo aixi
com classificar-lo de diferents modes. Aixi com també ens ha valgut
per a treballar en els diferents elements de I’espai dual i relacionar els
dos conceptes.

En particular, al capitol dels preliminars hem definit una serie de
conceptes previs ja coneguts pel lector com puguen ser el de matriu i
les seues principals propietats, el d’espai vectorial, subespai vectorial
i base d’un espai vectorial, les coordenades d'un vector v respecte la
base B i els homomorfismes, aixi com la classificacié d’aquests, incidint
sobretot en els isomorfismes.

Al Capitol 3 en la primera seccié hem definit que és 'espai dual,
hem definit i demostrat les propietats dels seus principals elements com
puguen ser la base dual de V* associada a la base B, I'aplicacié dual
d’una aplicacio lineal. En la segona seccié hem presentat 1’espai bidual
i hem presentat una serie de resultats que ens han servit per relacionar
I’espai dual amb les formes bilineals al darrer capitol, com puga ser el
concepte de 'aplicacié avaluacio.

Al llarg del Capitol 4 hem treballat amb el concepte al voltant del
qual se centra aquest projecte: les formes bilineals. Hem comencat
definint-les, presentant I’espai bilineal, mencionant una série de propi-
etats basiques al respecte i donant alguns exemples. Posteriorment hem
caracteritzat la representacié matricial de les formes bilineals donant
una forma compacta d’expressar una forma bilineal B.

Després de donar una serie de resultats que relacionen matrius i
formes bilineals, hem definit i caracteritzat el concepte de matrius con-
gruents, relacionant-lo de nou amb les formes bilineals.

A la segiient seccié hem classificat les formes bilineals en simetriques,
antisimetriques i alternades, donant alguns exemples i presentant una
serie de resultats que relacionen les matrius simetriques i antisimetriques
amb les corresponents formes bilineals. En aquesta mateixa seccié, hem
definit el concepte d’ortogonalitat entre vectors, aixi com el de base or-
togonal i el d’espai ortogonal W+,
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A la darrera seccié d’aquest capitol, hem fet una classificacié de les
formes bilineals en degenerades i no degenerades i posteriorment hem
relacionat aquestes mateixes formes amb les formes bilineals definides
positives o negatives i semidefinides positives o negatives mitjancant la
Proposicio |4.44]

Al Capitol 5 hem relacionat aquests dos darrers conceptes: les for-
mes bilineals i ’espai dual. Per fer-ho, hem definit primerament les
aplicacions B(-,v) i B(v, ) i les aplicacions que fixen elements a la dre-
ta i 'esquerra, Rp i Lp, les quals han tingut una vital importancia
durant el desenvolupament d’aquest capitol. Hem provat que Rp i Lg
son lineals, les hem relacionat entre si mitjangant la composicié d’apli-
cacions en la Proposicié [5.5| i també hem relacionat amb les matrius
coordenades d’una forma bilineal B respecte la base B i ’aplicacio Rp
de B a B*.

Per 1ltim, hem relacionat les formes bilineals no degenerades amb
I’espai dual mitjangant les aplicacions Rp i Ly amb una serie de re-
sultats que ens han portat a veure que si un espai bilineal és simetric,
alternat i no degenerat, i quan V es pot descomposar com la suma
directa dels subespais W i W+.
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