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CAPITOL 1

Introduccio

1. Resum

La teoria de llenguatges formals i automats finits té un paper fona-
mental al camp de les ciencies de la computacié. Aquesta disciplina es
centra a comprendre els limits i capacitats dels sistemes de computa-
ci6. Tradicionalment s’han emprat per aquest estudi automats finits,
que son models abstractes de maquines capaces de reconeixer i generar
llenguatges formals.

Per introduir i comencar a entendre aquesta materia cal referir-
se a les contribucions d’Alan Turing i Noam Chomsky. El primer és
considerat el pare de la ciencia de la computacio i va crear el tan
popular concepte de maquina de Turing als anys 30. El seu paper va
ser fonamental per establir la base teorica de la computacié. El segon va
introduir el concepte de gramatica formal als anys 50 per tal d’establir
una classificacié que distingeix, en ordre de menys a més complexe, els
llenguatges formals segons el nom de la gramatica que els genera, entre:

e Llenguatges regulars, reconeguts per automats d’estat finit.

e Llenguatges lliures de context, reconeguts per automats de
pila.

e Llenguatges sensibles al context, reconeguts per maquines de
Turing amb cinta finita.

e Llenguatges recursivament enumerables, reconeguts per una
maquina de Turing.

Aquesta contribucié va ser crucial per comprendre 'estructura dels
llenguatges naturals i formals estudiant les seues gramatiques genera-
tives.

La introducci6 del concepte d’automat va permetre aplicar aquestos
coneiximents al disseny de compiladors, verificacié de sistemes i solucié
de problemes amb intelligencia artificial. No obstant aix0, a mesura
que avancava la investigacié, van sorgir noves perspectives com la que
presentem en aquest treball, 'algebraica. Aquesta pretén fer us de
conceptes i tecniques algebraiques per analitzar i manipular llenguat-
ges regulars. Podem destacar les contribucions de Jacques Sakarovitch
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4 1. INTRODUCCIO

[Sakarovitch, 2015] i Jean-Eric Pin [Pin, 2010]. El primer va desenvo-
lupar I'algebra de les expressions regulars i la seua aplicacio a 1’analisi
dels llenguatges regulars, el que va permetre crear algorismes eficients
per al processament de llenguatges regulars. Va demostrar que les ex-
pressions regulars i els automats finits sén equivalents en termes de
representacid i capacitat de reconeixement de llenguatges regulars. El
segon, i curiosament més important perque déna peu a aquest tre-
ball, desenvolupa la teoria de les algebres de llenguatges, demostrant
que els llenguatges regulars es poden representar mitjancant algebres
de llenguatges finits. Aquesta representacio algebraica permet I'estudi
sistematic i estructurat dels llenguatges regulars, aixi com 'analisi de
les propietats i operacions associades a ells.

En el present treball ens centrem en els llenguatges regulars, que ser-
veixen per descriure patrons senzills i s’empren amplament en 1’analisi
lexic de compiladors, expressions regulars, protocols de comunicaci6 i
molts altres contexts. Presentem una metodologia de reconeixement
de llenguatges regulars mitjancant monoides que substitueix a la teo-
ria tradicional d’automats finits. La importancia d’aquesta perspectiva
radica en la seua capacitat per a simplificar i generalitzar el procés de
reconeiximent de llenguatges regulars. L’is de la teoria de monoides
no només ens permet tindre una perspectiva més clara des del punt de
vista matematic dels llenguatges regulars, siné que també podem tras-
lladar les nocions d’ordre entre les estructures algebraiques a l’ambit
dels llenguatges regulars i estudiar les relacions entre llenguatges. Aixi
i tot, el que possiblement és el més interessant d’aquesta proposta és
I'oportunitat d’entendre els llenguatges regulars estalviant-se la llar-
ga i, en ocasions, tediosa presentacio de la teoria d’automats gracies
a I'equivalencia que provarem entre reconeixement per automats i per
monoides.

L’estructura sera la segiient. A la Seccié [2] establim la base teorica.
Al Capitol [2] desenvolupem la teoria de monoides, a la Seccid [1] es
presenten les definicions necessaries, a la Secci6 [2| estudiem el monoide
lliure que apareix a la part de reconeixibilitat, a la Seccio |3| ampliem la
teoria de monoides adrecada a submonides, a la Secci6 [4] estudiem les
congruencies, a la Secci6 |5 enunciem el Primer Teorema d’Isomorfisme
de monoides que ens serveix per a estudiar les congruencies d’index
finit a la Seccié [6]1 els llenguatges saturats a la Seccié[7] Finalment, al
Capitol [3|introduim la nocié de reconeixibilitat que necessita la base
teorica definida a la Seccid [T}, és presentada des de la perspectiva dels
monoides a la Seccié [2] i la perspectiva dels automats i el resultat de
I'equivaléncia apareix a la Secci6 [3]
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2. Preliminars

Establim la notacié basica emprada en aquest treball i alguna pro-
posicié que antecedeix als continguts a que s’ajusta el treball.
Comencem amb els ordinals que seran emprats en les enumeracions.

DEFINICIO 1.1 (Ordinal). Direm que a és un ordinal si és un con-
gunt transitiu que esta ben ordenat segons €, és a dir, o« = {5 | B € a}.
El primer ordinal transfinit sera denotat N, el conjunt dels nombres
naturals. Emprant la construccid conjuntista dels naturals tenim 0 = ()
iperan €N, n={0,...,n—1}, de manera que n +1 = nU {n}.
Podem definir la suma de naturals de manera recursiva amb les nocions
plantejades:

+: NxN — N
(m,n) »—>{

m n = 0.
(m+k)+1 n=k+1.

2.1. Aplicacions i noms destacables. En aquesta subseccio po-
sem nom i notacié a diferents elements involucrats amb les aplicacions.

DEFINICIO 1.2 (Sub(A)). Siga A un conjunt, Sub(A) denota la
familia de subconjunts d’A. Formalment,
Sub(A) ={X | X C A}.

DEFINICIO 1.3 (Fnc(A, B)). Siguen A @ B conjunts. Una funcid
d’A en B és una relacio F C A x B que satisfa que, per a tot a € A,
existeir un unic b € B tal que (a,b) € F. Denotem per Fnc(A, B) al
conjunt de totes les funcions d’A en B.

DEFINICIO 1.4 (Hom(A, B)). Siguen A i B conjunts. Una aplicacid
d’A en B és una tripleta f = (A, F, B), també denotada f: A — B,
en qué F' és una funcid d’A en B. Denotem per Hom(A, B) al conjunt
de totes les aplicacions d’A en B. Aixi,

Hom(A, B) = {A} x Fnc(A, B) x {B}.
En el cas que A = B, escrivim End(A) en comptes d'Hom(A, A).

DEFINICIO 1.5 (Identitat). Siga A un conjunt, denotem per ida
Uaplicacio en End(A) tal que
idA: A — A
a — a
Aquesta aplicacio es diu identitat en A.

Anem a introduir a continuacié les nocions d’imatge directa i d’i-
matge inversa d'una aplicacio.
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DEFINICIO 1.6 (Imatge directa). Siguen A i B conjunts, donada
f: A — B aplicacio d’A en B, aleshores la imatge directa de f és
laplicacio
fl]: Sub(A) — Sub(B)
X — {f(z) e B|z e X}.
Notem que si X C A, x € X, aleshores f(z) € B. Aizi f[X] C B i
Uaplicacio tmatge directa esta ben definida.

DEFINICIO 1.7 (Imatge inversa). Siguen A i B conjunts, donada
f+ A — B aplicacio d’A en B, aleshores la imatge inversa de f és
laplicacio

f7Y]: Sub(B) — Sub(A)
Y — {a€ Al f(a) €Y}
En aquest cas esta ben definida per la propia definicio de f.

Els segiients dos conjunts que apareixen sén importants per a la
teoria de monoides que presentarem en el seglient capitol.

DEFINICIO 1.8 (Conjunt imatge). Siguen A i B conjunts, donada
f:+ A — B aplicacio d’A en B, aleshores el conjunt imatge de f és el
conjunt format per les imatges per f dels elements d’A. El denotem

Im(f) = flA] = {f(z) € B|x € A}.

DEFINICIO 1.9 (Nucli de Paplicacid). Siguen A i B conjunts, do-
nada f: A — B aplicacio d’A en B, aleshores el nucli de f és el
conjunt de parelles d’elements d’A que tenen la mateiza imatge per f.
El denotem

Ker(f) = {(a,a’) € Ax A f(a) = f(a')}.
DEFINICIO 1.10 (Injeccié canonica). Siga A un conjunt i X C A,
la injeccio canonica de X en A és l'aplicacio
ing: X — A
r —> .

De manera que la restriccid d’una aplicacio f, que tinga domini A, a
X és f Ix= foiny.

2.2. Relacions binaries. Continuem construint la nostra teoria
ara centrant-nos en les relacions definides sobre elements d’un conjunt
i els objectes matematics que se’n deriven.

DEFINICIO 1.11 (Relaci6 binaria). Siga A un conjunt, una relacid
binaria, ®, en A és un subconjunt del producte cartesia Ax A. Es a dir,
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& C Ax A. En aquest cas, si (v,y) € ® direm que x esta ®-relacionat
amb y. Aquest fet també pot denotar-se per x®y.

DEFINICIO 1.12 (Relacié binaria d’equivalencia). Siga A un con-
junt, una relacio binaria en A, ®, és d’equivalencia si satisfa les segiients
propietats:

e Reflexiva: Tot x € A esta ®-relacionat amb si mateix. Es a
dir, per a tot x € A, xPx.

e Simetrica: Siguen x,y € A, x esta ®-relacionat amb y si, i
només si, y esta ®-relacionat amb x. Es a dir, per a tots
x,y € A, si 2Py, aleshores ydzx.

o Transitiva: Per a qualssevol x,y,z € A, que x 1y, y i 2 esti-
guen P-relacionats implica que x 1 z també ho estiguen. Per
a tots x,y,z € A, si xPy, yPz aleshores xPz.

Denotem per Equiv(A) al conjunt de les relacions binaries d’equivaléncia
en A.

DEFINICIO 1.13 (Refinament). Siga A un conjunt, donades dues
relacions binaries d’equivaléncia en A, ® 1 W, direm que W és un refi-
nament de ® si esta continguda en aquesta, és a dir, si ¥ C P.

ProposiciO 1.14 (Equiv(A) és tancat per a interseccions). Siga A
un conjunt, donades dues relacions binaries d’equivaléncia en A, ® i
U, aleshores ® NV és relacio d’equivaléncia i és refinamente de ® 1 V.

DEMOSTRACIO. En primer lloc observem que ¥ N ® C &, ¥. Ja
que els elements satisfan (a,b) € ® N ¥ si, i només si, (a,b) € i
també (a,b) € ¥. Vegem que la interseccié és també relacié binaria
d’equivalencia verificant que compleix les tres propietats de la definicié.
Com ¢, ¥ satisfan aquestes propietats, per tots z,y, z € A,

(1) Tant (z,z) € ® com (x,z) € ¥, per tant (z,z) € & N V.
Equivalentment, ® N ¥ compleix la reflexivitat.
(2) Tan per ® com per ¥, que x estiga relacionat amb y succeix,
si, 1 només si, y relacionat amb z. Aixi, (z,y) € PNV si, i
nomsés si, (y,z) € ® N W. Del qual es deriva la simetria de
dN .
(3) Les dues relacions, ® i U, verifiquen que si contenen a (z,y)
i (y,z), necessariament també contenen a (z,z). Per aquest
motiu, si (z,y), (y,z) € ®NY, aleshores (z,2) € PNV. Queda
demostrat que & N ¥ satisfa la propietat transitiva.
Com queda provat que ® N ¥ pertany a Equiv(A) i a més esta conti-
guda tant a & com a ¥, hem demostrat que és refinament d’aquestes
relacions. 0



8 1. INTRODUCCIO

Gracies a les relacions d’equivalencia en un conjunt podem agrupar
els elements en classes que constitueixen una particié del conjunt.

DEFINICIO 1.15 (Classe). Siga A un conjunt i ® € Equiv(A), per a
cada v € A, la ®-classe d’equivaléncia de x és el conjunt dels elements
d’A que estan P-relacionats amb x. Es a dir,

[7]e = {y € A| 2Py}

PRroPOsICIO 1.16 (Propietat de les classes d’equivalencia). Siga A
un congunt, ® € Equiv(A), per a tots x,y € A es compleix

y € [x]e si, i només si, [x]e = [yle si, i només si, [x]e N [yle # 0.

DEMOSTRACIO. Seguint la definicié de classe d’equivaléncia, tenim
que y € [x]e si, 1 només si, xPy. Al mateix temps, per tot z € A tal
que z € [z]p, com 2Pz i O és transitiva, yPz i aixi z € [y|ls. Acabem
de vore que y € [z]¢ si, i només si, [z]o = [y]e.

Per una altra banda, [x]e N [y]e # 0 equival a qué existeix un z que
pertany a aquesta interseccié. Per definicié z®x i 2®y. Finalment, per
la transitivitat de ®, x®y, el qual acabem de provar que equival tant
ay € [r]e com a [r]e = [y]e-

Hem demostrat la triple equivalencia que satisfan les classes d’equi-
valencia. O

Pel fet que les classes siguen disjuntes, podem descomposar A com
unio de les seues classes, on cadascuna es pot representar agafant com
a representant qualsevol element de la classe.

DEFINICIO 1.17 (Conjunt quocient). Siga A un conjunt, donada
® € Equiv(A) podem construir el quocient de ® sobre A com el conjunt
de les classes d’equivaléncia que defineix ® en A. Es denota

AP ={[z]e | x € A}.
DEFINICIO 1.18 (Projeccid). Siga A un conjunt, donada una relacid
® € Equiv(A), la projeccié d’A mitjanc¢ant ® és laplicacio
prg: A — A/D
r — [7]e.
A partir d’aquest moment, tenim definida la base de la teoria de

conjunts que necessitem al nostre univers matematic. Doncs, seguim
amb conceptes més especifics que ocupen l'interés d’aquest treball.

DEFINICIO 1.19 (Transversal). Siga A un conjunt i ® € Equiv(A),
un transversal de ® és un subconjunt d’A, T € Sub(A), que conté un
i només un representant de cada ®-classe en A. Es a dir, per a tot
x € A existeix un unic y € T tal que y € [r]e.
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NoTA 1.20. En general, el concepte de transversal en ® no és unic,
ja que es podrien formar diferents transversals triant diferents repre-
sentants de les ®-classes. Per exemple, donada la congrueéncia modul
2 en Z, tant Ty = {0,1} com Ty = {2,3} son transversals.

DEFINICIO 1.21 (Saturat). Siga A un conjunt i ® € Equiv(A), un
subconjunt X € Sub(A) direm que esta ®-saturat si per tot x € X i
per a tot y € A, si x®y, aleshores y € X.

Podem vore que un conjunt saturat és necessariament unié de clas-
ses d’equivalencia.

Proposic1O 1.22 (Caracteritzacié de la saturacié). Siga A un con-
gunt, X € Sub(A) i ® € Equiv(A). X esta ®-saturat si, i només si, X
és unio de ®-classes d’equivaléncia. De fet, si, i només si,

X = J[]s.

zeX

DEMOSTRACIO. Si X és ®-saturat, donat x € X, per atot y € [z]s,
y € X. Aleshores [z]e C X per tot € X. Per tant, |, y[z]e C
Com per definicié X C |, ¢[7]e, arribem a que X = |,y [7]e.
Per altra banda, si X = (J,.y[7]s, per tot z € X tenim [7]q
Aleshores, per tot x € X i per a tot y € A, si 2Py aleshores y € [z]q i
llavors y € X. U

DEFINICIO 1.23 (Saturacié). Siga A un conjunt, X € Sub(A) i
¢ € Equiv(A), definim la ®-saturacid de X com

X]* = | lela-

zeX

PRrROPOSICIO 1.24. Siga A un conjunt, X € Sub(A) i ® € Equiv(A),
la ®-saturacio de X és el menor subconjunt saturat d’A que conté a X.
En aquest sentit, X esta ®-saturat si, i només si, X = [X]®.

DEMOSTRACIO. A la Proposicié vam vore que X és P-saturat
si, 1 només si, X = (J,cx[*]e. Seguint la definicié de saturaci6 ja
tenim provat que X és ®-saturat si, i només si, [X]|® = X. Pel fet que
® satisfa la propietat reflexiva, per tot x € X tenim que xPx. Aixi
7 € [z]ei X C [X]®. Vegem ara que [X]?® és el menor subconjunt que és
$-saturat i conté a X. Suposem que Y € Sub(A) i esta $-saturat, és a
dir, Y = U, ey [y]e. SI X CY, (X]* = U,exlz]o C Uyerltle =Y. O

CoOROLLARI 1.25 (Idempotencia de la saturacid). Siga A un con-
gunt, X € Sub(A) i & € Equiv(A), loperacié de ®-saturacio és una
operacid idempotent, és a dir, [[X]*]* = [X]?®.
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DEMOSTRACIO. Com [X]® estd ®-saturat, per la proposicié ante-
rior [[X]®]? és exactament [X]%. O

A continuacid, observarem una proposicié que permet caracterit-
zar la inclusio entre dues relacions d’equivaléncia sobre A. Vorem si
una relacié és refinament de 'altra comparant la saturacié mitjangant
aquestes de cada subconjunt d’A.

PRrOPOSICIO 1.26. Siga A un conjunt i ®,¥ € Equiv(A) aleshores
O és un refinament de U si, i només si, per a tot X € Sub(A)

1X]")° = [x]".

DEMOSTRACIO. Primer fem la demostracié de la implicacié d’es-
querra a dreta. Suposem ® C ¥ i X € Sub(4). Que [X]¥ C [[X]¥]* es
deriva de la propia definicié d’operador de saturacié, doncs el ®-saturat
de [X]¥ és el menor subconjunt d’A que conté a [X]Y. Basta provar

[X]¥]* < [X]*.

Donat a € [[X]¥]*, existeix un b € [X]¥ tal que a € [b]p. Per definicié
existeix zp € X tal que (b,zo) € V. Tenim (a,b) € &1 & C U, llavors
(a,b) € W. Per la transitivitat de ¥, (a,z9) € W. De manera que
a € [xgly i 2o € X, que implica a € [X]Y.

Per a la implicacié de dreta a esquerra, suposem que X € Sub(A)
satisfa que la ®-saturacié de [X]¥ és exactament ell mateix, [X]Y. Pro-
varem emprant reduccié a I’absurd, suposant ® € . Aixo implica que
existeix (a,b) € A x A tal que (a,b) € i (a,b) € U. Es a dir b € [ae
pero b ¢ [a]y.

Considerem el cas de {a} € Sub(A). Per una banda, b ¢ [{a}]",

doncs
{a}]" = [a]w.
Per una altra banda
{a}"1® = | [z]s.
z€lalw
Com a € [a]y i b € [a], aleshores b € [[{a}]¥]®. Aix{ doncs,
[{a}]"1* # [{a}])",

el qual contradiu la nostra hipotesi. Es a dir, assumint ’antecedent
i negant el conseqiient arribem a una contradiccié. La implicacid és
llavors certa. 0

La segiient proposicié permet entendre millor I'accié de saturar sub-
conjunts d’A. En aquest cas, centrant-nos en 'operacié d’interseccié.
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PRroPOSICIO 1.27. Siga A un conjunt 1 ®,¥ € Equiv(A) aleshores
se satisfa que, per a qualsevol X € Sub(A),
X]PY € [x]? N [x]*.
DEMOSTRACIO. Notem que per a X € Sub(A) es té que
(X% = [2]anw.
rzeX

Siga y € [X]®"Y, aleshores existeix x € X tal que y € [z]pnw-
Notem que
[Ty = {2z € X | (x,2) e DNV}
={ze X |(x,2) € D, (x,2) € ¥}
={zeX|(x,2) ed}n{ze€ X | (z,2) € ¥V}
Aixi, siy € [X]*™Y hem vist que existeix un z € X tal que y € [z]s
iy € [z]y. Per tant y € [X]® iy € [X]Y. Aleshores, y € [X]® N [X]Y.
Es a dir, [X]*"Y C [X]* N [X]Y. O

En canvi, el reciproc de la Proposicié no té per que ser cert.

EXEMPLE 1.28. FEl reciproc de la Proposicio no té per que ser
cert. Sobre Z considerem les congruencies modul 5 i 7, denotades res-
pectivament per ® 1 V. Denotem A = 7 i triem X = {0,2,5}. Per a
denotar la classe dels elements que son congruents a x modul n empra-
rem la notacid [z],.

Per una banda:

[X]® = [0]5 U [2]5.
[(X]Y = [0]7 U[2)7 U [5]7.

Per l’altra banda, com que mcd(5,7) = 1, la relacic ® NV és la con-
gruencia modul 35 sobre 7. A més

[X]* = [0]35 U [2]35 U [5]35.

Notem que 7 ¢ [X]*"Y pero 7 € [ ](b [ ]‘I’ ja que 7T =2 mod 5 i
7=0 mod 7. Per tant, [X]*" ¢ [X

2.3. Relacions d’ordre i éllgebres booleanes. Les congruencies
a les seccions M i[6li la saturacié a la secci6 [ seran estudiades des de
les relacions d’ordre i I'algebra booleana, aixi que han de ser definides.
Ho fem a continuacié.
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DEFINICIO 1.29 (Ordre parcial). Siga < una relacid binaria de-
finida en un conjunt P. Direm que < és un ordre parcial si donats
a,b,c € P es compleizen les sequents propietats:

o Reflexiva, és a dir, a < a.
e Antisimeétrica, és a dir, sia < b ib < a aleshores a = b.
e Transitiva, és a dir, si a < b 1 b < ¢ aleshores a < c.

En aquest cas direm que (P, <) és un conjunt parcialment ordenat.

El segiient exemple ens dona claredat sobre una estructura d’ordre
senzilla amb que estem acostumats a treballar.

EXEMPLE 1.30. Donat un conjunt A, el conjunt de subconjunts amb
amb la relacid d’inclusid és un ordre parcial (Sub(A), C). Notem que
tot conjunt X € Sub(A) satisfa X C X, aizi que la relacid és reflexiva.
També, donats X,Y € Sub(A) tals que X CY 1Y C X, aleshores
deduim que X =Y 1 la relacio és antisimetrica. Per ultim, que els
elements X,Y,Z € Sub(A) satisfacen X C Y)Y C Z implica que
X C Z. Amb aizo vegem que la relacio C és transitiva i concloem la
prova.

Definim ara els elements destacables d’un ordre parcial.

DEFINICIO 1.31. Donat un conjunt parcialment ordenat (P, <) i un
subcongunt qualsevol X € Sub(P). Una fita superior de X en P és
qualsevol element p € P tal que, per a tot x € X, x < p. Analogament,
una fita inferior de X en P és qualsevol element p € P tal que, per a
tot x € X, p <x. Definim el suprem de X en P, denotat per \|] X, si
existeiz, com la menor de les fites superiors de X en P. Analogament,
definim N\ X, Uinfim de X en P, si existeix, com la magjor de les fites
inferiors de X en P.

NotA 1.32. Quan estudiem un subconjunt X = {x,y} d’un ordre
parcial (P, <), per simplificar la notaciéo emprarem x\Vy en lloc de \| X
per a referir-nos al suprem de X, que és el de x i y. Analogament,
emprarem x Ay en lloc de \ X per a referir-nos a Uinfim de X, que
éseldexiy.

DEFINICIO 1.33. Donat un conjunt parcialment ordenat (P, <) i
un subconjunt X C P, el minim de X en P, si existeix, és [’element
p € X que verifica p < x per a tot x € X i el denotem per min(X).
Analogament, el mazim de X en P, si existeix, és [’element p € X que
verifica x < p per a tot x € X i el denotem per max(X).

DEFINICIO 1.34 (Filtre). Donat un conjunt (P, <) parcialment or-
denat, un filtre de P és un subconjunt F' € Sub(P) que satisfa
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(1) No ha de ser buit, F # ().

(2) Conté totes les fites superiors dels elements que conté, és a
dir, si x € F iy € P satisfa x <y, aleshores y € F.

(3) Conté linfim de qualssevol dos elements seus. Donats dos
elements x,y € F, aleshores x Ny € F.

Per 1ltim, definim unes estructures d’ordre parcial que compleixen
unes caracteristiques determinades.

DEFINICIO 1.35 (Reticle). Un reticle és un conjunt parcialment or-
denat (P, <) que satisfa que tant l'infim com el suprem de tota parella
d’elements x,y € P pertany a P.

DEFINICIO 1.36 (Reticle complet). Un reticle (P, <) es diu complet
st per a cada X subconjunt de P existeizen \| X, \ X i pertanyen a P.
Notem que AND =114\ 0 =0, és a dir, un reticle complet esta obligat
a tindre mazxim i minim globals.

DEFINICIO 1.37 (Algebra Booleana). Un reticle (B, <) és un dlgebra
Booleana st

(1) Ezxisteizen mazims i minims globals en B denotats, respectiva-
ment, per 1 ¢ 0.

(2) Tot element x del reticle té un complementari. Aizo vol dir
que per a tot x ewmisteix —x al reticle tal que xV —x = 1 i
x A —x = 0. Notem que en aquestes condicions, -: B — B
defineix una operacio unaria en B.

(8) El reticle és distributiu en el sentit que, per a tots x,y,z € B
es verifica que x A (y V z) = (z Ay) V (x A 2).

En aquest cas escriurem (B, A\,V,—,0,1).






CAPITOL 2

Teoria de monoides

Aquest capitol gira al voltant del monoide, perque apareixera a
la nocié de reconeixibilitat que és un dels objectius d’aquest treball.
No obstant aixo, també aprofitem per estudiar ordres parcials, ja que
s’observen qualitats i subestructures interessants, que van sorgint a
mesura que treballem amb els conceptes de congruencia i saturacio en
el monoide.

1. Primeres definicions

En primer lloc establim la terminologia del capitol a les segilients
definicions.

DEFINICIO 2.1 (Monoide). Direm que M = (M, -, 1) és un monoide
st M és un conjunt, - és una operacio binaria associativa en M 11 € M
és element neutre per a l’operacio -.

EXEMPLE 2.2. Notem que donat un grup (G,-,1), com loperacid -
és associativa i 1 és el seu element neutre, aleshores qualsevol grup és
en particular un monoide.

DEFINICIO 2.3 (Homomorfisme de monoides). Donats dos monoi-
des M = (M, p,1y) i N = (N, -y, 1x), un homomorfisme de M en
N és una aplicacio f: M — N que satisfa les sequients propietats

(1) f(1y) = 1n.

(2) Per tots my,mqg € M, f(mq - m2) = f(ma) -n f(me).
Un isomorfisme de monoides és un homomorfisme de monoides bijec-
tiu. Si existeix un isomorfisme de monoides entre M ¢ N direm que
son isomorfs i ho denotarem per M = N.

En ocasions ens interessara construir un monoide a partir de dos
monoides M i N. Aix0 ho podem fer amb el monoide producte que
definim a continuacio.

DEFINICIO 2.4 (Monoide producte). Donats dos monoides M =
(M, -ar, 1) i N = (N, -n, 1n), podem definir el monoide producte com

15
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MXN:<MXN,',(1M,1N)) on

(M xN)x(MxN) — MxN
((mlanl)a(m%nZ)) L <m1m2>n1n2)-

DEMOSTRACIO. Per la definicié de -, hereda el fet de ser operacié
tancada en M x N, ja que per my,ms € M i ny,ny € N tenim que
(mqy,m1) - (Mg, ny) € M x N donat que mymy € M en ser monoide i
ning € N pel mateix i implica que (mymg,niny) € M x N. Com el
producte és component a component, (157, 1y) és el neutre de M x N
perque 1), és el de M i 1y el de N. O

2. Monoide lliure

En segon lloc estudiem com, a partir d’'un conjunt A, que anome-
narem alfabet, podem crear una estructura de monoide A*, anomenat
monoide lliure, els elements del qual son paraules. Els llenguatges
construits sobre aquest monoide sén amb els quals treballarem la re-
coneixibilitat per automats i finalment ’equivalencia dels conceptes de
reconeixibilitat.

Comencem amb les primeres definicions al voltant del concepte de
paraula.

DEFINICIO 2.5 (Paraula sobre un conjunt). Siga A un conjunt, una
paraula de longitud n € N sobre A és una aplicacio
w: n — A
T —  w;.
On tractem n com a ordinal sequint la Definicié [1.1,  Aixi, podem
representar la paraula w com

w = (wz)zen =Wy...-Wp-1-

DEFINICIO 2.6 (Paraules de longitud determinada). Siga A un con-
gunt, n € N, definim el conjunt de paraules de longitud n sobre A com
Hom(n, A), descrit a la Definicio . Denotem per \ a ["inica aplica-
cié en Hom(0, A) i l’anomenarem paraula buida.

A partir d'un alfabet A, definim a continuacié A* com el conjunt
de totes les paraules.

DEFINICIO 2.7 (Conjunt de totes les paraules). Donat un conjunt
A, el conjunt de totes les paraules sobre A és la unid dels conjunts de
paraules de longitud n, per a tot n € N. El denotem

A* = U Hom(n, A).

neN
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Una vegada que hem introduit el conjunt de les paraules sobre un
conjunt, vorem a continuacié que té estructura de monoide on 'opera-
ci6 és la concatenacio de paraules i el neutre és la paraula buida.

ProposiciO 2.8 (Existencia del monoide lliure). Siga A un con-
gunt, A* = (A*, A, ) és un monoide, on A és la concatenacio de pa-
raules, definida com sequeiz. Siguenn,m € N, donadesw € Hom(n, A)
iv € Hom(m, A) definim

wAv: n+m — A

. w; 1 € n.
1 — )
Vien, N<1<n+m.

Aquest monoide rep el nom de monoide lliure sobre A.

DEMOSTRACIO. Per veure que A* és un monoide, segons la Defi-
nicio [2.1] comprovarem que A és el neutre per a la concatenacio ja que
I’associativitat se segueix de la definicié de A.

Siga w € A*, per definicid, existeix n € N tal que w € Hom(n, A).
Tenim A € Hom(0, A) i n 4+ 0 = n. Per definicié de concatenaci6

wAAX: n — A
1T w;.
De manera que w A A = w. Analogament per a A\ A w = w. O
DEFINICIO 2.9 (Inclusié de generadors). Donat un conjunt A, exis-
teiz una aplicacio d’A en A* anomenada inclusio de generadors
ing: A — A"
ar—a:1— A
00— a.

NoTA 2.10. Aquesta aplicacio serveix per identificar la lletra a € A
amb la paraula de longitud 1 en A*, formada unicament pel simbol a.

A continuacid, treballarem sobre una proposicié molt util pel tema
que ens pertoca, ja que exposa la capacitat d’extendre una aplicacié que
va d’un conjunt A en un monoide al monoide A* de totes les paraules
sobre A.

ProposiciO 2.11 (Propietat Universal del monoide lliure). Siguen
A un conjunt, M = (M, -, 1) un monoide i f: A — M una aplicacid,
llavors existeiz un unic f*: A* — M homomorfisme de monoides tal
que
ffoiny = f.

On iny €s la inclusion de generadors introduida a la Definicid [2.9
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DEMOSTRACIO. Per a provar l'existencia de 'homomorfisme, fem
una demostracié constructiva donant una expressié per aquest. Cons-
truirem f* de manera recursiva sobre la longitud de la paraula. Siga
w € A*, existeix n € N tal que w € Hom(n, A). Distingim pel valor de
n:

e Sin =0, aleshores w = \ i definim f#(\) = 1. De manera que
enviem el neutre d’A* al neutre de M.

e Sin = 1, aleshores existeix a € A tal que w = a i definim
ff(a) = f(a). Aci gastem la Definici6 per identificar el
simbol a € A amb iny(a) € A* paraula de longitud 1. Tenim
ac la igualtat (f* oiny)(a) = f(a).

e Sin > 1, podem descomposar per la dreta qualsevol paraula
com la concatenacié d’'una paraula de longitud n — 1 amb una
de longitud 1. Es a dir, w = vAaonv € Hom(n—1,A)ia € A.
Aix0 ens permet definir f¥(w) = f*(v)- f(a) per tal d’obtindre
una aplicacié que siga homomorfisme dels monoides.

Desenvolupant aquest raonament de manera recursiva, obtenim que per
atot n € N, si w € Hom(n, A) amb w = (w;);en, aleshores

FHw) = fH(w)ien) = fHwo & ... A wp—y) = flwo) - ... - f(Wn).

Aquesta esta ben definida perque, per a tot ¢ € n, f(w;) € M per
hipotesi i el producte de M és una operacié binaria associativa en M.

Ara vorem que efectivament aquesta aplicacié és homomorfisme,
comprovant que la concatenacié de paraules s’envia al producte de les
imatges de les paraules. Realment se segueix de la definicio, ja que a la
construccié de f# hem aplicat que la paraula (w;);e, és la concatenaci6
de les n paraules de longitud un w; = in4(w;) on ¢ € n,

W=wWy A... AWp_1.

D’aquesta manera, agafant un v = (vj),en € A*, on m € N, compro-
vem

fHw xv) = fFA(wAvg A ... A Up2) A VUpny)
= fHw A vg A ... A Vp2) - f (V1)
= fHw A vg Ao A Vn3) - f(Vm2) - [(Um1)

= fH(w) - flvo) - f(vm-1)
= fi(w) - fA(v).
Per 1ltim, vorem que aquest homomorfisme és tinic. Suposem que
g: A* — M és un homomorfisme de monoides que satisfa going = f.
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Considerem w = (w;);e, € A*, aleshores

(wo A ... A wp_1)

(wo) - ... - g(wn-1)

(ing(wo)) - - .. - g(ina(wp—1))

g
g
g
= f(wo) ...« f(wn-1)
f

glwy ... w,_1) =

La primera igualtat és la mateixa que s’ha gastat per construir f*, la
segona ve de I’hipotesi que g és homomorfisme de monoides, la tercera
ve de la identificacié exposada a la Definicio la quarta de 1’hipotesi
goiny = f iltltima de la definicié de ff. Com coincideixen les imatges
de g i f* element a element, hem provat que es tracta de la mateixa
aplicacio. O

Anem a fer servir la propietat universal per a construir homorfismes
entre un monoide lliure i el monoide (N, +,0). Aixo ens donara una
visié més clara de 'utilitat d’aquesta ultima proposicié i de com es fa
servir.

DEFINICIO 2.12 (Longitud de paraula). Siga A un conjunt, consi-
derem l’aplicacio
KRi: A — N
a — 1

Aplicant la propietat universal, existeix ’homomorfisme de monoides

K A — N
n—1
(Wi)ien = Yo ki(wi) =n
i=0
Denotem aquest homomorfisme com | - | i el denominem longitud de

paraula, ja que donat w € Hom(n, A), onn € N, |w| = n que és el que
hem definit com la seua longitud.

DEFINICIO 2.13 (Comptador de simbols). Siga A = {a,b} un alfa-
bet i f: A — N tal que f(a) =11 f(b) = 0 aleshores podem construir
per propietat universal un unic homomorfisme de monoides tal que, per
w € Hom(n, A), fi(w) = |{i € n | w; = a}| Es ’homomorfisme que
compta el nombre de simbols a d’una paraula i es denota per |- |,.

NoTA 2.14. Si haguérem definit l’aplicacio f anterior sobre el mo-
noide (Z2,+,0), f : A — Zs, aplicant en aquest cas la propietat
universal tenim f*(w) = |w|, mod 2. Un homorfisme que retorna 0 si
el nombre de simbols a en w és parell © 1 en altre cas.
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3. Submonoides

En aquesta seccid, treballarem més base teorica, ara respecte a la
construccié de monoides a partir d'un monoide primigeni, que ens faran
falta per a resultats posteriors.

DEFINICIO 2.15 (Tancament). Donat un monoide M = (M,-,1) i
un subconjunt N C M, direm que N és tancat en M si satisfa

e Conté ’element neutre, és a dir, 1 € N.
e FEl producte dels seus elements queda dins. Es a dir, per a tots
ni, Ny € N el seu producte niny € N.

ProposiciO 2.16 (Estructura de submonoides). Si M = (M, -, 1)
és un monoide 1 N C M és tancat, aleshores N admet també una
estructura de monoide N = (N, -, 1) amb el producte

NxN — N
(n1,n9) > nyno.

En aquest cas, direm que N és submonoide de M. D’aquesta manera
Uaplicacio d’injeccio canonica iny : N —> M, introduida a la Defini-
cid[1.10, és un homomorfisme de monoides injectiu.

DEMOSTRACIO. Que N siga un monoide es deriva directament de
la definicié de tancament, N conté ’element neutre, té una operacio
binaria, - , que és interna en ser N tancat i associativa ja que el producte
és associatiu en M, en ser M mononoide. Per tant, també ho ha de ser
a la restriccio a N.

La inclusio és injectiva per definicié i aquesta en particular és ho-
momorfisme de monoides perque preserva el producte, doncs per tots
ni,ny € N tenim que iny(ning) = ning = iny(nq)iny (n2). O

4. Congruencies

En quart lloc presentem les congruencies sobre un monoide, ara
que ja tenim els conceptes suficients per estudiar-les. La motivacié
de les congruencies és, per una banda, 'estudi de la seua estructura
d’ordre i, per I’altra, que donen lloc al concepte de saturacié que apareix
posteriorment.

DEFINICIO 2.17 (Congruencia). Donat un monoide M = (M, -, 1)
© una relacio binaria ® C M x M, direm que ® és congruéncia en
M si & € Equiv(M) ¢ a més és compatible amb el producte -. Es a
dir, per a tots my,ma,ny,ng € M, si (my,ms),(ny,ne) € ® aleshores
(ming, mong) € ®. Al conjunt de congruéncies en M el denotem per

Cong(M).
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Ens interessara associar a cada congruencia el quocient que deter-
mina sobre el monoide per entendre com el parteix. Vegem que aquest
quocient també és un monoide amb l'operacié del producte de classes
i la classe del neutre com a neutre.

PropPosiciO 2.18 (Monoide quocient). Donat un monoide M =

(M,-,1) i una congruéncia ® sobre M, el conjunt quocient M /P admet
estructura de monoide: M/® = (M/®,-,[1]s), on

M/®x M/® — M/P
([m]s,[n]le) +— [mn]s.

En aquestes condicions, la projeccio introduida a la Definicio
prg - M — M/®
és un homomorfisme de monoides sobrejectiu.

DEMOSTRACIO. En primer lloc anem a comprovar que l'operacié
binaria esta ben definida. Efectivament, si [m]e, [n]e estan a M/®, el
seu producte definit com [m|s[n]e = [mn]s estd ben definit perque com
® és una congruencia en M

sim’ € [m]e i n' € [n]e, aleshores m'n’ € [mnls.

A més [mnls pertany al quocient perque, com M és monoide, donats
dos elements m,n € M, aleshores mn € M.

En segon lloc, I’element neutre és [1]¢ ja que per a tot [m]e € M/®
se satisfa [m|s[l]e = [ml]e = [m|s, donat que 1 és el neutre de M.
Analogament per a [1]¢[m]e.

En tercer lloc, vorem que la projeccié és homomorfisme de monoides
sobrejectiu.

L’aplicacié esta ben definida perque, donat m € M la classe d’e-
quivalencia definida per ® és un element del quocient per definicié
pre(m) = [mle € M/®.

Per a vore que és homomorfisme comprovem que el neutre s’envia
al neutre i que la imatge per prg conserva l'estructura dels monoides
amb les seues operacions. En efecte, prg(1) = [1]e i per la definicié del
producte del monoide quocient

pro(mn) = [mnle = [mla[n]e = pre(m)pre(n).

Es a dir la projecci6 respecta les operacions de M i M /®.

Finalment, la sobrejectivitat prové de 'observacié que tot [m]e és
la imatge d’un element de M mitjancant la projeccié. Es a dir, existeix
un m € M (per exemple el representant) tal que pry(m) = [mle. O
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NotA 2.19. Observem que a la definicio del producte com operacio
del monoide quocient emprem el mateix simbol - que el producte de M
per simplificar notacio. FEstem definint el producte de classes, elements
del quocient, com la classe del producte dels representants.

Per a un monoide M, el conjunt parcialment ordenat (Cong(M), C)
té propietats interessants. Vegem als segiients resultats que, per a
tota familia de congruencies en M, el seu infim i suprem existeixen en

Cong(M).

PropPOSICIO 2.20 (Interseccié de congruencies). Siga M = (M, -, 1)
un monotde 1 siguen ¥, ® congruencies en M, aleshores PNV és també
congruencia en M.

DEMOSTRACIO. Sabem que la interseccié de relacions d’equivaléncia
és també relaci6 d’equivalencia, per tant @OV € Equiv(M). En primer
lloc, comprovem que & N ¥ és en efecte congruencia en M estudiant
la compatibilitat de la relacié d’equivalencia amb el producte. Con-
siderem wuy, ug, v1,v2 € M tals que (ug,us), (v1,v2) € ® N U aleshores
tenim que (uy, us), (v1,v2) € ® 1 (ur,us), (v,v9) € ¥ . Com aquestes
sén congruencies, afirmem que (ujvy, ugvy) € ¢, . El qual significa
que (ujvy,ugvq) € ® N W, evidenciant aixi que ® N¥ € Cong(M). O

COROLLARI 2.21. Siga M = (M,-,1) un monoide i (®;)ic; una
familia arbitraria de congruéncies en M, aleshores (),c; ®; és una con-
gruencia en M.

DEMOSTRACIO. La prova consisteix en generalitzar la demostracié
de la Proposicio feta per a dues congruencies. O

TEOREMA 2.22. Siga M = (M,-,1) un monoide, aleshores es té
que Cong(M) = (Cong(M), C) és un reticle complet. En particular,
per a tota familia arbitraria (®;);c; de congruéncies en M ’infim és

A=
iel iel
1 el suprem és

\/(I)Z» = {(mﬂn') eEMxM|3s+1eN,(my)jest1 € Mo

iel
, .
(mo =m,ms=m',Vj €s (mj,mjq) € U<I>2> }
i€l
DEMOSTRACIO. Primer fem la prova de I'infim. Suposem que ¥ €
Cong(M) és una fita inferior de (®;);e;. Llavors, satisfa que per a tot
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i €I, ¥ C ®. Demanera que ¥ C [,.; ®; i per tant [),.; ®; és la
major de les fites superiors. A més, sabem que és congruencia pel Corol-
lari [2.21} que ens permet concloure que A, ; ®; = [;c; ®; € Cong(M).
Per la prova del suprem, hem de vore primer que, el que hem de-
finit com \/,.; ®;, és una congruencia. Provem primer que és relaci6
d’equivalencia en M i després la compatibilitat amb el producte.

La propietat reflexiva es compleix donat que, per a tot m € M,
(m,m) € ®; per a tot i € I perque ®; és relacié d’equivalencia. Per
tant (m,m) € J,c; i

Estudiem la propietat simetrica. Siga (m,m’) € \/,.; ®;, aleshores
existeix s + 1 € N tal que (m;)jes+1 € M5, mg = m, ms =m' i per a
tot j € s, (mj,mjt1) € U,;c; Pi- Notem que si prenem la seqiiencia en
ordre invers (n;)jes+1 & on n; = m,_;, com cada ®; satisfa la propietat
simeétrica, tindrem que (n;,nj41) = (Ms—j, ms—j11) € U,c; Ps. Per tant
(', m) € Vs ;.

Comprovem finalment que satisfa la propietat transitiva. Donats
(m,m’), (m',m") € \/,c; ®; si (m;)jes1 és tal que mg =m imy=m'i
(my)5Ls és tal que my = m' i mys = m”, considerem (1m;)jepssi1-
Notem que my = m,my.s = m” 1 que per construccié tenim que
(mj,mj1) € U;e; @i per a tot j € p+ 5. Per tant (m,m”) € \/,.; ®;,
satisfent la propietat transitiva i concloent la prova que és relacié d’e-
quivaléncia.

La compatibilitat amb el producte ve del fet que els elements de
Vs @i estan relacionats per ®; per algun i € I i com ®; € Cong(M),
hereda la compatibilitat amb el producte.

Per tltim, demostrem que la definicié de \/,.; ®; és adequada per-
que és realment el suprem de (9;);c;. Considerem ¥ € Cong(M) fita
superior de (®;);es, és a dir, que per a tot ¢ € I, &; C U. Aix0 im-
plica que (J;.; ®; € V. Prenem (m,m’) € \,., ®;, de manera que
existeix (m;)jesq1 00 Mo = m, my = m' i (my,mj1) € J;e; ®i per
atot j € s. Com (mj,mjy1) € U per atot je€siW¥e Cong(M),
per la propietat transitiva tenim que (m,m’) € W. Aixo vol dir que
Vie; @i € ¥, de manera que \/,.; ®; és la menor de les fites superiors
i com és congruéncia, podem concloure que és el suprem de (®;);cr en
Cong(M).

Seguint la Definicié [I.36 podem afirmar que Cong(M) és un re-
ticle complet, doncs cada subconjunt de Cong(M) té infim i suprem
continguts en Cong(M). O

Per acabar aquesta seccid, apuntem quins sén els extrems del reticle
Cong(M) al segiient corollari.
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COROLLARI 2.23. Siga M = (M,-,1) un monoide, aleshores el
minim de Cong(M) és la relacid diagonal en M,

/\Cong(M) =Ay ={(w,u) e M x M | w=u},
1 el mazim és la relacio total en M

\/ Cong(M) =V, = M x M.

5. Primer Teorema d’Isomorfisme

En cinqué lloc aplicarem els coneiximents assolits sobre homomor-
fismes de monoides i congruencies. Donat un homomorfisme de mo-
noides f: M — N, estudiem el Primer Teorema d’Isomorfisme de
monoides que enuncia que el nucli de f defineix una congruencia en M
i el seu quocient és isomorf a la imatge per f, que és subomonoide de
N.

Per tal d’acurtar la demostracié del teorema d’aquesta seccid, pro-
vem a la seglient proposicié per separat resultats que s’hi empraran.

PropPOSICIO 2.24 (Propietats d’homomorfismes de monoides). Si-
guen M, N monoides i f : M — N un homomorfisme de monoides,
aleshores:

(1) Im(f) és un subconjunt tancat de N.
(2) Ker(f) és una congruéncia en M.

DEMOSTRACIO. Suposem que M = (M, -y7,13/) i N = (N, n, 1n)

Per vore que f[M] és tancat, comprovem que conté I’element neutre
i el producte dels seus elements. Per una banda 1y € f[M]| perque
1y € M i que f siga homomorfisme significa que envia el neutre al
neutre, és a dir,

In = f(1y).
Per altra banda, si z,y € f[M], existeixen my,ms € M tals que z =
flmy),y = f(ms) 1 mymge € M perque M és monoide. Com f és
homomorfisme, conserva el producte. Llavors

f(ma) f(ma) = f(myms) € fIM].

Hem vist que Im(f) és tancat i per la Proposicié Im(f) és un
submonoide de N.

Continuem amb el segon punt de la proposicid, comprovant primer
que Ker(f) € Equiv(M). S’han de satisfer les segiients propietats:

e Reflexiva: Donat que per a tot m € M, f(m) = f(m) és
sempre cert, per definicié (m, m) € Ker(f).
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e Simetrica: Siguen my,ms € M, tals que (my,ms) € Ker(f).
Aleshores f(my) = f(ms2), d’on podem concloure que f(ms) =
f(my). Aixi (mg, my) € Ker(f)

e Transitiva: Sitenim (mq, my), (Mg, ms3) € Ker(f) com f(mq) =
f(mg) i f(mg) = (m3) implica f(my) = f(ms), aleshores
(mq,m3) € Ker(f).

Comprovem que Ker(f) és compatible amb el producte en M. Su-
posant que (m,m’), (p,p’) € Ker(f) aleshores f(m) = f(m') i f(p) =
f(). Afegint que f és homomorfisme f(mp) = f(m)f(p) i f(m'p’) =
F(m') £ (). Aixi,

f(mp) = f(m)f(p) = f(m")f(p) = f(m'D).

Per tant (mp, m'p’) € Ker(f). Aixi Ker(f) és una congruencia en M.
Per la Proposicié 2.18] M /Ker(f) és un quocient de M.

Ara ja si que podem enunciar i demostrar el teorema.

TEOREMA 2.25 (Primer Teorema d’Isomorfisme de monoides). Si-
guen M i+ N monoides © f: M — N un homomorfisme de monoides,
aleshores el monoide quocient definit per la congruéncia nucli de I’apli-
cacio és isomorf al monoide en el conjunt imatge, és a dir,

M /Ker(f) = Im(§).

DEMOSTRACIO. Suposem que M = (M, -y, 157) i N = (N, -, 1x).

Com acabem de vore a la Proposici6 [2.24] Ker(f) defineix una con-
gruencia en M i per la Proposicié M /Ker(f) admet estructura de
monoide:

M/Ker(f) = (M/Ker(f), -a/xer(s)> L alker())-

Els elements sén de la segiient forma:

[m}Ker(f) = {LC eEM | f(il?) = f(m)}
Anem a construir una aplicacié que anomenem bijectivitzada de f.
for M/Ker(f) — Im(f)
[Mlker(ry > f(m)
L’ordre de la demostracié sera primer vore que f° és aplicacié bijectiva
i després que és homomorfisme de monoides.

Com tots els elements d'una Ker( f)-classe tenen la mateixa imatge
per f laplicacié esta ben definida. Donat m' € [m]ker (), per la Defi-
nicid m M]ker(f) = [M']ker(y) 1 Per definicié de nucli, f(m) = f(m’).
Aleshores fP([m]ker(s) = fP([M/]ker(s))- Fent el recorregut a la inver-
sa provem la injectivitat, doncs f([m]kers)) = f2([m/]ker(s)) implica



26 2. TEORIA DE MONOIDES

flm) = f(m’) i per definicié (m,m’) € Ker(f), o el que és el mateix
m]ker(r) = [ ]Ker(s):

Siga y € Im(f), aleshores existeix m € M tal que y = f(m).
La classe d’equivaléncia de m és la preimatge per f° de v, ja que
F([mlker(py)) = f(m). Amb aixd provem la sobrejectivitat.

Una vegada hem vist que f° és aplicacié bijectiva, estudiem si és
homomorfisme de monoides. Notem que f*([1n]ker(s)) = f(1ar) per
definicié de f°i f(1p) = 1y ja que f és homomorfisme. Per tant

fb([lM]Ker(f)) = 1lu.

Es a dir, f° envia el neutre en el neutre. Al mateix temps, donats
[Mlker(s), [ ]ker(r) € M/Ker(f), es té que

Fomlken M Tkes) = 2 ([mm'Tke(s)
= f(mm')
= f(m)f(m)
= [P ([mker(r) £ ([ Jer())-

L’anterior seqiiencia d’igualtats s’obté per la definicié del producte en
M/Ker(f) ien ser f homomorfisme de monoides. Aixi que f? respecta
els productes dels monoides. Amb tot aixd, podem afirmar que f* és
certament un isomorfisme de monoides. [l

6. Congruencies d’index finit

En aquesta seccié reprenem 'estudi que vam fer del reticle Cong(M)
per aprofundir en 'estructura que defineixen les congruencies que de-
terminen sobre el monoide un quocient finit.

A la segiient definicié posem nom a aquestes congruencies.

DEFINICIO 2.26 (Index de la congruencia). Siga M = (M, -,1) un
monoide 1 ® € Cong(M). Definim l’index de la congruéncia com el
cardinal de M/®. Direm que ® és una congruéncia d’index finit si
M/® és un conjunt finit. Denotarem per Congi(M) al conjunt de
congruencies en M que tenen index finit.

Gracies al Primer Teorema d’Isomorfisme de monoides, coneguem
una congruencia d’index finit al monoide lliure. Apareix al segiient
corollari.

COROLLARI 2.27 (Nucli com a congruencia d’'index finit). Siga A
i M = (M, 1) un monoide finit, si f: A — M és una aplicacid,
aleshores Ker(f*), on f*: A* — M és I’homomorfisme de monoides
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definit a la Propietat Universal, defineix una congruencia d’index finit
en A*.

DEMOSTRACIO. La Proposicié[2.11]de la Propietat Universal indica
que existeix un tnic homomorfisme de monoides f#: A* — M tal que
ftoiny = f. Pel Teorema Primer Teorema d’Isomorfisme, afegim
que Ker(f*) és una congruencia en A* satisfent A*/Ker(f*) = Im(f*).
Com Im(f*) és submonoide de M i M és finit per hipotesi, Im(f*) i
A~ /Ker(f*) també. Queda demostrat que Ker(f*) és una congruencia
d’index finit. O

Existeix una relacio entre 'ordre i I'index de les congruencies. En
particular, donada una congruencia d’index finit ® en el monoide M,
totes les congruéncies majors que ® es troben també a Cong;r(M). Aixo
apareix al segiient resultat.

PRroPOSICIO 2.28 (Relacid entre 'ordre i 'index de les congrueéncies).
Siga M = (M, -, 1) un monoide i &, ¥ € Cong(M). Si P és congruéncia
d’index finit en M 1 ® C U aleshores ¥ €és congruéncia d’index finit en
M.

DEMOSTRACIO. Provarem la finitud de M /¥ mitjangant la cons-
truccié del segiient homomorfisme de monoides sobrejectiu

p: M/® — M/¥
[wle +— [w]e
Aquesta aplicacié esta ben definida perque dos elements del domini que
siguen iguals, és a dir, w,w’ € M tals que [w]e = [w']e, satisfan que
(w,w") € ® 1 per hipotesi (w,w’) € V. Aleshores p([w]e) = [w]y =
(W' = o([w']e). A més és homomorfisme gairebé per definicié, ja que
p([]e) = [Hw i
p[wle[w]e) = ([wu'e) = [wuw'ls = [w]vw]
per la definicié de monoide quocient.
Notem que per a tot element del codomini, [w]y € M/¥ existeix

(w]e € M/® tal que ¢([w]s) = [w]y. Amb aixd confirmem que ¢ és
sobrejectiva i, com M/® té un cardinal finit, |M/U| < |M/®|. Asse-
gurem aixi que ¥ té index finit en M. U

Hem vist que per a cada element ® de Congis(M), qualsevol cadena
que continga elements majors que ® esta continguda en Congis(M).
D’aquesta manera, podriem recorrer Congis(M) en sentit ascendent,
seguint 'ordre de l'inclusié, fins el maxim V,;. En canvi, per trobar
elements d’ordre inferior que ® hem de recurrir a la interseccié de ®
amb un altre element ¥ € Cong;(M) com mostra el segiient corollari.
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COROLLARI 2.29. Siga M = (M,-,1) un monoide i siguen W, d
congruencies d’index finit en M, aleshores ® NV també és una con-
gruencia d’index finit en M.

DEMOSTRACIO. Per la Proposici6[2.20]sabem que @NW € Cong(M).
Estudiem ara I'index de ® N ¥. Partim de que M/®, M /¥ sén finits,
el qual ens assegura que M /® x M /W és un monoide finit. Considerem
I’aplicacié

Ffi M — M/®x M/¥
m— ([m]e, [m]v).

Vegem que f és homomorfisme de monoides. Primer notem que f(1) =
(1o, [1]w) que és el neutre de M/® x M/V¥ ja que [l]p és el neu-
tre de M/® i [1]y és el neutre de M/W. Per a la compatibilitat
amb el producte, considerem mq, mo elements de M. Donat que &, ¥
sén congruencies en M, tenim les igualtats [mimsle = [mi|e[male i
[mimaly = [ma]w[ma]y. Per tant

f(mima) = ([mimals, [mimaly)
= ([mils[male, [mi]w[ma]v)
= ([mulas, [malw)([me]e, [ma]v)

= f(my)f(ma).

Amb aixo hem provat que f és homomorfisme de monoides.
El nucli de f és

Ker(f) = {(my,mz2) € M x M | ([m1]e, [mi]w) = ([male, [m2]w)}

Es a dir, (my, ms) € Ker(f) si, i només si, [mile = [male i [mi]e =
[ma]y. Per tant Ker(f) = o N W.

Per acabar, apliquem el Teorema m per obtindre M /Ker(f) =
Im(f). Donat que Im(f) és submonoide de M/® x M/¥, que hem
vist que és finit, aleshores el quocient és també finit i concloem que
® NP és una congruencia d’'index finit. 0

Finalment, hem arribat a I’enunciat en referéncia a ’estructura de
Cong;(M) dins Cong(M). Es el del segiient corollari.

COROLLARI 2.30. Siga M = (M,-,1) un monoide, aleshores la

familia de congruéncies d’indez finit en M, Cong;(M), és un filtre de
Cong(M).

DEMOSTRACIO. Per provar-ho, comprovarem la veracitat dels tres
punts que apareixen a la Definici6 [1.34]
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Vegem 1. La congruencia total V; = M x M pertany a Cong;(M).
Qualssevol dos elements de M, w, w’, satisfan (w,w’) € V. De mane-
ra que Vj; només defineix una tnica classe d’equivalencia en M. Aca-
bem la demostracié del primer punt amb el fet que M/Vy = {[1]v,, }
on 1 és ’element neutre de M.

La condicié 2. queda demostrada amb 1'is de la Proposicié [2.28
que justament enuncia que si ® € Cong;(M), ¥ € Cong(M) i & C ¥,
aleshores U € Cong;s(M).

La condicié 3. esta provada ja que ®, ¥ € Congi(M), I'infim d’a-
questes congruencies és ® A U = & N ¥U. Emprant el Corollari [2.29]
que indica precisament que ® N ¥ € Cong; (M) tindriem el resultat
buscat. O

COROLLARI 2.31. Siga M = (M, -, 1) un monoide, ®, ¥ € Cong;;(M)
aleshores el suprem també és una congruencia d’index finit. FEs a dir
® VU e Congi(M).

DEMOSTRACIO. Per definicié @ € &V W, com ® és una congruencia
d’index finit, aplicant la Proposicié podem afirmar doncs que efec-
tivament ® V ¥ € Cong;s(M). O

Hem vist que la finitud de I'index de la congruencia es comporta bé
amb 'operaci6 de suprem de congruencies d’index finit pero que no tan
bé amb els infims. Mirem per exemple I'index del minim de Cong(M).

NotA 2.32. Siga M = (M, -, 1) un monoide. La relacic diagonal
Ay = {(w,w)|lw € M} només té index finit si M és finit donat que
n’hi ha una classe distinta per cada element de M. Aixo implica que
M/Ay = M i que el quocient que determina té el cardinal de M.

Tanquem la seccié arreplegant els resultats que hi han aparegut.

NoTA 2.33. Els resultats que hem obtingut respecte a [’ordre parcial
(Cong(M), C) i el filtre Cong;s(M) podem resumir-los en:
o Vy és el mazim i Ay el minim de Cong(M). Només el primer
esta a Congs(M).
e Cong; (M) és tancat per l'operacid d’interseccid N que coinci-
deix amb l'infim de dues congruéncies.
e Com les fites superiors dels elements es queden a Congs(M),
si dibuizarem el graf del reticle Cong(M), en pintar la regid
que ocupa Congi(M) seria diferent segons el cardinal de M.
St M fora finit, aleshores el filtre ocuparia tot el reticle, ja que
la congruencia minima Ay tindria index finit per la Nota
1 la resta de congruencies, en ser fites superiors, estarien en
Cong;e(M) també. En cas contrari, si M fora infinit, el filtre
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ocuparia una seccio superior i no completa del reticle. Sabem
que per cada element que trobarem ® a Congy(M), hauriem
dincloure a la regio pintada tots els elements per damunt de
® al graf i, per cada ¥ a Cong;s(M), inclouriem també ®NW.

7. Saturacio

L’objectiu d’aquesta seccié és conéixer com sén els llenguatges sa-
turats per diferents congruéncies en M.

NoTA 2.34. En aquesta seccié donat un monoide M = (M, - 1),
anomenarem llenguatge a cada subconjunt L de M.

DEFINICIO 2.35 (Llenguatges saturats). Siga M = (M, -, 1) un mo-
noide, denotem per Sat(M) a la familia de llenguatges saturats per
alguna congruencia en M.

Sat(M) = {[L]® | L € Sub(M), ® € Cong(M)}.
Aizi mateix, per cada ® € Cong(M) denotem per & — Sat(M) a la
familia de llenguatges saturats per ®
® — Sat(M) = {[L]® | L € Sub(M)}.
Notem que

SatM) = | J @ —Sat(M).

deCong(M)

En tot monoide existeixen llenguatges saturats per alguna con-
gruencia i, de fet, a la segiient nota tenim dos llenguatges que estan
saturats per qualsevol congruencia.

NotaA 2.36. Siga M = (M, -, 1) un monoide, aleshores () i M estan
saturats per qualsevol congruéncia ® € Cong(M). Es a dir,

0] =0 [M]® = M.
Aizi {M,0} C & — Sat(M) per a tota ® € Cong(M).

La saturacié també es comporta bé amb 1'operacié d’interseccid,
com indica la segiient proposicio.

ProrosiciO 2.37. Siga M un monoide, ® una congruéncia en M
i (Ls)ier una familia de llenguatges, aleshores [(V;c; Li]* € (Nier[Li]®-
Si L; € ® — Sat(M) per a tot i € I, aleshores la inclusié anterior és,
en particular, una igualtat.
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DEMOSTRACIO. Siga z € [(;c; Li|®, per definicié aquest esta ®-
relacionat amb un wy que pertany a (7),.; L;. Notem que aixo implica
que per a cada i € I existeix wy € L; tal que (z,wg) € . Conseqiient-
ment z € [L;]® per a tot i € I, és a dir, z € (;c;[Li]®.

Notem que si L; = [L;]* per a tot i € I, pel resultat acabat de
provar tindriem

el el

[ﬂLirgﬂLi.

Com hem vist a demostracions anteriors, aixo és suficient per a provar
que (;c; L esta ®-saturat. O

Ens centrem ara als llenguatges saturats pels extrems de Cong(M).

COROLLARI 2.38. Siga M = (M,-,1) un monoide, aleshores els
llenguatges saturats per Va; son M i (), mentre que tots els llengquatges
estan saturats per Aj;.

DEMOSTRACIO. Comprovem primer que
VM - Sat(M) = {M,@}

Agafem un llenguatge L saturat per V,,, tenint en compte que per a
qualsevol w € M, [w]y,, = M. Per casos:

e Si L = () aleshores [p]V™ = ().
e En cas contrari, existeix w € L i com

[L]VM = U [w]VM =M,

weL
aleshores L = M.

Queda provada la primera afirmacié. Ara estudiem la validesa de
Ay — Sat(M) = Sub(M).

Considerem ara un llenguatge qualsevol L en Sub(M), tenint en compte
que per a qualsevol w € M, [w]a,, = {w}. Per tant

2 = Ulwlay = L.
weL
D’aquesta manera afirmem que tot llenguatge a Sub(M) és Aj-saturat.

Termina la demostracio de la segona afirmacié. U

Ara volem estudiar com és la relacié de 'ordre entre el conjunt dels
llenguatges saturats per la interseccié de congruencies i la interseccio
dels saturats per cada congruencia.
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COROLLARI 2.39. Siga M = (M,-,1) un monoide i ®,¥ con-
gruencies en M, aleshores

¢ — Sat(M) N ¥ — Sat(M) C (PN WY) — Sat(M).

DEMOSTRACIO. Siga L € ® — Sat(M) N ¥ — Sat(M), és a dir, L
esta saturat per @ i per U. Aixo vol dir que [L]® = [L]Y = L. Per tant
[L)* N [L]Y = L. Per definicié, L C [L]*"Y i, per la Proposicié [1.27]
també podem afirmar que [L]*™Y C [L]® N [L]Y. De manera que ens
queda la seqiiencia d’inclusions

LC[L)"™ C[L*Nn[L]Y = L.

Amb aixd provem que [L]*"Y = L, és a dir, que L estd saturat per
d N W. Aixo equival a L € (&N ¥) — Sat(M). O

Analogament, estudiem a continuacié la relacié d’ordre entre el
conjunt dels llenguatges saturats per dues congruencies ordenades, en
ambdoés casos, segons la relacié d’inclusié.

ProprosiciO 2.40. Siga M = (M,-,1) un monoide i siguen V, P
congruencies en M tals que ® C W.Aleshores es dona la segiient inclu-

510 de conjunts
U — Sat(M) C & — Sat(M).

DEMOSTRACIO. Suposem que L C M esta saturat per . D’a-
questa forma, sabem que [L]Y = L. Per la Proposicié sabem que
[[L]¥]® = [L]Y, substituint ara L per [L]Y tenim que [L]* = L. Aix{
hem provat que L € & — Sat(M) i conclou la demostracio. O

Els resultats obtinguts en aquesta seccio fins aquest moment, ens
serveixen per a concloure que el conjunt de llenguatges saturats per
una congruencia admeten 'estructura d’algebra Booleana.

ProPosICIO 2.41. Siga M = (M,-,1) un monoide i ® una con-
gruencia en M, aleshores

® — Sat(M) = (& — Sat(M), U, N, —, 0, M),
on =L =M —L per a L € Sub(M), és un algebra Booleana.

DEMOSTRACIO. En primer lloc vegem que (® — Sat(M), C) és un
reticle.

Per una banda comprovem que la inclusié i la unié de conjunts, N, U,
sén operadors binaris en ® — Sat(M). Siguen L, K € & — Sat(M), per
la, Proposicio sabem que L N K € ® — Sat(M). Vegem ara que la
unié també esta P-saturada.

Donat 2z € [LUK]?®, seguint la definicié, sabem que existeix w € LU
K tal que (2,w) € ®. Siw € L, com L = [L]*, aleshores z € L C LUK.
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Siw e K, com K = [K]®, aleshores z € K C LU K. Amb aix0 tenim
que [LUK]® C LUK iper tant LUK € ® — Sat(M).

La primera premisa queda comprovada.

Per altra banda, per la Nota sabem que \/(® — Sat(M)) = M
i A(® — Sat(M)) = 0.

Queda provat que (® — Sat(M), C) és un reticle.

Per provar que és algebra Booleana basta comprovar que el comple-
mentari és una operacié unaria interna, ja que la distributiva es com-
pleix amb U i N. Triem L € ® — Sat(M), volem vore que [M — L]® C
M — L. Donat z € [M — L]®, per definici6 existeix w € M — L tal que
(z,w) € ®. Com a més L = [L]®, si 2 € L, arribarfem a la contradic-
ci6o de que w € L. Per tant, necessariament z € M — L i conclou la
demostracio. O






CAPiTOL 3

Reconeixibilitat

En aquest capitol introduim la nocié de reconeixibilitat des dels
dos punts de vista que es discuteixen a aquest treball. En primer lloc
estudiarem la via dels monoides que s’ha anat preparant al llarg del
capitol anterior. En segon lloc vorem la perspectiva historica de la
reconeixibilitat per automats finits. Donat que en ultim lloc prova-
rem l’equivalencia de les nocions de reconeixibilitat, sera suficient amb
coneixer la definicié d’automat per concloure la nostra teoria de reco-
neixibilitat de llenguatges regulars. Haurem aconseguit els mateixos
resultats que una teoria plantejada des dels automats pero des d’'una
perspectiva diferent i purament algebraica.

1. Conceptes previs

Per poder desenvolupar la nocié de reconeixibilitat per monoides
necessitem presentar primerament les translacions, necessaries per a
definir una congruencia que va a caracteritzar la possibilitat de re-
coneixer un llenguatge.

DEFINICIO 3.1 (Translacié elemental). Siga M = (M, -, 1) un mo-
noide, una translacio elemental de M és una aplicacio de la forma

-m: M — M o m—: M — M
T — Tm T — mz

per a algun m € M. Denotarem per Et1(M) a la familia de translacions
elementals sobre M, aixi

EtiM)={-m: M — M|meM}U{m—: M — M |me M}.

NoTA 3.2. Notem que idy; = 1— = —1. Aleshores l'aplicacio iden-
titat és un exemple de translacio elemental de M.

DEFINICIO 3.3 (Translacid). Siga M = (M, -,1) un monoide, una
translacio de M és una composicio finita de translacions elementals de
M. Es a dir, t: M — M és translacio de M si existeiz n € N tal que

t=0e on, per a cada 1 <i <mn, e; € Etl(M).
i=1

35
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Denotarem per TI(M) al conjunt de translacions sobre M, aixi

TUM) = {O es: M —s M | n € N, {e;}", C EtI(M)}.
=1

EXEMPLE 3.4. Siga M = (M,-,1) un monoide i m,m',p,q € M,
podem considerar la seguent translacio
(=m)o(=m)o(p=)ol¢g—): M — M
x > pgxm'm

Les translacions ens serviran per a reconeixer quan una relacio
binaria d’equivalencia en un monoide és també una congruencia. Ho
vegem a la segiient proposicio.

ProprosiciO 3.5 (Sobre la caracteritzacié de congruéncies). Siga
M = (M,-,1) un monoide i & € Equiv(M). Les segiients afirmacions
son equivalents.

(1) ® és congruéncia en M.

(2) ® esta tancada per a translacions elementals. Esa dir, donats
dos elements ®-relacionats, per a tota translacio elemental, les
imatges dels elements per aquesta també estan ®-relacionades.

(3) © esta tancada per a translacions. Es a dir, donats dos ele-
ments ®-relacionats, per a tota translacio, les imatges dels
elements per aquesta també estan ®-relacionades.

DEMOSTRACIO. Vegem en primer lloc que tota congruéncia esta
tancada per translacions elementals. Agafem una translacié elemen-
tal e € Etl(M), aixi e € {—m, m—} per a cert m € M. Siguen dos
elements z,y € M tals que (z,y) € ®. Per la reflexivitat de ®,
(m,m) € ®, i en ser congruencia és compatible amb el producte, aixi:

e(xr) = xzm, e(y) =ym 0 e(x) = mzx, e(y) = my.

De qualsevol forma (e(x),e(y)) € P.

Seguidament, comprovem que tancament per translacions elemen-
tals implica tancament per translacions. Emprarem que tota translacio
és composicié de translacions elementals per a provar aquest resultat
per induccié sobre el nombre de translacions elementals de les quals es
composa la translacié t € TI(M).

Quan t € Etl(M), només es composa d’una translaci6 elemental, ®
esta tancada per t per hipotesi. La nostra hipotesi inductiva és que per
a tot s € N tal que 1 < s < n — 1 donades qualssevol eq,...,e,_ 1 €
Et1(M)

(x,y) € ® implica (n(:)l 61'(55)761 ei(y)) € ®
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n
Sit= O e; és composici6é de n translacions elementals
i=1

n—1 n—1

t(z) = en((O ) (@), Hy) =ea((O €))(y)).

i=1 =1

Suposant que (x,y) € ® tenim, emprant la hipotesi inductiva, que

(O e)z), (O ei)(y)) € ®. Fent servir el cas base, com e, és transla-

i= i=
cié elemental, concloem (t(x),t(y)) € ®.

Per acabar, suposarem que ® esta tancada per translacions. Anem
a demostrar que ® ha de ser congruencia.

Suposem que tenim x,y,z,t € M i (x,y),(2,t) € ®. Considerem
les translacions —z, y—, per hipotesi

(=z(x), —2(y)) = (xz,92) €@ 1 (y—(2),y=(1)) = (yz,ut) € .
Com @ és una relacié d’equivalencia, per la propietat transitiva, tenim
que (zz,yt) € . Aixo significa que ¢ € Cong(M). O

A continuacié introduirem una congruencia que esta definida per a
cada llenguatge L d’'un monoide M. Aquesta relacionara els elements
de L tancats per totes les translacions sobre M.

DEFINICIO 3.6 (Congrueéncia sintactica). Siga M = (M, -, 1) un
monoide © L C M, definim la congruéncia sintactica de L en M com

OM(L) = {(2,y) € M x M |Vt € TI(M), (t(z) € L +t(y) € L)}.

Necessitarem també coneixer la segiient funcié que comprova si un
element pertany a un llenguatge.

DEFINICIO 3.7 (Funcié caracteristica). Siga M = (M, -, 1) un mo-
noide 1 L C M un llenguatge, la funcio caracteristica de L es defineix
com xr: M — 2 on

(m) = 1 st melL;
XL 10 si m¢gL.
El seu nucli és

Ker(xz) = {(z,9) € M x M | xa(x) = xa(9)}
={(z,y) e M xM |z €L+ ye L}

Ara podem coneixer algunes propietats de la congruencia sintactica.

ProprosiciO 3.8 (Propietats de la congruencia sintactica). Siga
M = (M, -, 1) un monoide, L C M, la relacic QM(L) verifica;
(1) QM(L) és congruéncia en M.
(2) OM(L) C Ker(xy).
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(3) Si ® € Cong(M) és tal que & C Ker(xy), aleshores també es
té que ® C OM(L).

DEMOSTRACIO. Per a la primera proposicié comprovarem que ® és
congruencia veient que és tancada per translacions, com hem apuntat
a la Proposici6 3.5l Donada una translacié ¢ € TI(M) i dos elements
x,y € M relacionats per la congruencia sintactica, per construccié
sabem que t(z) € L si, i només si, t(y) € L. Aixi, QM(L) és tancada
per translacions i per tant és una congruencia en M.

Pel segon enunciat només cal considerar la translacio identitat. Si-
guen (x,y) € QM(L), com idy, € TI(M)

idy(z) =z € L si, i només si, idy(y) =y € L.

Aixo implica que (x,y) € Ker(xyz).

Per a I"iltima afirmacié considerem ® € Cong(M) satisfent la
hipotesi. Es a dir, ® C Ker(x). Donats z,y € M tals que (z,y) € ®,
per la Proposicié [3.5] podem afirmar que per a tota translacié ¢ €
TI(M), (t(z),t(y)) € ®. Com hem suposat que ¢ és refinament de
Ker(xyr), aleshores t(x) € L si, i només si, t(y) € L. Com aquest
argument es pot repetir per a cada translacié de TI(M), aleshores
(z,y) € OQM(L). O

La congruencia sintactica d'un llenguatge és una congruencia in-
teressant perque és la més gran que el satura.

COROLLARI 3.9 (Saturacié per la congruencia sintactica). Donat
un monoide M = (M,-,1) i L C M, QM(L) és la major congruéncia
en M que satura a L. Major en el sentit que st una altra congruencia

® en M satura a L, aquesta és un refinament de QM (L). Es a dir,
o C OM(L).

DEMOSTRACIO. Seguint la Proposici6 [I.24] volem vore que L =
(L)) Per definicié L C [L]?V(5) | aix{ només cal demostrar D'altra
inclusié. Siga z € [L]?Y®) per definici6 existeix b € L tal que z €
[Dlom(zy. Com (z,b) € QM(L), per a la translacié idy, € TI(M) tenim
que z € L si, i només si, b € L. Donat que b € L, també z € L.

Només falta vore que QM (L) és la major congruéncia que satura a
L. Si ® és una congruencia en M que satura a L, donats (z,y) € ®

x € L si, i només si, z,y € [yle C [L]* = L si, i només si, y € L.

De manera que ® C Ker(x) i per la Proposicié podem afirmar que
o C OM(L). O
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2. Reconeixibilitat per monoides

Aquesta seccio es dedica a I'estudi de la reconeixibilitat de llenguat-
ges per monoides. Esta estretament relacionat amb el concepte que ha
sigut presentat als resultats inmediatament anteriors, la saturacié per
la congruencia sintactica.

Arribat aquest punt, podem finalment presentar la nocié de reco-
neixibilitat.

DEFINICIO 3.10 (Reconeixible). Siga M = (M, -, 1) un monoide
1 L C M. Direm que el llengquatge L és reconeixible si existeir un
monoide finit N = (N, -, 1), un subconjunt Y C N, i un homomorfisme
de monoides f: M — N tal que

L= fy].
Denotarem per Rec(M) al conjunt dels llenguatges reconeizibles en M.

Introduim una proposicié que ens dona tres formes equivalents de
la nocié de reconeixibilitat.

ProposiciO 3.11. Siga M = (M, -, 1) un monoide i L € Sub(M)
un llenguatge, els segiients enunciats son equivalents:

(1) L és reconeixible.

(2) L esta saturat per a una congruéncia ® € Cong(M) d’index
finit.

(3) QM(L) té index finit.

DEMOSTRACIO. Suposem , és a dir, que L és reconeixible. D’a-
cord a la Definici6 existeix un monoide finit N = (N,-, 1), un
subconjunt Y C N i un homomorfisme de monoides f: M — N de
forma que L = f![Y]. Considerem el nucli de 'homomorfisme f,
és a dir, Ker(f). Pel que hem vist a la Proposicié 2.24 Ker(f) és
una congruencia en M. A més, pel Primer Teorema d’Isomorfisme de
monoides, Teorema [2.25] M/Ker(f) = Im(f). Recordem per la Pro-
posicié que Im(f) és un submonoide de N. Com que N és finit,
trobem que Im(f) és un submonoide finit. Com existeix una bijeccid
entre Im(f) i M/Ker(f), aquest segon ha de ser finit i, en definitiva,
Ker(f) és congruencia d’index finit en M.

Anem a demostrar que L esta saturat per a Ker(f), és a dir, anem
a demostrar que

L = [L]Ker(f)'

D’acord a la Proposicié|1.24] de I’anterior igualtat només cal comprovar
I'inclusié de dreta a esquerra. Siga z un element en [L]X°"/) aleshores
existira un w € L de forma que (z,w) € Ker(f). Per la definicié
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de nucli, trobem que f(z) = f(w). En particular, com que w € L
i L = f71[Y], trobem que f(w) € Y. Aleshores també tenim que
f(z) €Y. Per tant, z € f71[Y] = L.

Queda aixi demostrat .

Suposem ara , és a dir, que L esta saturat per una congruencia
d’index finit ® en M. Volem demostrar que QM(L) té index finit.
Notem que, pel Corollari|3.9, com que L esta saturat per ®, aleshores
® C OM(L). Com que ® té index finit, per la Proposicié m podem
afirmar que QM (L) també té index finit.

Queda aixi demostrat .

Finalment suposem ({3)), és a dir, suposem que la congruencia sintactica
de L en M, és a dir, QY (L), té index finit. Volem provar que L és re-
coneixible.

En aquest cas considerem el monoide quocient M/QM(L). Aquest
monoide és finit perque QM(L) té index finit. Considerem I’aplicacié
projeccid, que per la Proposicié [2.18] és homomorfisme de monoides

promry: M — M/OM(L)
i el subconjunt Y = prom(;)[L]. Anem a demostrar que
L= préi,l(L) [Y].

Comprovem les dues inclusions.

Per a l'inclusié d’esquerra a dreta, siga w € L, aleshores prom (w)
és un element en Y. Per tant, w pertany a prou @) [Y].

Ara, per a l'inclusié de dreta a esquerra, siga z € pr&ﬁ/l( I [Y]. Ales-
hores prom p(2) pertany a Y. Aixi, existeix un w € L de forma que
Promr)(2) = Promz)(w). Acd és equivalent a dir que (z,w) € QM(L).
Recordem que, d’acord al Corollari [3.9) L sempre esta saturat per la
congruencia sintactica QM(L). Aix{, com que (z,w) € QM(L)iw € L,
concloem que z € L.

Queda aixi demostrat . O

Continuem estudiant ’espai dels llenguatges reconeixibles en un
monoide amb la relacié d’ordre donada per la inclusié. Es a dir, 'ordre
parcial Rec(M) = (Rec(M), C). Comencem provant que és un conjunt
no buit.

ProprosiciO 3.12. Siga M = (M, -, 1) un monoide, aleshores tant
M com O sén llenguatges reconeizibles. Es a dir, {M,0} C Rec(M).
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DEMOSTRACIO. Considerem el monoide trivial 1 = (1,-,0). Vegem
que l'aplicacié
Ky M — 1
m > 0

¢és un homomorfisme de monoides. En efecte Ky(1) = 0, aixi que envia
el neutre de M al neutre de 1. També notem que per mq,mo € M,
co1m Ko(ml) = Ko(mg) = Ko(mlmg) = 07 aleshores K0<m1m2> =
Ko(mq)Ko(msg) = 01 aixi sabem que K és compatible amb el producte
en 1.

Finalment, tenim que

(Ko)~'[0] =0 (Ko)~Y[1] = M.
Aixo prova que (), M € Rec(M). O

Ara que sabem que hi ha llenguatges reconeixibles, comprovem qui-
nes operacions sén tancades en Rec(M).

ProposICIO 3.13 (Aritmetica de la reconeixibilitat). Siguen M =
(M,-,1) un monoide i L, K € Sub(M) llenguatges reconeizibles, ales-
hores: (1) LNK, (2) LUK i (3) M — L son llenguatges reconeixibles.

DEMOSTRACIO. Vegem|[l] Per hipotesi QM (L), QM (K) tenen fndex
finit i pel Corollari 2.29) ® = QM(L) N QM(K) també ho té. Vegem
que satura a L N K. Per defecte tenim que L N K C [L N K]?® aix{ que
hem de provar [LN K]® C LN K. Prenem z € [LN K]® i per definici6
existeix w € L N K tal que (z,w) € ®. Com QM(L) C Ker(yz) i
OM(K) C Ker(xg) per la Proposicié , es dona que z € L si, i només
si, w € L al mateix temps que z € K si, i només si, w € K. O el que és
el mateix z € LN K si, i només si, w € LN K. Partiem de w € LN K,
aix{ que z € LN K i concloem que [LNK]* C LNK.

Vegem [2l Anem a comprovar que ¢ també satura a L U K. Com
hem observat a altres ocasions, basta provar que [L U K]®* C L UK.
Agafem z € [LUK]?®, pel qual existeix un w € LUK tal que (z,w) € ®.
Analogament a la prova anterior, z € L si, inoméssi, w € Liz € K si,
i només si, w € K. De forma que z € LU K si, i només si, w € LU K.
Com w € L U K, z també pertany a aquest conjunt.

Vegem [3] Utilitzem la mateixa propietat per mostrar que M — L és
reconeixible: la saturacié mitjangant una congruencia d’index finit. En
aquest cas la congruéncia és QM (L), d’index finit en ser L reconeixible.
Siga z € [M — L)) existeix w € (M — L) tal que (z,w) € QM(L).
Raonant com els dos altres punts, tenim que z € L si, i només si, w € L.
Arribant a qué z € (M — L) i provant [M — L") = A — L. O
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El que acabem d’observar ens permet arribar a la conclusié que
Rec(M) admet estructura d’algebra Booleana.

COROLLARI 3.14. Siga M = (M, -, 1) un monoide, aleshores
Rec(M) = (Rec(M), V, A, —, 0, M),

on =L és el complementari en M de L € Sub(M), és un algebra Boo-
leana.

DEMOSTRACIO. Primer notem que, donat L € Sub(M), =L va a
denotar a M — L. Ja sabem que (Rec(M), C) és un reticle, doncs per
la Proposicio podem afirmar que, per tots L, K € Rec(M), tant
LVK = LUK com LAK = LNK pertanyen a Rec(M). Com ), M s6n
reconeixibles per la Proposicio |3.12] necessariament sén els extrems i
aix{ max(Rec(M)) = M, min(Rec(M)) = 0.

L’existéncia d’un complementari per a cada L € Rec(M) ve donada
per la Proposicid m que prova que °L = M — L € Rec(M). La
distributiva respecte a V, A no cal provar-la perque sabem que U, N sén
mutuament distributives i V.= U, A =nN.

Queda provat que Rec(M) és un algebra Booleana. O

Acabem aquest capitol mostrant als dos ultims resultats altres ope-
racions per les quals la reconeixibiltat és tancada, que son la preimatge
per una translacio i la preimatge per un homomorfisme de monoides.

ProposiciO 3.15. Siga M = (M, -, 1) un monoide i L € Sub(M)
un llenguatge reconeizible. Siga t € TI(M) una translacid, aleshores
t~Y[L] és un llenguatge reconeizible.

DEMOSTRACIO. Suposem que L € Rec(M). Per la Proposici6
podem afirmar que QM (L) és una congruéncia en M d’index finit. L’ob-
jectiu és comprovar que QM (L) satura a t~[L], equivalentment

I = L.

Com hem fet a moltes altres demostracions, I'tinica inclusié que hem de
comprovar és la d’esquerra a dreta. Doncs, agafem z e [t~ 1[L]|2" (),
Per definicié, existeix w € t7![L] tal que (z,w) € QM(L). Com
OM(L) esta tancada per a translacions, d’acord a la Proposicié ,
ite TI(M), tenim que (t(2),t(w)) € QM(L).

Donat que w € t71[L], afirmem que t(w) € L. Ja que L € QM (L) —
Sat(M), emprant el Corollari t(w) € L i també (t(2),t(w)) €
OM(L), podem concloure que t(z) € L. Es a dir, hem obtingut que
z et VL] iaixi [t L)) C ¢7'[L]. Queda demostrat que t~'[L] és
reconeixible emprant la Proposicio [3.11] 0
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PropPoOsSICIO 3.16. Siguen M i N monoides i f: M — N un ho-

momorfisme de monoides. Donat K € Sub(N) reconeizible, aleshores
J7YK] € Sub(M) és reconeiible.

DEMOSTRACIO. Seguint la definicié de reconeixibilitat, com K és
reconeixible, existeix un monoide P finit, un homomorfisme de monoi-
des g: N — P i un subconjunt S C P de forma que K = g ![S].

Si composem l'anterior homomorfisme de monoides amb f obtenim
un homomorfisme de monoides g o f: M — P. El nostre objectiu
és provar que (go f)7}S] = f7YK] i aixi, f~'[K] és reconeixible per
definicio.

Vegem la inclusié d’esquerra a dreta agafant z € (go f)71[S]. Aix{
g(f(z)) € S'i també f(z) € g7'[S] = K. Es a dir, z € f![K].

Vegem la inclusié de dreta a esquerra agafant z € f~!'[K]. Aix{
f(2) € K = ¢g7[S] i també g(f(2)) € S. Esadir, z € (go f)"'[S]. O

3. Reconeixibilitat per automats

En aquest capitol introduim breument la perspectiva tradicional de
I’estudi dels llenguatges regulars fent 1s d’automats finits. EIl nostre
interés és presentar la forma convencional, per entendre aixi ’esforc
que suposa a nivell conceptual. Per finalitzar, provarem 1’equivalencia
que existeix entre la nocié de reconeixibilitat per automats i la que hem
treballat fins aquest moment del treball, per monoides.

Presentem inicialment el concepte d’automat finit sobre un alfabet.

DEFINICIO 3.17 (Automat finit). Un automat per a lalfabet A és
una tupla A= (Q, qo,9, F') on

e () és un conjunt finit d’estats.

® gy € Q és lestat inicial.

o ' C (Q és el conjunt d’estats finals.

e 0 és una funcio de transicio de la forma 0: Q X A — Q.

Plantegem un exemple d’un automat que ens va a ajudar a entendre
aquesta perspectiva de la reconeixibilitat.

EXEMPLE 3.18. Vegem un automat finit per a lalfabet A = {a,b}.
Tindrem A = (@, qo, 0, F) on Q = {qo, q1,q2,q3}, F = {q} i represen-
tem 0, com sol ser habitual, amb la taula de transicions segiient. La
interpretem com, per a cada estat de la primera columna, q, en passar
la imatge per 6 amb el simbol x d’una altra columna, arribem a l’estat
G. D’una altra forma 6(q,x) = q.

Per a poder enunciar la reconeixibilitat per automats necessitem els
dos resultats segiients.
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Qlalb
do | 41 | 93
q1 | q1| G2
Q2 | q1| G2
q3 | 43 | 93

TAULA 1. Taula de transicions.

ProprosIcIO 3.19 (Monoide d’endomorfismes). Siga Q un conjunt,
les aplicacions de ) en () admeten estructura de monoide amb la com-
posicio d’aplicacions i la identitat com a neutre. Es a dir,

End(Q) = (End(Q), o,idg)
és un monoide.

DEMOSTRACIO. Per definicié o és una operacié binaria associativa
en End(Q) ja que, per a tots f,g,h € End(Q) (fog)oh= fo(goh).
A més a més, idg funciona com element neutre per a aquesta operacié
donat que per a tot f € End(Q), foidg =idgo f = f. Emprant la
Definicié 2.1} afirmem que End(Q) és un monoide. O

ProprosiciO 3.20. Siga A lalfabet de l'automat A = (Q, qo, 0, F) ,

aleshores existeix un homomorfisme de monoides
61 A* — End(Q)

tal que Ker(6*) és una congruéncia en A* d’index finit.

DEMOSTRACIO. Podem considerar

d: A — End(Q)
wr—  I(w): Q — Q
q+— d0(q,w)
Atenent-nos al Corollari [2.27, com ¢ és una aplicacié d’un conjunt

A a un monoide finit, End(Q) podem extendre-la utilitzant la Propo-
sicié de la Propietat Universal. D’aquesta forma podem definir
5t A* — End(Q)
(w;)ien > O6(wg) ... 0(wp_1)
Pel Primer Teorema d’Isomorfisme de monoides, Teorema [2.25, sabem
que A*/Ker(6*) = Im(6*). Com hem vist al llarg d’aquest treball,
sabem que Im(§*) és un monoide finit ja que és submonoide de End(Q)

que és finit també. Amb aixé podem concloure que Ker(§%) és una
congruencia d’index finit en A*. 0
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Ha arribat el moment de presentar la reconeixibilitat per automats.

DEFINICIO 3.21 (Reconeixibilitat per automat). Donat un automat
A =(Q,q,0,F) per a lalfabet A i w € A*, direm que A reconeix w si
6% (qo,w) € F. D’aquesta forma podem descriure el llenguatge reconequt
per lautomat A com

L(A) = {w € A" | (g0, w) € F},

és a dir, el conjunt de totes les paraules que, en aplicar-se sobre l’estat
inicial, retornen un estat final. D’aquesta forma, siga L € Sub(A*)
un llenguatge, direm que L és reconeixible per automats si existeir un

automat finit A = (Q, qo, 0, ) sobre A per al qual L = L(A).

Continuem amb ’exemple que haviem proposat per a desenvolupar
un cas practic de reconeixibilitat per automats.

EXEMPLE 3.22. L’automat vist a I’Exemple determinat per la
Taula |1) serveiz per a reconéizer el llenguatge de les paraules sobre
A = {a,b} que comencen per a i acaben per b. L’objecte automat
té l'avantatge de poder ser representat graficament. Normalment els
estats son nodes i les transicions es representen amb arestes, l’estat
inicial t€ una fletra sense origen, l'estat final un doble cercle. Sequint
eizos estandards, aquest automat té la forma de la Figura[1]

q0

Ficura 1. Automat que reconeix llenguatges de parau-
les que comencen en a i acaben en b.

Com podem comprovar, per poder arribar a [’estat d’acceptacio go
des de qg €s necessari que la cadena introduida comence per a, passant
aizi a q1. Un pic aci, a partir de la primera b la paraula podria ser
acceptada. FEn cas que la cadena tinga més simbols, notem que cada
cop que apareix una a a la cadena, ha d’haver-hi una b que la sequisca
per tal d’acabar a qs.
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Laltim, i més important, resultat del present treball és el resultat
que el motiva, ’equivalencia entre les dues nocions de reconeixibilitat
estudiades.

TEOREMA 3.23 (Equivalencia de reconeixibilitat). Siga A un con-
gunt i L € Sub(A*), aleshores L és reconeizible per monoides si, i
només si, €s reconeixible per automats.

DEMOSTRACIO. Suposem que L és reconeixible per monoides. Per
definici6 existeix un monoide finit M = (M, -, 1), un homomorfisme de
monoides f: A* — M i C € Sub(M) tal que f~*[C] = L. Construim
un automat A = (M, 1,9,C') on

0: MxA — M
(m,a) +~— mf(a)

Com hem fet a la Proposici6 [3.20, § pot vore’s com una aplicacié
d’A en End(M). Aplicant la Propietat Universal del monoide lliure,
Proposicié 2.11] podem extendre  a un homomorfisme de monoides
6*: A* — End(M) que pot vore’s com una aplicacié de la forma

st Mx A — M
(m, (wy)ien) = mf(wo) ...  flwp_1).

Vegem que L = L(A) provant la doble inclusié. Agafem w € L, per
tant f(w) € C, i trobem que en ser 1 I'element neutre de M

flw) =1 f(w) =6*(1,w) € C.
Llavors, w € L(A).

De l'altra banda només cal pegar-li la volta al resultat anterior.
Donat w € £L(A), per definicié 6*(1,w) € C pero

5 (1,w) = f(w) € C,

la qual cosa implica que w € f~'[C] = L. Queda provada la implicacié
d’esquerra a dreta.

Suposem ara que L és reconeixible per un automat A = (Q, qo, 0, F).
Considerem &* de la Proposici6 i sabem que Ker(6%) és una con-
gruencia d’index finit en A*. Fent servir la Proposicié |3.11, podem
justificar la reconeixibilitat de L provant que estd saturat per Ker(d*).
Com hem realitzat ja a demostracions anteriors, és suficient que ve-
rifiquem [L]X) C L. Donat z € [L]¥"() existeix w € L tal que
(z,w) € Ker(d%). Aixo vol dir que §*(w) = §*(2), és a dir, que tenen la
mateixa imatge per 6*. En particular,

6*(w)(q0) = 0*(2)(o)-
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Tenim que w € L = L£(A), aleshores §*(w)(qy) € F. Podem concloure
que z € L.
Queda provada 'altra implicacié. O

Acabem aquest treball vegent un exemple de llenguatge reconeixible
per a un alfabet A que conté la lletra a. En primer lloc recuperem un
homomorfisme de monoides per tal de comprovar la reconeixibilitat per
monoides i finalment vorem 'automat que el reconeix.

EXEMPLE 3.24. Siga A un conjunt qualsevol de simbols i a € A,
considerem el monoide A* = (A*, A, N). Volem comprovar que el llen-
gquatge format per les cadenes d’A* que tenen un nombre parell d’a, que
denotem per L, és reconeizible.

Per la primera part considerem el grup (Zs,+,0) on la suma és
modul 2. A partir de laplicacié f: A — Zy que assigna f(a) = 1 i
f(b) =0 per tot b € A —{a}, per la Propietat Universal del monoide
lliure, sabem que podem extendre f a

fﬁl A* — Zo
w > |wl|, mod 2.

Com Zy és un grup finit i L = f~[{0}], hem provat la reconeixibilitat
per monoides.

Per la segona part considerem l'automat A = ({qo0,¢1}, 0,9, q) @
on 6(q;,b) = q; per ai € {0,1}, per a tot b € A — {a} i §(qo,a) =
¢1,0(q1,a) = qo. Aquest automat té la representacid segiient, per a tot
be A—{a}

Ficura 2. Automat que reconeix el llenguatge de totes
les paraules amb un nombre parell de lletres a.

Es facil vore que A reconeix L ja que 'estat de l'automata canviard
entre qo 1 q1 només quan aparega una a a la cadena a reconeizer. Com
partim de qo 1 aquest és [’estat d’acceptacio, la cadena €s acceptada si
el nombre d’a llegides és parell.

L’objectiu d’aquest treball era proposar una alternativa a la pers-
pectiva dels automats per a la reconeixibilitat de llenguatges regulars
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passant per estructures de monoides. Hem pogut desenvolupar la te-
oria de monoides i coneixer estructures d’ordre entre els llenguatges
gracies a l'utilizacié d’elements algebraics. Plantejades les dues vies
per a la reconeixibilitat i provada la seua equivalencia, observem que
entre aquestes resideixen diferencies en com s’ha de descriure els llen-
guatges reconeixibles. L’algebrista permet donar una demostracio clara
en terminologia i completa de quan un llenguatge és reconeixible men-
tres que la dels automats pot resultar més intuitiva de plantejar perque
els automats sén visuals i es poden construir algorismicament. Al cap
i a la fi, ambdues nocions fan referencia a la mateixa cosa i el valor
que trobem a aquesta pluralitat és comptar amb eines que ens amplien
les opcions i recursos per treballar amb el reconeiximent de llenguatges
regulars.
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