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Capitol 1

Introduccio

La dualitat de Stone estableix una correspondencia entre algebres Booleanes i espais
de Stone i a més entre homomorfismes de algebres Booleanes i aplicacions continues
entre espais de Stone. Una algebra Booleana és un reticle fitat, distributiu i comple-
mentat i un espai de Stone és un espai topologic totalment separable i compacte. Es
pot vore que un espai topologic és totalment separable i compacte si, i només si, és
totalment disconnex, Hausdorff i compacte, que és la definicié usual per a un espai
de Stone.

En aquest treball anem a demostrar que la correspondencia esmentada anteri-
orment, és functorial, i pel cami, anirem demostrant altres resultats que també sén
interessants i tutils tant per a l'estudi de les algebres Booleanes, com per a 'estudi
dels espais de Stone, com és el cas de que tota algebra Booleana és una subalgebra
d’una algebra de conjunts, que és un cas d’algebra Booleana molt conegut. Aixi
podem pensar en les operacions d’una algebra Booleana com interseccions, unions i
complementacions.

A continuacid, resumim de manera breu el contingut de cadascun dels segiients
capitols d’aquest treball. El lector pot trobar una descripcié més detalla al principi
de cada capitol.

En el Capitol 2 vorem una introduccié historica a la dualitat i els antecedents de
les algebres Booleanes abans del treball de Marshall Stone.

En el Capitol 3 definirem les algebres Booleanes com a estructura algebraica i
demostrarem algunes propietats basiques. Després definirem el concepte de reticle
i vorem que una algebra Booleana és un exemple de reticle amb certes propietats
addicionals. Donarem els conceptes basics de topologia, definint els conceptes d’es-
pai topologic i certes propietats topologiques que seran necesaries per a la definicié
d’espai de Stone, i ens donaran ferramentes per a poder treballar amb aquests.
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En el Capitol 4 introduirem la teoria de categories, que ens sera ttil per a con-
ceptualizar el significat de la dualitat que s’estudia en aquest treball.

Per tultim, en el Capitol 5, donarem els resultats que estructuren i culminen en
la descripcio categorica de la Dualitat de Stone.

En aquest treball farem el conveni notacional de posar en negreta els conjunts
estructurats, és a dir, les algebres Booleanes, els conjunts parcialment ordenats, els
espais topologics, etc.

La presentacié dels resultats segueix principalment les notes de Dekkers [11].



Capitol 2

Context historic

2.1 Precursors de les algebres Booleanes

Podem trobar un precursor de les algebres Booleanes en la figura de Gottfried
Leibniz (1646-1716), en la seua “algebra de conceptes”, que en segles posteriors es
va vore que era deductivament equivalent a una algebra de conjunts. L’estudi d’a-
questes idees i de moltes altres es feia amb la intencié d’entendre el pensament huma
i reduir tots els conceptes a una mena d’alfabet.

Leibniz va ser un polimata, es va dedicar a moltes materies (filosofia, matematiques,
enginyeria, dret, diplomacia i altres més) on va arribar a tindre certa fama per algu-
nes invencions, com és el cas de la notacio per al calcul infinitesimal, 'invenci6 de la
primera calculadora, que podia fer les quatre operacions aritmetiques, i altres coses
que el lector interessat podra trobar en [28][8][36][32]. Es una llastima que molts dels
seus escrits es publicaren de forma postuma, ja amb moltes parts de la seua logica
desenvolupades de forma independent per altres pensadors com és el cas de G. Boo-
le, W.S. Jevons, E. Schroder, E.V. Huntington, C.S. Pierce, A. De Morgan.

2.2 Una discusio filosofica

El treball de George Boole en logica i algebra estava motivat pel seu interés en tro-
bar uns fonaments matematics per a la logica. Boole era un matematic autodidacta
que estava profundament interessat en al filosofia de la ciencia i la naturalesa del co-
neixement. Ell estava fascinat per la idea d’usar les matematiques per a entendre el
mon que l'envolta i creia que la logica era una ferramenta fonamental per aconseguir
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aquest objectiu.

Boole estava influenciat pel treball del filosof angles John Stuart Mill, que va argu-
mentar que la logica es podria estudiar utilitzant un metode similar al que s’utilitza
en matematiques. Boole pensava que la logica proposicional podria ser representada
utilitzant simbols algebraics i que les regles logiques es podien reduir a una col-leccié
d’equacions algebraiques.

Els treballs de Boole en logica i algebra van culminar en el seu llibre “An Investiga-
tion of the Laws of Thought”[3]. En aquest llibre, Boole va introduir 'idea d’usar
metodes algebraics per a estudiar proposicions logiques i raonar sobre els seus valors
de veritat. Va desenvolupar un sistema de logica algebraic que li permetia manipular
les proposicions logiques de manera algebraica, i amb aixo va demostrar que podia
provar molts resultats importants de la logica.

Aquests treballs de Boole en logica algebraica van ser molt innovadors i van do-
nar el fonament per als desenvolupaments posteriors en logica moderna i ciencies de
la computacié. Les seues idees van ser desenvolupades per altres matematics, com
Ausgustus De Morgan i Ernst Schroder, i continuen sent una area de recerca
important en matematiques i ciencies de la computacio.

Com a conseqiiencia d’aquests treballs, va sortir una discussié entre Sir William
Hamilton!, un filosof escoces, i Augustus De Morgan, matematic britanic. De
Morgan i Hamilton tenien visions diferents en quant a la naturalesa de 1’algebra Bo-
oleana.

Hamilton argumentava que 1’algebra Booleana era un reflex de la naturalesa fona-
mental de 'univers i que representava una estructura logica que estava present en
tots els aspectes de la realitat. Pensava que els principis de I'algebra Booleana eren
més que una ferramenta convenient per al raonament amb proposicions; representa-
ven l'estructura essencial de I'univers mateix.

De Morgan, per altre costat, considerava que ’algebra Booleana era un sistema pu-
rament formal que és podia manipular d’acord amb certes regles, sense cap connexio
necessaria amb l'estructura subjacent de l'univers. Ell pensava que els principis
de l'algebra Booleana eren una simple col-leccié de regles per a la manipulacié de
simbols, i que no tenien cap importancia filosofica o metafisica inherent.

Boole mateix no tenia una posicié favorable cap a les implicacions filosofiques de
I’algebra Booleana, i veia el seu treball primariament com una forma de desenvo-
lupar un marc matematic rigorés per a raonar amb proposicions logiques. Encara
aixi, el treball de Boole va tindre un impacte profund en el desenvolupament de les
matematiques i la logica, i va obrir el cami per al desenvolupament de noves arees de
recerca, incloent la teoria de conjunts, la topologia i les ciencies de la computacié.

No confondre amb William Rowan Hamilton, inventor dels quaternions.
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El debat entre De Morgan i Hamilton reflectix una tensié major en la historia de
les matematiques; entre aquells que veuen les estructures matematiques com cons-
truccions purament abstractes i aquells que pensen que les matematiques tenen una
significacié filosofica més profunda, és a dir, reflectix diferents perspectives de la
naturalesa i ’abast de les matematiques, i il-lumina la complexa relacié entre les
matematiques, la logica i la filosofia. Aquesta tensié ha jugat un paper de diferents
formes al llarg de la historia de les matematiques i continua sent un tema important
en les matematiques contemporanies.

2.3 Els fonaments de la logica proposicional

Les algebres Booleanes formen part de ’algebra abstracta, i per tant la seua historia
esta inclosa dins d’aquesta. Seguint a [24], el primer moment on apareix una instancia
clara d’enfoc abstracte o axiomatic a I’algebra és en un article de Cayley [7] de teoria
de grups. Encara aixi, la teoria de grups no estava al front del cami cap a ’abstraccio
en algebra, el qual va ocorrer a principis del segle XX. Potser el fet de que el teorema
de Cayley (1878) que ens diu que tot grup abstracte és isomorf a un subgrup d’un
grup simetric, va eliminar la necessitat d’un desenvolupament abstracte de la teoria
de grups fins a molt més endavant.

Si la teoria de grups és la branca més antiga de ’algebra abstracta, 1’algebra Bo-
oleana té una bona reivindicacié per a ser la segona. Per suposat, Boole [2][3] i
Peirce [25] només estaven preocupats per les algebres de conjunts de proposicions,
pero Whitehead [35] i Huntington [15] van prendre un enfocament més abstrac-
te. Malgrat aixo, no hi va haver interés en els reticles no Booleans abans de 1930
(Apart dels importants articles de Dedekind [9][10], que un altra vegada tractaven
de reticles especials, en aquest cas, reticles d’ideals), i poc desenvolupament de les
algebres Booleanes més enlla de triar entre axiomatitzacions d’aquestes.

Encara que el teorema de representacié de Cayley pot haver retardat ’avancament de
la teoria de grups, almenys va donar estabilitat en els axiomes que definixen un grup,
demostrant que eren suficients per a capturar la nocié d’“algebra de substitucions”.
En l'algebra Booleana, hi havia una clara necessitat d’un teorema de representacié
similar que mostrara que els axiomes capturen la nocié d’“algebra de classes”, pero
aquest no sortia de forma immediata.
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2.4 El treball de Tarski 1 Lindenbaum

Es clar que no hem d’esperar un teorema que diga que tota algebra Booleana és
isomorfa a l'algebra de conjunts d’algin conjunt. Per exemple els grups simetrics
tenen certes propietats que no les tenen tots els grups (per exemple, si excluim el
grup d’ordre 2, la propietat de tindre centre trivial), aixi hi ha propietats de reticles
que es donen per a algebres de conjunts, pero no per a totes les algebres Booleanes.
Anem a fer una breu mencié de dos propietats.

En I'algebra de conjunts, a més de les operacions binaries d'unié i interseccid, tenim
la possibilitat de formar unions i interseccions infinites de families de subconjunts.
Diem que un reticle és complet si és poden formar unions i interseccions infinites,
amb les mateixes propietats que 1'unio i 'interseccié en les algebres de conjunts. Es
facil vore que exemples d’algebres Booleanes que no sén completes (per exemple,
I’algebra de subconjunts d’'un conjunt infinit que sén finits o tenen un complement
finit és una algebra Boolena que no és completa). En ’algebra de conjunts d’un
conjunt X, els conjunts formats per un unic element, és a dir, {z}, on x € X,
tenen una propietat especial, sén minimals o el que és equivalent, no poden ser
representats com a una unié de subconjunts estrictament continguts en aquest. Un
element d’una algebra Booleana amb aquesta propietat es diu atom. L’abundancia
d’atoms en P(X) ve expressada pel fet que, per a qualsevol Y # (), existeix un
atom Z tal que Z C Y. Una algebra Booleana amb aquesta propietat es diu que és
atomica. Un altra vegada és facil donar exemples d’algebres Booleanes que no séon
atomiques (per exemple, 'algebra Booleana del quocient de 1'algebra de subconjunts
dels reals, que sén mesurables Lebesgue, amb l'ideal de subconjunts dels reals de
mesura nul-la).

Teorema 2.1. Una dalgebra Booleana és isomorfa a l’algebra de conjunts d’un conjunt
st, 1 nomées, si és completa i atomica.

Aquest teorema va ser demostrat per primera vegada pels logics A. Lindenbaum
i A. Tarski [34], i és clarament un pas important cap a un teorema general de
representacié. Encara aixi, no podem fer res quan tenim una algebra Booleana que
no és atomica. Es necessaria una nova idea.

2.5 La figura de Marshall Stone

Arribat a aquest moment de I'historia, entra en escena Marshall Harvey Stone
(1903-1989), aquest matematic no era algebrista ni logic. El seu treball principal
es troba en 'area de I'analisi funcional, en concret en 'estudi dels operadors lineals
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entre espais de Hilbert [33]. Va ser el seu treball en aquesta area, en el teorema de
resolucio espectral, que li va portar a les algebres de projeccions commutatives en un
espai de Hilbert. Era conegut que se li podia donar estructura d’algebra Booleana a
aquest espai, pero no tenien una representacié natural com a algebra de conjunts.
El teorema de representacio va esdevindre una ferramenta d’importancia practica per
a Stone. Al mateix temps, els seus antecedents com a analista funcional, li van donar
una major familiaritat amb els nous metodes de topologia general desenvolupats en
eixe moment que la que tenien la majoria d’algebristes del moment.

Hi ha dos idees clau en el treball de Stone:

1. La seua comprensio de que una algebra Booleana és equivalent a un tipus d’anell
(en concret, un anell commutatiu unitari on tot element compleix que a® = a).
Actualment, la equivalencia entre els anells Booleans i les algebres Booleanes és
una cosa que es posa com a exercici en la assignatura de teoria d’anells del grau.
Es dificil comprendre que aquest fet romanguera desconegut per tant de temps.
L’analogia amb els anells porta a Stone donar-se compte de I'importancia dels
ideals (i particularment del ideals primers) en la teoria de reticles; és el conjunt
d’ideals primers d’una algebra Booleana el que dona la representacié en el
teorema de Stone (Observem el constrast amb la representacié de Lindenbaum-
Tarski, on el conjunt que dona la representacié esta composat per elements de
I'algebra Booleana).

2. La introduccié de la topologia. Stone va observar que a partir del conjunt
d’ideals primers d’una algebra Booleana es pot obtindre un espai topologic
de forma natural, on els conjunts oberts corresponen a ideals arbitraris de
I'algebra (especificament, a un ideal I 1i associem el conjunt obert de tots els
ideals primers que no contenen a /). En aquesta topologia, els conjunts oberts i
tancats a la vegada, es corresponen amb els ideals principals i, per tant, amb els
elements de 'algebra; aixi podem recuperar (una copia isomorfa de) 1’algebra
a partir del conjunt d’ideals primers.

L’objectiu d’aquest treball és presentar el resultat de Stone i comprovar que conforma
una dualitat categorial.
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Capitol 3

Algebres Booleanes, reticles i
espais topologics

En aquest capitol, en la primera seccié, anem a definir les algebres Booleanes, demos-
trar algunes propietats basiques, introduir les subalgebres d'una algebra Booleana,
els homomorfismes Booleans, a més de donar la dualitat Booleana. En la segona
secci6 anem a treballar amb conjunts parcialment ordenats, aplicacions monotones,
reticles i, per ultim, definirem el concepte de filtre que sera de gran importancia més
endavant.

3.1 Algebra Booleana

Definicié 3.1. Una algebra Booleana és una tupla (B,V,A,—,0,1) on B és un
conjunt amb dos operacions binaries internes V i A, una unaria interna — i dos
constants (01 1), que compleizen les segiients propietats; per a tots x,y,z € B:

(A1) (Identitat) (A3) (Distributivitat)
(a) 2V 0=uzx. (a) A (yVz)=(xAy)V(zAz).
(b) x N1 =uzx. (b)xV(yANz)=(xVy) A(zV=2).
(A2) (Commutativitat) (A4) (Complementacid)
(a) zVy=1yVuz. (a) x N —x = 0.
(b) zNy=yAz. (b) zV—-x=1.

Donada una algebra Booleana (B,V,A,—,0,1), ens referirem a aquesta només
amb B, sense especificar les operacions i els elements especials, en cas que estiga
clar pel context.
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Proposicié 3.1. Siga B una dalgebra Booleana. Aleshores donats x,y,z € B, es

satisfan les seguients proposicions:

r=x Ay Si, i només si, y=axVy.

(a) Siper a tot x € B, xVy =z, aleshores y = 0.
(b) Si per a tot x € B, x Ny = x, aleshores y = 1.

(a) xVz=u.
(b)x Nz = .

(a)zv1=1
(b) z A0 =0.

SixVy=1ix ANy=0, aleshores x = —y.

x = ().
() xV (mxVy) =1
(b) x A (mx Ay) =0.

(B5)
(B6)

(B7)

(B10)

(B11)
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(@)xV(yVz)=(xVy)Vz
b))z A (yAz)=(xAy) Az

11

(B12)

(B13)

(B14)

(B15)

(B16)

(B17)

(B18)

(B19)

(B20)

(B21)

Demostracié: En els casos, en que hi han dues proposicions a demostrar (en concret,
(a) i (b)), només demostrarem (a) ja que, posteriorment, vorem que aco és suficient.

En tot cas, la demostracié és analoga.
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(B1) Si z =z Ay, aleshores tenim la segiient cadena d’igualtats

y=yANl
=yA(zVx)
= (yAx)V(yA-r)
=z V (yA-x)
=(zVy) A(xzV )
=(xVy AOD
=z Vy.

Ara, si y =z V y, tenim la segiient cadena d’igualtats

r=xVO0
=z V(yA-y)
= (@ Vy)A(zV-y)
=y A (zV-y)
=y Az)V(yA-y)
=(yAzx)Vl1
=yAzx.

(B2) Tenim la segiient cadena d’igualtats

0=0Vy
=y V0

(B3) Tenim la seglient cadena d’igualtats

zVax=(xVz)Al
=(zVa)A(zVx)
=z V (zA-x)
=zV0

= X.

(Hipotesi)
(A2)
(A1)
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(B4) Tenim la segiient cadena d’igualtats

zV1i=(xVI1)Al (A1)
=1A(xV1) (A2)
=(xV-z)A(z V1) (A4)
=z V (-zAl) (A3)
=V (A1)
=1 (A4)
(B5) Tenim la segiient cadena d’igualtats
zV(@Ay)=(x A1)V (zAy) (A1)
=z A(1Vy) (A3)
=zl (A2)
= z. (B4)
(B6) Tenim la segilient cadena d’igualtats
y=yAl (A1)
=yA(zV-x) (A4)
=(yAz)V(yA-x) (A3)
=(yANz)V(-zAy) (A2)
=0V (- Ay) (Hipotesi)
=(xA-z)V(mzAYy) (A4)
=(—~zAx)V(-zAy) (A2)
=-zA(xVy) (A3)
=z Al (Hipotesi)
= . (A1)
(B7) Tenim la segiient cadena d’igualtats
—xVr=xV-x (A2)
=1 (A4)
T Ax=xA-x (A2)
=0. (A4)

Per (B6) z = —(—x).
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(B8) Tenim la segiient cadena d’igualtats

zV(zVy)=(xV(-zVy) Al
=1A(zV(-zVy))
=(xV-z)A(xV(-zVy))
=z V(zA(—zVy))
=xV
=1

(B9) Tenim la seglient cadena d’igualtats
(@Vy)V(czA-y)=((zVy)V-z)A(@Vy)V-y)
=(zV(@Vy)A(yV(yVe))
= (~2V (2 V) A (g V (v 2)
=1A1
=1.

(B10) Tenim la segiient cadena d’igualtats
(@ Vy)A(mxA-y) = (mz A-y) Az Vy)
= ((reA=y) Ax) V(- A=y) Ay)
= (@A A=y) V(YA (my A o))
=0VO0
=0.

(B11) Es dedueix de les propietats (B9) i (B10) i I'unicitat de la negacié (B6).

(B12) Tenim la segiient cadena d’igualtats
(xV(yVz)Vox=-zV(zV(yVz)
=z V (-aV(yVz))
=1.

(B13) Tenim la segiient cadena d’igualtats

yA@V(yVvz)=WyArz)V(yAyVz)
=(yAz)Vy
=yV(yAx)
—y.
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(B14) Tenim la segiient cadena d’igualtats

(zV(yVz2)Voy=-yV(zV(yVz)
=(yV@VyVvz) Al
=1A(myV(zV(yV2))
=WyV-yA(yV(zV

“yV(yA(@V(yVz)))
—yVy

yV -y

1.

(B15) Tenim la segiient cadena d’igualtats

(xV(yVz)V-oz=(xV(zVy))V -z
1.

(B16) Tenim la segiient cadena d’igualtats

((xVy)Vz)Ar=(-(zVy) ANz)Ax

(mz A—y)A—-z) Az

=z A ((mx A—y) A —z2)

=(x A ((~xA=y) A=2)) VO

=0V (zA ((mzA-y)A-z))

= (z A =2) V(2 A (-2 A—y) Az))
=z A (~zV ((—z A—y) A-z))
= A (—|ZL‘ V (ﬁZ A (_‘-T A _‘y)))

=r N\
= 0.
(B17) Tenim la segiient cadena d’igualtats

—((wvy) vz Ay==(yVa)Vve) Ay
= 0.

(y Vv
(yVy) Ay V(zV(yV

2)))
2)))

15

~ 0 " -~
=N W W N NN
= D D O D O —

(A2)
(B14)

—~~
o W
;>>_|}_n

=N =

S

\)

w \V]
_ O = D D O T — —

P2 e
w

W~

(A2)
(B16)
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(B18) Tenim la segiient cadena d’igualtats

“((xVy)Vz)Az=((zVy AN-z)Az (B11)
=zA(—(zVy)A-z) (A2)
=zA(mzA=(zVYy)) (A2)
=0. (B8)

(B19) Tenim la segiient cadena d’igualtats

(Vv (yVaz)Vvallzvy)Vz)
=(zV(yV2) Vv (o(zVy)A-z) (B11)
= (@ Vv (yVv2) V(- A-y) Ao2) (B11)
=((zV(yVva))V(zA=y) Az V(yV2))V-2) (A3)
= (((= (yVZ))Vﬁx)A((xV(yVZ))Vﬂy))/\((x\/(y\/Z))VﬂZ) (A3)
= (1A1)A (B12, B14, B15)
=1 (A1)
(B20) Tenim la segiient cadena d’igualtats
@V (yVv2)A=((zVy)Vz)
=(@vy) V) A(zViyV2) (A2)
= ((@vy) v)rz)V(=((zvy) V) Ay vz) (A3)
=((@vy) v ) VI(E(EVy) V) Ay V(=@ Vy) vz)Az)) (A3)
=0V (0V0) (B16,B17,B18)
= 0. (A1)

(B21) Es dedueix de les dues propietats anteriors (B19) i (B20), la doble negacié (B7)
i l'unicitat de la negacié (B6).

Queda, aixi, demostrada la Proposicié 3.1. O

Anem a vore un exemple d’algebra Booleana prou conegut i que, més avant,
vorem que és clau en aquest treball, el conjunt de les parts d'un conjunt.

Exemple 3.1. Siga X un conjunt. Aleshores (P(X),U,N, ()¢, 0, X) és una dlgebra
Booleana.
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3.1.1 Subalgebres i homomorfismes Booleans

Ara que ja hem donat a coneixer aquesta estructura algebraica, anem a estudiar les
seues subestructures i els homomorfismes, és a dir, vorem les subalgebres Booleanes
i els homomorfismes Booleans. Aquests tultims ens donen una forma de relacionar
distintes algebres Booleanes que, com vorem més avant, és clau en el seu estudi.

Definicié 3.2. Donada una algebra Booleana (B,V,A,—,0,1) i un subconjunt () #
A C B, diem que A és una subalgebra Booleana de B, i ho denotem per A < B, si
A ¢és tancat sota les operacions V, N\ i —, i conté les constants. Es a dir, si donats
a,b e A, tenim que

—a, aANb, aVb, 0, 1€ A.

Definicié 3.3. Siga X un conjunt. Una algebra de conjunts sobre X és una subalgebra
Booleana Y < P(X).

Exemple 3.2. Un exemple d’algebra de conjunts el podem trobar en teoria de la
mesura, que €s el fonament de la probabilitat, entre altres coses. Siga X un conjunt.
Un espai mesurable, és un parell (X, A) on A és una sigma dlgebra, és a dir, A és
una algebra de conjunts que és tancada per a unions numerables. El lector interessat
podra trobar més en [31].

Definicié 3.4. Siguen B i C algebres Booleanes. Una aplicacio f: B — C és un
homomorfisme Boolea, si f és compatible amb V, N\ i —. Es a dir, si donats a,b € B,
tenim que

1. flaVvb) = f(a)V f(b).
2. flanb) = f(a) A f(b).
3. f(=a) = ~f(a).

A més, si f és injectiva diem que és una imbibiciéo Booleana. Si f és bijectiva diem
que és un isomorfisme Boolea.

A T’hora de comprovar si una aplicacié entre algebres Booleanes és un homo-
morfisme podem fer una comprovacio distinta que en moltes situacions pot ser més
senzilla, i que és equivalent a la tercera condicié esmentada en la definicié anterior.

Proposicié 3.2. Siguen B i C algebres Booleanes i f: B — C una aplicacio tal
que donats a,b € B, f(aVb) = f(a)V f(b) i flaAb) = f(a) A f(b). Son equivalents:
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1. f(0) =01 f(1)=1.
2. Per a tot a € B, tenim que f(—a) = —f(a).

Demostracio: Si f(0) = 01 f(1) = 1, tenim que per a tot a € B, es donen les
seglients cadenes d’igualtats

fla) A f(—a) = fla A —a) (Hipotesi)
= f(0) (A4)
= 0. (Hipotesi)
fla)V f(—a) = f(aV —a) (Hipotesi)
= /(1) (A4)
=1 (Hipotesi)

per l'unicitat de la negacié (B6) f(—a) = =f(a).
Per altre costat, si per a tot a € B, f(—a) = = f(a), tenim que per a tot a € B,

f(0) = flan—a) (A4)
= f(a) A f(a) (Hipotesi)
= f(a) A= f(a) (Hipotesi)
=0. (A4)

f() = flaV —a) (Ad)
= f(a) vV f(-a) (Hipotesi)
= f(a) V= f(a) (Hipotesi)
=1 (A4)

Queda, aixi, demostrada la Proposicié 3.2. O

Els homomorfismes Booleans respecten I'estructura algebraica, és a dir, 'imatge
d’una algebra Booleana, és una subestructura del codomini de I’homomorfisme.

Lema 3.1. Siguen B i C algebres Booleanes i f: B — C homomorfisme. Aleshores
f[B] < C.
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Demostracid: Siguen c1,co € f[B], aixi tenim que existeixen by, by € B tals que
f(by) =c1 i f(ba) = co. En conseqiiéncia, com f és homomorfisme Boolea,

e Ve = f(bi) V f(b2) = f(b1 V b2) € f[B].

Per altre costat, com que f és homomorfisme Boolea,

—cp =~ f(b1) = f(=b1) € f[B].

Per les propietats (B7) i (B11), tenim ¢; Az € f[B]. A més, en ser f homomorfisme
Boolea, per la proposicié anterior, tenim que 1¢ = f(15) € f[B]i0c = f(0g) € f[B].
Per tant, f[B] < C. O

3.1.2 Dualitat Booleana

Fem notar que les propietats que defineixen una algebra Booleana i les propietats
que hem demostrat posteriorment venen en parells. Aco té conseqiiencies a I’hora de
demostrar propietats sobre una algebra Booleana.

Definicié 3.5. Siga B una dalgebra Booleana. Anomenem dual de B a [’algebra
Booleana que resulta d’intercanviar en B V per N\ i 0 per 1. Es a dir, per a tots
x,y,2 € B:

(A1) (Identitat) (A3) (Distributivitat)
(a) z N1 =zx. (a) zV (yNz)=(xVy AxzVz).
(b) zV0=ux. (b)zN(yVz)=(xAy)V(zAz).
(A2) (Commutativitat) (A4) (Complementacid)
(a) Ny =1yAz. (a) zV —x =1.
(b) zVy=yVzx. (b) x N —x = 0.

Es facil vore que el dual d'una algebra Booleana sempre és isomorfa amb 1’algebra
Booleana inicial ja que, fer aquest intercanvi en les propietats (a) et déna (b), i
viceversa.

3.2 Teoria de ’ordre

La teoria de l'ordre estudia les relacions binaries d’ordre sobre conjunts i les apli-
cacions monotones entre conjunts amb relacions binaries d’ordre. En aquesta seccié
anem a treballar amb conjunts parcialment ordenats i un cas particular d’aquests,
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que és el de reticle. A més, vorem més avant que les algebres Booleanes indueixen
un tipus de reticles, donant aixi un altra relacié de les algebres Booleanes amb altres
estructures.

3.2.1 Conjunts ordenats

Definicié 3.6. Un conjunt (parcialment) ordenat és una tupla (P,<) on P és un
congunt © < €és una relacio binaria d’ordre sobre P, és a dir, una relacio que és
reflexiva, antisimetrica i transitiva. Aixi, donats x,y,z € P,

(01) z < x.
(02) Six <y iy<uz, aleshores r =y.
(03) Six <y iy<z, aleshores x < z.

A més, siper atotx,y € P, tenim quex <y oy < x, diem que (P, <) és un conjunt
totalment ordenat o una cadena. Ens referirem a (P, <) com a P, sense especificar
l'ordre, quan el context ho permeta.

Nota 3.1. Donat un conjunt (parcialment) ordenat P, six,y € P son tals que v <y
i x # 1y, denotarem aquest fet per x < y.

Definicié 3.7. Donat un conjunt (parcialment) ordenat P i x,y € P. Diem quey
cobreix a = st x < y 1 s1 existeir z € P tal que x < 2 <y aleshores x =z oy = 2.
Ho denotarem per x < y.

Nota 3.2. Usant aquesta relacid de cobriment, podem representar un conjunt (par-
cialment) ordenat finit P per un graf, anomenat Diagrama de Hasse. Un exemple
d’aquest diagram es pot vore en la Figura 3.1. Tot element de P es representa per
un vertex i cada relacio x < y entre punts es representa per una eix entre els vertexs.
En aquesta situacio representarem y per dalt d’x.

Definicié 3.8. Donat un conjunt (parcialment) ordenat P = (P, <). Definim P° =
(P,>), el dual de P, de la segiient manera, v < y en P? si, i només si, y < x en

P.

Es facil vore que P és un conjunt (parcialment) ordenat si, i només si, P® = (P, >)
també ho és.
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{z,y}

/ N\

{z}  {y}

0
Figura 3.1: Diagrama de Hasse per a l’algebra de conjunts del conjunt {x,y}.

Definicié 3.9. Donat un conjunt (parcialment) ordenat P, si existeix x € P tal que,
per a tot y € P, tenim que x < y, ho denotem per 0 = x. De forma andloga, si
existeir x € P tal que per a tot y € P tenim que y < x, ho denotem per 1 = x. Diem
que P és fitat, si existeizen 0,1 € P tals que, per a tot y € P, tenim que 0 <y < 1.

Definicié 3.10. Siguen P i Q conjunts (parcialment) ordenats i ¢p: P — @) una
aplicacio. Diem que:

1. ¢ és monotona, si x <y en P implica ¢(x) < ¢(y) en Q.

2. ¢ és antitona, si x <y en P implica ¢(y) < ¢(z) en Q.

3. ¢ és una imbibicid, si x <y en P si, i només si, ¢(x) < ¢(y) en Q.
4. ¢ és un isomorfisme, si és una imbibicié sobrejectiva.

Observem que una aplicacio antitona ¢: P — Q) és el mateix que una aplicacio
monotona ¢': P° — Q. També notem que una imbibicié és necessariament injec-
twva.

3.2.2 Suprem, infim i reticles

En aquesta subseccié anem a estudiar els conceptes de suprem i infim en un conjunt
parcialment ordenat i 'estructura de reticle, que vorem que és el mateix que un
conjunt parcialment ordenat on tot subconjunt finit té suprem i infim. Definirem
algunes propietats que tenen els reticles.

Definicié 3.11. Siga P un conjunt (parcialment) ordenat i S C P. Diem que x € P
és una fita superior de S si, per a tot s € S, s < x. Analogament, diem que y € P
¢és una fita inferior de S si, per a tot s € S, y < s.
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Definicié 3.12. Siga P un conjunt (parcialment) ordenat i S C P. Diem que x € P
és un suprem de S si, per a tot z € P fita superior de S, x < z. Analogament, diem
que y € P és un infim de S si, per a tot z € P fita inferior de S, z < y. En cas
d’existir els denotarem per sup(S) i inf(S), respectivament.

Es facil vore de la definicié que, en cas d’existir, el suprem i I'infim sén tnics.

Definicié 3.13. Siga P un conjunt (parcialment) ordenat. Diem que © € P és
maximal si, donat y € P tal que x < y, aleshores v = y. Diem que x € P és
minimal si z és mazimal en P°.

Definicié 3.14. Un reticle és una tupla (L,V,N\), on L és un conjunt i \V i N\ sén
dues operacions binaries en L, tals que per a tots a,b,c € L,

(@) avVb=>bVa.

(b) aNb="bAa. (A2)
(a) aV (b = ) Ve
(b)an(bAc)=(aNb)Aec. (B21)

Proposicié 3.3. Siga P un conjunt (parcialment) ordenat. Definim
aNb=a i1aVb=>b si, i només si, a < b.
Aleshores, P és un reticle si, © només si, donats a,b € P, existeizen
sup{a, b},inf{a,b} € P.
Demostracio:  Suposem que P és un reticle. Tenim que

a=aA (aVb). (B5)

b=bA(bVa) (B5)
=bA(aVDb). (A2)
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Aixia <aVbib<aVb, per tant a Vb és una fita superior de {a,b}. Siga u € P
tal que a < wu i b < u, aleshores

aVu=(aAu)Vu=u. (B5)
bVu=(bAu)Vu=u. (B5)
Tenim que
(avb)Vu=aV (bVu) (B21)
=aVu
= u.
Per tant

(avVb)ANu=(aVb)A((aVb)Vu)
=aVb. (B5)

Es a dir, a Vb < u. Aix{ sup{a,b} = a vV b. De forma analoga, es pot vore que
inf{a,b} =a Ab.
Ara, suposem que existeix el suprem i infim de dos elements qualsevols. Definim

aVb=sup{a,b} <= aAb=inf{a,b}.
Com, sup{a, b} = sup{b,a} i inf{a, b} = inf{b, a}, tenim que es compleix (R1).

Com que, per a tot a,b € P, existeixen sup{a,b},inf{a,b} € P, tenim que exis-
teixen z,y € P tals que sup{a,b} = z i sup{b,c} = y, isiga z € P tal que
z = sup{z,y}, aixi tenim que z és fita superior d'a i y. Siga u € P tal que a < u
iy < wu, icom que y és fita superior de b i ¢, tenim que u és fita superior d'a i
b. Pero en eixe cas, sup{a,b} = = < u, aixi u és fita superior de x i y. Per tant
sup{z,y} = z < wu, aixi sup{z,y} = z = sup{a,y} = sup{a,sup{b,c}}. Argu-
mentant de la mateixa forma intercanviant a i ¢, i per la commutativitat obtenim
z = sup{c,sup{b, a}} = sup{sup{a, b}, c}. En conseqiiencia es compleix (R2).

Per ultim, com que inf{a, b} < a, tenim que sup{a,inf{a,b}} = a, i tenim (R3).
Per un raonament analeg obtenim les mateixes propietats per a I'infim. ]

Definicié 3.15. Siga P = (P,V,A\) un reticle.
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1. Diem que P és fitat, si existeizen 0,1 € P tals que per a tot x € P, tenim que

(a) V0 =uz.
(b) tN1=zx.

2. Diem que P és distributiu, si per a tots x,y,z € P, tenim que

(a) xA(yVz)=(xAy)V(xAz).
(b)zV (yANz)= Vz).

—
8
<

S
>

—~
8

3. Diem que P és complementat, si existeizen 0,1 € P tals que per a tot x € P,
tenim que

(a) x N\ —x = 0.
(b) xV -z =1.

4. Diem que P és complet, si donat S C P, ezisteizen sup(S),inf(S) € P.

Nota 3.3. Observem que una algebra Booleana, és un reticle fitat, ditributiu i com-
plementat. Notem que si B és una dalgebra Booleana i S = (), aleshores inf(S) =1 4

sup(S) = 0.

Definicié 3.16. Siga P un conjunt (parcialment) ordenat tal que inf(P) € P i
z € P\ {inf(P)}. Diem que x és un atom de P si, per a tot a € P, tenim que si
inf(P) < a < z aleshores, inf(P) = a 0 a = x. En aquest cas, ho denotarem com

xz € A(P).

3.2.3 Filtres i ideals

El concepte de filtre va ser introduit per Henri Cartan [5][6] com una alternativa
al concepte que zarza, que és una generalitzacié del concepte de successié. Aquest
concepte és va desenvolupar en l'area de la topologia. En el nostre cas sera molt
important també en I'aspecte topologic, que desenvoluparem més avant. En aquesta
subseccid, anem a definir el concepte de filtre en un conjunt parcialment ordenat i
demostrarem alguna propietat en el cas dels reticles.

Definicié 3.17. Siga P un conjunt (parcialment) ordenat i F C P. Es facil vore que
la restriccio de la relacid binaria d’ordre a F' és un conjunt (parcialment) ordenat,
que denotem (F,<). Diem que F és un filtre de P, si
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1. F#0.
2. Donat x € F, si existeizry € P tal que x <y, aleshoresy € F.

3. Donats x,y € F existeix z € F tal que z < x iz < y.

St F # P, diem que F és propi. Diem que F és un ideal de P, si F és un filtre de
P°. Denotarem per F(P) al conjunt de filtres de P, i Z(P) al conjunt d’ideals de P,
que en ausencia d’ambiguitat només denotarem per F 1 L, respectivament. En el cas
dels reticles, la condicid 3, diu que donats x,y € F, tenim que x Ny = inf{x,y} € F.

Definicié 3.18. Siga P un conjunt (parcialment) ordenat i donat x € P, definim

to={yeP:z<y)
que és un filtre que anomenarem filtre principal associat a z.

Definicié 3.19. Siga P un conjunt (parcialment) ordenat i F un filtre propi. Diem
que F és primer si, donats x,y € P, 1 z € F tals que x,y < z, aleshores v € F
oy € F. En el cas dels reticles, aquesta condicio es tradueix a que, st x,y € P 1
xVy =sup{x,y} € F, aleshores x € F oy € F. Si I és un ideal propi, diem que
I és primer si, donats x,y € P, 1 z € I tals que z < x,y, aleshores x € I oy € I.
Denotarem per F,(P) al conjunt de filtres primers de P, i Z,(P) al conjunt d’ideals
primers de P.

A continuacié farem us de la dualitat de I'ordre, per a vore una proposicié que
pot ser 1til a ’hora de demostrar que un subconjunt és un filtre en un reticle.

Proposicié 3.4. Siga P un reticle i F C P. Aleshores F és un filtre primer de P
st, 1 només si, P\ F és un ideal primer de P.

Demostracio: Només demostrarem una de les implicacions, I’altra implicacié és analoga.
Suposem que F és un filtre primer. Com que F' # P per ser un filtre propi, tenim
que P\ F # (), aix{ tenim que es compleix 'apartat 1 de la Definici6 3.17.

Sigay € P\ F amb x < y, si € F, per la propietat 2 de la Definicié 3.17, tenim
que y € F, pero aixo és una contradiccid, aixi € P\ F, i tenim que es compleix 2
de la Definicié 3.17.

Siguen x,y € P\ F, com que P és un reticle, existeix z € P tal que z,y < z =
sup{z, y}, si z € F, com F' és un filtre primer, tenim que x € F o y € F', que és una
contradiccié. Per tant es compleix la propietat 3 de la Definicié 3.17. Suposem que
xz,y € Fiinf{z,y} € P\ F, perd per la propietat 3 de la Definici6 3.17, tenim que
inf{z,y} € F, que és una contradiccid, per tant t € P\ F oy € P\ F, aixi P\ F
és un ideal primer. O
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Definicié 3.20. Siga P un conjunt (parcialment) ordenat i F un filtre propi. Diem
que F és un ultrafiltre si és mazimal respecte l'inclusio entre els filtres propis de P.
Dualment es defineix un ideal maximal, com un element maximal respecte 'inclusio
entre els ideals propis de P.

3.24 Algebres Booleanes com a conjunts ordenats

Com hem dit abans, una algebra Booleana és un reticle fitat, distributiu i comple-
mentat. Aixi, podem utilitzar les propietats i construccions que tenen els reticles per
a estudiar les algebres Booleanes, que és el que anem a fer a continuacié.

Teorema 3.1. Siga B una algebra Booleana. Definim sobre B la seguent relacio
binaria, donats x,y € B, x <y si, i només si, tVy =1y. Aleshores < és una relacio
d’ordre sobre B, que anomenarem relacio d’ordre induida en B.

Demostracio: Per (B3) tenim que per a tot a € B, aVa = a. Aixi < és reflexiva. Per
atot a,b € Bsia<bib<a,per (A2), tenim queb=aVb=>bVa=a. Per tant <
és antisimetrica. Per a tot a,b,c€ Bsia<bib<c¢,tenimqueaVb=0bibVc=c
i per (B21), tenim que aVe=aV (bVc)=(aVb)Ve=>bVc=c. En conseqiiencia
a < ¢ i concloem que < és transitiva. Per tant < és una relacié d’ordre. O]

Proposicié 3.5. Siga B una dalgebra Booleana. Aleshores, B amb la relacio d’ordre
induida, és un conjunt (parcialment) ordenat fitat.

Demostracio: Tenim que per atot b€ B, 0Vb=1b. Aixi per atot b € B, 0 <b. Per
un altre costat, per atot b€ B, bV 1=1. Aixi peratot b€ B, b < 1. O

Proposicié 3.6. Siga B una algebra Booleana. Donats a,b € B, tenim que aVb=1b
st, © només si, a A b= 0.

Demostracio: Si aV b= b, aleshores

aN—b=(aN-b)VO (A1)
= (a A =b)V (bA —D) (A4)
=(aVb)A-b (A3)
=bA-b (Hipotesi)
=0. (A4)
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Si, per altra banda, a A =b = 0, tenim que

aVb=(aVb) Al (A1)

=(aVb)A(-bVD) (A4)

=(aN—-b)VD (A3)

=0Vb (Hipotesi)

=b. (A1)

Queda aixi demostrada la Proposicié 3.8. ]

Corol-lari 3.1. Siga B una algebra Booleana. Aleshores el dual del conjunt (parci-

alment) ordenat induit per B, és el conjunt (parcialment) ordenat induit pel dual de
B.

Teorema 3.2. Siga B una algebra Booleana i < [ordre induit. Aleshores, per a tot
A C B finit, existeizen x,y € B tals que inf(A) = x, sup(4A) = y. A més, per a
qualsevols a,b € B, sup{a,b} = a Vb iinf{a,b} =a Ab.

Demostracio: Anem a demostrar primer la segona afirmacié i raonarem la primera
a partir d’aquesta. Tenim la segiient cadena d’igualtats,

aV(aVb)=(aVa)Vb (B21)
=aVb. (B3)

Per tant, a < a V b. Per altre costat,

bV (aVvb)=bV (bVa) (A2)
=((bVvVbVa (B21)
=bVa (B3)
=aVb. (A2)

En conseqiiencia, b < a Vb, Aix{i a V b és una fita superior de {a,b}. Suposem que
x € B és una fita superior de {a,b}. Per tant, a Vo =z 1bVz =x. Aixo implica
que (aVb)Vr=aV (bVz)=aVzx =z En conseqiéencia aVb < x. Aleshores aVb
és la menor fita superior de {a, b}.

Per a la primera afirmacié, notem que per a tot a € B tenim que sup{a} = a i
sup(@) = 0. Si treballem per induccié sobre el nombre d’elements, obtenim que
qualsevol subconjunt finit d’una algebra Booleana té suprem. Per la dualitat de
I'ordre podem obtindre el mateix per a I'infim. O
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A continuacié anem a vore una propietat prou especial de les algebres Booleanes,
que és que tot element és I'unio de tots els atoms que té per baix.

Proposicio 3.7. Siga B una algebra Booleana finita. Aleshores, per a tot a € B,
a=\/{z € AB):x <a}.

Demostracio: Sigaa € BiS = {x € A(B):x < a}. Obviament a és una fita supe-
rior de S. Aixi \/ S < a. Siga b una fita superior de S. Suposem que a £ b, aixi
per la Proposicié 3.6, tenim que a A =b > 0. Com que B és finit, és facil vore que,
per a cada element ¢ € B, tal que ¢ > 0, tenim que, si aquest no és un atom, hi ha
un element v € B tal que v < ¢ amb v € A(B). En particular, hi ha un element
r € A(B) tal que x < a A —-b. Aixi z < a, és a dir, z € S i, per tant, x < b. Pero
també tenim que x < —b, aixi x < b A —b = 0, el que és una contradiccié. Per tant,
a < b. En conseqiiencia a = sup(S) =\/ S. O

Lema 3.2. Siga B una dalgebra Booleana, x € A(B) i a,b € B. Sixz < a Vb,
aleshores x < a o x <b.

Demostracio: Suposem que a = 0, aixi x < a Vb = b. D’igual forma, si b = 0,
aleshores < a. Suposem que a,b > 0iamés que z £ aiz £ b Com que
x € A(B), les tniques fites inferiors de z, sén x i 0. Per tant, t Aa =z Ab = 0.
Tenim que

r=xzA(aVb)=(xANa)V(@Ab)=0VvV0=0,
que és una contradiccié. Concloem doncs que z < a o x < b. [

Proposicié 3.8. Siga B una dalgebra Booleana, x € A(B) i S C B finit. Siz <\/ S,
aleshores existeiz a € S tal que v < a.

Demostracio: Suposem que S = {ay,...,a,}, aix{ tenim que z < ay V-V a,. Com
que b=a;V---Va,1 € B pel Lema 3.2, tenim que z < a, o x < b. En cas que
x < b, tornem a aplicar el mateix argument i arribem a que existeix a € S tal que
z < a. ]

Lema 3.3. Siga B una algebra Booleana i F un filtre propi de B. Aleshores, les
seglients afirmacions son equivalents:

1. F és un filtre primer.

2. Peratota€ B, a€F si, i només si, ~a ¢ F.
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3. F és un ultrafiltre.

Demostracio: Suposem que F és primer. Com que F no és buit, existeix a € F', pero
com que a < 11F és un filtre, tenim que 1 € F, és a dir, aV-a=1¢€ F. A més,
com que F és primer, a € F' o —a € F, pero si a,—a € F, aleshores a A —a =0 € F.
Per tant F' = B, que és un contradiccié. Concloem 2.

Suposem que se satisfa 2 i que F’ és un filtre tal que F' C F”, és a dir, existeix a € F’
tal que a ¢ F. Pero aleshores —a € FF C F'. Per tant a A —a € F'. Aixi, ' = B i
concloem que F és un ultrafiltre.

Suposem que F és un ultrafiltre, a Vb € Fia ¢ F. Definim F, =t {aAc:ce€ F}.
Aixi F,, és un filtre que conté a F'i a a, com que F és maximal F, = B. En particular,
0 € F,, és a dir, existeix ¢ € F' tal que 0 = a A ¢. Com que

bAc=(bAc)VO (A1)

=(aNnc)V(bAc) (Hipotesi)

=(aVb)ANceF. (A3)

A més, com que b A c < b, tenim que b € I, per tant F és un filtre primer. O

A continuacié, enuciarem el lema de Zorn, que ens sera ttil per a demostrar el
teorema del filtre primer.

Lema 3.4 (Lema de Zorn). Siga P un conjunt (parcialment) ordenat no buit, on
cada cadena té una fita superior. Aleshores P té un element mazimal.

Teorema 3.3 (Del filtre primer). Siga B una dalgebra Booleana i F un filtre propi
de B. Aleshores existeix un filtre primer F tal que F C F".

Demostracio: Siga P = {G € F : FF C G # B}, el conjunt de filtres propis de B
que contenen a F. Aleshores P és un conjunt (parcialment) ordenat per a I'inclusi6
i FF C P, aixi P és no buit. Siga C una cadena no buida de P, aleshores | JC és
una fita superior de C. Clarament, | JC compleix la propietat 2 de la Definicié 3.17
iconté a F. A més, | JC # B, perque 0 ¢ |JC. Siguen a,b € |JC, aleshores podem
trobar filtres Fy, Fy, € ([ JC talsque a € F} ib € F5. Com que C és una cadena, podem
suposar que Fy C Fy, per tant a,b € Fy i en conseqiiéncia a Ab € F; C | JC. En este
cas, |JC € P. Pel Lema de Zorn, existeix un element maximal en P, que sera un
filtre maximal, és a dir, un ultrafiltre. Pel Lema 3.3, tenim que és un filtre primer,
que per construccié satisfa les propietats que volem. O
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Teorema 3.4. Siga B una algebra Booleana, F un filtre de B i I un ideal de B tals
que F'N 1 =1. Aleshores existeizen un filtre primer F’ i un ideal primer I’ tals que
FCF,ICIiF'nI=4.

Demostracio: Siga G el conjunt d’elements ¢ € B per als que existeixen a € F' i
b e I tals que a A —b < c. Es facil vore que G compleix la propietat 2 de la Definicié
3.17. Siguen ¢y, c5 € GG, aleshores tenim aq,as € F'1 by, by € I tals que a; A =by < ¢y
ias A\ by < co. Utilitzant les propietats demostrades en la primera seccié d’aquest
capitol, es pot vore que, (a3 A =by) A (ag A =by) < 1 A co. A més

(ay A =by) A (ag A —bg) = ay A (—by A (ag A —bsg)) (B21)
= a; A ((—by A az) A —bg) (B21)
= a3 A ((ag A —by) A —by) (A2)
=ay A (az A (=by A —by)) (B21)
= (a1 A ag) A (=by A —bg) (B21)
= (a3 N ag) A —=(by V by). (B11)

Com que a1 Aag € FibyVby €1 tenim que ¢; A cg € G. Per tant G és un filtre
de B. Suposem que 0 € GG, per definicié tenim que existeixen a € F'i b € I tals que

A —b = 0. Aixo vol dir per la Proposicié 3.6 i per la definicié de 'ordre induit, que
a < b, pero com que F' és un filtre i I és un ideal, a € I i b € F'. En conseqiiencia
FNI#0, que és una contradiccid. Aixi 0 ¢ G i, per tant, G és un filtre propi. Pel
Teorema 3.3, existeix un filtre primer F’ tal que F' C F’. Per la Proposicié 3.4 tenim
que B\ F’ és un ideal primer, i com que I N F = (), tenim que per atota € I, a ¢ F
i pel Lema 3.3, deduim que —a € F C F’. Per tant I C B\ F". ]

3.3 Topologia

Els origens de la Topologia no estan clars, ja que certs historiadors situen el seu
naixement en el segle XX, amb la formalitzacié de certes idees de Poincaré [26] i
Riemann, i I'aparici6 de la teoria de conjunts de Cantor. Aquesta és la visié més
comu. Encara aixi, hi ha un altra visié que troba antecedents encara més enrere,
en matematics com Leibniz [27] i les seues idees de geometria situs i analysis situs,
en certs treballs combinatorics, que van passar desapercebuts al llarg de la historia,
encara que les idees generals de que eren estes dues ciencies van influenciar en ma-
tematics tan importants com Euler [13], Gauss [16], Riemann [30], Klein [18],
Poincaré i Listing [23], aquests dos ultims van publicar treballs molt importants
en aquesta area i I'iltim d’ells va donar ’actual nom a la disciplina.



3.3. TOPOLOGIA 31

3.3.1 Espais topologics

El concepte d’espai topologic té el seu origen en els treballs de Hausdorff [14], que
els va definir en termes d’entorns, encara que no és la definicié que anem a donar
aci, que va ser la donada posteriorment per Kuratowski [19]. Té significat a nivell
historic i en termes més intuitius podem dir que esta formalitzant el concepte d’espai
topologic, que dona precisié a la nocié de proximitat, sense la necesitat d’una forma
de mesurar en termes de 'ordre dels nombres reals, el que és diu una metrica.

Definicié 3.21. Un espai topologic és un parell (X, T), on X és un conjunt i T €s
una topologia sobre X, és a dir, T C P(X) que satisfa les segiients propietats:

1. X,0eT.

2. Si{E;}ier €T, aleshores | JE; € T.
i€l

3. 81t J, K €T, aleshores JNK € T.

A un element de T [’anomenarem obert. Direm que un subconjunt Y C X és tancat
siX\YeT.

Notem que el conjunt de tancats d’una topologia es determina mitjancant les lleis
de De Morgan.

Definicié 3.22. Siga (X, T) un espai topologic, U C X iz € X. Diem que U és
entorn de z si existeiv A € T tal que x € A CU. Ho denotarem com U € £(x).

Proposicié 3.9. Siga (X, T) un espai topologic i x € X. Aleshores,
1. SiU €&(x) iU CV, aleshores V € &(x).

2. SiU,V € &(x), aleshores UNV € &(x).

Demostracié: Suposem que U € &(z) iU C V. Com U € £(x), tenim que existeix
AeT talquex € ACU, pero U C V, aixi existeix A € T tal que x € A C V i,
per tant V' € £(z).

Suposem que U,V € £(z). Com que U € £(z), tenim que existeix A; € T tal que
r €A CU. Com que V € £(z), tenim que existeix Ay € T tal que z € Ay C V.
Tenim que AyN Ay € Tix e A;NA, CUNV, pertant UNV € &(x). O]

La proposicié anterior ens diu que donat un punt z € X, tenim que &(x) és un
filtre en (P(X), C).

Normalment, el que ocorre es que donat un conjunt, no tenim un altra forma de
saber si és obert, més enlla, de per definicié de la topologia. A continuacié, donem
un proposicio, que ens permet vore eixa situacido mitjangant entorns.
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Proposicié 3.10. Siga (X, T) un espai topologic i A C X. Aleshores, A € T si, 1
només si, per a tot x € A, A € {(x).

Demostracio: Com A € T, tenim que per a tot v € A, x € A C A. Aixi, per a tot
r € A, A€ &(x). Per altra banda, si per a tot x € A, A € £(x), tenim que, per a tot
x € A, existeix U, € T tal que z € U, C A. Per tant,

A= J{epc JU. c 4

T€EA z€A

aixit A= JU, €T. O
€A

Definicié 3.23. Siga (X, T) un espai topologic. Diem que (X,T) és Hausdorff, si

per a tots x,y € X tals que x # vy, existeizen U € {(x) iV € &(y) tals que UNV = ().

Definicié 3.24. Siguen (X, T) i (Y, T') espais topologics, i f: X — Y una aplica-
cid. Diem que f és continua en xog € X si per a tot U € &(f(xy)), existeix V € £(x)
tal que f[V] CU.

Proposicié 3.11. Siguen (X, T), (Y, T') i (Z,T") espais topologics. Siguen f: X —
Y 19: Y — Z aplicacions tals que f és continua en xo € X 1 g és continua en
f(xzo). Aleshores go f és continua en xy.

Demostracio: Siga U € £(g(f(xg))), com que g és continua en f(xg), existeix V' €
£(f(zo0)) tal que g[V] C U. Com que f és continua en x, existeix V' € {(zo) tal que
FV € V. Aisi, glfV]] € U. 0

Definicié 3.25. Siguen (X, T) i (Y, T') espais topologics i f: X — Y una aplica-
ci0. Diem que f és continua, si per a tot x € X, f és continua en x.

Teorema 3.5. Siguen (X, T) i (Y, T') espais topologics, i f: X — Y una aplicacio.
Aleshores, f és continua si, i només si, per a tot A € T', tenim que [~'[A] € T.

Demostracid: Suposem que f és continua. Siga A € T' i zy € f'[A]. Per tant,
f(xo) € A1iper la Proposicié 3.10, tenim que A € £(f(xp)), i com que f és continua
en xy, existeix V' € £(xg) tal que f[V] C A. Com que V € £(z0), tenim que existeix
B €T tal que zp € B C V, per tant,

BCVCfIfvc AL

Aixi f71[A] € &(x) i per la Proposicié 3.10, f~1[A] € T.
Suposem que per a tot A € T/, tenim que f~'[A] € T. Siga xg € X i U € &(f(x0)),
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aixi existeix A € T’ tal que f(zg) € A C U, aixi g € f'[A], i per hipotesi,
f7YA] € T. Per la Proposicié 3.10, f~1[A] € &(xo) i

fIf A CACU.
Aixi f és continua en x. O

Proposicié 3.12. Siguen (X, T) i (Y, T') espais topologics, i f: X — Y una
aplicacid. Aleshores, f és continua si, 1 només si, per a tot C CY tancat en T',
tenim que f~[C| és tancat en T .

Demostracié: Suposem que f és continua. Siga C' € Y tal que Y\ C' € T', com que
f és continua, f~HY\C] =X\ f'[C] e T.

Suposem que per a tot C' C Y tancat en 7', tenim que f~'[C] és tancat en T. Siga
A€ T aixi Y \ A és tancat en T, i per hipotesi f~![Y \ A] = X \ f~![A] és tancat
en T, aixi f~'[A] € T. Per tant f és continua. O

Definicié 3.26. Siguen (X,T) i (Y, T') espais topologics i f: X — Y una aplica-
ci6. Diem que f és un homeomorfisme, si f és bijectiva, continua i f~! és continua.
Una propietat topologica és una propietat que €s invariant sota homeomorfismes.

Proposicié 3.13. Siguen (X, T) i (Y, T') espais topologics, i f: X — Y homeo-
morfisme. Si (X, T) és Hausdorff, aleshores (Y, T') és Hausdorff.

Demostracio: Siguen y;,y2 € Y tals que y; # yo, com que f és bijectiva, existeix
un unic z; € X tal que f(z1) = y; 1 existeix un unic x5 € X tal que f(z2) = yo i
a més x; # ro. Com que (X, T) és Hausdorff, existeixen U; € &(x1) 1 Uy € &(x2)
tals que Uy NUy = @. Aixi, com f~! és continua, per a tot i € {1,2} tenim que
flU:] € &(f(z4)). Com que f és bijectiva,

0= fl0) = flUNUs] = fIUL] N f[Us).
Aixi (Y, T') és Hausdorft. O

Definicié 3.27. Siga (X, T) un espai topologic i+ H C X. Definim la topologia
relativa (induida o restringida) com T\g = Ty = {ANH : A € T}, aizi és facil vore
que (H, T p) és un espai topologic, que anomenarem subespai topologic. Un element
de T g s’anomenena obert relatiu de H.

Nota 3.4. Anem a vore que l’espai definit anteriorment és un espai topologic. Tenim
que ) = DNH € Ty itambé H = XNH € Ty. A més, donats A,B € Ty
tenim que existeixzen A', B’ € T tals que A = ANH i B = B' N H, per tant
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ANB=(ANH)N(B'NH)=(ANB)NH e Tpy. Periltim, donada una familia
d’oberts relatius {A;}ier C T g, tenim que existeix una familia {Al}ier C T tals que
per a tot i € I, tenim que A; = AN H, aixi

A = J4inH) = (UA;) NHETy.
el el el

Proposicié 3.14. Siga (X, T) un espai topologic i H C X. Aleshores, C' C H és
tancat en T g si, 1 només si, existeiz C' C X tancat en T tal que C = C' N H.

Demostracid: Suposem que C' és tancat en Ty, aixi H \ C' € Ty, per tant, existeix
A e T talque H\C =A"NH. Siga C' = X \ A’ que és tancat en T. Per tant

C=H\(H\C)=H\(AnNnH)=H\A=Hn((X\A)=HnC"
Per altre costat, si C = C' N H amb C’ tancat en T, aleshores
H\C=H\(C'NnH)=H\C'=HnN(X\C") eTy.
Per tant C' és tancat en T g. ]

Proposicié 3.15. Siga (X, T) un espai topologic, H C X, x € H iU C H. U és
un entorn de x en T g si, 1 només si, ezisteiz U' € &(x) tal que U = U' N H. En
aquest cas, ho denotarem com U € Eg(x).

Demostracio: Siga U un entorn de z en Ty, és a dir, existeix A € Ty tal que
x € ACU. Per tant existeix A’ € T tal que A= A'NH. Siga U' =UUA’, i com
r € A CU, tenim que U’ € {(z). A més,

UNH=UUA)YNH=UNH)UANH) =UUA=U.

Per altre costat, si existeix U’ € £(x) tal que U = U’ N H, tenim que existeix A € T
tal que x € A C U’. Per tant,

r€ANHCU NH=U € &yu(x).
[

Definicié 3.28. Siga (X, T) un espai topologic. Diem que (X,T) és totalment
separable si, per a tots x,y € X distints, tenim que existeix V' C X tancat i obert,
tal que x €V iy ¢ V.
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Definicié 3.29. Siga X un conjunt ¢ S C X. Anomenem recobriment de S a

una familia de subconjunts de X, A = {A;}ier tals que S C |JA;. Anomenem
i€l
subrecobriment d’A a una subfamilia B C A tal que B també és recobriment de S.

Definicié 3.30. Siga (X, T) un espai topologic. Diem que (X, T) és compacte,

si per a tot recobriment {A;}ier C T de X, existeix un subrecobriment {B;};c; de

Definicié 3.31. Siga (X, T) un espai topologic, K C X és compacte si (K, T ) és
compacte.

Proposicié 3.16. Siga (X, T) un espai topologic, K C X. Tenim que K és compac-
te si, i només si, per a tot recobriment {A;}ier € T de K existeix un subrecobriment

finit.

Demostracid: Suposem que K és compacte i siga A = {A;}ic; un recobriment per
oberts de K. Considerem A" = {A; N K};cr que és un recobriment d’oberts de la
topologia induida per K, que compleixen,

Jin k) (UA) NK =K.

i€l i€l

Aixi A’ és un recobriment per oberts de K, que és compacte, per tant, existeixen
i1, i, € I tals que

K= O(A NK) (U@)mf{

j=1 j=1

n
Per tant, K C (J 4;;.

j=1
Suposem que es compleix que per a tot recobriment {A;};c; € T de K existeix un
subrecobriment finit. Siga A’ = {A!};c; un recobriment per oberts de K, on per
a cada i € I, tenim que A} € T aixi per a cada i € I, existeix A; € T tals que
Al = A, N K, per tant

K =4 = JAinK) <UA>mK

el icl el
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n
Aixi K C (JA;. Per hipotesi tenim que existeixen iy, - - , i, € I tals que K C |J 4;,
i€l j=1
en conseqjiiencia,

j=1 j=1 j=1

]

Proposicié 3.17. Siga (X, T) un espai topologic compacte i C' C X tancat. Ales-
hores, C' és compacte.

Demostracio: Siga A = {A;}icr un recobriment de C' per oberts de X, és a dir, per

atotie I, A, € TiC C [JA;. Com C és tancat, X \ C és obert, i per tant
el

A" = {A;}iecr U{X \ C} és un recobriment per oberts de X. Com X és compacte,

existeixen 7y, --- ,1, € I tals que

X=A,U---UA, UX\C).
Aixi C C A, U---UA;, , concloem doncs que C' és compacte. O

Proposicié 3.18. Siga (X, T) un espai topologic Hausdorff i C C X compacte.
Aleshores C' és tancat.

Demostracio: Fixem z € X \ C. Com que (X, T) és Hausdorff, tenim que per a
tot y € C' amb y # z, existeixen entorns U, i V,, de x i y, respectivament, tals que
U.NV, = (). En ser entorns, tenim que existeixen oberts A, i Bytalsquex € A, C U,
iy e B, CV,. Pertant A, N B, CU, NV, =10. Siga B={B,},ec construits de la
manera anterior, per tant

C= U{y} C UBy'

yeC yeC

Aixi B és un recobriment per oberts de K que, per hipotesi, és compacte. FEn

conseqiiencia, existeixen yi,---,y, € C tals que C C B,, U---U B,,. Definim
A=A, N---NA,, que és obert i satisfa que z € A. Aixi per a tot z € A, tenim
que per a tot i € {1,--- ,n}, es té que z € A,,. Per tant z ¢ B,, i en conseqiiencia

¢ B, U---UB,,. Esadir, z ¢ Ciconcloem doncs que z € X \ C. En resum,
hem trobat A obert contingut en X \ C, tal que z € A, per tant X \ C' és obert, i en
consequiencia C' és tancat. O



3.3. TOPOLOGIA 37

Proposicié 3.19. Siguen (X, T) i (Y, T') espais topologics i f: X — Y una apli-
cacié continua. Si X és compacte, llavors f[X| és compacte.
Demostracio: Siga A = {A,;}icr un recobriment de f[X] per oberts de Y. Tenim que

Ui = UJr 1Al

el el

Xcfrfxger

En ser f continua, per a tot ¢ € I, tenim que, f~![A;] és obert en X. En conseqiiencia,
A" = {f7'[Ai]}ier és un recobriment per oberts de X. Com X és compacte, existeixen
i1, i, € I tals que

n

X =Jr A= [UA@

j=1
Es a dir,
fIX] = 1 [fl LUA” c A,
=1 j=1
Per consegiient, f[X] és compacte en Y. O

Proposicié 3.20. Siguen (X,T) ¢ (Y, T') espais topologics i f: X — Y una apli-
cacio continua i bijectiva. St X és compacte © 'Y és Hausforff, llavors f és homeo-
morfisme.

Demostracid: Siga A C X tancat en X, com (X, T) és compacte, per la Proposicid
3.17, tenim que A és compacte en X. Com f és continua, per la Proposici6 3.19, tenim
que f[A] és compacte en (Y, T’), pero com (Y, T’) és Hausdorff, per la Proposicié
3.18, tenim que f[A] és tancat, per tant f~! és continua. Concloem doncs que f és
bijectiva, continua amb inversa continua, per tant homeomorfisme. O
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Capitol 4

Teoria de categories

En aquest capitol anem a donar el llenguatge matematic amb el que anem a for-
malitzar les idees que permetixen expressar el que diu la dualitat de Stone, aquest
llenguatge és la teoria de categories.

La teoria de categories naix com una manera de formalitzar certes equivalencies
entre objectes i construccions de naturalesa a priori distinta, perd que comparteixen
una estructura a un nivell més superior que el que normalment es tracta usualment
amb l'argumentacié de teoria de conjunts i treballant a nivell d’elements, aixi mol-
tes defincions d’objectes matematics és poden unificar i simplificar mitjancant una
presentaciéo amb diagrames commutatius.

4.1 Categories, functors i transformacions natu-
rals

En aquesta seccié anem a donar tots els conceptes necessaris desde la definicié de ca-
tegoria, passant per les de functor i de transformacié natural, per a acabar donant la
definici6 categorica de dualitat. Les categories son estructures d’una naturalesa molt
variada, no tenen una inclinacié cap a cap branca particular de les matematiques,
és a dir, aquesta estructura apareix en la majoria de les branques pures de la ma-
tematica, sense una inclinacié cap a una concreta, com vorem en els exemples de
categories.

Definicié 4.1. Definim una categoria C, com una col-leccié d’objectes Ob(C) i una
col-leccid de morfismes Morf(C) que compleizen les segiients propietats:

1. Per a cada f € Morf(C), existeizen X,Y € Ob(C) tals que Dom(f) = X,
Cod(f) =Y. Als objectes X 1Y els anomenarem domini ¢ codomini, respec-
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tivament. En aquest cas ho denotarem com f: X — Y i f € Hom(X,Y) =
C(X,Y).

Per a cada X € Ob(C), existeiz 1x € C(X, X), el morfisme identitat en X.

Per a tots f € C(X,Y) i g € C(Y, Z), existeiz go f € C(X, Z), la composicid
de g amb f.

Per a tots g, f,h € Morf(C) tals que Cod(h) = Dom(f) ¢ Cod(f) = Dom(g),
tenim que go (foh)=(go f)oh.

Per a tot f € C(X,Y), tenim que folx =f ilyof=f.

En ocasions farem abus de la notacié i denotarem Ob(C) = C.

Nota 4.1. L’is de la paraula “col-leccio”, que és una paraula del llenguatge col-loquial
i que no té una definicid formal, es podria haver susbstituit per una més correcta i
que correspon a un concepte formal com la de “classe”, pero no per la de “conjunt”,
ja que normalment es consideren col-leccions d’objectes massa “grans” per a ser
conjunts.

Exemples 4.1.

1.

Set és la categoria que té als conjunts com a objectes i les aplicacions entre
conjunts com a morfismes.

Bool és la categoria que té les algebres Booleanes com a objectes i els homo-
morfismes Booleans com a morfismes.

Poset és la categoria que té els conjunts parcialment ordenats com a objectes i
les aplicacions monotones com a morfismes.

. Top és la categoria que té els espais topologics com a objectes i les aplicacions

continues com a morfismes.

Un conjunt (parcialment) ordenat (P, <) (o més generalment, un preordenat)
es pot considerar com una categoria. FEls elements de P son els objectes de la
categoria, 1 existeir un unic morfisme f:x — y si, i només si, x < y. Les
condicions de reflexivitat i transitivitat indiquen [’existéncia de les identitats i
de la composicio, respectivament. Denotarem aquesta categoria per P.

1Un conjunt preordenat és un conjunt amb una relacié binaria que és reflexiva i transitiva.
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Com hem vist, moltes de les categories més conegudes soén les que tenen conjunts
estructurats com a objectes i aplicacions que preserven eixa estructura, pero no totes
les categories son d’aquesta mena, com hem vist amb I'tltim exemple anterior.

Definicié 4.2. Siga C una categoria, i D C C. Diem que D és una subcategoria
si Ob(D) C Ob(C) i Morf(D) C Morf(C) i es compleix que, per a tot X € Ob(D),
1y € Morf(D). Per a tot f € D(X,Y), X, Y € Ob(D). Per a tots f € D(X,Y) i
g€D(Y,Z), go f DX, 2).

Definicié 4.3. Siga C una categoria i f € C(X,Y).
1. Diem que f és un endomorfisme si X =Y.

2. Diem que f és un isomorfisme si ezisteiz g € C(Y,X) tal que fog = 1y i
go f=1x. Si, a més, és un endomorfisme, diem que és un automorfisme.

3. Diem que f és un monomorfisme si, per a tot W € C i per a tots h, k € C(W, X),
tals que foh = fok, tenim que h = k.

4. Diem que f és un epimorfisme si, per a tot W € C i per a tots h,k € C(Y, W)
tals que ho f = ko f, tenim que h = k.

Exemples 4.2.
1. En Top els isomorfismes son els homeomorfismes.

2. Siga P un conjunt (parcialment) ordenat, considerat com a categoria (P, <) en
el sentit que hem dit en els Fxemples 4.1, la propietat de antisimetria fa que
els unics 1somorfismes d’aquesta categoria siguen les identitats.

Definicié 4.4. Siga C una categoria. Definim la categoria oposada o dual C, amb
Ob(C) = Ob(C) i fr € CP(X,Y) si, 1 només si, f € C(Y,X).

Es facil vore que un monomorfisme en una categoria és un epimorfisme en la
categoria oposada, en eixe sentit diem que sén conceptes duals. Hi ha molts con-
ceptes, nocions i construccions en categories, que sén duals, és a dir, que per cada
construccié en una categoria, tenim la contruccié dual, que és la contruccié original
en la categoria dual a 'original.

Proposicié 4.1. Siga C una categoria.

1. Si f € C((X,Y) 1 g € C(Y, Z) son monomorfismes, aleshores go f € C(X,Z)
€s monomorfisme.
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2. 51 feCX,)Y), ge CY,Z)igof és monomorfisme, aleshores f és mono-
morfisme.

Demostracié: Siga W € C, 1 h,k € C(W, X) tals que (go f)oh = (go f)ok. Com
que g és monomorfisme, foh = f ok icom que f és monomorfisme, h = k.

Siga W € C,ih, ke C(W,X) tals que foh = fok. Composem amb g, go foh =
go fokicom que go f és monomorfisme, tenim que h = k. ]

Es facil vore que podem obtindre la proposicié per a epimorfismes fent la mateixa
demostracio en la categoria dual. Observem que, quan estem demostrant una pro-
posicié en una categoria, també estem demostrant la proposicié dual en la categoria
oposada.

A continuacié, anem a donar la definicié de functor que es una associacié dels objec-
tes i morfismes d’una categoria, amb els objectes i morfismes, respectivament, d’una
altra categoria.

Definicié 4.5. Siguen C,D dos categories. Diem que F: C — D és un functor
covariant (‘contravariant) si

1. Peratot X € C, F(X) €D.
2. Per atot f € C(X,Y), F(f) e D(F(X),F(Y)) (F(f) € D(F(Y), F(X))).

3. Per a tots f € C(X,Y)ig e CY,Z), F(go f) = F(g) o F(f) (F(gof) =
F(f)o F(g)).

4. Peratot X € C, F(lx) = lpx).

Si C = D, diem que F és un endofunctor. Notem que, dir que F': C — D és
contravariant, és equivalent a dir que F: C°? — D és covariant. Aizxi doncs, per
aquesta rao, només parlarem de functors covariants.

Exemples 4.3. Els segiients son exemples de functors.

1. Donada una categoria C, tenim el functor identitat 1o: C — C, que envia
cada objecte a si mateix, i cada morfisme a si mateiz.

2. §: Poset — Poset que porta cada conjunt (parcialment) ordenat al seu dual
§(P) = P° i cada aplicacié monotona f: P — Q a 6(f): Q° — P°, és un
endofunctor.

3. B: Bool — Bool donada per la dualitat Booleana en la Seccio 3.1.2 és un
endofunctor.
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4. El functor O: Top® — Poset, que porta un espai topologic al conjunt (parci-
alment) ordenat de conjunts oberts amb la inclusio, és a dir, O(X) = (T x, Q).
En el cas dels morfismes, f € Top(X,Y), prenem

O(f) = f71: 0Y) — O(X)
que com [ és una funcié continua, tenim que per a tot U € Ty = O(Y),
ONU)=fUl€Tx

pel Teorema 3.5. Analogament es pot definir C: Top”? — Poset que envia
l’espai topologic al seu conjunt de tancats.

Proposicié 4.2. Siguen C,D,E tres categories, 1 F': C — D 1 G: D — E dos
functors, aleshores G o F : C — E és un functor.

Demostracié: Per hipotesi, tenim que donat X € C, F(X) € D,iamés (GoF)(X) =
G(F(X)) € E. Donada f € C(X,Y), tenim que F(f) € D(F(X),F(Y)), i a més
(GoF)(f) = G(F(f)) € E(GoF)(X), (GoF)(Y)). Siguen f € C(X,Y)ig € C(Y, Z),

Per tultim,

(GoF)(1x) = G(F(1x)) = G(1rx)) = larx) = Lcor) (x)-
0

La teoria de categories va ser iniciada per S. Maclane i S. Eilenberg, amb
I'intencié de formalitzar les equivalencies entre construccions, aixi es va definir el
concepte de categoria, per poder definir el concepte de functor, i aquest per a poder
definir el concepte que donem a continuacid, que és el de transformacié natural,
que no és altra cosa que una manera de poder comparar functors, conservant certa
estructura.

Definicié 4.6. Siguen C,D dos categories i F,G: C — D dos functors. Diem
que a: F = G és una transformacié natural si, per a cada X € C, existeiz ax €
D(F(X),G(X)), que compleix que, si f € C(X,Y), aleshores G(f)oax = ayoF(f).
St a més, per a cada X € C, ax és un isomorfisme, diem que o és un isomorfisme
natural.
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X  FX) =% GX)
| [
Y FY) —— G(Y)

Definicié 4.7. Siguen C,D dos categories. Diem que C ¢+ D son equivalents i ho
denotem per C ~ D, si existeizen F': C — D,G: D — C functors satisfent que

n:lc=GoF e: FoG=1p
son isomorfismes naturals.

Definicié 4.8. Direm que existeix una dualitat entre les categories C i D si, les
categories CP i D son equivalents.



Capitol 5

Dualitat de Stone

La dualitat de Stone és una de les primeres aparicions de situacions categoriques
abans de 'arribada de l'article de Maclane i Eilenberg[12], en concret la primera
dualitat categorica [17].

5.1 Representacié d’algebres Booleanes

En aquesta seccid, donarem teoremes de representacio per a algebres Booleanes com
a algebres de conjunts o subalgebres de conjunts. Comencarem distingint el cas finit,
ja que la representacié és més senzilla i el teorema ens dona un isomorfisme amb
I’algebra de conjunts.

5.1.1 Algebres Booleanes finites

En aquesta subseccié anem a vore un teorema de representacio per a algebres Boolea-
nes finites, en forma d’un isomorfisme amb el conjunt de parts del conjunt format pels
atoms de l'algebra Booleana. Recordem que donada una algebra Booleana, denotem
el conjunt dels seus atoms com A(B).

Teorema 5.1. Siga B una dlgebra Booleana finita. Aleshores B = P(A(B)). A
més, l’aplicacio

¢: B— P(A(B))
ar— {x € A(B) : xz < a}

és un isomorfisme Boolea.
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Demostracio: Primer anem a vore que ¢ és un homomorfisme.

planb)={x e A(B) :x <aAb} (Definicid)
={re AB) :z<aix<b}
={rx e AB) :z<a}n{x e A(B):z <b}
= p(a) Ne(b). (Definicid)
plaVvb)={re A(B) :x <aVb} (Definicid)
={r€e AB):x<aox<b} (Lema 3.2)
={r e AB) :z<a}U{x e A(B):z <b}
= p(a) U @(b). (Definicid)
p(0) = 0. p(1) = A(B).

Per la Proposicié 3.2, tenim que ¢ és un homomorfisme Boolea. Ara, per la
Proposicié 3.7, tenim que, per a tot a € B,

a:\/{xEA(B):xSa}:\/go(a).

Aixi p(a) = ¢(b), implica a = \/ ¢(a) = \/ ¢(b) = b. Es a dir, ¢ és injectiva. Siga
S C A(B). Obviament S C o(\/ S). Per altre costat, siga = € o(\/S), és a dir,
r € A(B)ix <\/S. Perla Proposicié 3.8, existeix a € S tal que z < a, perd com
que z,a € A(B) tenim que x = a. En conseqiiéncia, x € S. Per tant S = p(\/ 5), és
a dir, ¢ és un isomorfisme Boolea. ]

5.1.2 Algebres Booleanes no finites

En aquesta subseccié anem a vore el teorema de representacié per a algebres Boo-
leanes no necessariament finites, amb un isomorfisme amb el conjunt de parts del
conjunt de filtres primers de I’algebra Booleana.

Teorema 5.2. Siga B una algebra Booleana. Llavors B és isomorfa a una subalgebra

de P(F,(B)). A més, laplicacid

¢: B— P(F,(B))
ar— {F e F,(B):ackF}

és una imbibicid Booleana. I ho denotarem per ¢: B — P(F,(B)).
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Demostracid: Clarament, ¢(0) = ), ja que cap filtre primer conté el 0, i per altra
banda p(1) = F,(B), perque tot filtre conté a 1. Siga F' € F,(B). Com que F és
un filtre, tenim que a Ab € F si, i només si, a € F'ib e F. Com que F' és primer,
tenim que a Vb € F si, i només si, a € F o b € F. Aixi, tenim que

B):aNnbe F}
B) a€Fibe F}
B) a€ FYN{FeF,B):be F}

Per altre costat,

plavb)={F e F,(B):aVvbe F}
={FeF,(B):acFobelF}
—{FEF(B) a€ F}U{F e F,(B):be F}

p(a) U o(b).

Aixi, ¢ és un homomorfisme Boolea. Siguen a,b € B elements distints. Sense perdua
de generalitat, podem assumir que a % b. Per la Proposicié 3.6, tenim que aA—b # 0.
Llavors, F' =1 (a A —b) és un filtre propi que conté a a i a b. Pel teorema 3.3 tenim
que existeix un filtre primer F’ que conté a F'. Es clar que a,—b € F’. Pel Lema 3.3
tenim que b ¢ F'. Per tant b ¢ F i, aixi, F' € p(a) i F' ¢ ¢(b). En conseqiiéncia
w(a) # p(b). Concloem que ¢ és un isomorfisme Boolea. O

Corol-lari 5.1. (Teorema de representacio d’algebres Booleanes) Tota algebra Boo-
leana és isomorfa a una algebra de conjunts.

Definicié 5.1. Siguen A 1 B dos algebres Booleanes, i h: A — B una imbibicio
Booleana. Diem que h és densa si tot element de B es pot expressar com a suprem
d’infims i com a infim de suprems d’elements de h[A].

Teorema 5.3. Siga B una algebra Booleana. Llavors, la imbibicié Booleana p: B —»
P(Fp(B)), definida en el Teorema 5.2 és densa.

Demostracié: Siga A € P(F,(B)). Evidentment A és 'unié de atoms en P(F,(B))
per la Proposicié 3.7. Aixi, només tenim que demostrar que tot atom de P(F,(B))
és l'interseccié d’elements en ¢[B]. Tenim que per a tot a € F, F € F,(B)ia € F,
aixi F' € p(a) = {F € F,(B) : a € F}. Per tant F' € N{p(a) : a € F} A més, si
F" € N{¢(a) : a € F}, tenim que per a tot a € F,

F' e p(a) ={F € F)(B) :a € F}.
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Per tant F* C F’, pero com F,F’' € F,(B), pel Lema 3.3 tenim que F i F’" sén
ultrafiltres, és a dir, maximals entre els filtres propis de B. Per tant F' = F’.
Concloem doncs que per a tot F' € F,(B), {F} = AN{¢(a) : a € F}. Per altre costat,
per la dualitat de 'ordre, obtenim que A és l'interseccié de la unié d’elements de
¢[B]. Per tant tenim que ¢ és densa. O

Definicié 5.2. Siguen A i@ B dos algebres Booleanes i h: A — B una imbibicio
Booleana. Suposem que B és complet com a reticle. Diem que h és compacta si
per a tots S, T C A amb \h(S) < \/ h(T), aleshores existeixzen S" C S i T C T,
conjunts finits, tals que \S" < \/ T".

Teorema 5.4. Siga B una algebra Booleana. Llavors, la imbibicié Booleana p: B —»
P(Fp(B)), definida en el Teorema 5.2 és compacta.

Demostracio: Siguen S, T C B tals que A h[S] < \/ h[T]. Definim =T = {~t :t € T'}
i definim A C B de la segiient manera
A=5U <—|T).

Siga F'={b € B : existixen ay,--- ,a, € A tals que a; A --- Aa, < b}, anem a vore
que és el menor filtre que conté a A. Com que per a tot a € A, és té que a < 1, tenim
que 1 € F, per tant F # (). Siga b € F, si existeix y € B tal que b < y, tenim que

existeixen ay,--- ,a, € A tals que a;, A--- Aa, <b. Aixi, per la transitivitat de la
relacié d’ordre, tenim que ay A --- Aa, < y. Per tant y € F. Siguen z,y € F', tenim
que existeixen aq, - ,a,, b1, - ,bp € Atalsque ay A---Na, <zib A---Nb, <y,

aixi, com que x < y si, i només si, x V y = y, tenim que

(@ AN Nag Aby A=~ ANbg) V(2 Ay)
=@ AN Nag Ay A~ ANb) V)N ((ar A= Nay Abp A== ANbp) Vy) (A3)

=(((ag A=~ ANap) AN(by A== ANbg)) Vx)A (B21)
(((ar A= ANap) A(byr A= Abg)) Vy)

=(((ax A~ Nap) V) A((by A=+ ANbg) Vx))A (A3)
(((ar A Nan) V) A((br A== Abe) V)

=(@A((DL A ANb) V) A(((ar A Nay) Vy) Ay) (Hipotesi)
=z AN\y. (B5)

Per tant x Ay € F, és a dir, F és un filtre. Com que, per a tot a € A, tenim que
aVa=a,aixi a < a, és a dir, A C F. Siga

W= P
(B)

PeF,(B)/ACP
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és a dir, el filtre generat per A. Anem a vore que F' = (A). Siga P un filtre primer que
conté a Aix € F, tenim que existeixen aq,--- ,a, € A C Ptalsquea;A---Na, < .
Com que P és un filtre, tenim que a; A --- A a, € P. En conseqiiencia x € P, és
a dir F', i com que el filtre generat per A és el menor filtre que el conté, tenim que

F = (A). Ara, si F' no és un filtre propi, tenim que 0 € F' i existeixen ay,--- ,a, € A
tals que a; A -+ A a, = 0. Aixi, tenim que existeixen sy, -+ ,8, € Sity,---,t; €T
tals que

SN Asg A (mt) Ao A(=t) = 0.
Per les lleis de De Morgan (B11), tenim que
SN Asg A=ty V- Vi) =0.
Per tant, per la Proposicié 3.6, tenim que
SN NS, <t V.- VI

En conseqiiéncia tenim que existeixen dos conjunts finits 7" = {t1,--- ,;} 1 S’ =
{s1,-+,sx} amb AS" <\ T

Ara suposem que F' és un filtre propi, aleshores pel Teorema 3.3, tenim que existeix
un filtre F' en B que conté a F. Com que S C F’ tenim que

F'e{FeF(B):SCF}=)elS]=/\ .

Per altre costat, tenim que =71 C F”’. Per tant, com que F”’ és un filtre propi, tenim
que, per atot t € T, t ¢ F'. Aixi

F' ¢ {F € F,(B) :tEFperaalguntET}:ng[T} :\/gp[T].

Pero aixo és una contradiccié amb el fet que A ¢[S] < \/ ¢[T]. O

5.2 L’espai dual d’una algebra Booleana i els es-
pais de Stone

En aquesta seccié anem a construir un espai topologic a partir d’una algebra Boole-
ana, que ens donara lloc per a poder utilitzar tots els resultats anteriors obtinguts
en I'ambit topologic. Donarem el teorema de representacié d’algebres Booleanes de
Stone, i els ingredients per la preparacié de la dualitat categorica que establirem en
la segiient seccio.
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Definicié 5.3. Siga B una algebra Booleana i F,(B) el conjunt de filtres primers
en B. Definim el conjunt d’oberts en F,(B) com

T = {U C F,(B) : Ués unid d’elements de p[B]}.

on @ és Uaplicacid definida en el Teorema 5.2. L’espai topologic (F,(B),Tg) s’ano-
mena espai dual de B.

Nota 5.1. Els espais topologics els escriurem en negreta Xp en comptes de F,(B).

Nota 5.2. Anem a vore que (F,(B), Tg) és un espai topologic. Notem que, ) = ¢(0)
és unid d’elements de p|B], per tant ) € Tp.

Per altre costat, Xp = F,(B) = p(1) és unio d’elements de ¢|B|, per tant Xp € Tp.
Siga {E;}ier C Tp. Aixd, per a cada i € I tenim que E; és unid d’elements de ¢[B],

per tant |J E; és unid d’elements de p|B], és a dir, |JE; € Tp.
il i€l
Siguen J, K € Tg, aleshores tenim que existeizen J', K' C B tals que J = |J p(z) i

zeJ’
K= U ¢(y), aixi

INK = (Je@) (U ew) = U (e@)new) = |Je@ry

Com z,y € B, tenim que x Ny € B, per tant JN K és unid d’elements en p[B], aixi
JNK € Tp.
Concloem aizt, que (F,(B),Tg) €s un espai topologic.

Proposicié 5.1. Siga B una algebra Booleana, Xpg el seu espai dual i

QOB'—>P(XB)
a—{FeXp:acF}.

Llavors els conjunts en l'imatge de ¢ son els conjunts oberts i tancats de Xp.

Demostracid: Siga U € [B], aix{ tenim que existeix a € B tal que U = ¢(a). Per
definicié, p(a) és obert. A més, tenim que Xg \ p(a) = p(—a), ja que si FF € Xp
i-a € F,ésadir, F € p(-a), tenim que a ¢ F, perque en cas contrari tindriem
que 0 = a A —~a € F, que és una contradiccié amb el fet de que F € Xg. Aixi
o(—a) € X \ ¢(a) i per (B7), tenim l'inclusié contraria. Un altra vegada, per
definicié tenim que ¢(—a) és obert. Aixi ¢(a) és obert i tancat en Tg.

Ara suposem que U és un subconjunt obert i tancat de Xg. Com U és obert,
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tenim que U = |J¢[T] per a algun T C B. Per altre costat, en ser U tancat,
X\ U = ¢[S] per a algun S C B. Definim -5 = {—s: s € S} i observem que

Xp\U = ng[S] si, i només si, U = Xp \ U o[S] = ﬂ o[-S].

Per tant, tenim que

(el=5] = JelT):

Pel Teorema 5.4, tenim que ¢ és una imbibicié compacta, per tant existeixen S’ C =S
i T" C T subconjunts finits tals que

NS <\T.

Com que ¢ és un homomorfisme d’algebres Booleanes, tenim que preserva l’ordre,
suprems finits i infims finits, aixi

U=NelsicNels1=¢ | AS| o |V T] =Uelr) € Uglr] = U,

En conseqliencia, tenim que \/ ¢[T"] = U i com que T" és finit, tenim que U = ¢(a)
amb a =\/T" € B. Concloem doncs que U € ¢[B]. O

A continuacié donarem el teorema de representacié d’algebres Booleanes de Stone,
que és un dels teoremes que va donar Marshall Stone, pero com no hi havia un
llenguatge categoric en el moment, no és va poder conceptualitzar com a dualitat.

Teorema 5.5. (Teorema de representacid d’algebres Booleanes de Stone) Siga B
una algebra Booleana 1 Xpg el seu espai dual. Llavors,

B Cl(Xp)
on Cl(Xp), és el conjunt d’oberts i tancats de Xp.

Demostracié: Siga ¢: B < P(Xp) la imbibicié definida en la Proposici6 5.1. Per
la proposicié anterior, tenim que l'imatge de ¢ és exactament el conjunt d’oberts i
tancats de (Xg, 7). Es a dir ¢[B] = CI(Xg) i com que ¢ és injectiva, tenim que
B = ¢[B] = Cl(Xp). O

Proposicioé 5.2. Siga B una dalgebra Booleana i Xpg el seu espai dual. Aleshores Xp
€s compacte.
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Demostracio: Siga U un recobriment de Xg per oberts. Com que tot obert és unié
d’elements de ¢[B], podem assumir sense perdua de generalitat, que U C p[B]. Aixo
vol dir que existeix A C B tal que U = {p(a) : a € A}, en altres paraules,

Xp = U@[A]-

Parem compte que X = ¢(1) = [ ¢[{1}]. Per tant,

(eli1} = JwlAl

Ara podem usar el fet de que ¢ és un imbibicié6 compacta, per a obtindre un sub-
conjunt finit A" C A tal que

Xn = (el{1} = Jelal.

En conseqiiencia, U" = {¢(a) : a € A’} és un subrecobriment finit de Xg. O

Proposicié 5.3. Siga (X, Tg) Uespai dual d’una algebra Booleana B. Aleshores
(XB, TB) és totalment separable.

Demostracio: Siguen Fy, Fy € Xp, tals que F; # F5. En ser distints, existeix a € B
tal que a € Fy ia ¢ Fy, aixi Fy € p(a) 1 Fy ¢ p(a). Aleshores per definicié, p(a) és
obert i tancat. O

Definicié 5.4. Siga (X, T) un espai topologic. Diem que (X,T) és un espai de
Stone (o espai Boolea), si és compacte i totalment separable.

Corol-lari 5.2. L’espai dual d’una algebra Booleana és un espai de Stone.

Es facil vore que la familia de conjunts oberts i tancats d’un espai de Stone, forma
una algebra Booleana, en concret, una algebra de conjunts.

Teorema 5.6. Siga X un espai de Stone. Definim B com [’algebra Booleana que
sorgeix dels conjunts tancats i oberts de X, és a dir, B = CIl(X), i denotem Xp com
l’espai dual de B. Llavors X © Xg son homeomorfs, és a dir, isomorfs com a espais
topologics.

Demostracio: Siga

b X — X
r+—{a€ B:x€a}.
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Anem a comprovar que ¥ (z) és un filtre primer de B. Donat x € X, tenim que
X € CI(X) = B, aixi ¢(z) # (0. Donats a € ¥(z) i b € B amb a C b, tenim que
x € a Cb. Pertant € b, és a dir, b € ¢(x). Donats a,b € ¥(z), tenim que x € a i
x € b. Per tant x € aNb, aixi aNb € ¢(x). Aixi tenim que ¥(z) és un filtre.

Ara anem a vore que és un filtre primer. Com que x ¢ 0, tenim que 0 ¢ (z).
Per tant ¢(x) és un filtre propi. Donats a,b € B tals que a U b € ¢(x), tenim que
x € aUb, i en ser una algebra de conjunts, tenim que x € a o x € b. En conseqiiencia,
() és un filtre primer en B, és a dir, ¢ esta ben definida.

Com que X és compacte i Hausdorff és suficient demostrar que v és continua i
bijectiva per la Proposicié 3.20. Siguen z,y € X distints. Com que X és totalment
separable, existeix € B tal que z € a iy ¢ a. Per tant a € ¢¥(z) i a ¢ ¥(y), aixi
W(x) # Y(y), és a dir, ¢ és injectiva. Per a vore la continuitat, és suficient vore que,
per a tot U en la base de Xg, tenim que ' [U] és obert en X, és a dir, que per a
tot a € B, hem de vore que ¥~ ![p(a)] és obert en X, on ¢ és I'aplicacié definida en
la Proposicié 5.1. Aquesta és la situacid, si observem que, per a tot a € B, tenim
que

v p(a)] ={z € X :¢(2) € p(a)} = {zr € X ra € y(2)} = {a}.

Com que B és, per definicid, el conjunt d’oberts i tancats de X, tenim que 1 és
continua. Suposem ara que existeix © € Xg tal que x ¢ ¥[X]. Com que Xp és
totalment separable, per a cada y € t[X], tenim que existeix V, C Xp tal que
yeV,ixz ¢V, En conseqiiencia

oixl= |J e U v
]

yEP[X] yeY[X

Com que ¥[X] és tancat i esta contingut en Xp, que és compacte, tenim que [ X]
és compacte. Per tant, existeix un un subrecobriment per oberts finit de [ X], és a
dir, existeixen yy, - -, y, € ¥[X] tals que

vix|c v =V
i=1

Com que V és la unio finita de conjunts oberts i tancats, V' és obert i tancat. Aixi
existeix a € B tal que V' = p(a) i, per definicid, tenim que ¥[X] C p(a) i x ¢ ¢(a).
En conseqiiencia, X = ¢ '[p(a)] = {a}, perd aixd és una contradiccié amb el fet de
que x ¢ p(a). O
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5.3 Dualitat categorica

Siga Bool la categoria de algebres Booleanes i homomorfismes Booleans, i Stone
la categoria de espais de Stone i aplicacions continues. Definim, per a cada B i
A algebres Booleanes i per a cada X i Y espais de Stone, les correspondencies

F: Obj(Bool””) — Obj(Stone) i G: Obj(Stone) — Obj(Bool””) com

F(B) = Xg.

G(X) = CI(X).

[ per a cada homomorfisme Boolea h: A — B i cada aplicacié continua f: Y — X,
definim les correspondencies F': Morf(Bool””) — Morf(Stone) i G: Morf(Stone) —
Morf(Bool”?) com, F'(h): F(B) — F(A) i G(f): G(X) — F(Y) donades per

per a cada y € F(B), (F(h))(y) = h™"(y).

per a cada U € G(X), (G(f))(U) = f U]

F: Bool”” —— Stone on
A Xg
F(h): Xg —— Xa
h|t > | F(h)
y — h7l(y)
B Xa
G : Stone —— Bool”” on
Y C1(X)
G(f): CI(X) —— CI(Y)
f et
Ur— fY(U)
X CL(Y)

Teorema 5.7. Tenim que:

1. Per a tot B € Obj(Bool) tenim un isomorfisme Boolea pp: B — G(F(B))
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2. Per a tot X € Obj(Stone) tenim un homeomorfisme ¥x: X — F(G(X))

Demostracio: Fls isomorfismes pp i ¥x sén les aplicacions definides en les demos-
tracions de la proposicio 5.1 i el teorema 5.6. O

Proposicié 5.4. Siga h: A — B un homomorfisme Boolea. Llavors, per a tot
y € Xp, considerem

Aizi, F(h): Xp — X4 és continua.

Demostracid: Anem a vore que si y és un filtre primer en B, tenim que h~!(y) és un
filtre primer en A. Com que y # 0, es té que existeix x € B tal que = € y, i com
que z < 1p, tenim que 1g € y, pero sabem que en ser h un homomorfisme Boolea,
tenim que h(14) = 1p € y, aix{ h™'(y) # 0. Donat @ € h™'(y), si existeix b € A
tal que x < b, tenim que, per definicié, h(x) € y. Com que y és un filtre primer i
h és homomorfisme Boolea, tenim que h(z) < h(b). En conseqiiencia h(b) € y, és
a dir, b € h™!(y). Donats ¢,d € h™(y), per definicié h(c), h(d) € y. Com que y és
filtre primer h(c) N h(d) € y, pero com que h és homomorfisme Boolea, tenim que
h(end) = h(c)Nh(d) € y, és adir, cNd € h™'(y). Aixi ja hem demostrat que h™'(y)
és un filtre d’A. Donats ¢, d € A tals que cUd € h™*(y), com que h és homomorfisme
Boolea, tenim que h(c) U h(d) = h(cUd) € y. Com que y és un filtre primer, tenim
que h(c) €y o h(d) €y, ésadir, c € h"'(y) od € h™(y). Per tant h~'(y) és un
filtre primer en A. En conseqiiencia 'aplicacié

F(h): X5 — X4

esta ben definida. Per a demostrar la continuitat d’aquesta aplicacid, és suficient
demostrar-ho per a la base de la topologia de X 4. Aixi tenim que,

y € (F(h) ' (pala)) <= (F(h))(y) € pala)
> h7'(y) € pala)
<~ ach(y)
< h(a) €y
< y € pp(h(a)).

i, per definicié de la topologia de Xp, tenim que ¢g(h(a)) és obert en Xp. O
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Proposicié 5.5. Siga f: Y — X wuna aplicacio continua entre espais de Stone.
Per a cada U € CI(X), considerem

Aizi, G(f): CU(X) — CUY) es un homomorfisme Boolea.

Demostracid: Donat U € CI(X), com que f és continua, tenim que f~[U] € CI(Y).
Aixi laplicacié

G(f): CL(X) — CLY).

esta ben definida. obviament (G(f))(0) = 01 (G(f))(X) = Y. A més, prendre

imatges inverses de subconjunts respecta 1'unio i I'interseccié, és a dir,

(GUMNUUV) =(G(HNTU) UGNV
(GUNWUNV) =(G(H)U)N(GNV).

Aix{ tenim que G(f) és un homomorfisme Boolea. O

Teorema 5.8. Les correspondeéncies F' : Bool”” — Stone ¢ G : Stone —> Bool”
definides anteriorment son functors.

Demostracio: Pels resultats previs, per a tot B € Obj(Bool””), tenim que F(B) €
Obj(Stone) i per a tot X € Obj(Stone), tenim que G(X) € Obj(Bool”). A més,
per les proposicions 5.4 1 5.5, tenim que, per a tot f € Morf(Bool””), tenim que
F(f) € Morf(Stone), i per a tot h € Morf(Stone), tenim que G(h) € Morf(Bool).
Siga B una algebra Booleana i y € Xp, tenim que

(F(idp))(y) = idg' (y) = y = idr(p) ().

Aixi tenim que F(idg) = idp(p).
Ara, siguen g: A — B i h: B — C homomorfismes Booleans i y € X, aleshores,

Es facil vore que el mateix ocurreix amb el functor G. O
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Teorema 5.9. Siguen A, B algebres Booleanes i X, Y espais de Stone. Siguen
h: A — B un homomorfisme Boolea i f: X — Y wuna aplicacio continua. FEls
functors F': Bool” — Stone i GG: Stone — Bool®, definits com hem dit abans
donen lloc als segiients diagrames commutatius
> X
wxﬂw;é

A h > B
G(F(A)) cmom GUF(B))  F(GY)) w7 F(G(X))

Y
<PA\H\9021 SDB\H\90§1 ¢Y\H\’¢§1
G(F(h)) F(G(f))

f

Demostracio: Només demostrarem que G(F'(h)) o w4 = @p o h, la resta és demostra
de forma analoga. Siguen a € A iy € Xpg. Llavors,

y € (G(F(h) o pa)(a)

[ I A

Aix0 conclou la demostracid. O
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