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CAPITOL 1

Introduccio

La majoria dels matematics es troben per primera vegada amb es-
tructures algebraiques en els exemples classics de grups, anells i espais
vectorials. En cadascuna d’aquestes arees sorgeixen temes comuns,
com 'existencia de conjunts d’objectes que es tanquen baix una o més
operacions realitzades sobre els objectes o I'interés en subconjunts que
tenen la mateixa estructura (subgrups, subespais,...), en aplicacions
que preserven l'estructura o en la construccié de noves estructures a
partir d’antigues.

Aixi, 'algebra universal és I'area de les matematiques encarrega-
da de generalitzar aquests casos particulars d’estructures per obtenir
I’estructura d’una algebra: un conjunt d’objectes, amb una o més ope-
racions definides en el conjunt [7].

L’algebra universal va naixer a principis del segle XX amb el proposit
de desenvolupar un marc formal en el qual es pogueren considerar i ana-
litzar estructures algebraiques de diferent natura a través d’un procés
d’abstraccié dels conceptes ja estudiats. Aquesta area d’estudi va evo-
lucionar rapidament i, després d’un segle des de la seua concepcio,
s’ha transformat en un cos de coneixement vibrant de la matematica
contemporania.

En l'estudi de les propietats comunes a totes les estructures alge-
braiques, els reticles juguen un doble paper [3]. D’una banda, els re-
ticles sén algebres i per tant, compleixen les caracteristiques d’aquests
tipus d’estructures. D’altra banda, la teoria reticular aporta a I'estudi
de I’algebra universal una nocio especial d’ordre que ens conduira a una
millor comprensié de les algebres. Va ser Garrett Birkhoff a mitjans de
la decada de 1930 qui va iniciar el desenvolupament general de la teoria
reticular. En una serie d’articles [5], va mostrar que la teoria dels re-
ticles proporciona un marc unificador per a desenvolupaments fins ara
no relacionats en moltes disciplines matematiques, ja que els conjunts
ordenats i, en particular, els reticles, apareixen amb freqiiencia en mul-
titud de contextos i poden utilitzar-se com a eines per a entendre o
demostrar resultats en diverses arees [§].
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Es per aixo que, abans d’introduir-nos en el mén de les algebres,
dedicarem un capitol a l'estudi de la teoria de l'ordre donada pels
reticles. FEncara que aquesta teoria és un camp molt ampli i podria
considerar-se, per dret propi, una branca de les matematiques [1], en
el capitol només ens centrarem en alguns resultats que ens resulten
d’interés per a l'estudi de 1’algebra universal.

Una volta vist aquests conceptes, ens endinsarem progressivament,
en l'algebra universal fent un recorregut des de la definicié i exemples
basics d’algebres ja conegudes fins a arribar als teoremes d’isomorfia i
a ’algebra de termes, estudiant les nocions necessaries per a demos-
trar aquests teoremes, com els homomorfismes entre algebres i les con-
gruencies. Cal destacar la importancia dels teoremes d’isomorfia en
I’algebra universal, ja que es tracta d’una serie de resultats que ens
permeten aprofundir en el coneixement de les estructures algebraiques
i establir connexions significatives entre elles.

En conclusid, el treball presenta una introduccié a la teoria de
I’algebra universal, estudiant resultats ja vists al llarg de la carrera,
com els homomorfismes i els teoremes d’isomorfia, pero sense treba-
llar en estructures concretes com els grups o anells, siné de forma més
general amb la nocié d’algebra.

A continuacid, resumim breument el contingut de cadascun dels
segiients capitols d’aquest treball. El lector pot trobar una descripcié
més detallada al principi de cada capitol.

En el Capitol 2 Teoria de l’ordre, com hem mencionat abans, ens
centrarem en 'estudi dels reticles. Veurem dues definicions de reticle
que soén equivalents, i definirem les nocions de reticles isomorfs i subre-
ticles. També treballarem amb dos tipus de reticles molt caracteristics,
els distributius i els modulars. Per ultim, ens centrarem en els reticles
complets, algebraics i en els operadors de clausura, i estudiarem un
cas concret de reticle complet, el de les relacions d’equivalencia d'un
conjunt.

Al Capitol [3, Elements de [ ’/ilgebm Universal, comencarem intro-
duint la nocié d’algebra i exemples d’estructures algebraiques. També
introduirem el concepte d’homomorfisme entre dues algebres. Després
ens centrarem l'estudi de les subestructures de les algebres, centrant-
nos principalment en la subalgebra generada per un conjunt i en 'es-
tructura de reticle que presenta el conjunt de subalgebres d’una algebra.
També treballarem amb les congruencies, estudiant 1’espai quocient as-
sociat, el conjunt de totes les congruencies d’una algebra i la relacié
que existeix entre aquestes relacions i els homomorfismes. Lligat als
homomorfismes, estudiarem i demostrarem els teoremes d’isomorfia,
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aixi com explicarem les principals conseqiiencies d’aquests resultats.
En 1ltim lloc, treballarem amb un exemple d’algebra on els teoremes
d’isomorfia reben especial importancia, les algebres de termes.

Per ultim, al Capitol 4 exposem les conclusions sobre els resultats
més importants d’aquest treball.

En tot el contingut d’aquest treball emprarem conceptes i cons-
truccions estandards de I'algebra universal classica [12], 4] i la teoria
de conjunts [6]. Malgrat aixo, també hem adoptat les segiients conven-
cions.

En primer lloc, donats dos enters a, b € Z escriurem el maxim comu
divisor d’a i b com mcd(a,b) i el minim comid multiple com mcm(a, b).

A més, considerarem que un ordinal és un conjunt transitiu que esta
ben ordenat, de manera que si considerem N el conjunt dels nombres
naturals, per cada n en N, es té que n = {0,...,n — 1}. Siga A un
conjunt, considerarem A° = 1 = {@} i A" el conjunt de n-tuples
d’elements d’A. A més, denotarem per P(A) el conjunt de tots els
conjunts X tals que X C A, és a dir, el conjunt de les parts d’A.

Per 1ltim, donats A i B dos conjunts, si f és una aplicacié d’A a B,
aleshores I'aplicaci6 f[-] de formacié de la imatge directa de f, que va
de P(A) a P(B), envia un conjunt X en P(A) a f[X] = {f(x) € B |
r € X} en P(B), i l'aplicacié f~[] de P(B) a P(A) de formaci6 de
la imatge inversa de f envia un conjunt Y en P(B) a f7l[Y] = {z €
A | f(x) € Y} en P(A). També, per a una aplicacié f d’A en B i
un subconjunt X d’A, escriurem Ker(f) per al nucli de f, Im(f) per a
expressar f[A], i la restricci6 de f en X la denotarem per fix. A més,
si Ai B s6n dos conjunts, denotarem per Hom(A, B) al conjunt de les
aplicacions d’A en B.

En els diferents capitols introduirem nocions i construccions més
especifiques.






CAPITOL 2

Teoria de ’ordre

Never in the history of
mathematics has a
mathematical theory been the
object of such vociferous
vituperation as lattice theory.

Gian-Carlo Rota [11]

En aquest capitol, I'objectiu és familiaritzar-se amb els conceptes
i resultats de la teoria de reticles. Amb aquesta intencié, hem dividit
aquest capitol en diferents seccions que, progressivament ens permetran
coneixer aquestes estructures algebraiques.

En la Seccié 1, titulada Definicions de Reticles, caracteritzarem de
dues maneres diferents els reticles, per a després veure que ambdues
definicions sén equivalents. En la Seccid 2, titulada Reticles Isomorfs
1 Subreticles, introduirem les nocions d’isomorfisme entre reticles i de
subreticle. En la Seccié 3, titulada Reticles Distributius i Modulars,
després de definir aquests tipus de reticles, veurem diversos resultats
que ens permetran identificar-los. En la Seccié 4, titulada Reticles
Complets, Reticles Algebraics i Relacions d’Equivaléncia, primer defi-
nirem la nocié de reticle complet i veurem un teorema per a identificar-
los. A continuacid, introduirem la nocié de reticle algebraic i, després
de fer un recordatori de les relacions d’equivalencia, demostrarem el
resultat més important d’aquesta subseccié: El conjunt de relacions
d’equivalencia sobre un conjunt A amb la inclusié de subconjunts és
un reticle complet. Finalment, la Seccié 5, titulada Operadors de Clau-
sura, esta dedicada a I’estudi dels operadors de clausura i la seua relacié
amb els reticles complets i algebraics. Per ultim, demostrarem que tot
reticle algebraic és isomorf al reticle de subconjunts tancats d’un con-
junt amb un operador de clausura algebraic.

1. Definicions de Reticles

L’origen del concepte de reticle es remunta a ’analisi del pensament
de Boole i a l'estudi de la divisibilitat de Dedekind al segle XIX. No
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obstant aixo, va ser en la decada de 1930 quan va prosperar, especial-
ment a partir de la publicacié del llibre de Birkhoff Lattice Theory [5]
en la decada de 1940.

Existeixen dues maneres diferents de definir un reticle. D’una band-
da, el podem definir des d’un punt de vista algebraic, posant-lo al ma-
teix nivell que els grups o els anells. D’altra banda, el podem definir
basant-nos en la nocié d’ordre, que ens ofereix una visié geometrica
d’aquest. Com s’ha mencionat abans, l'objectiu principal d’aquesta
seccid és veure que les dues definicions son equivalents.

DEFINICIO 2.1. Siga L un conjunt no buit amb dues operacions
binaries definides en L, V' “suprem” i« A “infim”. Direm que L és un
reticle si satisfa les segiients identitats. Per a tot x,y,z € L
Propietat commutativa

xNy=y\Vu; ANy =yAumx. (R1)
Propietat associativa
zV(yVz)=(xVy)Vz e AN(YyAz)=(xAy)A -z (R2)
Lleis d'idempoténcia
xVar=u; r Az =z (R3)

Lleis d'absorcio
r=xV(rAy); r=xA(zVy). (R4)
EXEMPLE 2.2. Considerem N 4 les operacions
nVm = mcm(n,m), i n Am = mecd(n,m).

Aizi, (N, mem, med) és un reticle, ja que satisfa les condicions citades
antertorment.

A continuacio, introduirem els conceptes que ens permetran pre-
sentar la segona definicio de reticle.

DEFINICIO 2.3. Una relacid binaria < definida en un conjunt A és
un ordre parcial en A si compleix les segiients propietats. Per a tot
a,b,c € A,

Reflexiva
a<a. (01)
Antisimétrica
Sia<bib<a, aleshores a =b. (02)
Transitiva

Sia<bib<ec, aleshores a < c. (03)
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A més, si per a tot a,b € A es té que a < b ob < a es diu que <
és un ordre total en A. Un conjunt no buit amb un ordre parcial és
un conjunt parcialment ordenat. Analogament, un conjunt amb un
ordre total és un conjunt totalment ordenat.

Els conjunts finits parcialment o totalment ordenats tenen la ca-
racteristica que poden ser representats mitjancant grafs amb vertexs
que representen els elements i linies que s’estenen cap amunt per in-
dicar I'ordre entre elements consecutius. Aquest diagrama s’anomena
diagrama de Hasse. Estudiem els segiients exemples.

EXEMPLE 2.4. Siga A un conjunt no buit, aleshores (P(A),C) és
un conjunt parcialment ordenat.

En primer lloc, és clar que compleix la propietat transitiva perqué
si B € P(A), esté B C B. A més, siguen By, By € P(A) tals que
By € By i By C By, aleshores By = Bsy. Per tant, es compleix la
propietat antisimetrica. Per ultim, siguen By, Ba, By € P(A) tals que
By C By i@ By C Bjs aleshores By C Bs, complint aixi la propietat
transitiva.

Si considerem A = {0, 1,2}, podem estudiar aquesta relacié d’orde
en un cas més concret. El conjunt de les parts d’A és

P(A) ={0,{0}, {1}, {2},{0,1},{0, 2}, {1, 2}, A}.

Tenint en compte que es tracta d’un conjunt parcialment ordenat, tenim
el diagrama de Hasse que es mostra a la Figura[1.1].

A

0,17 {02} 1,2}

{1}
{0} {2}

0

FIGURA 1.1. Diagrama de Hasse de (P(4),C ).

EXEMPLE 2.5. Considerem el conjunt de nombres naturals N. La
relacio de ser divisible és un ordre parcial en N.
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Notem que se satisfa la propietat reflexiva, ja que sin € N, és clar
que nin.

Aizi mateiz es compleix la propietat antisimétrica perqué si n,m €
N son tals que n|m i m|n, aleshores m = kyn in = kom amb ki, ks € N.
Per tant m = (kika)m, pero, aixo és cert si, i només si, ky = ky = 1,
és a dir, sin =m.

Finalment, siguen n,m,p € A tals que nlm i m|p, aleshores m =
kin i p = kom amb ki, ko € N. Per tant p = kam = kokin, i aizi n|p.

Dins dels conjunts parcialment ordenats, definirem ara uns elements
basics d’aquests.

DEFINICIO 2.6. Siga A un subconjunt d’un conjunt parcialment or-
denat (P, < ) i sigap € P. Direm que p és fita superior d’A sia < p,
per a tot a € A. A més, direm que p és suprem d’A si p €s la menor
de les fites superiors, és a dir, si p €s fita superior i per a tot b tal que
a <b, per a tot a € A, aleshores p < b. Analogament, direm que p €és
fita inferior d’A si p < a, per a tot a € A. A més, direm que p €s
infim d’A si p és la major de les fites inferiors, és a dir, si p és fita
inferior i per a tot b tal que b < a, per a tot a € A, aleshores b < p.

Una volta definits aquests conceptes, podem formalitzar la segona
definici6 de reticle.

DEFINICIO 2.7. Un conjunt parcialment ordenat (L, <) s’anomena
reticle si per a tot a,b € L el suprem i l'infim dels elements a i b,
denotats respectivament com sup{a,b} i inf{a,b}, existeizen en L.

A continuacié provarem que les dues definicions sén equivalents i,
per consegiient, determinen la mateixa idea des de dos punts de vista
diferents, un algebraic i un altre geometric.

PROPOSICIO 2.8. Les definicions de reticle[2.1)[2.7 son equivalents.

DEMOSTRACIO. Siga L un reticle segons la Definici6 2.1} és a dir, un
conjunt no buit L amb dues operacions A,V definides tals que satisfan
®). (. &) i &,

Siguen x,y € L, definim la relacié d’ordre donada per x < y si, i
només si, x = x Ay, (o equivalentment y = z V y). Vegem que (L, <)
és reticle seguint la Definicié 2.7]

En primer lloc, comprovem que defineix un ordre parcial en L, o
dit en altres paraules, que satisfa la propietat reflexiva, antisimetrica i
transitiva

Notem que per a tot z € L, per (R3), x = x A z. Per tant, x < x.



1. DEFINICIONS DE RETICLES 11

A més, siguen z,y € L tals que x < y iy < x, aleshores, respecti-
vament, t = x Ay iy =y Ax. Per tant,

r=x Ny
=yAx (per (RI))

Finalment, siguen x,y, z € L talsquex < yiy < z, aleshores, xr = Ay
iy =yAz Aixi,

TANz=(xANy) Az

=zA(YyAz) (per (R2))
=T Ay
= 7.

Per tant, x < z.

Anem a vore ara que, per a tot a,b € L, el suprem i I'infim d’a i b
existeixen en L.

D’una banda, per (R4]) sabem que a =a A (aVb)ib=bA(bVa),
i equivalentment, tenint en compte com hem definit la relacié d’ordre,
a<aVbib<aVb.

D’altra banda, siga u € L tal que a <wuib < u.

Notem aVu=(aAu)Vu=uibVu=(bAu)Vu=u Aixi,

u=uVu
=(aVu)V(bVu)
=aV(uVb)Vu

(per (R2))
=aV(bVu)Vu (per (R1))
=(aVb)V(uVu) (per (R2))
= (aVb)Vu. (per (R3))

Per tant,
(aVb)ANu=(aVb)A[(aVb)Vul (per (R4]))
=aVh.

Esadir, aVb<u.

Concloem que a V b és la menor de les fites superiors d’a i b, és a
dir a V b = sup{a,b} € L. Treballant de forma analoga amb 'infim,
arribem al fet que a A b = inf{a, b} € L.

Suposem ara que L és un conjunt parcialment ordenat (L, <) tal
que per a tot a,b € L el suprem i I'infim d’a i b existeixen en L. Dit
d’'una altra manera, L és un reticle segons la Definicié [2.7]
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Siguen a,b € L, definim a Vb = sup{a,b} i a Ab = inf{a,b}. Anem
a comprovar que satisfa les propietats de la Definicié [2.1
En primer lloc, siguen z,y € L notem que

xVy=sup{z,y} = sup{y,x} =y V z;
Ay =inf{z,y} =inf{ly, 2} =y A x.

Per tant, se satisfa la propietat commutativa.
A més, siguen x,y, z € L, d'una banda

(zVy) V2 =sup{sup{z,y}, 2}
= sup{z,y, z}
= sup{z, sup{y, z}}
=zV(yVz).

D’altra banda,

(x Ay) A z = inf{inf{z,y}, 2}
= inf{z,y, z}
= inf{z,inf{y, z}}
=z A (YA z).

Concloem que les operacions A i V satisfan la propietat associativa.
Aixi mateix, siga x € L notem que

xVax=sup{z,x} =uz;
Az =inf{z,x} =x.

Per tant, es compleixen les lleis d’identitat.
Per ultim, siguen z,y € L, notem que se satisfan les lleis d’absorcié,
ja que

zV (x Ay) = sup{z,inf{z,y}} = z, perque inf{z,y} < x;
z A (zVy) =inf{z,sup{z,y}} = x, perque sup{z,y} > x.

Ac¢o conclou la demostracié de la Proposicié [2.8] . U

2. Reticles Isomorfs i Subreticles

La paraula isomorfisme sol usar-se per a expressar que dues estruc-
tures sén iguals excepte per la natura dels seus elements. En aquest
capitol veurem que vol dir que dos reticles siguen isomorfs.

DEFINICIO 2.9. Dos reticles Ly, Ly sén isomorfs si existeiz una
bijeccio f : L1 — Lo tal que per a tot a,b € L1 es cumpleix:

fla i) = fla) As f(b); flavib) = fla) Va f(b).
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En aquest cas, f s’anomena isomorfisme.

Recordem que si f és un isomorfisme, f~! també ho és. A més, la
composicié d’isomorfismes és un isomorfisme, i 'aplicacié identitat per
a un reticle també.

En conjunts parcialment ordenats, és natural abordar la idea d’apli-
cacions que mantenen l'ordre. Aixi, trobarem una caracteritzacié dels
isomorfismes entre reticles mitjancant aplicacions que preserven 'ordre
o, també dites monotones.

DEFINICIO 2.10. Siguen (Pi, <y),(Py, <5) conjunts parcialment or-
denats. L’aplicacio f: P, — P es diu monotona si, per a tot
x,y € Py tals que x <y y, aleshores f(x) <y f(y).

Aixi, podem reformular la definicié d’isomorfisme considerant les
relacions d’ordre com segueix.

TEOREMA 2.11. Siguen L1, Lo dos reticles. Les segiients afirmaci-
ons son equivalents:
(1) Ly, Lo son isomorfs.
(2) Eumisteix f : Ly — Lo bijectiva, monotona i d’inversa monotona.

DEMOSTRACIO. En primer lloc, si suposem que L; i L, sén iso-
morfs, aleshores existeix f : L; — Lo bijectiva tal que

flxnry) = f(z) A f(y); flxViy) = f(z) Va f(y).

Com que ja tenim que és bijectiva, vegem que és monotona i d’in-
versa monotona.

Siguen z,y € L; tals que x <; y, aleshores x = = Ay y. Aixi,
F(2) = f(z A y) = Fx) Ao f(y); s a dir, f(z) <5 F(y) i per tant, f és
monotona.

A més, com que és isomorfisme, sabem que existeix f~!, aplicacié
inversa de f, que també és isomorfisme i per tant satisfa

e ny) =) A fH ) T avay) =N 2) Va [ ().

Anem a vore que I'inversa és monotona.

Siguen x,y € Lo tals que x <, y, aleshores x = x Ay y. Per tant,
P ) = M w Aag) = £ @) A £ (), s adi fz) <o £ (y)
aixi, f~! és monotona.

Suposem ara que existeix f: L; —> Ls bijectiva, monotona i
d’inversa monotona. Volem demostrar que és isomorfisme.

Primer anem a provar f(x Ay y) = f(x) A2 f(y).

Notem z Ay (zA1y) = (xA1z) Ay =2 Ay . Pertant, 2 Ay y <;
i, com que f és monotona, f(x A1 y) <y f(x).
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Analogament, y Ay (y A1 x) = (y At y) Arx = y Az, és a dir,
¥ Avy <1y i, com f és monotona, f(x A1 y) <s £(y).
Com que I'infim ha de ser la major de les fites inferiors, tenim que

flxznry) <o f(z) A2 fy)

D’altra banda, siga z € Ly tal que z <5 f(x) i z <5 f(y), com que
f és bijectiva, en particular és sobrejectiva i per tant, existeix a € L
tal que f(a) = z. Per tant, f(a) <y f(z)i f(a) <y f(y). Com f~! és
monotona, tenim que a <; i a <; y i, per tant, a <; x Ay y. Aixi,
fla) =z <y f(x Ay y). En particular, si considerem z = f(x) A2 f(y),
tindrem f(x) A2 f(y) <2 f(x Ay y). Per tant,
f(@) na fly) = [z Ary).

De forma analoga amb el suprem arribem a que
f(z) Va f(y) = f(z Viy).
Concloem per tant que f és un isomorfisme i, en conseqiiencia, L1 i Lo

son isomorfs. O

Com és habitual quan treballem amb estructures algebraiques, anem
a vore la definicié de la subestructura dels reticles, els subreticles.

DEFINICIO 2.12. Siga L un reticle i L' un subconjunt de L diferent
del buit, direm L' és un subreticle de L si, per a tot a,b € L',

aNbe L aVbel,
amb N iV les operacions de reticle de L.
Es a dir, siguen a,b € L', direm que a < b en L’ si, i només si,

a < ben L. Per tant, L' és un subreticle de L si és un reticle amb les
operacions de L restringides a L'.

DEFINICIO 2.13. Direm que un reticle L, esta contingut en un
reticle Lo si existeix un subreticle de Lo isomorf a Li. En aquest cas
direm que Lo conté una copia de Ly com a subreticle.

3. Reticles Distributius i Modulars

Els tipus de reticles més importants sén els reticles modulars i els
distributius. En aquest capitol, comencarem definint aquests dos tipus
de reticles.

DEFINICIO 2.14. Un reticle L es diu distributiu si satisfa alguna
de les segiients condicions. Per a tot x,y,z € L,

zA(yVz)=(xAy) V(zAz), (D1)
zV(yNnz)=(xVy A(xVz). (D2)
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ProPOSICIO 2.15. Per a qualsevol reticle L sempre es té que, per
a tot x,y,z € L,

(xAy)V(zAz)<zA(yV=2).

DEMOSTRACIO. Com 2 Ay <z ix Az < x, aleshores
(xAy)V(zAz) <.
AmésrzANy<y<yVzizAz<z<yVz Aixi,
(xAy)V(eAz)<yVz.

Per tant, (z Ay)V(zAz) <z A(yV 2). O

Notem que, per provar que un reticle és distributiu només sera ne-
cessari demanar una de les dues condicions, ja que aquestes sén equi-
valents.

PROPOSICIO 2.16. En referéncia a la Definicid [2.1]), un reticle L
satisfa st, 1 només si, satisfa @

DEMOSTRACIO. En primer lloc, suposem L satisfa (D1]). Aleshores,
siguen x,y, z € L tenim que

zV(yAz)=(aV(@Az)V(yAz (per (R4))
— oV (@A) (Y A2) (per (FD))
=z V((zA2)V(2AY)) (per (R))
=aV (2A(zVy)) (per (DI))
=2V ((xVy) A=) (per (RT))
= (@A (xVvy)V((zVy) Az) (per (R4))
= ((@vy nr) Vv ((@zVy) Az (per (R1))
= (xVy) Az V2). (per (DI))

Es a dir, se satisfa 1)

Suposem ara que es compleix (D2]).
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Per la Proposici6 sabem que (z Ay)V (zAz) <zA(yVz
Notem que

~—

Ay V(@zAz)=(zAy)Va)A((zAy)V2)
=z A ((xAy)V2)
=z A (2V(zAy))
=zA((zVa)A(zVy))
=(zA(zV2)A(zVy)
=z A (zVy). (per (
Concloem per tant que les afirmacions i son equivalents. [

— = = <=

S—
~—_— — — ~— ~— “—

Treballem ara de forma analoga amb els reticles modulars

DEFINICIO 2.17. Un reticle L és modular si satisfa una de les
sequients condicions. Per a tot x,y,z € L,

Six <y, aleshoresxV (yNz)=yA (zV 2). (M1)

Ay VyAz)=yA((zAy)Vz2). (M2)

PROPOSICIO 2.18. En referéncia a la Definicid [2.17, un reticle L
satisfa si, 1 momés si, satisfa .

DEMOSTRACIO. Suposem que es compleix la propietat (M1]) de la
Deﬁnicié Com zAy < y, aleshores (xAy)V(yAz) = y/\((:zs/\y)\/z).
Suposem ara que (M2) és cert. Siguen x,y amb x < y, aleshores

zV(yNz)=(xAy)V(yAz) (perque z =z A y)
=yA(@Ay)Vz) ( per (M2))

=yA(zVz). (perque z =z A y)

A¢o demostra la Proposicié 2.1§ O

ProprosicIO 2.19. En un reticle L, six,y,2 € L i x <y, aleshores
sempre es té que xV (yANz) <yA(zVz).

DEMOSTRACIO. Per una part, com que z < y, tenim que xVy =y
i aixi

(zVyn2))Vy=aV((yAz)Vy) (per (R2))
=xVy (per (R4))

Per tant, 2 V (y A z) <.
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D’altra banda,

(zVyn))Vievz)=zV (yAz)V(zV=2) (per (R2))
=zV ((yAz)V(zVa)) (per (R1)
—:13\/< yAz)Vz2) \/:p)> (per (R2))
=aV(zVw) (per (R4))
=xVz.

Per tant, z V (y A z) < (z V 2).
Com I'infim ha de ser la major de les fites inferiors, es compleix que
zV(yAz) <yA(zVz). O

El proxim objectiu sera mostrar una manera d’identificar els reticles
distributius i modulars. Pero abans de fer-ho, hem de demostrar el
segiient resultat.

TEOREMA 2.20. Tot reticle distributiv és modular.

DEMOSTRACIO. Siga L un reticle distributiu, aleshores sabem que
satisfa qualsevol de les segiients afirmacions equivalents

T A(yVz)=(xAy)V(zAz2); (D1)
eV (yAz)=(@Vy A(zVz) (D2)

A més, per la Proposicié (2.19), sabem que si z < y aleshores
zV(ynz) <yA(xVz).

Aixi, per demostrar que L és un reticle modular basta provar l'altra
desigualtat. Siguen z,y, z € L tals que z <y, aleshores

yANxVz)=(yVz)A(zVz) (perque y =z V y)
=z V(yAz). (per (D2))
Ago demostra el Teorema [2.20} O

A continuacid, presentarem dos reticles, Ms i N5 que ens permetran
arribar a una caracteritzacié sobre reticles modulars i distributius en
termes d’aquestes dues estructures ordenades.

DEFINICIO 2.21. El reticle Ms, representat a la Figura €s un
reticle modular no distributiu.

Ms5 no és distributiu perque a V (bA¢) =aVd = a, perd (aVb) A
(aVe)=eNe=e.
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d

Ficura 3.1. Reticle Ms5.

No obstant aixo, vegem que es tracta d’'un reticle modular, ja que
per a tota parella d’elements z,y en M; tals que x < y sempre es té
que

zV(yAz)=yA(zVz).

En efecte, si agafem els elements a i d amb d < a, notem que
dV(aNb)=dVd=diaN(dVb)=aNb=d,
dV(anc)=dVd=diaN(dVc)=aAc=d,
dV(aNe)=dVa=aiaNA(dVe)=ale=a.

La prova amb d i b o amb d i b és analoga.
Si considerem ara els elements a i e amb a < e, notem que

aV(eANb)=aVb=eieAN(aVb) =eNe=c¢
aV(eNc)=aVe=eieA(aVec)=eNe=e;
aV(enNd)=aVd=aieA(aVd)=eNa=na.

La prova amb e i b o amb e i b és analoga.
Només queda comprovar amb d i e, amb d < e.

dV(eNa)=dVa=aieN(dVa)=eANa=aq
dV(eAnb)=dVb=bieA(dVb)=eAb=b
dV(eNc)=dVe=cieAN(dVec)=eNc=c.

DEFINICIO 2.22. El reticle Ns, representat a la Figura és un
reticle no modular no distributiu.

Nj5 no és distributiu perque aV (bAc¢) = aVd = a, pero (aVb) A
(aVe)=bAe=b.
N5 no és modular perque a < b, pero

aV(bANc)=aVd=aibA(aVec)=bAe=0b.
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d

FIiGurA 3.2. Reticle Ns.

En aquest punt, anem a vore dos teoremes que ens permeten iden-
tificar quan un reticle no és modular o no és distributiu.

TEOREMA 2.23 (Dedekind). L és un reticle no modular si, i només
si, N5 esta contingut en L, és a dir, si existeir una copia de N5 en L.

DEMOSTRACIO. En primer lloc, suposem que existeix una copia de
N5 en L. Per la definici6 de N5, com que no és modular, existeixen
a,b,c € L, amb a < b tals que

aV((bAc)#bA (aVec).

Es a dir, L no és modular.
Suposem ara que L no és modular. Aixi existeixen a,b,c € L tals
que a < b, peroaV (bAc) <bA(aVc); és adir, no es compleix que

bA(aVe)<aV(bAc),

ja que laltra desigualtat és sempre certa com hem vist a la Proposicié
2. 19
Considerem a; = aV (bAc¢)ib; =bA (aVc). Emprant la definicié

de by i les propietats de reticles (R1)), (R2)) i (R4) tenim que
cAbi=cA(bA(aVc)) (per by
=cA((aVec)AD) (per (

=(cA(aVe))Ab (per (R2]

=cAb. (per (
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Mitjancant un raonament similar amb a; tenim que
cVar=cV(aV(bAc))
=cV ((cAb)Va)
= (cV(cAb))Va
=cVa.
A més, notem que bAc<aV (bAc)=a;i
ap=aV(bAc)<bA(aVc)=b.
Per tant,
bAc<ap <b.
Aixi, cANb<cNa; <cAb =cAb. Per tant
cANb=cANa; =cAb.
De forma analoga, com que
a; < by <cVa,

arribem a que
cVb=cVa =cVa

Tenint en compte , , i , observem que
donen lloc al diagrama de la Figura Es a dir,
copia de Nj.

cVa

by

ai

)

(4)
aquestes relacions
existeix en L una

O

FIGURA 3.3. Copia de N5 en el Teorema [2.23]

Presentem ara un resultat similar per al cas dels reticles no distri-

butius.

TEOREMA 2.24 (Birkhoff). L és un reticle no distributiu si, i només

st, L conté una copia de N5 o de Ms.
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DEMOSTRACIO. En primer lloc, suposen que L conté una copia de
N5 o de M5. Com que es tracta de reticles no distributius, en qualsevol

cas existeixen a,b,c € L tals que
aV(bAc)# (aVb)A(aVec).

Per tant, L no és distributiu.

Suposem ara que L no és distributiu i que no conté una copia de
N5 com a subreticle. Aixi, pel Teorema [2.23] L sera modular. Com
que L no és distributiu, tenint en compte la Proposicié [2.15] existiran

a,b,c € L tals que
(@nb)V(aAc)<aA(bVe).
Definim en el reticle els segiients punts.

d=(aNb)V (bAc),
=(aVb)A (bVc),

(aNc)V
(aVe)A

ap =
by =
CcCl =

Per construccié, d < aq,b1,c4 <eid<e.
Ara, notem que

anNe=aAl ((aVb)A(aVe)A(bVc))

<(a/\(a\/b))/\(a\/c)>/\(b\/c)

(an(aVe)AbVe)
=aAN(bVec).

I també

and A((anb)V(aAc)V
= ((a/\b) (anc)V

(a/\ (bAa) \/c)

(bAc))
(an(bAc))
(a/\ b/\c)

A <((b/\a)\/c)\/(b/\c)>

(bAa @
(b/\a) (aNc).

Per tant, d < e.
Per ultim, demostrarem que

al/\blzal/\clzbl/\clzd,

a1Vb1:a1V01:b1\/01:e.

(aNe)Vd,
(bAe)Vd,
(che)Vd.

(per la definicié de A

(per (RD) i

(per la definici6 de V

)
)
(per (M2))
)
)
)

(per (M2)
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Ho provarem només per a a; A by, pero els raonaments en la resta
de casos sén similars.

ar Abi = ((ane)vd)A((bAe)Vd) (per a1 iby)
:(a/\e (bAe) vd)vd (per (M2))
:(a/\e bvd)/\e)>vd (per (M2))

= ((ane)Aen(bVd))Vd (per (R2))

= ((ane)A(bVd))Vd (per (R3))
—(aA(VADBV(aie))Vd (per (R4))
:(a (bVe) A (a/\c))))\/d (per (M2))
:(a (bVv( a/\c)))\/d (per (R4))
=(anc)V(bAa)Vd (per (M2))

—d. (per d)

Aixi, es té que ay, by, ¢, d, i e formen una copia de M5 com
es mostra a la Figura [3.4 Aco conclou la demostracié del Teorema
2.24] U

a1 &1

d

Ficura 3.4. Copia de M5 en el Teorema .

4. Reticles Complets, Reticles Algebraics i Relacions
d’Equivaléncia

En aquesta secci6 introduirem la nocié de reticle complet, aixi com
la nocié de reticle algebraic. Després treballarem amb les relacions
d’equivalencia, amb l'objectiu de demostrar que es tracta d’un reticle
complet. En el capitol seglient veurem que algunes de les estructures
més importants de les algebres son reticles complets i algebraics.
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DEFINICIO 2.25. Un conjunt parcialment ordenat (P, <) es diu com-
plet si per a tot subconjunt A C P es té que existeizen en P tant el
suprem com U'infim d’A. El suprem d’A es denota per \/ A i l'infim per

A A.

Notem que tot conjunt parcialment ordenat complet és un reticle,
i un reticle que és complet com a conjunt parcialment ordenat és un
reticle complet. Per tant, és natural tindre el teorema segiient.

TEOREMA 2.26. Siga (P, <) un conjunt parcialment ordenat tal que
per a tot A C P existeix el suprem o Uinfim d’A, aleshores P és un
reticle complet.

DEMOSTRACIO. Suposem, per hipotesi, que els infims arbitraris
existeixen. Aixi, siga A C P, notem que

N{zIVae A (a<2)}=\/A

De forma analoga, si suposem que els suprems arbitraris existeixen,

\V{zIVae A (z<a)} = \ A
Ago conclou la demostracié del Teorema [2.26] U

NoTA 2.27. Notem que, per la definicio de reticle complet, basta
demanar una de les dues condicions del Teorema[2.26.

Nota 2.28. El resultat del Teorema destaca especialment en
el conjunt buit (. L’existéncia de l'infim de () garanteiz l'existéncia de
la menor de les fites superiors, €s a dir, d’un mazxim global. Per tant,
A0 = 1. Analogament, arribem al fet que \/ ) = 0, és a dir, existeix
un minim global.

DEFINICIO 2.29. Un subreticle L' d’un reticle complet L es diu
subreticle complet de L si, per a tot A C L', els elements \/ A i
N\ A, definits en L, estan en L'.

A continuaci6, després de definir les nocions d’element compacte i
de compactament generat, determinarem que és un reticle algebraic.

DEFINICIO 2.30. Siga L un reticle, direm que un element a € L
és compacte si, per a tot A C L per al que \/ A esta definit, si es
té que a < \/ A, aleshores existeix un B C A amb B finit tal que
a < \/ B. Direm que L és compactament generat si tot element en
L és el suprem d’elements compactes. Un reticle L es diu algebraic si
és complet i compactament generat.
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4.1. El reticle complet Eqv(A). Una volta vists aquests concep-
tes, 'objectiu principal sera estudiar el reticle de les relacions d’equi-
valencia. Per a fer-ho, comencaren recordant que és una relacio binaria
i estudiarem les caracteristiques per les quals podem considerar el con-
junt de les relacions d’equivaléncia com un reticle.

DEFINICIO 2.31. Siga A un conjunt, una relacié binaria R en A
és un subconjunt d’Ax A. Siguen a, b € A, escriurem aRb si (a,b) € R.

Notem que si R, S sén relacions binaries en A,
RoS={(a,c)e AxA|TDeA ((a,b)e R N (bc)€ S)}
és una relacio binaria. Recursivament, es pot definir
RioRyo---0oR,=(RioRyo0---0R, 1)0R,.

A més, donada una relacié binaria R, es defineix la relacié inversa
de R com
R'={(bya) € Ax A | (a,b) € R}.

Per ultim, cal destacar dues relacions binaries que es troben en
qualsevol conjunt, la relacié diagonal A 4, definida per

Ay={(a,b) e AxA | a=0b}
i la relacié total, definida per
VA = A x A.

DEFINICIO 2.32. Una relacié binaria R en A és una relacié d’e-
quivaléncia s: satisfa que, per a tot a,b,c € A,
Propietat reflexiva

aRa. (E1)

Propietat simetrica
Si aRb, aleshores bRa. (E2)

Propietat transitiva
Si aRb i bRe, aleshores aRc. (E3)

Anomenem Eqv(A) al conjunt de totes les relacions d’equivaléncia en
el conjunt A.

DEFINICIO 2.33. Siga R € Eqv(A), a € A, la classe d’equi-
valencia d’a respecte d’R és el conjunt

lalr = {b€ A| (ba) € R}.

Aizi, es defineiz el conjunt quocient com A/R = {[a|g | a € A} .
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PRroPoOSICIO 2.34. Siga A un conjunt, (Eqv(A), C ) és un conjunt
parcialment ordenat.

DEMOSTRACIO. En primer lloc, com les relacions diagonal i total
sempre existeixen, el conjunt Eqv(A) és no buit.

Demostrem ara que C defineix una relacié d’ordre en Eqv(A).

Trivialment, per a tot R € Eqv(A) es té que R C R, satisfent la
propietat reflexiva. A més es compleix la propietat antisimetrica, ja
que per a totes les relacions R, S € Eqv(A) tals que RC Si1S C R,
aleshores R = S. Per ultim, per a tot R, S,T € Eqv(A) tals que R C S
iSCT,estéque RCT.

Ac¢o demostra la Proposicio [2.34 O

NotA 2.35. Notem que la relacio diagonal Ay relaciona cada ele-
ment dnicament amb ell mateix. Aixi, per a tota relacio d’equivaléncia
R definida en A, tindrem que Ay C R perqué R ha de satisfer la pro-
pietat reflexiva. Per tant, Ay és la menor relacio d’equivaléncia que
podem trobar en un conjunt.

D’altra banda, la relacio total V 4, és la relacio d’equivaléncia més
gran que trobem en un conjunt, ja que per a tota relacio d’equivaléncia
R definida en A, és clar que R C V4.

En aquest punt, estudiarem el suprem i 'infim de les relacions d’e-
quivalencia sobre un conjunt A, per tal de demostrar que (EqV(A), C )
és un reticle complet.

PROPOSICIO 2.36. Donades R, S € Eqv(A), el seu suprem ve donat
per

RV S = {(a,b) € Ax A|3In € N*,3(¢;)ien € A",
(co=a, ¢, =b, iVien, (¢,cip1) € RUS)}.

Es a dir, siga (a,b) un element d’A x A, direm que (a,b) € RV S si
existeix una sequencia finita d’elements en A que comenca en a i acaba
en b, per a la que tots els elements consecutius estan relacionats per R
o per S.

DEMOSTRACIO. Comprovem que és una relacié d’equivaléncia.

En primer lloc, és trivial que la propietat reflexiva es compleix, ja
que (a,a) € RV S, per a tot a € A. D’altra banda, per a tot a,b € A
si (a,b) € RV S, aleshores existeix un cami en RU S d’a en b. Aixi,
existeix un cami en RU.S de b en a donat per la seqiiencia inversa i per
tant (b,a) € RV S. Per conseglient, es compleix la propietat simetrica.
Només queda comprovar la propietat transitiva. Per a tot a,b,c € A,
si (a,b) € RV S1i(b,c) € RVS, aleshores existeix un cami en RUS d’a
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en b, i un altre cami en RUS de b en ¢. Unint els dos camins, tindrem
que existeix un cami en RU S d’a en ¢ i per tant (a,c) € RV S.

Es a dir, RV S és una relacié d’equivalencia, pero faltaria veure que
és el suprem de R i S, és a dir, que és la menor de les fites superiors.

Notem que R C RV S, S C RV S. SigaT € Eqv(A) tal que
RCTiS CT, volem demostrar que RV .S CT. Siga (a,b) € RV S,
aleshores existeix un cami d’'n elements en R U S que va d’a en b.
Comprovarem que (a, b) € T per inducci6 sobre la longitud n del cami.
Si n =1, aleshores (a,b) € RUS i, com que R C TiS C T, llavors
(a,b) € T. Suposem que la hipotesi es verifica per a camins de longitud
n i que (¢, Civ1)ient1 €8s un cami en R U S de n + 1 elements que va
d’a en b. Aixi, (¢;, Cit1)ien és un cami en R U S de n elements que va
d’a en ¢, i, per la hipotesi d’induccié, es té que (a,c,) € T. A més,
(cn,b) € RUS C T i, per tant, (a,b) € T per la propietat transitiva.
En conclusié, RV S = sup{R, S} € Eqv(A). d

PROPOSICIO 2.37. Siga A un conjunt i siga (R;)ic; una familia
de relacions d’equivaléncia sobre A. Aleshores (\,c; Ri és una relacio
d’equivaléncia en A. A més,

N\ Ri=( R

el iel

DEMOSTRACIO. En primer lloc, demostrarem que (),; R; satisfa
les propietats de la Definicié 2.32] Siga a € A, per ser relacions
d’equivalencia es té que, per a tot i € I, aR;a. Aixi, és clar que
(a,a) € (;e; Ri i, per tant, se satisfa la propietat reflexiva. Siguen ara
a,b € A tals que (a,b) € (,c; Ri, aleshores (a,b) € R; per a tot i € I.
Com que sén relacions d’equivaléncia, sabem que (b, a) € R; per a tot
i € 11, per tant, es té que (b,a) € (,c; R;. Per tltim, siguen a,b,c € A
tals que (a,b), (b,c) € (;e; Ri, aleshores (a,b), (b,c) € R; per a tot
1 € I. Per la propietat transitiva de les relacions d’equivaléncia, es té
que (a,c) € R; per atot i € 1. Aixi, (a,c) € (),c; Ri. Per tant, (,c; R;
és una relacié d’equivalencia.

Comprovem ara que 'infim d’una familia de relacions d’equivalencia
és en efecte la interseccié d’aquestes relacions. D’una banda, és clar
que [);e; Ri € R; per a tot ¢ € I. D’altra banda, siga T' € Eqv(A) tal
que T' C R; per a tot ¢ € I, aleshores T C (,.; R;. Es a dir, Nics R
és la major de les fites inferiors i, per tant, A,.; Ri = (e, R O

En aquest punt, podem demostrar que Eqv(A) és un reticle complet.

TEOREMA 2.38. El conjunt (Eqv(A), C ) és un reticle complet.
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DEMOSTRACIO. Per la Proposicié @ sabem que (EqV(A), C )
és un conjunt parcialment ordenat. Ara, siguen R i S dues relacions
d’equivalencia sobre A, per demostrar que (EqV(A), C ) és un reticle,
hem de comprovar que el suprem i 'infim de R 1 .S existeixen en Eqv(A).
Per la Proposicié sabem que RV S = sup{R, S} € Eqv(4). A
més, per la Proposicio sabem que RNS = RAS € Eqv(A) i, per
tant, (EqV(A), C ) és un reticle.

A més, siga P C Eqv(A), com que Eqv(A) és tancat per a inter-
seccions arbitraries com hem demostrat a la Proposicié [2.37, sempre
existeix I'infim de P, \/ P. Per tant, pel Teorema sabem que
(EqV(A), C ) és un reticle complet. O

COROLLARI 2.39. Per a un conjunt A, Ay iV 5 son respectivament
element minim i mazim del reticle complet (Eqv(A),C ).

COROLLARI 2.40. Siga A un conjunt i (R;)icr una familia de rela-
cions d’equivaléncia sobre A. Aleshores \/,.; R; és una relacio d’equi-
valéncia sobre A.

DEMOSTRACIO. Pel Teorema i la Proposici6 [2.37} O

NoTA 2.41. Siga A un conjunt, el reticle complet (Eqv(A), C ) es
pot representar pel diagrama de Hasse donat per la Figura [{.1]

Va

vz‘eIRi
R; VR,
Ry~ --- R, R, ... 'Ry

R; N Rj
mie] R;
Ay

FIGURA 4.1. Reticle (Eqv(A), C ).

5. Operadors de Clausura

Una forma de produir i reconéixer reticles complets i algebraics és a
través dels operadors de clausura. En aquest capitol veurem, en primer
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lloc, que és un operador de clausura i la seua relacié amb els reticles
complets.

DEFINICIO 2.42. Siga A un conjunt i P(A) el conjunt de les parts
d’A.  Una aplicacio C : P(A) — P(A) s’anomena operador de
clausura en A si, per a tot X,Y C A, satisfa
Extensivitat

X CC(X). (C1)
Idempoténcia
C*(X) = C(X). (C2)
Monotonia
Si X CY, aleshores C(X) CC(Y). (C3)

Direm que X C A és tancat si C(X) = X.

Vegem alguns exemples d’operadors de clausura.

EXEMPLE 2.43. Siga L un reticle complet. Per a X C L definim
C(X)={aeL|a<sup(X)}.

Notem que C és un operador de clausura.
Per una part, siga x € X, és clar que x < sup(X) i, per la definicio
de C, x € C(X). Per tant,

X cC(X),

és a dir, C és extensiu.
A més, notem que C és idempotent, ja que d’una banda, com X C

C(X), aleshores sup(X) < sup(C(X)). D’altra banda, si a € C(X)
aleshores a < sup(X). Per tant, sup(C(X)) < sup(X). Aixi,

C*(X)={acL|la<sup(C(X))}={a€L|a<sup(X)}=C(X).

Per dltim, siguen X,Y C L tals que X C Y, aleshores sup(X) <
sup(Y') 1, per tant,
C(X) ccy),

és a dir, C és monoton.

Cal assenyalar que ’'Exemple [2.43] ens permet concluir que, donat
un reticle complet, sempre té associat un operador de clausura. Més
endavant vorem que també podem fer el procés invers.
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EXEMPLE 2.44. Siga V un K—espai vectorial © S C V', recordem
que (S) = {Zle Aiv; | v; € S} és el subespai generat pel subconjunt
S. Per definicid, 'operador (x) : P(V) — P(V) és un operador de
clausura. A més, si U = (S) 1 W = (T), notem que

UNW=UNW i UVW =UUW)=U+W.

U+w

unw

Ficura 5.1. Figura Exemple [2.44

A continuacié demostrem que per a un operador clausura C definit
sobre un conjunt A, el conjunt parcialment ordenat de subconjunts
tancats d’A amb la inclusié C com a ordre parcial és un reticle complet.
El denotarem per (Lc, - ), on

Le={XCA|C(X)=X}.

TEOREMA 2.45. Siga C un operador de clausura en un conjunt A, i
(Ai)ier una familia de tancats. Aleshores Le és un reticle complet amb

Ac(A) =[c(A), (1)

\ew) = C<UAZ->. 2)

DEMOSTRACIO. En primer lloc, anem a demostrar (T)).
Notem (7),c; Ai € A; per a tot i € I. Per 1} C(ﬂie[ Ai) CC(A)
per a tot ¢ € I. A més, com que A; sén tancats, C(A;) = A;, 1 aixi
iel icl icl
D’altra banda, per 1’ Nics Ai C C( Nics Ai).
Per tant (,.; Ai = C(N;es 4i), és a dir, (),c; A; 6s tancat i en
conseqiiencia

ﬂAz € Le¢.
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Aixi, com que per a tot i € I es té que [),c; A; € A;, aleshores

/\C(Ai) = /\Ai = ﬂAi = mC(Ai)'

iel iel iel i€l

A continuacié demostrarem .

Siga Z un tancat en L¢ que satisfa A; C Z per atot i € I. Aleshores
Uier Ai € Z, i com que C és monoton i Z és tancat, tenim que
C(U,e; Ai) €C(Z) = Z. En particular,

e(lJa) <V

el i€l

A més, com l'operador de clausura és idempotent, , aleshores
c(e(Ua)) =c(U4)
iel iel

i, per tant, C(Uiel Ai) és tancat.
Notem que, per a tot ¢ € I, A; C |J,.; Ai. Per (C3)), per a tot

\/AZ-QC(UAi>.

el i€l

Per tant, \/,.; A; = C(Uie[ Ai>.

En definitiva, tenim que el conjunt parcialment ordenat (L¢, C)
satisfa que per a tot subconjunt de L. existeix el suprem i I'infim en
Le¢ i, pel Teorema tenim per tant que és un reticle complet. [

En sintesi, donat un reticle complet L es pot definir un operador
de clausura seguint ’Exemple [2.43} i donat un operador de clausura
C, aleshores L¢ és un reticle complet amb les condicions del Teorema
245l

Vegem ara que vol dir que un operador de clausura siga algebraic,
aixi com la seua relacié amb els reticles algebraics.

DEFINICIO 2.46. Un operador de clausura C en un conjunt A s’a-
nomena algebraic si per a tot X C A es té que

c(X) = J{c(v) |V finit, ¥ C X}.

TEOREMA 2.47. Si C és un operador de clausura algebraic, ales-
hores L¢ és un reticle algebraic i els elements compactes de Le son
precisament els elements de la forma C(X) amb X finit.
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DEMOSTRACIO. El teorema es demostra comprovant que C(X) és
compacte si, i només si, X és finit.

Suposem en primer lloc que X és finit. Com C és un operador de
clausura, per la idempotencia , es té que

c(e(x)) = C3(x) = C(X),

és a dir, C(X) és tancat.

Per veure que C(X) és compacte basta provar que és fitat.

Siga A C L¢, com L¢ és un reticle complet, \/ A existeix. Si supo-
sem que C(X) C \/ A, com X finit, X = {x; | i € n}, podem suposar
A={A;]i€n}. Aixi,

C(X)Q\/A:\/Ai:C<UAi> (pel Teorema [2.45))

En 1EN

Com C és algebraic,

C(UAi) —Jte) 1y <A Y finit}.
1EN 1EN
Es a dir, C(X) esta contingut en la unié finita de clausures de subcon-
junts finits i, per tant, esta fitat.

Suposem ara que C(X) és compacte i, per reducci6 a l’absurd, su-
posem que C(Y') és un compacte tal que

c(Y) c [ {e(x) | Xfinit, X C Y},

amb la inclusi6 estricta. Si C(Y) estiguera inclos en una unié finita de
C(X), és a dir,

C(Y)CC(X))U---UC(Xg) CC(X U---UXy)
amb Xq,... Xy CY, tindriem que
X,U---UX,CY

1 aleshores
C(X1U---UXy) CCY).

Per tant, C(X;U---UXy) = C(Y). A¢o és una contradiccié amb el que
hem suposat.

Aleshores, C(Y') no és compacte, que també seria una contradiccié.
Per tant, C(Y) = C(X) per a algun X finit.

Aixi, en efecte, els elements compactes de L¢ son els elements de
la forma C(X) amb X finit i, per tant, L¢ és compactament generat.
Per definicié, L¢ és complet i podem concloure aixi que L¢ és un reticle
algebraic. 0
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En conclusié, mentre que els operadors de clausura creen reticles
L¢ complets, els operadors de clausura algebraics generen reticles alge-
braics.

A partir d’'un operador de clausura, definirem ara els conceptes de
ser generador d’un conjunt, finitament generat i generador minimal.

DEFINICIO 2.48. Siga C un operador de clausura en A 1Y un sub-
conjunt tancat d’A. Direm que X és un generador d’Y siC(X) =Y.
Direm que Y és finitament generat si existeiz un generador dY fi-
nit. Direm que X és generador minimal d’Y si X és generador d’Y
1 cap subconjunt estricte de X genera Y .

Aquestes definicions ens permetran trobar una relacié entre els ele-
ments compactes i un operador de clausura algebraic, amb ajuda del
segiient corol-lari.

COROLLARI 2.49. Siga C un operador de clausura algebraic en A.
Aleshores els subconjunts d’A finitament generats son els elements com-
pactes de Lc.

DEMOSTRACIO. Siga Y un subconjunt d’A finitament generat, ales-
hores per definicié existeix X un subconjunt finit d’A generador d’Y,
és a dir, tal que

C(X)=Y.
Pel Teorema sabem que els conjunts C(X) amb X finit sén con-
junts compactes de L¢. A¢o demostra el Corol-lari [2.49] O

Com hem vist abans, un operador de clausura algebraic genera un
reticle algebraic. En realitat, la relacio entre ells va més enlla, ja que
qualsevol reticle algebraic és isomorf a un reticle amb un operador de
clausura algebraic, com demostrarem en el segiient Teorema.

TEOREMA 2.50. Tot reticle algebraic és isomorf al reticle dels sub-
conjunts tancats d’un conjunt amb un operador de clausura algebraic.

DEMOSTRACIO. Siga L un reticle algebraic, considerem A C L el
conjunt format per tots els elements compactes de L.
Ara, definim un operador de clausura C sobre L de la segiient ma-
nera:
C: P(A) — P(A)
X +— {a€eAja<VX}

Es a dir, per a qualsevol subconjunt X de L, definim C(X) com el
conjunt de tots els elements compactes que sén menors o iguals al
suprem de X.
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Vegem que C és un reticle algebraic. Siga a € A, com que a és
compacte, existira B, C A amb B, finit tal que a < \/ B,. Notem
C(B,) ={a € A|a <\ B,}. Pertant, per a tot X C A, podem
escriure C(X) com la unié dels C(B,), amb B, finit i a € A tals que
a <\/ X. Aixi, pel Teorema , sabem que L¢ és un reticle algebraic
i els elements compactes de L¢ son precisament els elements de la forma
C(X) amb X finit.

En aquest punt, podem definir una funcié que assigne a cada ele-
ment z en L el conjunt de tots els elements compactes de L¢e que sén
menors o iguals que z, és a dir, una funcié definida de la seglient ma-
nera:

QZS . L — L¢
z — {ac€Ala<z}

Demostrarem que ¢ és un isomorfisme entre els reticles L i Le.

En primer lloc, comprovarem la injectivitat. Siguen z,y € L tals
que ¢(z) = ¢(y). Aixo significa que

{a€eAla<z}={acA|a<y}.
Per tant, x i y han de ser iguals, ja que els conjunts d’elements com-
pactes que sén menors o iguals sén els mateixos.

Vegem ara que ¢ és sobrejectiva. Siga Y C L¢, volem demostrar que

existeix un element = en L tal que ¢(z) = Y. Considerem el suprem
de tots els elements compactes en Y, és a dir,

:B:\/{aEA|a§y,y€Y}.

Llavors, ¢(z) ={a € A|a <z} =Y, jaque Y conté tots els elements
compactes que sén menors o iguals que x.
Per 1ultim, ¢ preserva les operacions. Siguen z,y € L, d'una banda,

dxVy)={acA|la<zVy}
—{acAla<\/{r))
={acAla<z}V{aecAla<y}
= o(x) vV o(y).
D’altra banda, notem que
plzny)={acAla<z Ay}
~{acAla< N}
={acA|la<za<y}
= o(x) AN o(y).
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Per tant, ¢ és un isomorfisme entre els reticles L i L. Ago conclou la
demostracié del Teorema 2.50] O



CAPiTOL 3

Elements de I’Algebra Universal

El dlgebra es generosa; a
menudo da més de lo que se
le pide.

Jean Le Rond d’Alembert[9]

Com hem mencionat abans, un dels objectius de 1’algebra universal
és extraure trets comuns d’estuctures algebraiques aparentment dife-
rents. Aixi, obtenim conceptes generals i resultats que no només ge-
neralitzen i unifiquen estructures conegudes, sino que, degut al nivell
superior d’abstraccid, també es poden aplicar a situacions noves.

En aquest capitol recopilem els conceptes i resultats basics que ens
permeten introduir-nos en el moén de I'algebra universal. En la Seccié
1, titulada Definicions 1 Fxemples, comencarem definint el concepte
d’algebra i estudiarem diferents exemples d’aquest tipus d’estructures,
com els grups o els reticles. També introduirem la nocié d’homomorfis-
me entre dos algebres. En la Seccid 2, titulada Subalgebres, després de
definir la nocié de subalgebra, treballarem el concepte de subalgebra
generada. També demostrarem que la imatge d’'un homomorfisme en-
tre dues algebres és un conjunt tancat de 1’algebra imatge per a les
operacions d’aquesta. La Seccié 3, titulada Congruencies 4 /ilgebm
Quocient, té com a finalitat establir els fonaments teorics necessaris
per a abordar els conceptes de congruencia, algebra quocient i homo-
morfisme. A més, es proporcionara una visié general dels conjunts de
congruencies en algebres, posant emfasi en la seua estructura de reti-
cle algebraic. En la Secci6 4, titulada Teoremes d’Isomorfia, després
de presentar diferents resultats sobre els > —homomorfismes i estudiar
aquesta nocié, treballarem amb els Teoremes d’Isomorfia. Dedicarem
a cada teorema una subseccié en la qual introduirem els conceptes i els
resultats necessaris per a presentar i demostrar el respectiu teorema.
Per 1ltim, en la Seccié 5 titulada Algebm de Termes, definirem que
és una algebra de termes i demostrarem la seua Propietat Universal.
Per concloure, demostrarem que tota algebra és isomorfa a un quocient
d’una algebra de termes.

35
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1. Definicions i Exemples

Comencarem la seccié definint els conceptes d’operacié n—aria i
de signatura. Després, emprarem aquestes definicions per a presentar
la nocié d’algebra i estudiar exemples concrets d’algebres, alguns dels
quals ens resultaran familiars, com els grups o els anells. Per tltim,
introduirem el concepte d’homomorfisme entre algebres de la mateixa
signatura.

DEFINICIO 3.1. Siga A un conjunt no buit i n € N un natural.
Definim A™ = Hom(n, A) = {a: n — A | a aplicacid}, on

a: n — A
0 — Qg
1 — a1

n—1 — a,_1
Podem escriure a com la n-tupla en forma compacta

(ag,ai, ..., an-1) = (ai)ien-
Una operacié n-aria és qualsevol aplicacié en Hom (A", A).

Per exemple, una constant és una aplicacié 0-aria, és a dir, un ele-
ment qualsevol d’'Hom(A% A) = Hom(1, A). Aquestes constants estan
completament determinades pel valor de I’aplicaci6 en 0, de forma que

c: 1 — A
0 — ag’

és a dir o = (ay).

DEFINICIO 3.2. Una signatura és un parell (X,ar) on X és un
conjunt, els elements del qual s’anomenen simbols d’operacions i ar
és una aplicacio ar : X — N que assigna a cada simbol d’operacio la
seua aritat. El subconjunt de simbols d’operacions n-aries es denota
per X, = ar[{n}]. A més, si les aritats estan clares, escriurem ¥ en
compte de (¥, ar).

EXEMPLE 3.3. Podem considerar ¥ = {+,- ,1,0} i les aritats

ar: » — N
4+ — 2
- 2
1 — 0
0 — 0
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de manera que ¥ és una signatura amb dos operacions binaries i dos
operacions constants. Aixi, Yo = {+,-}, Yo = {1,0} i X, = 0 per a

n ¢ {0,2}.

A continuacié, com es va anunciar previament, tenint en compte la
Definici6 [3.2] de signatura, formalitzarem la definicié d’algebra.

DEFINICIO 3.4. Siga ¥ una signatura, una X—algebra és un parell
A = (A F) on A és un conjunt i F és una aplicacié que ens dona
l'interpretacio dels simbols d’operacio en l’algebra A.

F: Y — U,eyHom(A", A)
o +— F(0) € Hom(A(©) A)

En llenguatge comi, en una algebra dotem un conjunt A d’ope-
racions que sempre donen com a resultats elements d’eixe conjunt en
aplicar-les sobre families de les respectives aritats.

EXEMPLE 3.5. Si considerem % definida com abans amb ¥ = {+,-,1,0},
un exemple de Y-algebra és R amb la suma 1 el producte habitual, 1 [’e-
leccio del O ¢ Il com a constants.

EXEMPLE 3.6. Seguint amb la signatura ¥ = {+,- ,1,0}, el conjunt
S dels cercles en R?,

S =1{B(0,7) | r € R}

és un altre exemple de ¥-algebra amb les operacions definides com se-
queir.
+: S xS — S
(B(0,7), B(0,s)) +— B(0,r+s),

Es a dir, ['operacio + dona com a resultat el cercle de radi r 4+ s, amb
la suma habitual.

S xS — S
(B(0,7), B(0,s)) +— B(0,r-s)

Es a dir, l’operacio - dona com a resultat el cercle de radi r - s, amb el
producte habitual.
Per dltim

1:'1 — S 0: 0 — S
1 — B(0,1) 0 —s B(0,0)

donen respectivament els cercles de radis 1 10, amb ’eleccio del 0 1 1’1
com a constants.
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NotA 3.7. Normalment treballarem amb una unica estructura de
Y—algebra sobre una algebra A = (A, F), i si 0 € X, escriurem o en
compte de F (o), o fins i tot identificarem els simbols d’operacié amb

les seues interpretacions.
Per exzemple, R = (R, +%, B 08 1®) = (R, +,-,0,1).

Anem a vore exemples més concrets de Y-algebres.

EXEMPLE 3.8 (Grups). Un grup G = (G,-,(-)7',1) és una dalgebra
per a les operacions d’aritat

ar(-) = 2; ar((-)7") =1 ar(l) =0,

que satisfa que, per a tot x,y,z € G,

Associativitat
(x-y)-z=x-(y-2). (G1)
Neutre
r-l=1-2=u. (G2)
Invers
rvort=at2=1 (G3)

A més, un grup és abelia si es verifica que, per a tot x,y € G,
Commutativitat

rT-y=1y-. (G4)

EXEMPLE 3.9 (Semigrups i monoids). Un semigrup és una algebra
(G, ) que satisfa (G1). Un monoide és una dlgebra (G, -, 1) que satisfa
EXEMPLE 3.10 (Quasigrups i loops). Un quasigrup és una algebra

Q = (Q,/,\,:) amb tres operacions binaries que per a tot x,y € Q
satisfan

e\ (x-y)=yi(x-y)/y=mx (Q1)
v-(x\y)=yi(z\y) y=u1 (Q2)

Un loop és un quasigrup amb identitat, és a dir una algebra (Q, /,\,+, 1)
que satisfa , 7 .

EXEMPLE 3.11 (Anells). Un anell és una algebra A = (A, +,-, ()71 0)
amb
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que satisfa
Grup abelia

(A, +,(-)71,0) és un grup abelia i per tant satisfa les (A1)
propietats (G1,) (G2), i (G4).
Semigrup
(A,-) és un semigrup, és a dir, satisfa (G1)). (A2)

Distributiu Per a tot x,y,z € A es té que

v-(y+z)=(@-y+@2) 1 (@+y)-z2=(x-2)+(y-2). (A3

Un anell amb identitat és una algebra (A, +,-, (-)71,0,1) que satisfa
@), @2, @) i 3.

EXEMPLE 3.12 (Espais vectorials). Siga K un cos, un K-espai vec-
torial V.= (V, 4+, (")aek, 0), €s una algebra amb

+: VxV — V

i on -y €s una operacio unaria per a cada A € K, de la forma

'AZV—)V
vo— .

EXEMPLE 3.13 (Reticles). Un reticle és una algebra (L, \,V) amb

dues operacions binaries que satisfan les lleis (m) (.) (m) (E)
vistes a la Definicio

A continuacié, introduim els homomorfismes d’algebres.

DEFINICIO 3.14. Siga X una signatura i A = (A, F), B = (B,G)
dos YX—algebres, un X—homomorfisme d’A en B ¢és una aplicacio
f A — B que satisfa que, per a tot o € ¥ amb ar(o) = n i tota
familia (a;)icn, € A", es compleix

F(oM(@ien)) = o ((£@),c, )
Ho escriurem com f: A — B.

EXEMPLE 3.15. Considerem una signatura ¥ = {+,0} amb +, una
operacio binaria, © 0, una constant. Siguen A i B dues subalgebres per
a Y. Aleshores es compleix que

fla+%0) = f(a) +7 f (D).
En altres paraules, la imatge per f de Uelement a +* b amb la suma
definida en [’algebra A és el resultat de realitzar la suma definida en
lalgebra B dels elements f(a) i f(b), que per la definicié de I’homo-
morfisme, es troben en B.
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Analogament, si considerem [’operacié constant 0 en A i B, tenim

que
f(0%) = 0B,

Es a dir, la imatge per f de la constant definida per 0 en A ha de ser
la constant definida per 0 en B.

Notem que per definir la nocio de X—homomorfisme entre les algebres
A i B no és necessari que ambdues siguen d’una classe en especial, bas-
ta només amb qué estiguen definides sobre la mateixa signatura.

DEFINICIO 3.16. Siguen A i B dues X—algebres i siga f : A — B
un homomorfisme. Direm que f és imbibicio o monomorfisme si f és
injectiu. Direm que f és epimorfisme si [ és sobrejectiu. Per dltim,
direm que [ és isomorfisme si f és un homomorfisme bijectiv. En

aquest cas direm que les algebres A 1 B son isomorfes, © ho denotarem
per A = B.

2. Subalgebres

En les algebres, destaca I’existencia de subconjunts que son tancats
per a les operacions de la signatura, nomenats subalgebres. En la cons-
truccié de subalgebres destaca la subalgebra generada per un conjunt
, pero també podem trobar subconjunts tancats per a les operacions
d’una signatura mitjancant la formaciéo d’imatges homomorfiques. A
més, continuarem estudiant la relacié que existeix entre els reticles i les
algebres demostrant un dels resultats més importants d’aquesta seccié:
el conjunt de totes les subalgebres d'una algebra és un reticle algebraic.

Comencem definint la nocié de subalgebra.

DEFINICIO 3.17. Siga A una X-dlgebra 1 B C A un subconjunt.
Direm que B esta tancat per a ¥ si, per a totn € N, per a tot o €
Yn i (b)ien € B™ es té que O'A((bi)z‘En) € B. En cas afirmatiu, B
admet estructura de X—algebra amb la mateiza interpretacio que en
A. Denotarem aquest fet per B < A i direm que B és una subalgebra
d’A. El conjunt de totes les subalgebres d’A es defineix com

Sub(A) = {BC A| B < A} C P(A).

Siga A una algebra i siga X un subconjunt arbitrari d’A. En prin-
cipi, és poc probable que X siga una subalgebra d’A, ja que molt pos-
siblement existeix una operacié basica que, quan s’aplica a uns certs
elements de X, produeix un valor fora de X. Com a primer pas cap
a l'extensié de X a una subalgebra, es podria reunir en un conjunt Y
tots aquells elements que resulten d’aplicar les operacions als elements
de X. Llavors X UY ja no és deficient com ho era X. Els nous elements
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d’Y’, no obstant aixo, ara es poden prendre com a arguments per a les
operacions basiques, i X UY pot no estar tancat baix totes aquestes
operacions. Pero en repetir aquest procés, una quantitat numerable
de voltes, X pot extendre’s a una subalgebra d’A. Respecte a la rela-
ci6 de subconjunt, aquesta subalgebra sera I'algebra més xicoteta d’A
que inclou a X, ja que només s’introdueixen en ella aquells elements
requerits pel tancament de les operacions. A més, la subalgebra aixi
obtinguda ha d’estar inclosa en tota subalgebra que continga el sub-
conjunt X. Per tant, pot obtenir-se com la interseccié de totes aquestes
subalgebres. Notem que el caracter finit de les operacions fonamentals
de 'algebra assegura que aquest procés iteratiu tinga exit [10].

Formalitzem ara aquesta idea a través del concepte de subalgebra
generada.

DEFINICIO 3.18. Siga A una YX—dlgebra, per a cada X C A definim
la subalgebra generada per X com

Sg(X)=({BCA|XCBiB<A}CPA),

€s a dir, com la interseccio de totes les subalgebres d’A que contenen
a X.

Prorosicid 3.19. Siga A una X—algebra, per a cada X C A,
Sg(X) és la menor subdalgebra d’A que conté a X.

DEMOSTRACIO. En primer lloc, per la definicié de subalgebra ge-
nerada, tenim que X C Sg(X)=({BCA | XCBiB<A}CA.

D’altra banda, sigan € N, 0 € ¥,,, (2)ien € (Sg(X))n, per a cada
B C A que satisfa X € BiB < A es té que (2)ien, € B". Per tant,
com B és una subalgebra de A, es té que O’A((Zi)iEH) € B, i com que
acoO passa per a tot B amb aquestes condicions, UA((Zi)ien) € Sg(X).
Aixi, Sg(X) és un subconjunt d’A tancat per a 3, és a dir, Sg(X) < A.

Per tant, només queda demostrar la minimalitat. Siga C una
subalgebra d’A que conté a X, és a dir, C' un subconjunt d’A, C' C A,
tal que X C C'i C < A, aleshores

Ce{BCA|XCCiC<AL
Aixi, Sg(X) C C.

Concloem per tant que Sg(X) és la menor subalgebra d’A que conté
a X. U

Demostrem ara que aquest operador que emprem per a construir
subalgebres és en realitat un operador de clausura.
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ProprosiciO 3.20. Siga A una X—algebra. L’aplicacid

Sg: P(A) — P(A)
X — Sg(X)

és un operador de clausura.

DEMOSTRACIO. Recordant la Definicié[2.42] d’operador de clausura
del Capitol |2| hem de provar que se satisfan les propietats d’extensivi-
tat, idempotencia i monotonia.

En primer lloc, X C Sg(X) per la propia definicié de subalgebra
generada, pel que se satisfa ((C1]).

Demostrarem ara , és a dir que Sg satisfa

Sg?(X) = Sg(X).

D’una banda, per , Sg(X) C Sg(Sg(X)) = Sg*(X).

D’altra banda, siga C una subalgebra d’A que conté a X. Per la
minimalitat de la subalgebra generada per X, sabem que Sg(X) C C.
Si considerem com a subconjunt d’A la subalgebra generada Sg(X),
notem que Sg(X) és una subalgebra d’A que conté a Sg(X), i per
la minimalitat de la subalgebra generada per un conjunt, sabem que

Sg(Se(X)) < Sg(X).
Per tultim, siga X C Y, notem

{BCA|XCBiB<A}C{BCA|YCBiB<A}
Per tant,

({BCA|XCBiB<A}C[|{{BCA|YCBiB<A}

Es a dir,Sg(X) C Sg(Y) i es compleix aixi (C3).
Aco demostra que, en efecte, Sg és un operador de clausura. O
Vegem ara una presentacié més constructiva de la subalgebra gene-

rada per un conjunt relacionada amb ’argument d’afegir elements amb
que haviem iniciat la seccio.

ProposiciO 3.21. Siga A una Y.—algebra. Definim [’operador
E: P(A) — P(A)
X — X U {O’A((fﬂi)iEn) cA | n € N, o€ En, (ajz)zEn € Xn}
Es a dir, E estén un subconjunt X d’A amb el resultat de totes les

operactons de Y sobre elements d’X.
Definim recursivament les iteracions com sequeix.

E'(X) =X,
E"Y(X) = E(E"(X)).
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Finalment definim Sg'(X) = U,en E"(X). Aizi, Sg = Sg', és a dir,
aquesta construccio de la subalgebra generada €s igual a la que hem vist
en la Definicio|3.18.

DEMOSTRACIO. D’una banda, per construccié, Sg’(X) és un sub-
conjunt d’A tancat per a les operacions de ¥. A més, X C Sg'(X).
Per la minimalitat de la subalgebra generada, es té que

Sg(X) € Sg'(X).

D’altra banda, notem que si m > n, aleshores E"(X) C E™(X).
Aixi, podem demostrar per induccié, que E"(X) C Sg(X), per a tot
n € N.

Peran =0, E°(X) =X C Sg(X).

Siga n > 1, suposem E™(X) C Sg(X) per a tot m € n. Aixi,

E"(X)= E(E"(X))
= B NX) U oM (#)ien) €A mEN, 7 €5,
(7)iem € (En_l(X))m}
C Sg(X).
Per tant, E™(X) C Sg(X) per a tot n € N i aleshores,
U E™"(X) C Sg(X).
n€lN
En conclusid, Sg(X) = Sg'(X). Per tant, Sg = Sg'. O

Aquesta construccié de 'operador de clausura Sg ens permet de-
mostrar la segiient proposicio.

ProposICIO 3.22. Donada A una YX—algebra, aleshores el conjunt
Sub(A) és un reticle algebraic per a l'ordre donat per la inclusid de
subconjunts. El denotem per Sub(A) = (Sub(A), C ).

DEMOSTRACIO. Comencarem demostrant que es tracta d’un reticle
complet. Pel Teorema [2.26] és suficient demostrar que existeix I'infim
d’una familia arbitraria de subalgebres {B; | i € I} C Sub(A).

Demostrarem en primer lloc que el conjunt (),.; B; esta tancat per
a les operacions de ¥. Sigan € N, 0 € 3, i (b;)jen € (ﬂleIB)
aleshores per a cada ¢ € I, (b; )Jen € (B;)". Com, per acadai € I, B,
és subalgebra d’A, es té que o ((b )jEn) € B;. Aixi,

JEn ﬂ Bz>

el

és a dir, (),c; B; esta tancat per a les operacions de X.
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Aixi, ,c; Bi és una subalgebra d’A. A més, notem que per a cada
i €1, estéque(),e; Bi € Bj, és adir, [, Bi és una fita inferior de la
familia {B; | i € I}. Anem a vore que (),.; B; és la major de les fites
inferiors.

Siga Z una subalgebra d’A tal que, per a cada ¢ € I, Z C B;.
Aleshores Z C (,.; Bi. Concloem per tant que

A\B:=()B.

el el

el

Aixi, Sub(A) és un reticle complet.

A continuacié demostrarem que les subalgebres de la forma Sg(X)
amb X finit sén elements compactes. Suposem que Sg(X) C \/ .,
amb o/ C Sub(A). Com que X és finit, podem considerar X = {z, |
k€ m}. A més, com X C Sg(X), aleshores {zy | k e m} C\/ .

Aixi, per a cada k € m, existeix un By, € & de forma que x;, € By,
Considerem

Notem que # C &7 finit. Anem a comprovar que Sg(X) C \/ A.

Per a fer-ho, demostrarem que, si z és un element en Sg(X), ales-
hores z € \/ . Per la Nota [3.21 sabem que Sg(X) = U,y E"(X).
Aixi, farem la demostracié per induccié sobre r.

Estudiem primer el cas base, és a dir, suposem z € E°(X) = X.
Aix{, existeix un k € m de forma que z = z;, € By.. Com que B C \/ %,
es té que z € A.

Com a hipotesi inductiva, suposem ara que l’enunciat és cert per a
z € E"(X) i anem a demostrar-ho per a z € E"!(X). Recordem que

EN(X) = E(E"(X)).

Aixi, si z € E"(X), aleshores z € E"(X) 0 z = 0®((2)jen) amb
neN, o€, (z;)jen € (E(X))".

Si z € E"(X), aleshores per hipotesi inductiva, z € \/ A.

Siz= O'A((.Tj>j€n), com per a cada j € n, x; € E"(X), per hipotesi
inductiva es té que, per a cada j € n, z; € \/ #. Com \/ & és una
subalgebra d’A, es té que \/ & és tancat per a les operacions de .
Ain, z = O'A((.I'j)jen) S V:@

En qualsevol cas, z € \/ # i per tant, Sg(X) amb X finit és un
element compacte.

Per iltim, hem de demostrar que Sub(A) és compactament generat.
Per a fer-ho, demostrarem que, si X és una subalgebra d’A, aleshores

X =\/{Sg(Y) | Y € X amb Y finit}.
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Pel resultat anterior, com que Y és finit, sabem que Sg(Y') és un element
compacte.

D’una banda, com X és una subalgebra d’A; Sg(X) = X. A més,
com l'operador de clausura Sg és extensiu, si Y C X amb Y finit,
aleshores Sg(Y') C Sg(X) = X. Per tant,

\/{Sg(Y) | Y € X amb Y finit} C X.

D’altra banda, siga z € X, notem que {z} és finit i z € Sg({z}). Aixi,
z€Sg({z}) CV{Sg(Y)|Y C X amb Y finit}. Per tant,

X C\/{Sg(Y) | Y € X amb Y finit}.

Aixi, hem demostrat que tot element X € Sub(A) és el suprem d’ele-
ments compactes, és a dir, que Sub(A) és compactament generat. Com
que Sub(A) és a més un reticle complet, hem demostrat que es tracta
d’un reticle algebraic. (l

NoTaA 3.23. Siguen A i B dues X—algebres. Notem que si B < A,
aleshores ’aplicacio inclusio
inB4:. B — A
b — b

és un homomorfisme de X—algebres injectiu, ja que si n € N,o €
Y, (bi)ien € B, es compleiz

inBA4 <O'B((bi)i€n)> = 0%((bi)ien) = o™ ((b)icn) = 0* (inB’A((bi))ien)’

és a dir, in®A

de ’aplicacio.

és un homomorfisme, i és injectiva per la propia definicio

Com que els ¥—homomorfismes es “porten bé” per a les operaci-
ons en algebres, és natural que siguen una ferramenta per a construir
subalgebres.

TEOREMA 3.24. Siguen A i B dues X—algebres i siga f : A — B
un homomorfisme. Aleshores f[A] és un subconjunt de B tancat per a
Y, on fl[A] ={f(a) € B | a € A}. Denotarem per f[A] a lestructura
de subalgebra de f[A] en B.

DEMOSTRACIO. Anem a veure que es compleixen les condicions de
la Definici6 [3.17] En primer lloc, és clar que

flAl={f(a) e B | a€ A} C B.

Amés,sineNo€X,, (2i)ien € f[A]" aleshores existeix una familia
(a;)ien € A™ tal que (2;)ien = (f(az))zen Aixi, tenint en compte que f
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és un X —homomorfisme, tenim que

OB((Zi)iGn) = JB<(f(ai))i€n> = f(UA((ai))i€n> S f[A]-

Per tant, f[A] és un subconjunt tancat de B. O

3. Congruencies i A]gebra Quocient

Com ja sabem, els subgrups normals juguen un paper fonamental en
la definicié de grups quocients i en els anomenats teoremes d’isomorfia
de grups. Els ideals, introduits en la segona meitat del segle passat per
Dedekind, juguen un paper analeg en la definicié d’anells quocients, i
en els corresponents teoremes d’isomorfia en la teoria d’anells. Donada
una situacié tan paral-lela, era inevitable que els matematics buscaren
una formulacié comuna general. En aquestes dues seccions, s’observara
que les congruencies formen el concepte unificador i, alhora, proporci-
onen un altre punt d’encontre per a la teoria dels reticles i I'algebra
universal [10].

Els conceptes de congruencia, algebra quocient i homomorfisme
estan estretament relacionats i tenen una rellevancia fonamental en
I’ambit de les matematiques. En aquesta seccid, primer introduirem
les nocions de congruencia i algebra quocient. A més, estudiarem 1'-
homomorfisme de projeccié al quocient. Posteriorment, analitzarem
detalladament el conjunt de congruencies d’una algebra A, amb 1’ob-
jectiu de demostrar que aquest conjunt, denotat com a Con(A), és un
reticle algebraic per a l'ordre dotat per la inclusié. Aquesta propie-
tat és de particular interes i esdevé un aspecte clau en l'estudi de les
congruencies en algebres.

DEFINICIO 3.25. Siga A una Y—algebra, una relacid § C A X A es
diu, congruencia si 0 és una relacio d’equivaléncia 1 a més, per a tot
n € N — {0}, i per a tot simbol d’operacié o € %, si (a;)ien, (bi)ien €
A™ son families tals que, per a tot i € n, (a;,b;) € 0 aleshores

(UA((ai)ien)a UA((bi)ien)) €40.

Denotem per Con(A) al conjunt de totes les congruéncies sobre A.
Notem que Con(A) C Eqv(A).

Introduim un exemple de congruencia en Z que és ampliament uti-
litzada en diverses arees de les matematiques: la congruencia modul n
en la que dos nombres enters estan relacionats quan la seua diferencia
és divisible per n.
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EXEMPLE 3.26. Per a ['anell d’enters (Z, —+,-,0, 1) 1 per an € N,
estudiem la congruéncia modul n en Z, donada per

a=b modn si, i només si, n|(a —b).

En primer lloc, demostrarem que es tracta d’una relacio d’equivaléncia,
és a dir, que satisfa les propietats reflexiva, simétrica i transitiva enun-

ciades a la Definicid[2.33.

Siga a € 7, es compleix la propietat reflexiva
a = a modn,

ja que n|(a —a) = 0.

A més, siguen a,b € Z tals que a = b mod n, aleshores n|(a — b),
és a dir, evisteir k € 7 tal que a — b = kn. Aixi, b —a = —kn amb
—k € Z i per tant, n|(b—a), és a dir,

b=a modn.

Ac¢o demostra que se satisfa la propietat simétrica.

Per altim, siguen a,b,c € Z, tals que a = b modn i b = ¢ mod n.
Aleshores existeizen respectivament ki, ko € Z tals que a — b = kin 1
b—c=kon. Aizi,a—c=(a—b)+ (b—c) =kn+kon = (ki + ko)n, i
per tant

a=c modn,

és a dir, es compleix la propietat transitiva.

En segon lloc, veurem la compatibilitat de la relacio amb la suma 1
el producte. Siguen a,b,c,d € Z tals que a = b mod n i ¢ = d mod n,
aleshores existeixen kq, ke € Z tals que a — b= kin 1 b— c = kon.

Si considerem [’operacio suma, notem que

(a+c)—(b+d)=(a—b)+ (c—d) =kin+ kan = (k1 + k2)n.

Per tant (a +¢) = (b+ d) mod n.
Si considerem ara l’operacio producte, com que a = kyn +b i ¢ =
kon + d, tenim que

ac = (k;ln + b) (kgn + d) = (k?lkgn + dk’l + bk’g)n + bd.

Per tant, ac — bd = (k1kan + dky + bka)n, és a dir, (ac) = (bd) mod n.
Concloem per tant que es tracta d’una congruéncia. A més, notem
que aquesta relacio de congruéncia forma una particio de 'anell Z. en
classes d’equivalencia, on cada classe conté tots els elements de 7. que
son congruents entre si modul n.

Per tant, el conjunt quocient estara format per totes les classes
d’equivaléncia, €s a dir, pels conjunts de nombres enters que son con-
gruents entre st modul n.
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Com que les congruencies séon compatibles per a les operacions de
les algebres, aquesta condici6 ens permet introduir una estructura alge-
braica en el conjunt de les classes d’equivalencia heretada de I'algebra
de partida.

DEFINICIO 3.27. Siga A una Y—algebra i 6 € Con(A), el conjunt
quocient

A/0={lalgp|ac A}
té estructura de —algebra, amb la interpretacio de les operacions
segiient; sin € N, 0 € ¥, i ([ai]p)ien una familia de classes en (A/0)",
definim el resultat de fer ['operacio o sobre la familia com

UA/G(([ai]e)z’En) = [UA(@i)ien)]g.
Anomenem A /0 a l'estructura quocient d’A per 6.

Presentem a continuacié un exemple que ens permeteix comprendre
la relacié entre subgrups normals i congruencies en un grup.

EXEMPLE 3.28. Siga G un grup i N un subgrup normal de G, és a
dir, un subgrup tal que per a tot g € G es té que gN = Ng. Aleshores,
per a tot x,y € G la relacio binaria

(z,y) € 0 si, i només si, zy~* € N

és una congruencia en G. A més notem que [1]g = N.

Reciprocament, siga 6 una congruéncia sobre G i siguen x,y € G,
notem que

(z,y) € 0 si, i només si, zy~* € [1].

Aixi, [1)g és una subalgebra que forma un subgrup normal de G

Aquesta correspondéncia entre subgrups normals i congruéncies en
un grup posa de manifest que la nocio de congruéncia representa una
generalitzacié de la nocio de subgrup normal. A més, a través d’aquesta
relacio, s’evidencia la importancia de les congruéncies com a eines per
a comprendre les propietats i les estructures dels grups.

Siga A una Y —algebra i § € Con(A), vegem ara un homomorfisme
que sempre trobem entre A i l’algebra quocient A /6.

ProposICIO 3.29. Siga A una X—dlgebra i 0 € Con(A), aleshores
Uaplicacio projeccio al quocient, que envia cada element d’A a la seua
classe respecte 0,

prff: A — A/
a +— [a]g

és un epimorfisme de Y—algebres.
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DEMOSTRACIO. Siga n € N, 0 € 3, i ([ai]p)ien una familia en
(A/6)", aleshores

pre(aA((ai)iEn ) = [ ( al))l } (Def. pr?)
= o™ (([ai]o)icn) (Def. A/6)
A/e((pre( z))tEﬂ)- (Def. pre)

Aixi, pr? és un ¥—homomorfisme.
A més, siga [aly € A/, és clar que a € A i pr?(a) = [a]p. Es a dir,
pr? és sobrejectiva i, per tant, es tracta d’un epimorfisme. O

IO
| — g
IO

A A/0

FicuraA 3.1. Projecci6 al quocient.

A la Figura observem com funciona Uaplicacio pr’. A la dre-
ta tenim l'algebra A, dividida en diferents seccions mitjancant linies
discontinues. Aquestes seccions representen els elements d’A que estan
relacionats entre ells a través de la congruéncia 0, obtenint aixi una
particid d’A. L’aplicacié pr? envia cada element a la seua classe d’e-
quivaléncia, obtenint com a imatge de [’aplicacio el conjunt quocient
AJf.

Estudiarem ara l'estructura de reticle de Con(A).

Proposicié 3.30. Siga A una $—dlgebra, (Con(A),C ) és un
subreticle complet de (Eqv(A),C ).

DEMOSTRACIO. Pel Teorema E sabem que (Eqv(A),C ) és un
reticle complet, amb el suprem i I'infim de dues relacions d’equivalencia
R i S definits per, RV S i RN S respectivament.

Tenint en compte la Definicid [2.29] per demostrar que Con(A) és
un subreticle complet hem de comprovar que aquest és tancat per a la
interseccié i la uni6 arbitraria de congruencies.

Siga (0;)i;cr una familia de congruencies en Con(A) i siguen n €
N —{0}, o € 0 i (a7)jen, (bj)jen € A"
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Comencarem treballant amb la interseccié arbitraria. Si suposem
que per a tot j € n es té que

(aj,b;) € ()6,
iel
aleshores se satisfa que per a tot j € n i, per a tot i € I, (a;,b;) € 6.
Com que, per a tot ¢ € I, #; és una congruencia, aleshores,

(UA((aj)jen),UA((bj)jen)> € 0;.
Per tant,
<0A(<aj)j€n)7UA((bj)j€n)> e (9
icl

Suposem ara que per a tot 7 € n es té que

(Clj, bj> c \/6“

iel

amb \/ definit com en la Nota Aleshores per a cada j € n existeix

un cami en | J,.; 0; que va de a; a b;. Es a dir, per acada j € n existeixen
Jo,---,Jk € I tals que

(aj,bj) € 0j,00; 000

Com que 6; sén congruencies, llavors per a tot ¢ €

(o2 (@ )sen)s oA (Bi)sen)) < 6

Per tant, en particular

(UA((aj)jen)7UA((bj)jen)) € 000,000y

Per tant, \/,.; 0; és una relacié de congruencia en A.
Concloem aix{ que (Con(A), C ) és un subreticle complet. O

Una volta demostrat que és complet, anem a demostrar que es trac-
ta d’un reticle algebraic. Per a fer-ho, definirem en A x A un operador
clausura que ens permetra treballar millor amb els elements compactes
de Con(A), basant-nos en [12].

TEOREMA 3.31. Siga A una X—algebra, aleshores existeiz un ope-
rador de clausura algebraic Cg en A x A tal que els subconjunts tancats
d’A x A son les congruencies en A.

DEMOSTRACIO. En primer lloc, establirem una estructura algebrai-
ca apropiada en A x A.



3. CONGRUENCIES I ALGEBRA QUOCIENT 51

Siga n € N | (a;)ien, (bi)ien € A", per a cada simbol d’operacié
n—ari ¢ € %, definit en A, definim la corresponent operacié en A x A
com

UAXA((%’;@‘L‘@) = (UA((ai)i€n>7UA((bi)iEn)>- (5)
A més, afegim l'operacié constant (a,a) per a cada a € A, 'operacié
1—aria S definida per
S(a,b) = (b,a),

i 'operacié 2—aria T' definida per

T ) ={ (05 350

Aixi, si considerem Y la nova signatura amb les operacions que hem
afegit, A x A és una X'—algebra.

En segon lloc, anem a demostrar que B és una subalgebra de 1’al-
gebra A x A si, i només si, B és una congruencia en A.

D’una banda, si suposem que B és una subalgebra d’A x A, ales-
hores BC AxAiperatotn € Niperatoto e E;L si (bi,b;) € B,
llavors

1EN

UAXA<(bi, b;)ien> € B. (6)

Per com hem definit la ¥'-algebra, notem que per a tot b € A, (b,b) €
B, satisfent aixi la propietat reflexiva. A més, siguen a,b € A tals
que (a,b) € B, aleshores S(a, b) = (b,a) € B, demostrant que se
satisfa la propietat simetrica. Per tultim, siguen a,b,c € A tals que
(a,b), (b,¢) € B, aleshores T'((a,b), (b,c)) = (a,c) € B.

Es a dir, B és una relacié d’equivalencia sobre A. Falta demostrar
que és una congruencia.

Sigan € N— {0} isiga o € ¥, si (a;)ien, (b;)icn € A™ s6n families
tals que per a tot ¢ € n (a;,b;) € B, aleshores

(™ (@)ien) ™ (B)ien)) = oA ((ai,b),o,,) (ver ()
- UB((ai’bi)ien) € B. (per ()

Per tant, tota subalgebra d’A x A és una congruencia en A.

D’altra banda, suposem ara que B és una congruencia en A. Ales-
hores B és una relacié d’equivalencia, B C A x A i a més, per a tot
n € N—{0} i per a tot stmbol d’operacié o € ¥, si (a;)ien, (bi)ien € A"
sén families tals que per a tot i € n, (a;,b;) € B aleshores

(™ ((ai)ien), o™ (bi)ien)) € B.
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’

Per tant, siga n € N — {0}, per als 0 € ¥, NX | si (ai’bi)ien € B",
aleshores

(O'A((Cbi)ien)a UA((bi)ien)) = gh*A ((ai7 bi)ign)
_ B <(ai, bi)@).

A més, com que B satisfa les propietats reflexiva, simetrica i transitiva

per ser relacié d’equivalencia, és clar que siguen que a, b, ¢ € A tals que
(a,b), (b,c) € B, aleshores

(a,a) € B, S(a,b) = (b,a) € B, i T((a,b), (b,c)) = (a,c) € B.

Es a dir, B esta tancat per a les operacions de X’ i per tant és una
subalgebra d’A x A.

Per ultim, si considerem Cg = Sg , aleshores Cg és un operador
de clausura algebraic en A x A. Aixi, els subconjunts tancats d’A x A,
que son de la forma B = Cg(B) son subalgebres d’A x A i per tant,
son congruencies en A. O

AxA

COROLLARI 3.32. Siga A una X—algebra, aleshores el conjunt Con(A)
és un reticle algebraic per a l’ordre donat per la inclusio de subconjunts.

El denotem per Con(A) = (Con(A),C ).
DEMOSTRACIO. Per la Proposicié i el Teorema [3.31] O

4. Teoremes d’Isomorfia

Els teoremes d’isomorfia son resultats fonamentals en I’ambit de les
algebres, que ens permeten identificar unes certes propietats i estructu-
res d’una algebra mitjancant la construccié d’isomorfismes amb altres
algebres conegudes. Aix0 proporciona una manera de relacionar i com-
parar les propietats de les algebres, permetent-nos establir connexions
significatives entre elles.

Dividirem la seccié en quatre subapartats. Els tres primers els
dedicarem cadascun a un teorema d’isomorfia, enunciant i demostrant
els resultats previs necessaris. L’'ultim apartat el dedicarem al Teorema
de Correspondencia.

4.1. Primer Teorema d’Isomorfia.

TEOREMA 3.33. Siguen A, B dues X—algebres i f : A — B un
homomorfisme.

(1) La imatge de f és una subalgebra de B, on
Im(f)={f(a) € B|a€ A}.
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(2) El nucli de f és una congruéncia en A, on

Ker(f) = {(a,d’) € Ax A| f(a) = f(a)}.

(3) in™) : Im(f) — B és un homomorfisme injectiu.
(4) prierH) - A — A/Ker(f) és un homomorfisme sobrejectiu.

DEMOSTRACIO. En primer lloc, anem a demostrar (1)). D’una ban-
da, és clar que
Im(f) C B.

D’altra banda, sigan € N, o € ¥, i (f(ai)) o, ina familia d’n elements
en Im(f)". Aleshores, per la Definicié [3.14] sabem que

P ((f(ai))ien) = f(0*((ai)ien)) € Tm(f).

Per tant, Im(f) és un subconjunt tancat de B.

Demostrem ara . Per a fer-ho, primer hem de comprovar que
Ker(f) és una relacié d’equivalencia.

Siga a € A, és clar que f(a) = f(a) i per tant, (a,a) € Ker(f). Es
a dir, se satisfa la propietat reflexiva.

Anem a treballar ara amb la propietat simetrica. Siguen a,a’ € A
tals que (a,a’) € Ker(f), aleshores f(a) = f(a'). Aixi, f(a') = f(a) i
llavors (a’, a) € Ker(f).

Per 1ultim, demostrem la transitivitat. Siguen a,b,c € A tals que
(a,b), (b,c) € Ker(f), aleshores f(a) = f(b) i f(b) = f(c). Per tant,
f(a) = f(c), i aixi (a,c) € Ker(f).

Aco demostra que Ker(f) és una relacié d’equivalencia.

Ara, sigan € N—={0}, 0 € 5,1 ((a;, a;))iGn una familia de n parelles
en Ker(f)". Notem que, per a cada i € n, es té que f(a;) = f(a}). Aixi,
tenint en compte la Definicio [3.14] notem:

7o (@)ien) ) = o™ ((F(@),c,.)
= UB((f(%))ien)
= F(o* (@)ien))-

Concloem doncs que

(O'A(((Ii)ien),UA((a;)iEn)> € Ker(f),

i per tant Ker(f) és una congruéncia.
L’apartat esta demostrat en la Proposicio m Denotarem per
Im(f) a lestructura de subalgebra associada a Im(f).
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L’apartat esta demostrat en la Proposicio m Denotarem per
A /Ker(f) a lestructura d’algebra quocient associada a Ker(f).
Aco demostra el Teorema [3.33] 0

En aquest punt, anem a enunciar i demostrar el primer teorema
d’isomorfia.

TEOREMA 3.34 (Primer Teorema d’Isomorfia). Siguen A, B dos
Yi—algebres i f: A — B un X—homomorfisme. Aleshores

A/Ker(f) = Im(f).
DEMOSTRACIO. En primer lloc, considerem ’aplicacié
b A/Ker(f) — Im(f)
[a]Ker(f) — f((l)
Notem que, per com hem definit 'aplicacié, [alker(s) = [@/]ker(s) i, 1
només si, f(a) = f(a'). Per tant, f° estd ben definida i és injectiva.
A més, siga b € Im(f) = {f(a) € B | a € A}, és clar que existeix

a € Atal que f(a) = b. Aixi, si considerem la seua classe d’equivalencia
respecte a la congruencia Ker(f),

l[alker(s) = {a’ € A| f(a) = f(d')},
tenim que
F(lalker() = f(a).

Aixi, f° és sobrejectiva i, per tant, bijectiva.

Només queda demostrar que es tracta d'un X —homomorfisme. Siga
neN ocek,i ([ai]Ker(f))zen una familia de n tuples en (A/Ker(f))".
Tenint en compte que f és un homomorfisme per hipotesi, la Definicié

i com hem definit I’aplicacié f°, notem que
1 (A5 ([aidkerpien) ) = £ ([0 (@)ien) ] )
= f(UA(<ai>i€n)>

Per tant, f° és un isomorfisme i A /Ker(f) = Im(f). O

Com podem veure a la Figura Uaplicacid f crea una particio
d’A amb els elements que van a la mateixa tmatge, és a dir, ens dona
la congruéncia Ker(f). Aizi, podem considerar l’aplicacié projeccio al
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A/Ker(f)
FiGuraA 4.1. El Primer Teorema d’Isomorfia.

quocient, explicada la Figura per treballar amb [’estructura quoci-
ent A/Ker(f). Per tant, és clar que podem trobar un isomorfisme f°
que porta cada classe d’equivalencia en [’estructura quocient a la seua
imatge per f.

La importancia d’aquest teorema és que ens permet comprendre
I’estructura del quocient d’una algebra pel seu nucli a través de I'estudi
de la imatge d’'un homomorfisme. Aixi, es tracta d’una eina poderosa
per a analitzar i simplificar estructures algebraiques.

Observem que com f pot no ser sobrejectiva, 'isomorfisme va només
a Im(f). No obstant aixo, treballant amb l'aplicacié in™), tenim el
segiient resultat.

COROLLARI 3.35. En les condicions del Teoremal3.34), el diagrama
de conjunts de la Figura[4.3 commuta

A d > B
= )

Ficura 4.2. Corol-lari .

4.2. Segon Teorema d’Isomorfia. El segon teorema d’isomorfia
estableix que, donades dues congruencies sobre un algebra, una menor
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que l'altra, el quocient de 'algebra per la congruencia menor entre el
quocient de les congruencies és isomorf al quocient de l'algebra per
la congruencia major. Per demostrar-ho, comengarem introduint els
segilents conceptes previs.

ProprosiciO 3.36. Siga A una X—algebra i 0, ¢ dues congruéncies
en A tals que 6 C ¢. Aleshores aplicacio

v: A0 — AJo
o — laly
€s un X—homomorfisme sobrejectiu.

DEMOSTRACIO. En primer lloc, notem que l’aplicacié ¢ esta ben
definida perque, com 0 C ¢, si a,b € A son tals que (a,b) € 6, aleshores
(a,b) € ¢.

Vegem que ¢ és un X—homomorfisme. Sigan € N, 0 € ¥, i
([ailo), en € (A/6)". Tenint en compte com hem definit I'aplicacié ¢ i
la Definicié d’estructura quocient, aleshores

P(o ((@lo)ien) ) = ([ (@)ien)],)
= [O'A<(ai)i€n>i|¢
— A/ (([al]¢)z€n>
= gh/? <(@([ai]9>)ien> :

Per ultim, vegem que és sobrejectiva.
Si [a]y és un element de A/¢, aleshores per a la classe [a]y es té que
¢(lalg) = [a]s. En particular, ¢ és un epimorfisme i Im(p) = A/¢. O

DEFINICIO 3.37. Siga A una X—algebra i 0, ¢ dues congruéncies en
A tals que 8 C ¢. Si considerem el Y—homomorfisme de la Proposicio
[5.50
p: A/ — AJo
[ale — lals

aleshores denotem per ¢/6 al nucli de p. Notem que
¢/0 = Ker(y)
= {(lals, [a]e) € A/0 x A/0 | p([als) = ¢([a’le)}
= {([als, [a]s) € A/O x A/ | (a,d") € ¢}.

En aquest punt, anem a enunciar i demostrar el Segon Teorema
d’Isomorfia.
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TEOREMA 3.38 (Segon Teorema d’Isomorfia). Siga A una 3—dlgebra
10, ¢ dues congruéncies en A tals que 0 C ¢. Aleshores

(A/0)/(0/0) = A/¢.

DEMOSTRACIO. Per la Proposicié m, sabem que ¢ és un epimor-
fisme i per tant,

Im(p) = A/¢.
Pel Primer Teorema d’Isomorfia, Teorema [3.34, sabem que
(A/0)/Ker(p) = Im(yp).

Tenint en compte que ¢ és sobrejectiva i la Definici6 [3.37, en efecte
obtenim que

(A/0)/(0/0) = A/¢.

Ago conclou la demostracié del Segon Teorema d’Isomorfia. U

Classes d’equivalencia de ¢

I
k,,;,,,"fi Classes %%E%E% Classes
L ) : B} - . N .
L] d’equivaléncia de 6 To0oion  dequivaléncia
L 200880 de ¢/0

N
i
i

A/¢
Ficura 4.3. El Segon Teorema d’Isomorfia

Com podem veure a la Figura[{.3, en primer lloc tenim a l’esquerra
l’algebra A amb les particions degqudes a la congruencia ¢ assenyalades
amb una linta discontinua i les degudes a la congruencia 8 marcades
amb una linia de punts. Després, en mig tenim el conjunt quocient
A /¢, format per les classes d’equivaléncia que genera la congruéncia ¢
sobre A.. Per dltim, a la dreta tenim el conjunt quocient (A/0)/(¢/0)
que agrupa les classes degudes a la congruéncia 6 que es troben dins de
la mateixa classe respecte a la congruéncia ¢.

El Segon Teorema d’Isomorfia demostra que els quocients A/¢ i

(A/0)/(¢/0) son isomorfs.
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4.3. Tercer Teorema d’Isomorfia. En primer lloc treballarem
amb la nocié de saturacié d’un conjunt.

DEFINICIO 3.39. Siga A un conjunt i 6 una relacid d’equivaléncia
en A. Siga B C A, definim la saturacié de B respecte de 0, denotat

com BY, al conjunt
B’ = [blo-

beB

Direm que B C A és saturat per 0 si B = BY.

NoTA 3.40. Cal destacar que, com que B C B? sempre és cert, per
demostrar que un subconjunt €s saturat per 6, només cal comprovar la
inclusié B? C B.

PRrROPOSICIO 3.41. Siga A un conjunt i 6 € Eqv(A), loperador

() PA) — P(A)
B +— B

és un operador de clausura.

DEMOSTRACIO. Per la Definicié , per demostrar que es tracta
d’un operador de clausura hem de comprovar que I'operador (-)? satisfa
les propietats d’extensivitat, idempotencia i monotonia.

En primer lloc, com sempre tenim B C B?, aleshores I'operador és
extensiu.

Ara, d'una banda, notem que BY C (BY)?. D’altra banda,

(B = J [, < JWblo = B
blo€B/0 beB

Per tant, es compleix la idempotencia.
Per tltim, siguen X,Y € P(A) tals que X C Y. Aleshores

X0 =l < Ylwlo =Y’

rzeX yey

Ago demostra la Proposicié [3.41) O

NoTA 3.42. Siga A un conjunt, 0 una relacid d’equivalencia en A i
B C A, aleshores la saturacié de B respecte de 0, B, és la col-leccio de
classes d’equivalencia respecte de 0 que intersecten B, com es mostra

a la Figura[{.4)

De la Proposici6 i la Nota [3.42) s'obté que B? és el menor
subconjunt d’A que conté a B i que esta saturat per a la relacié d’e-
quivalencia # en B. Es a dir, per a tot b € B, tindrem que [b]y C B?.
En el cas que A siga una »—algebra i # una congruencia en A i B un
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FIGURA 4.4. Saturacié de B respecte de 6.

subconjunt tancat d’A, demostrarem a continuacié que la saturacié de
B per 0 també és un subconjunt tancat d’A.

ProprosicIO 3.43. Siga A una X—algebra, B una subalgebra d’A
i 0 una congruéncia en A. Aleshores BY C A és un subconjunt tancat
d’A. Denotem per B? la respectiva subalgebra. A més, la relacid

0),, =00 (B’ x B’
és una congruéncia en BY.

DEMOSTRACIO. Primer, demostrem que BY és un subconjunt tan-
cat ’A. Sigan € N, 0 € ¥, i (2)ien una familia d’elements en B,
volem veure que crA((zi)iEn) € B’ Com peracadai€n, z € B =
Upeblo, llavors existeix b; € B tal que (2;,b;) € 0. A més, com B és
subalgebra, o ((b;)ien) € B.

Donat que # és una congruencia,

(UA(<Zi)iEn) ; UA((bi)i6n>> €.
Aixi,
UA((Zi)iEn) € [UA((bi)iEn)]9 - U[b}e =B’
beB

Es a dir, B? és un subconjunt tancat d’A.

Vegem ara que 0, , és una relaci6 de congruencia en BY. Es clar que
B, , és d’equivalencia, aixi que només comprovarem la compatibilitat
amb les operacions.

SiganeN, o€, i((w,v)),. € (0),,,)". Volem veure que

EN

(UA((Ui)iEn) , 0A<(Ui)ien)> € 9(36.
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D’una banda, notem que per a cada i € n, u;,v; € B, donat que
BY és una subalgebra, es té que UA((ui)ien) € B%i UA((vi)ien) € BY.
Aixi,
(o™ ((w)ien) o ((v)ien) ) € (B x BY).
D’altra banda, per a cada i € n, (u;,v;) € §. Com 6 és congruencia, es
té que

(oA ((u)ien), 0™ ((vz)len)> € 0.

Per tant, (UA(<ui)i€n)7UA((Ui)ien)> €0,
Aco conclou la demostracié de la Proposicié |3.43 0

A conseqiiencia d’aquest teorema, tenim el segiient resultat.

COROLLARI 3.44. Siga A una YX—algebra, B una subalgebra d’A i

0 una congruencia en A. Aleshores B(’/@[Be és una X—algebra.

Introduirem i estudiarem a continuacié una aplicacié que emprarem
per a demostrar el Tercer Teorema d’Isomorfia.

PRroPOSICIO 3.45. Siga A una X—dlgebra, B una subalgebra d’A i
0 una congruencia en A. Llavors l'aplicacio & donada per

51 B — BQ/Q[BH
b — [b]gr

B

és un ¥—homomorfisme sobrejectiu amb nucli Ker(§) = 6,,.

DEMOSTRACIO. En primer lloc, demostrarem que es tracta d’un
Y. —homomorfisme. Siguen n € N, 0 € ¥,, i (b;);en, € B", aleshores

§(0P (i) = [P ()], (Det. €)
= [UA((bi)ien)}erBG (B<A)
= [ ()], (B < A)
e (T (B°/0),,)
— B /0150 ((g(bi))m). (Def. €)

Aixi, € és un Y —homomorfisme.
Vegem ara que és una aplicacié sobrejectiva. Notem que un element
arbitrari de B?/6; , té la forma [z]y, ~amb z € B’ Per tant, existeix

un b € B de forma que (b, 2) € 6.
Perd, com b€ BC B?ize€ B?i (b, z) €0, aleshores (b, z) € 0, ,.

'p
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Aixi,
S(b) = [b]Gr = [2]9[

Bo BY :
Es a dir, ¢ és sobrejectiva.
Per ultim, abans d’estudiar el nucli de £, demostrarem que si b, b’ €
B, aleshores [bly, , = (0], , Si, 1 només si, (b,0') € 6.
B B

D’una banda, si [blg, =[]y, , aleshores
B

[B
(b,t') €6, =0N (B’ x B).
En particular (b,b") € 6.
D’altra banda, si suposem que (b, V') € 0, com b, b € B C B, es té
que
(b)) € 0N (B? x BY) = 6,
Per tant, [b}@r 0 = [b/]gr 0
B B
Aixi, tenint en compte aquesta afirmacié, el nucli de £ és per defi-
nicié 0, _,, ja que
Ker(§) = {(b,V') € Bx B|£(b) =¢(b)}
={0 V) e Bx B[ty , =1]s ,}
:{(b V') € B x B (b, b/)EH}

BY”

Amb aco queda demostrada la Proposici O

Una volta vist els resultats previs necessaris, donem pas al Tercer
Teorema d’Isomorfia, que estableix que el quocient d’una subalgebra
respecte a la restriccié d’una congruencia és isomorf al quocient de la
saturacio entre la restriccié de la congruencia.

TEOREMA 3.46 (Tercer Teorema d’Isomorfia). Siga A una ¥—algebra
i 0 una congruencia en A. Siga B < A una subalgebra. Aleshores

B/Q[B = BG/QTBG

DEMOSTRACIO. Per la Proposicié sabem que £ és un homo-
morfisme. Pel Primer Teorema d’Isomorfia, Teorema [3.34] sabem que

B/Ker(¢) = Im(¢).

D’una banda, com £ és una aplicacié sobrejectiva, Im(¢) = BY/ 01 o
D’altra banda, per la Proposici6 Ker(§) = 6. Per tant,

B/Q[B = BG/Q(Be

Aco conclou la demostracié del Tercer Teorema d’Isomorfia. 0
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FicurAa 4.5. El Tercer Teorema d’Isomorfia.

Com podem veure a la Figura existeir un isomorfisme entre el
quocient de la subalgebra B per la congruéncia 6,, @ el quocient de la
saturacié BY per 00, que completa les classes d’equivaléncia. Aquest
resultat ens mostra que els quocients de B i BY tenen estructures simi-
lars a pesar de les diferéencies inicials.

4.4. Teorema de correspondéncia. Primer, hem de definir la
noci6 d’interval entre dos elements d’un reticle, ja que aquest esta dotat
d’una relacié d’ordre.

DEFINICIO 3.47. Siga L un reticle i a,b € L, amb a < b, definim
Uinterval entre a i b, denotat per [a,b], al subreticle associat al conjunt

[a,b] ={z € L|a<z<b}.

Recordem que, com varem demostrar al Teorema [3.32], I'estructura
(Con(A), C ) és un reticle algebraic. Llavors, donada una congruencia
0, podem considerar un interval dins d’aquest reticle de 8 a V4. El
segiient teorema ens mostra la relacié que existeix entre I'interval men-
cionat i ’espai de congruencies del quocient d’A per 6.

TEOREMA 3.48 (Teorema de correspondencia). Siga A una X—dalgebra
i0 € Con(A), llavors existeix un isomorfisme de reticles entre [’interval
[0,V 4] i Con(A/0).

DEMOSTRACIO. Considerem l’aplicacié

a: [0,Va] — Con(A/0)
[0) — gb/@
Com que 0 C ¢, ja vam veure al Segon Teorema d’Isomorfia, Teorema
3.36, que ¢/6 és una congruéncia. Per tant, « esta ben definida. Llavors
hem de comprovar que « és un homomorfisme bijectiu.

En primer lloc, per demostrar que es tracta d’'un homomorfisme
anem a veure que, per a tot parell de congruéncies ¢, 1 en [0,V 4] es té

que ¢ C 1 si, i només si, a(¢) C a(v).
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Notem que, per la definicié de I'aplicacié «, aco és equivalent a
comprovar que ¢ C 9 si, i només si, ¢/0 C /6.

Suposem que ¢ C 1. Siga ([a]g, [b]g) € ¢/0, aleshores (a,b) € ¢.
A més, com ¢ C 9, aleshores (a,b) € ¢. Aixi, ([ag, [b]g) € 1/0 i per
tant, ¢/0 C /0.

Suposem ara que ¢/ C /6. Siga (a,b) € ¢, aleshores ([aly, [b]g) €
¢/6. Com ¢/6 C ¢ /6, aleshores ([aly, [blg) € /0. Aixi, (a,b) € ¥ i,
per tant, ¢ C 1.

Anem a provar ara la injectivitat. Siguen ¢, ¢ € [0,V 4] dife-
rents, sense perdua de generalitat podem trobar (a,b) € ¢ — . Aixi
([alo, [blo) € 6/0 — /6, és a dir, 66 # /6.

Per acabar, demostrem que és sobrejectiva. Siga i) una congruencia
en Con (A/ (9), aleshores podem considerar les projeccions

prv: A/ — (A/0)/v; prf: A— AJ6.

Considerem ¢ = Ker(pr¥ opr?). Com les projeccions sén homomor-
fismes, ¢ és una congruencia en A. A més,

— {([alo. Vo) € 4/0 x 410 | (a,b) € 0}
ale, [blg) € A/0 x A/0 | (a,b) € Ker(pr? o pr?)}
lo) € A/0 x A6 | pr*¥ o pr’(a) = pr¥ o pr?(b)}
alo, [blo) € A/0 x A/0 | pr*([aly) = pr¥([b]e)}
alo, [blg) € A/0 x AJ0 | ([ale, [b]e) € ¥}

Aixi, a és sobrejectiva.
Per tant, 'aplicacié « és un isomorfisme. O

Com podem veure a la Figural[{.0], l'interval entre les congruéncies
0 i Va ésisomorf a l'espai de congruéencies del quocient A /6.

En resum, el Teorema de Correspondencia estableir una relacio en-
tre les congruéncies de linterval [0,V 4] 1 les congruéncies d’A /0, la
qual cosa ens permet entendre [’estructura @ les propietats dels dos con-
Junts.

5. Algebra de Termes

En la seglient seccié vorem un exemple d’aplicacié dels teoremes
d’isomorfia.
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Va

Con(A) Con(A/0)
F1GURA 4.6. El Teorema de correspondencia.

DEFINICIO 3.49. Siga X un conjunt de variables i X una signatura,
el conjunt Tx(X) de ¥—termes sobre X es defineix com el menor
conjunt que satisfa que X C Tx(X), i que sin € N, 0 € ¥, i (P)ien
una familia en Tx(X), aleshores

o((P)ien) € Tx(X).

EXEMPLE 3.50. Siga X = {4,00,0}, amb aritat 2,3 i 0 respectiva-
ment 1 X = {x,y, z}.
Notem z+y € Tx(X) i Oz +y,y,x) € Tg(X).

NoTA 3.51. L’algebra de termes no s’ha de confondre amb els poli-
nomis, ja que l’algebra de termes diferencia els segiients termes.

v+ (y+2)# (x+y) + 2

NoTA 3.52. Siga X un conjunt de variables i ¥ una signatura, el
conjunt Tx(X) admet estructura de X—algebra.
Sigan € Nyo € X, i (F,)ien una familia en Tx(X), aleshores

o ((P)ien) = 0 ((P)ien) € Tx(X).
Aixi, o s’interpreta de forma sintactica, com una paraula. Denota-
rem per Tx(X) Uestructura de ¥—algebra en Tx(X). A més, tenim
Uaplicacio inclusio
in*: X — Tyg(X)
r — T

Vegem ara el resultat més important d’aquesta seccid, que ens per-
met obtindre X —homomorfismes a partir d’aplicacions que tenen com
a imatge una Y —algebra.
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TEOREMA 3.53 (Propietat Universal). Siga A una Y—algebra i
h: X — A wuna aplicacid, aleshores existeix un inic X—homomorfisme

h#I Tz(X) — A
tal que h#* oin® = h.

DEMOSTRACIO. Notem que tot terme P de Tx(X) és de la forma
P=xzambze XoP = a((Pi)ien) amb o € ¥, i (P;);en termes.
Aleshores definim h# sobre les variables com h# (z) = h(z) i, si suposem
definit h#(P;) per a i € n, aleshores

W (o ((P)ien) ) = A (W (P))..,)

A més, h” és un Y —homomorfisme, ja que, sin € N,o € 3, i
(P;)ien 6s una familia en Tx(X), aleshores

h (UTE(X) ((R%en)) = UA((h#(Pi))z‘En)'

En efecte, (h# oin™)(x) = h#(x) = h(x) i, per tant, h* oin® = h, és
a dir, h” és el ¥—homomorfisme desitjat.
Vegem ara la unicitat. Suposem que existeix

qg: TE(X) — A
un Y —homomorfisme que satisfd g o in® = h. Aixi, si P € Tg(X),

distingim els dos casos.
D’una banda, si P = «,

g(P) = goin*(z)
= h(z)
= h"(x)
= h*(P).

D’altra banda, si P = 0((Pi)ien), llavors
g(P) = *((9(P)),.,.)
= oA ((n#(P)),.,.)
= h#(P).

Aixi, g = h*.
Agd demostra el Teorema [3.53] O
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EXEMPLE 3.54. En grups, considerem ¥ = {-, ()71, 1} 1 X = {z,y, 2}.
Siga P = (z-y)- 27" (x) € Tg(X).
Siga G un grup, considerem [’aplicacio

h: X — G
r — 1
y ——> g
z — g2

Per la Propietat Universal, Teorema |3.53, existeix un unic homo-
morfisme h* : Tx(X) — G tal que h¥* oin® = h.
Aizi, la interpretacio del terme P d’acord amb la valoracio h és

W(P) = (1-9)(g")" - (1) = ¢ € G.

Aixi, el Teoremal3.53|ens assegura I'existencia de X —homomorfismes
entre un algebra de termes i una X—algebra a partir d’aplicacions so-
bre el conjunt de variables i I'algebra del codomini. Amb ajuda dels
teoremes d’isomorfia vists a la seccié anterior, podem demostrar que
existeix una relacié d’isomorfia entre un quocient de I’algebra de termes
i una X—algebra qualsevol.

COROLLARI 3.55. Tota algebra és isomorfa a un quocient d’una
algebra de termes.

DEMOSTRACIO. Siga A una Y—algebra. Considerem l'algebra de
termes Tx(A) i 'aplicacié identitat
id*: A — A
a — a.

Per la Propietat Universal, Teorema |3.53| existeix un tinic homomor-
fisme

(D" Te4) — A
tal que (idA)# oin? = id”.
A més, (idA)# és sobrejectiva, ja que, si a € A, aleshores
(id*)*(a) = (1d*)* (in"(a))
= id“(a)
=a.
Aixf, Im((id")#) = A.
Per tant, pel Primer Teorema d’Isomorfia, Teorema [3.34] sabem que
Tx(A)/Ker((id")#) = Im((id*)#) = A.
Ago demostra el Corol-lari [3.55] U
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Conclusions

La matematica pura es, a su
manera, la poesia de las ideas
logicas

A. FEinstein [2]

Com hem dit abans, I’algebra universal és I’area de les matematiques
que se centra en l'estudi abstracte de les propietats generals i les es-
tructures comunes a diferents sistemes algebraics, independentment de
la natura d’aquests.

En aquest estudi, els reticles juguen un paper important, ja que
aporten una nocié especial d’ordre que ens permet una millor com-
prensio de les algebres. Entre els diferents tipus de reticles, destaquen
els complets i els algebraics.

Un reticle complet satisfa que sempre existeixen en ell el suprem
i 'infim de qualsevol subconjunt, aixi sempre podem trobar una fita
superior i inferior al reticle. Un reticle algebraic és aquell que és complet
i compactament generat, és a dir, que a més de ser complet, satisfa que
tot element del reticle és el suprem d’un conjunt d’elements compactes.

També cal destacar la figura dels operadors de clausura i la seua
relacié amb aquest tipus de reticles. En general, un operador de clau-
sura és una funcié que pren un conjunt com a entrada i I’extén incloent
tots els elements necessaris per a complir amb unes certes condicions
o propietats. Llavors, podem caracteritzar els conjunts tancats com
aquells que son invariants per un operador de clausura. En relacié amb
els reticles complets, donat un operador de clausura podem definir un
reticle complet i, reciprocament, donat un reticle d’aquest tipus sem-
pre podem definir un operador de clausura. Si afegim la caracteristica
que siga finitament generat, llavors es pot provar que el reticle alge-
braic és isomorf al reticle dels subconjunts tancats d’un conjunt amb
un operador de clausura algebraic.

Recordem que una algebra és un conjunt dotat d’operacions que
sempre donen com a resultat elements d’eixe conjunt en aplicar-les
sobre families de les respectives aritats o, equivalentment, el conjunt és

67
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tancat per a aquestes operacions. Aquesta definicié ens permet tractar
estructures de diferent natura com les mateixes estructures i obtindre
resultats que es verifiquen per a totes les estructures algebraiques.

Donada una algebra, podem trobar en ella subconjunts que sén
tancats per a totes les operacions d’aquesta, denotats com subalgebres.
En la creacié de subalgebres, destaquen les subalgebres generades per
un conjunt, nocié en la qual apareix un operador de clausura. A més,
cal destacar que el conjunt de subalgebres d’una algebra és un reti-
cle algebraic. Aquest resultat ens permet ordenar totes les possibles
subalgebres d’una algebra, de forma que, per a qualsevol subconjunt
de subalgbres, existeixen sempre subalgebres que sén suprem i infim.

En les algebres també destaca la nocié de congruencia, una rela-
ci6é d’equivalencia que és compatible amb les operacions definides sobre
I’algebra. A més, donada una algebra i una congruencia sobre 1’algebra,
podem definir el conjunt quocient, que per la compatibilitat amb les
operacions, també tindra estructura d’algebra. El conjunt de les con-
gruencies sobre una algebra és també un reticle algebraic per a I'ordre
donat per la inclusié de conjunts. Conéixer 'estructura del reticle de
congruencies definides sobre una algebra també ens pot aportar infor-
macié la mateixa algebra.

En aquest context, un isomorfisme d’algebres és una aplicacié bi-
jectiva que preserva certes propietats importants entre les algebres.
Quan aquesta situacié es dona, es diu que les algebres sén isomor-
fes. L’existencia d'un isomorfisme entre dues algebres permet esta-
blir una correspondeéncia entre els seus elements i les seues operacions.
Aix0 proporciona una manera de relacionar i comparar les propietats
de les algebres, permetent-nos entendre millor les seues estructures.
Aixi, els teoremes d’isomorfia sén un conjunt de resultats fonamen-
tals en I’algebra universal que ens permeten establir relacions i corres-
pondencies entre algebres, identificant estructures similars i preservant
propietats essencials.

Siguen A i B dues algebresi f : A — B un X—homomorfisme,
hem comprovat que la imatge de f és una subalgebra de B i que el
nucli de 'homomorfisme és una congruencia sobre A. Aixi, el Primer
Teorema d’Isomorfia estableix I'existencia d’un isomorfisme entre ’es-
pai quocient d’A pel nucli de f i la imatge de f. Aquest resultat ens
facilita la comprensi6 de I'estructura del quocient d’una algebra pel seu
nucli a través de l'estudi de la imatge d'un homomorfisme.

En segon lloc, donades dues congruencies 6 i ¢ sobre una >—algebra
A, amb 0 C ¢, el Segon Teorema d’Isomorfia demostra la relacié d’i-
somorfia que existeix entre el quocient de I’algebra per la congruencia
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menor entre el quocient de les congruencies i el quocient de I'algebra
per la congruencia major.

En tercer lloc, per treballar amb el Tercer Teorema d’Isomorfia
hem degut treballar amb la saturacié d’un conjunt. Recordem que,
donada una relacié d’equivalencia 6 sobre un conjunt A, es defineix
la saturaci6 d’'un subconjunt B C A respecte de # com la unié de
les classes d’equivalencia dels elements de B respecte a la relacié 6.
Es a dir, es completa el conjunt B amb tots els elements que estan
relacionats a través de 6 amb algun element de B. Quan treballem amb
algebres, la saturacié d’una subalgebra B és una estructura tancada per
a les operacions de ’algebra, i la restriccié de € al conjunt saturat és una
congruencia en la subalgebra del saturat. Aixi, el quocient del saturat
per la congruencia restringida al saturat té estructura de X—algebra i,
a més, és isomorfa al quocient de B per la congruencia restringida a
B. Aquest resultat ens permet establir una correspondeéncia entre els
quocients de B i B?, mostrant que tenen estructures similars malgrat
les diferencies inicials.

Per 1ltim, siga A una ¥ —algebra i # una congruencia sobre A, lla-
vors el teorema de correspondencia mostra l'isomorfisme existent entre
I'interval que trobem de 6 a V4 i 'espai de congruencies del quocient
d’A per 6.

Tots aquests resultats suposen eines de gran rellevancia per a ’estu-
di en profunditat de qualsevol algebra. A través d’aquesta comprensio,
podem establir analogies i transferir coneixements d’una algebra a una
altra, obrint també la porta a noves investigacions.
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