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Introduccio

Com podem trobar en el llibre de Hopcroft [HMUQS8], la teo-
ria d’automats és 'estudi de dispositius de calcul abstractes. En la
decada dels anys quaranta i cinquanta, els investigadors estudiaren
les maquines més simples, les quals denominem: automats finits. Al
principi es van proposar per modelar el funcionament del cervell, pero
resultaren molt 1tils per a molts altres proposits. A més, també a finals
de la decada dels anys cinquanta del Segle XX, N. Chomsky va iniciar
I’estudi dels llenguatges formals, que encara que no sén maquines es-
trictament, estos llenguatges estan molt relacionats amb els automats
abstractes.

En el primer capitol, s’estudien les estructures basiques necessaries
per al desenvolupament de la teoria d’automats i llenguatges formals,
per fer-ho hem utilitzat les notes de [SB81] i [Pin21]. En concret, co-
mencem introduint els conceptes de monoides i submonoides, aixi com
algunes de les seues propietats basiques, que seran ttils més endavant.
També s’introdueix el concepte de congrueéncia, que sera necessari per
a la construccié del monoide quocient. Finalment, s’explica el primer
Teorema d’Isomorfia, que sera molt 1til per establir relacions entre els
monoides i els automats.

El segon capitol té com a objectiu presentar 1’objecte de treball
principal: 'automat finit. Per fer-ho, s’introdueixen diversos concep-
tes previs necessaris com ara l’alfabet, la paraula i el monoide lliure.
Amb aquest ultim s’explica la Propietat Universal que permet construir
homomorfismes de monoides. A continuacid, es defineix el concepte de
llenguatge i s’introdueix el conjunt de llenguatges racionals. A partir
d’aci ja es pot definir 'estructura d’automat finit i de llenguatge reco-
neixible. També es presenta una eina fonamental, el Lema del Bombeig,
que ajuda a identificar els llenguatges que no poden ser reconeguts per
un automat finit. Finalment, es presenten diferents tipus d’automats,
com ara els deterministes, els complets, els accessibles, els coaccessibles,
els ajustats i els estandards, i s’analitzen algunes de les seues propietats
i la seua capacitat per reconeixer diferents tipus de llenguatges. Totes
aquestes idees les hem tret de les notes en [Pinl10].



4 INTRODUCCIO

En el segiient capitol s’analitzen les propietats dels llenguatges reco-
neixibles. Es veu que aquests llenguatges sén tancats per a les operaci-
ons booleanes (unié, interseccié i complementari), per al producte i per
a l'operacio estrella. També s’observa que el quocient d'un llenguatge
reconeixible és reconeixible, i que les imatges inverses dels morfismes
també preserven la reconeixibilitat dels llenguatges.

Al quart capitol establim certes relacions entre els automats i els
monoides. En primer lloc definim ’automat de Nerode, donarem propi-
etats i la congruencia a la que dona lloc. A més veurem que I'automat
de Nerode és minimal i reconeix el mateix llenguatge que l'original.
Després introduim el concepte de monoide sintactic, construit a partir
de la congruencia donada pel nucli. Veurem el que significa que un llen-
guatge siga reconegut per un monoide i demostrarem que és equivalent
a que siga reconegut per un automat. Definirem llenguatge saturat
per una congruencia, que estableix una relacié entre les paraules i que
ens servira per definir la congruencia sintactica, la major congruencia
que satura al llenguatge. Aquesta congruencia ens permetra construir
el monoide quocient i, a més, veurem que la congruencia sintactica és
equivalent a la congruencia donada per la relacié del nucli.

Per acabar el nostre treball demostrarem que el conjunt de llenguat-
ges racionals és el mateix que el conjunt de llenguatges reconeixibles.
La demostracio de que els llenguatges reconeixibles estan inclosos en els
racionals és directa. Per a l’altra inclusié farem servir la demostracié
que es troba en el llibre [FR04].

També cal aclarir en aquesta introduccié un parell de qiiestions de
notaci6. Donat un n € N, si tenim expressions del tipus 7 € n en
aquest cas entenem n com el conjunt de naturals menors estricte que
n, és a dir, n = {0,--- ;n — 1}. A més, quan considerem els automats
deterministes denotarem per - a les seues transicions. Ja que, donat un
estat, per a cada lletra o paraula, sols hi ha una transicié definida.



CAPITOL 1

Estructures algebraiques

En aquest capitol s’introdueixen les nocions algebraiques i els con-
tinguts necessaris per a poder desenvolupar la teoria d’automats.

En primer lloc presentarem l'estructura de monoide i alguns exem-
ples basics. També introduim el concepte d’homomorfisme entre mo-
noides. A continuacié, introduim la subestructura d’'un monoide amb
exemples basics, propietats i alguns conceptes relacionats. Continu-
em amb les congruencies sobre els monoides i com formen el conjunt
quocient. I per ultim, introduim el Primer Teorema d’Isomorfia per a
monoides.

1. Monoide

Donarem la definicié de monoide i alguns exemples. A més, intro-
duirem el concepte d’homomorfisme de monoides.

DEFINICIO 1.1. Un monoide és una estructura algebraica que con-
sisteix en una terna (M,-,1), on M és un conjunt, - una operacid
binaria interna associativa i 1 € M és Uelement neutre. Es a dir,
donats x,y,z € M qualsevol es compleiz:

(1) x-y € M. Operacid binaria interna;
(2) (x-y)-z=ua-(y-z). Associativitat;
(3) 1-x=x-1=uxz. Element neutre.

[43

NotaA 1.2. Normalment obviarem [’operacio “ -7 quan considerem
monoides amb una operacio multiplicativa. Si ’estructura estd clara,
escriurem M en compte de (M, -, 1).

ProrosICIO 1.3. En un monoide, ’element neutre és unic.

DEMOSTRACIO. Suposem que existeixen dos elements neutres, 1 i
1. Aleshores per la definicié6 d’element neutre tenim que 1’ = 11" =
11 =1. O

EXEMPLE 1.4. Alguns exemples de monoides:

(1) Considerem l’estructura algebraica de grup, que consisteix en
una terna (G, -, 1) on Uoperacié “-7 és associativa, tenim l’e-
zistencia d’un element neutre 1 € G 1 també existencia d’un

5



6 1. ESTRUCTURES ALGEBRAIQUES

element invers per a cada element de G. Aleshores tenim que
un grup €s un cas particular de monoide.

(2) El conjunt dels nombres naturals N amb la suma habitual i el
0 com a neutre és un monoide.

DEFINICIO 1.5. Siguen M ¢ N monoides i siga f : M — N una
aplicacio. Direm que f : M — N és homomorfisme de monoides si
preserva ’operacio de cada monoide, és a dir, si per a tot my, mo € M
es compleix:

f(mimg) = f(mq) f(mz).
i, a més, f(1)=1.

Direm que dos monoides M © N son isomorfs si existeix f : M —
N isomorfisme de monoides, és a dir, un homomorfisme de monoides
bijectiu. En aquest cas escriurem M = N.

2. Submonoide

A continuacid introduirem la nocié de submonoide. Presentarem
alguns exemples. També introduirem el conjunt de submonoides d'un
monoide.

DEFINICIO 1.6. Siga M un monoide, i siga N C M. Direm que N
és submonotide del monoide M si es compleix que 1 € N 1 l’operacio de
M restringida a N és interna, és a dir, st m,n € N aleshores mn € N.
En aquest cas N té estructura de monoide amb les operacions de M.
Escriurem N < M per a denotar que N és submonoide de M.

Donat un monoide M podem considerar el conjunt que conté a tots
els submonoides de M 1 el denotem per

Sub(M) = {N | N < M}.

ProprosiciO 1.7. Siga M un monoide i siga N un submonoide,
aleshores ’aplicacio inclusio iny : N — M és homomorfisme de mo-
noides injectiu.

DEMOSTRACIO. Si N és submonoide de M aleshores, si n,m € N
es té que
iny(nm) = nm = iny(n)iny(m).
Notem que la primera igualtat la tenim perque nm € N, en ser N
submonoide de M.
Anem a veure que és injectiu. Siguen n,m € N de manera que
iny(n) = iny(m), aleshores tenim que n = m ja que n,m € N. O

EXEMPLE 1.8. Alguns exemples de submonoides:

(1) Si M és un monoide, aleshores 1 i M son submonoides.
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(2) Si considerem un grup G com a monoide, aleshores els seus
subgrups son també submonoides.

(3) Si considerem el monoide dels nombres naturals, aleshores el
conjunt de nombres parells és un submonoide.

LEMA 1.9. Siga M un monoide, I un conjunt d’indexs i {N; |i € I}
una familia de submonoides de M, aleshores (),.; N; €s un submonoide

de M.

el

DEMOSTRACIO. Anem a demostrar-ho utilitzant la definicié de sub-
monoide. Per una banda tenim que la interseccio dels N; esta inclosa
en M ja que tots els N; son submonoides. Per altra banda, el neutre
de M esta en la interseccié dels N;, ja que esta en tots els N; en ser
submonoides. Per tltim, si tenim dos elements qualsevol nq,ny en la
interseccié dels N;, aleshores ni,n, € N; per a tot ¢ € I. Per tant
ning € N; per a tot ¢ € I, en ser tots submonoides, i aixi niny esta en
la intersecci6 dels N;. O

DEFINICIO 1.10. Si tenim M un monoide aleshores podem conside-
rar per a cada X subconjunt de M :

Sg(X)=({{N|XCNiN<M}
Llegim Sg(X) com el “submonoide generat per X”.

LEMA 1.11. Siga M un monoide, I un conjunt d’indexs i {N; | i €
I} una familia de submonoides de M, aleshores

(Sg (Uies Vo) 1)

és un submonoide de M.

3. Monoide quocient i congruéncies

En aquesta seccid, definirem les congruencies d’un monoide i pre-
sentarem el concepte de conjunt quocient. Demostrarem que el conjunt
quocient, junt a 'operacié definida forma un monoide.

DEFINICIO 1.12. Donat un monoide M i una relacid d’equivaléncia
© C M x M, diem que © és una relacié de congruencia en M si
per a tot my,mg,ny,my € M tals que (my,ms), (n1,n2) € O, tenim
(miny, mang) € O.

Donat un monoide M, definim el conjunt de totes les congruéncies
sobre el monoide M com:

Con(M)={0© C M x M | © és una congruéncia en M?}.
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DEFINICIO 1.13. Siga M un monoide, definim la relacié diagonal
com el segiient conjunt:

Ay ={(m,m)|me M} CMx M.
i definim la relacio total com el segiient conjunt:
VM =M x M.

ProrosiciO 1.14. Donat un monoide M, les relacions diagonal
i total sén congruéncies en M. A més, si © € Con(M), aleshores
Ay C O C V. Es a dir Ay 1 Vo son, respectivament, la menor i
la major congruéncia en Con(M).

DEMOSTRACIO. Es facil veure que Ay i V), sén relacions d’equi-
valencia. Donarem tunicament la demostracié de compatibilitat amb
I'operacié en M.

Anem a demostrar que la relacié diagonal és una congruencia en
M. Considerem my, mg, ny,ny € M de manera que (my, ms), (n1,ng) €
Ay, per la propia definicié tenim que m; = moy i ny = no. Per tant
min; = mons 0, el que és equivalent, (mini, meny) € Ay. Aleshores
la relacié diagonal és una congruencia.

Ara anem a demostrar que la relacié total també és una congruencia
en M. Siguen mq,ms,ny,ne € M de manera que (mq, ms), (ng,ng) €
Vi = M x M, aleshores mini, mony € M, en ser M un monoide. Per
tant (miny, mang) € V.

Si © € Con(M), aleshores per definici6 © C M x M = V. A més,
Ay C O perque O és reflexiva. O

DEFINICIO 1.15. Siga M un monoide i © una relacié de congruéncia
sobre M. Anomenem conjunt quocient al conjunt format per les classes
d’equivaléncia dels elements de M respecte de © i el denotem per

M/© ={[m]e | m € M}.

A continuacié, veurem que el conjunt quocient que hem definit ad-
met estructura de monoide amb el producte de representants de cada
classe. Aquest monoide sera anomenat monoide quocient.

ProposiciO 1.16. Considerem un monoide M i © una relacid de
congruéncia en M, aleshores M/© té estructura de monoide amb l’o-
peracio - i l’element neutre [1]g.

DEMOSTRACIO. Hem de veure que l'operacid - esta ben definida,
que és associativa, compatible amb la relacié © i que [1]g és I'element
neutre.

Ben definida i compatible amb ©: Si [m4]e, [ma]e, [n1]e, [n2]e sén
classes en M/O tals que [mile = [m2]e i [n1]e = [n2]e. Aleshores
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sabem que (mq,ms), (n1,n2) € O i per tant com que © és una relacié
de congruencia sobre M tenim (mini, mang) € O, és a dir, [mn|e =
[mgng]@.

Associativa: Siguen [my]e, [ma]e, [ms]e € M/O, aleshores

(Imi]e[male)[msle = ([mimale)[msle

[
(mimg)msle

my e([m2]e[m3]e)-

Notem que la tercera igualtat 1’obtenim ja que l'operacié de M és
associativa en ser M monoide.

Element neutre: Siga [m]e € M /O qualsevol, aleshores:
[mle[1]e = [m1le

o=
= [mle
=
=

—_

m]@
1]@[m]@.

Notem que la segona i la tercera igualtat es donen en ser 1 el neutre
del monoide M. U

ProprosIcIO 1.17. Siga M un monoide i © C M x M una relacid de
congruencia en M. Aleshores l'aplicacio projeccid prg : M — M/O,
que a cadam € M i fa correspondre la seua classe d’equivaléncia [mle,
és un homomorfisme de monoides suprajectiu.

DEMOSTRACIO. Siguen m,n € M, aleshores

prg(mn) = [mnle
= [m]e[nle
= prg(m)pre(n).

Notem que la segona igualtat ve donada en ser © una congruencia. A
més, prg(1) = [1]e, per definicié. Aleshores prg és un homomorfisme.

Falta provar que és suprajectiu. Notem que si [m|g € M/O, ales-
hores existeix almenys un element m € M de manera que prg(m) =
[m]@. ]

LEMA 1.18. Siga M un monoide, I un conjunt d’indexs i {©; | i €
I} una familia arbitraria de congruéncies en M, aleshores (,c; ©; €s
una congruencia en M.
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DEMOSTRACIO. Comengarem demostrant que (),c; ©; és una rela-
ci6é d’equivalencia, després veurem que és compatible amb el producte.
Reflexiva: (m,m) € (,c; ©i perque (m,m) € ©; per a tot i € I.

Simetrica: Si (my,mgy) € (;c; ©; aleshores tenim que (my, ms) € ©;
per a tot ¢ € I. Ara, com cada 0; és relacié d’equivaléncia, tenim
també (mg, my) € O; per a tot i € I, per tant podem concloure que
(m2,m1) € N;g; Oi-

Transitiva: Si (mq,mg), (m2,m3) € [),c; O, aleshores tenim que
(mq1,m2), (Mo, m3) € ©; per a tot i € I. Per la propietat transitiva
que tenen cada un dels ©;, tenim que (my,m3) € O; per a tot i € I,
aleshores (my,m3) € (,c; ©i.

Compatible amb el producte: Siguen (my,ms), (n1,n2) € ();c; ©i
aleshores (my, ms), (n1,ny) € O;, per a tot i € I. Per tant, com que
cada un dels ©; és relacié de congruencia, tenim que (miny, mong) € O,
per a tot i € I, aleshores (myny, monsg) € ﬂie] O;. O

ProprosiciO 1.19. Siga M un monoide i ©1,05 € Con(M) amb
0, C Oy. L’aplicacio

p: M/©; — M/O,
[mle, +— [m]e,
és un homomorfisme de monoides suprajectiv. En particular |M/Oq| <
/6]

DEMOSTRACIO. En primer lloc veurem que ¢ és un homomorfisme
de monoides.
Notem que ¢([1]e,) = [1]e,. D’altra banda, siguen m,n € M

¢([mle,[nle,) = ([mnle,)
= [mnle,
= [m]e,[n]e,
= ¢([me,)¢([nle,)-

Falta demostrar que ¢ és suprajectiva. Si[mle, és un element qualsevol
de M/©,, per a l'element [m]e, € M/O; es té que p(|m]e,) = [m]e,-
Per tant ¢ és un homomorfisme de monoides suprajectiu. U

DEFINICIO 1.20. Direm que el monoide M és finit quan M és finit.
Donada una congruéncia © en M direm que té index finit quan M /O
és finit.

DEFINICIO 1.21. Donat un monoide M, definim el conjunt format
per totes les congruéncies d’index finit sobre el monoide M com

Cony (M) ={© C M x M | © congruéncia en M d’index finit}.
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Anem a veure a continuacié que si ©; és una congruencia d’index
finit del monoide M i ©y és una congruencia de M que conté a O,
aleshores O, és una congruencia d’index finit.

COROLLARI 1.22. Siga M wun monoide, ©; € Conyi(M) i Oy €
Con(M) de manera que ©1 C O, aleshores ©y € Conye(M).

DEMOSTRACIO. Se segueix de la Proposici6 [1.19] U

4. Primer Teorema d’Isomorfia

Anem a veure el Primer Teorema d’Isomorfia, que ens servira per
analitzar i comparar diferents automats des d’una perspectiva algebrai-
ca.

DEFINICIO 1.23. Siguen M i N dos monoides i siga f : M — N
un homomorfisme de monoides. Definim el nucli de f com

Ker(f) = {(my,m2) € M x M | f(mq1) = f(ma)}

i el conjunt imatge de f com
Im(f)={ne N |3Ime M(f(m)=n)}.

PRropoSICIO 1.24. Siguen M i N dos monoides i siga f : M — N
un homomorfisme de monoides, aleshores tenim que:

(1) Ker(f) és una congruéncia en M;
(2) Im(f) és un submonoide de N;

(3) M/Kex(f) = Im(f).

DEMOSTRACIO. Ker(f) ésuna congruéncia en M: Notem que Ker(f)
és una relacié d’equivalencia, ja que compleix la propietat reflexiva,
simetrica i transitiva. Falta comprovar la compatibilitat amb 1’opera-
cié del monoide. Siguen (my,ms), (ny,ny) € Ker(f) per definicié de
Ker(f) tenim que f(my) = f(ms) i f(n1) = f(ng). Aleshores

f(mlnl) = f(m1>f<n1)
= f(ma)f(n2)
= f(mana).

La primera i la tercera igualtat les obtenim en ser f un homomorfisme
de monoides. Aixi (miny, mans) € Ker(f).

Im(f) és un submonoide de N: Hem de comprovar que 1 € Im(f) i
que si ny, ny € Im(f) aleshores nyny € Im(f).

Notem que 1 € M, aleshores en ser f un homomorfisme de monoides
f(l)=1€ N.
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D’altra banda, siguen ny,ny € Im(f), aleshores existeixen my, my €
M de manera que f(m;) =ny i f(ms) = ny. Per tant:

ning = f(m1)f(me) = f(ninz) € Im(f).
La segona igualtat es té en ser f un homomorfisme de monoides.
M /Ker(f) i Im(f) sén isomorfs: Definim la segiient aplicacié

for M/Ker(f) — Im(f)
[Mker(ry > f(m)

Anem a veure primer que f° estd ben definida. Considerem dos ele-
ments m,n € M de manera que [m|ke(r) = [N]Kker(f), que és el mateix
que dir que (m,n) € Ker(f) aleshores per definicié de Ker(f) tenim que
f(m) = f(n) i aixf ja hem demostrar que f° esta ben definida. Notem
que si repetim Iargument que hem fet servir per a veure que f° esta
ben definida pero en sentit contrari tenim també que f° és injectiva.

Anem a veure ara que f’ és una aplicacié suprajectiva. Siga n €
Im(f) aleshores sabem que existeix un element m € M de manera que
f(m) = n, per tant podem considerar la classe d’equivaléncia d’eixe
element respecte Ker(f), [m]ker(s), aixi ja tenim que existeix un element
del domini tal que la seua imatge per f° ens dona l’element n, per tant
f? és suprajectiva. A més, f* és homomorfisme de monoides ja que si
tenim m,n € M, aleshores

Fo(mker(n Plker(n]) = P ([mn)ies)
= f(mn)
= f(m)f(n)
= fP([mlker(s) f([n]kerr))-

La primera igualtat la tenim en ser Ker(f) una congruéncia i la tercera
en ser f un homomorfisme. Per tant f° és un homomorfisme bijectiu,
és a dir, és un isomorfisme. Concloem que M /Ker(f) = Im(f). O



CAPITOL 2

Paraules, llenguatges i automats

En aquest capitol anem a presentar les definicions més importants
utilitzades en la teoria d’automats. Entre aquests conceptes s’inclo-
uen el d’alfabet, paraula i llenguatge. Després presentem la Propietat
Universal del Monoide Lliure, que estableix una relacio entre els llen-
guatges i els monoides. Més tard, estudiarem el concepte d’automat
finit com un model matematic que ens permet reconeixer llenguatges
formals i veurem les components de 'automat finit, com els estats, 1’al-
fabet, les transicions i els estats d’acceptacié. A més, discutirem la
nocio de llenguatges reconeixibles per automats finits.

DEFINICIO 2.1. Un alfabet és un conjunt els elements del qual s’a-
nomenen lletres. Donat un alfabet A, una paraula és una aplicacio

w:n— A
Definim la longitud de la paraula w com el seu domini.
DEFINICIO 2.2. Definim el monoide de totes les paraules sobre A
com (A*, A, \) on:

o A* =, ey Hom(n, A), el conjunt de les paraules sobre A.

e A és l'operacio binaria anomenada concatenacio, de manera
que si tenim dues paraules u :n — A i w :m — A amb
n,m € N aleshores la concatenacio de u i w, és a dir u A w, o
també escrit uw, és la paraula

uAw: n+m — A

u(z) stz €mn;
z :
w(z—n) sizen,m-—1].

e )\ és la paraula buida, és a dir, ["unica aplicacio de 0 en A
A:0— A

Aleshores (A*, A, X) és un monoide que s’anomena monoide lliure sobre
A i que es denota normalment per A*.

DEFINICIO 2.3. Definim 'aplicacid inclusié com aplicacid entre A
i A* definida com sequeix

13
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ing : A — A*
a +— ingla): 1 — A
0 — a
és a dir, ing(a) és la paraula de longitud 1 que forma la lletra a.

1. Propietat Universal del Monoide Lliure

La segiient propietat és molt important en la teoria d’automats ja
que permet establir la relacié entre els monoides lliures i els automats
finits. A més també s’utilitza per a demostrar I'equivalencia entre els
automats finits i els llenguatges regulars que més avant veurem.

TEOREMA 2.4 (Propietat Universal del Monoide Lliure). Si M és
un monoide i f : A — M wuna aplicacio, aleshores existeir un unic
homomorfisme de monoides f*: A* — M tal que f# oing = f, on
ing €és laplicacio inclusio d’A en A*.

DEMOSTRACIO. Siga w € A*, si w = A, definim f*(\) = 1.

D’altra forma si w # A es podra expressar com a w = wq -« + - Wy,_1 =
(w;)ien- En aquest cas definim:

Fiw) = f(wo) - f(way) = [ f(w:):

Necessitem veure que f* és homomorfisme de monoides, és a dir, que
preserva 'l i que és compatible amb el producte.
Per una banda, notem que, per definicié, es té que

ff) =1

Ara, si u = (U;)ien 1 W = (W) jem s6n dues paraules en A* es té que

filu hw) = fF((uidien A (w))jem)
= Flug - Un_qwo - - W)
= fluo) -~ f(un-1)f(wo) - f (wm-1)
= FH((ws)ien) FH((w5)jem)
= fi(u) ff(w).
Aixi, f* és un homomorfisme de monoides.
Notem que, si a € A, aleshores f*(ing(a)) = f(a). Per tant, es té
la igualtat f*oiny = f.

Només quedara veure la unicitat. Siga g: A* — M un altre homo-
morfisme de monoides que satisfa 'equacié g oiny = f. Aleshores, en
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ser ¢ homomorfisme, es té que g(A) = 1. Per altra banda, si v = (u;)en
és una paraula qualsevol en A* es té que

9(u) = g((ui)ien)

— g(“o JEN unfl)
=g(ug) -+ g(un_1) (g és homomorfisme)
= g(ina(uo)) - - - g(ina(tn-1))
= fluo) -+ f(un-1) (going = f)
= Flug A+ A up_q)
= f¥((s)ien)
= f(u).
Concloem que g = f*.
Aco conclou la demostracié del teorema. U

Utilitzant la Propietat Universal sobre el monoide lliure definit an-
teriorment, podem veure que conceptes con la longitud d’'una paraula
o el nombre d’ocurrencies d’una lletra séon exemples concrets d’homo-
morfismes de monoides.

DEFINICIO 2.5. Siga A un alfabet. Considerem el monoide (N, +,0)
i aplicacio:
|-]: A — N
a — 1
per la Propietat Universal existeir un unic homomorfisme de monoides
| |#: A* — N
tal que |- [Foing = |- |.
Aquesta aplicacio s’anomena longitud i compleix:
(1) |\l =0;
(2) Juw| = |u] + |w].
DEFINICIO 2.6. Siga A un alfabet. Considerem el monoide (N, +,0)
i Uaplicacio:
|la: A — N
N 1 siz=aqa;
0 altre cas.

per la Propietat Universal existeir un unic homomorfisme de monoides
A N
tal que |- [f oing = |- |-
Aquesta aplicacio s’anomena ocurréncia de la lletra a © compleix:
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(1) |Ma = 0;
(2) Juwla = Julq + |wla.
DEFINICIO 2.7. Anomenem llenguatge a qualsevol subconjunt L C
A*. Les operacions que poden ser definides en els llenguatges son:

(1) Operacions booleanes: 'unio, interseccio i el complementari.
(2) Quocients: siga L C A* i w € A aleshores:

w 'L ={ve A |wveL};

Lw?t={ve A" |vw e L}.
En general, siguen L, K C A*. Aleshores:
K'L={ve A" |3k e K(kv e L)};
LK '={ve A" |3k € K(vk € L)}.

(3) Producte: siguen Ly i Lo dos llenguatges, aleshores:
Lllq IZ{UQUQ €<Af ’Ul € LI,UQ E‘LQ}.

(4) Estrella i suma: Si L C A*, L*[L*] és el submonoide [semigrup]
d’A* generat per L.
L*={wo A+ Aw,_1 | n €N wy, -, w,_1 € L}
Lt ={wy A+ Aw,_q | neN\{0}iwy,- - w, 1 €L}
Notem que L* = LT+ 1, on 1 = {A}.
També podem definir les poténcies de L com sequeix:
Lo ={\};
L™ = L(L™).
de manera que L* = U L" i Lt = U L".
neN neN*

A continuacié estudiem com es comportes les operacions de llen-
guatge amb els homomorfismes.

LEMA 2.8. Siguen A i B dos alfabets i siguen L i K dos llenguatges
d’A*, (L;)ien una familia de llenguatges d’A* i ¢ : A* — B* un
homomorfisme de monoides. Aleshores:

(1) ¢[LK] = p[L]p[K].
(2) o[L*] = (p[L])".
(3) olUien Lil = Uic,, ¢[Li]-
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DEMOSTRACIO. Anem a veure que p[LK| = ¢[L]p[K]. Siga u €
LK, per definicié podem escriure u = [k de manera quel € Lik € K.
Aixi, en ser ¢ un homomorfisme, tenim que

p(u) = o(lk) = p()p(k) € o[L]pK].
Per tant ¢[LK| C ¢[L|p[K].

Per a demostrar l'altra inclusié anem a procedir analogament, con-
siderem z € ¢|L]p|[K]. Aleshores existeix € L iy € K de manera
que

z=p(x)p(y) = p(zy) € p[LK].
En I'dltima igualtat hem aplicat que ¢ és un homomorfisme de monoi-
des.

Per tant p[L]o[K] C ¢[LK].

En segon lloc, anem a veure que ¢[L*] = (p[L])*. Siga w € (¢[L])*,
per definicié existeix un n € N de manera que w = wow; -+ Wy_1
on wo, Wy, ,wy,_1 € @[L]. Aix{ per a cada i € {0,1,--- ,n — 1},
existeixen ug, u1, -+ ,u,_1 € L tal que p(u;) = w;. Per tant:

w = p(uo)p(ur) - p(un-1) = p(uots - - - Up_1).
L’idltima igualtat es conseqiiencia de que ¢ és homomorfisme. Com que
Uy -+ Up—1 € L*, obtenim que w € p[L*].

Per a 'altra inclusié, siga w € L*, per definicié existeix n € N de
manera que w € L™. Aleshores existeixen wy, - - - , w,_1 € L de manera
que

W= 1wy Wp_1-

Per tant, aplicant que ¢ es un homomorfisme:

p(w) = o(wo -+~ wp—1) = @(wo) - - - p(wn_1) € (@[L])7,

ja que @(w;) € p[L] per a cada i € {0,--- ,n —1}.

Per 1ltim demostrem que ¢[J,.,, Li] = U, ¢[Li]. Per a la primera
inclusié, siga w € @[, Li], aleshores tenim que existeix u € | J,,, Li
de manera que w = p(u), per tant existeix i € n tal que u € L;. Aixi:

w = p(u) € p[Li].

En conclusid, existeix un ¢ € n de manera que w € @[L;], per tant
PlUicn Lil € Uicp olLi]-
Per a Daltra inclusid, siga w € |J,, ¢[Li], aleshores existeix i € n
de manera que w € [L;], per tant existeix u € L; tal que w = p(u).
Tenim que w € ¢[L;] i u € L;, aleshores u € | J,, L;. Aixi:
w = ¢(u) € plUie, Ll

Aco conclou la demostracio. 0

en
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A continuacié presentem un dels conceptes que ens acompanyara al
llarg del treball, el conjunt de llenguatges racionals.

DEFINICIO 2.9. Si A és un alfabet, aleshores definim el conjunt dels
llenguatges racionals, denotat per Rat(A*), com el menor subconjunt
d’A* que satisfa:

(1) 0,{\},{a} C Rat(A*), per a tot a € A.

(2) Si(L;)ien €s una familia finita de llenguatges en Rat(A*) ales-
hores | J;c,, Li € Rat(A*).

(3) Si L, K son llenguatges en Rat(A*) aleshores LK € Rat(A*).

(4) Si L és llenguatge en Rat(A*) aleshores L* € Rat(A*).

EXEMPLE 2.10. Siga A un alfabet finit per al que a € A és una
lletra, © L el llenguatge donat per

L={weA"||w,=0}

Es a dir, L és el llenguatge que no conté paraules amb la lletra a.
Notem que A\ {a} és finit ja que A és finit, i per tant, és racional
per ser la unio finita de llenguatges racionals. Aixi, L = (A\ {a})* és
racional perque és el producte estrella d’un llenguatge racional.

ProrosiciO 2.11. Siguen A i B alfabets i siga p : A* — B*
un homomorfisme de monoides. Si L és un llenguatge racional d’A*,
aleshores p[L| és un llenguatge racional de B*.

DEMOSTRACIO. Ho provarem per induccid.

Cas base

En el cas del buit, és trivial. ¢[0] = () € Rat(B*).

Per al cas de la paraula buida, com que ¢ és homomorfisme de
monoides es compleix que p[{\}] = {A\} € Rat(B*)

Si a és una lletra en A, aleshores p[{a}] = {¢(a)} € Rat(B*).

Pas inductiu

Siga (L;)ien una familia de llenguatges racionals en Rat(A*) per a
la que p[L;] € Rat(B*) per a tot i € n. Aleshores, pel Lema [2.8] tenim:

PlUien Lil = Uic, 0lLi] € Rat(B").
Siguen L i K dos llenguatges racionals en Rat(A*) tals que ¢[L], p[ K] €
Rat(B*). Aplicant el Lema [2.8] tenim:

pILK] = p[Llp[K] € Rat(B").

Siga L un llenguatge racional en Rat(A*) tal que ¢[L] € Rat(B*). Pel
Lema 2.8 tenim:
plL] = (p[L])" € Rat(B").

Queda aixi demostrada la proposicio. O
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Ficura 2.1. Automat de 'Exemple .

2. Automats finits i llenguatges reconeixibles

En aquesta seccié presentem l'objecte d’estudi d’aquest treball:
lautomat finit. També introduirem el concepte de llenguatge reconei-
xible, aquell que pot ser acceptat per un automat finit. A més, veurem
un teorema que ens proporciona una ferramenta per a identificar els
llenguatges que no sén reconeixibles.

DEFINICIO 2.12. Un automat finit és una 5-tupla donada per la
segtient expressioc A= (Q, A, E, I, F), on Q és un conjunt finit anome-
nat conjunt d’estats, A és un alfabet, E és un subconjunt de Q@ x A x Q
anomenat conjunt de transicions, i I i I son subconjunts de Q anome-
nats conjunt d’estats inicials i conjunt d’estats finals, respectivament.

Notem que A és finit si Q és finit. En aquest cas podem representar
lVautomat A per un graf etiquetat d’acord a les transicions en E. A
mes, els estats inicials tindran una fletra d’entrada i els finals estaran
encerclats.

EXEMPLE 2.13. Considerem l'automat A = (Q, A, E, I, F) donat
pel conjunt d’estats Q = {1,2}, els estats inicials I = {1,2}, l’estat
final F' = {2}, lalfabet A = {a,b} i les transicions

E={(1,a,1),(2,b,1),(1,a,2),(2,b,2)}.
Este automat esta representat en la Figura|2.1.

DEFINICIO 2.14. Siga A = (Q,A,E,I,F) un automat i siguen
p,0,q,¢ € Q iad € A. Direm que dues transicions (p,a,q) i
(p',d,q') son consecutives si ¢ = p'. Un cami en un autémat A és
una sequencia de transicions consecutives

¢ = (qo, a0, q1), (q1,@1,G2), 5 (Gn-1, An-1, qn)

també denotat per
ao ai an—1
Ciqo——=>q —> " —7qn-1 —7 qn-

Un cami en A s’anomena inicial si gy €s un estat inicial i final si q,
és un estat final. Un cami és exiltds (o acceptat) si és inicial i final.
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EXEMPLE 2.15. Considerem ['automat representat en la Figura|2. 1,

El camid

el 5120 byo by 29 b9

€s un cami exitos perque comenca en un estat inicial 1 acaba en un
estat final. En canvi, el cami

esta igualment etiquetat, pero no és exitos perque acaba en 1, que no
és un estat final.

NoTA 2.16. D’gual forma que hem definit les transicions d’un es-
tat ¢ a un altre estat ¢' mitjancant una lletra a, podem expandir aquest
concepte i definir les transicions entre dos estats mitjancant una pa-
raula.

Considerem l'automat A = (Q, A, E, I, F) i el conjunt

End(P(Q)) ={f:P(Q) — P(Q) | f aplicacic}

Notem que End(P(Q)) té estructura de monoide amb la composicid
d’aplicacions i la identitat com a neutre. Siga:

E: A — End(P(Q))
a — E,: P(Q) — P(Q)
P +~— P(a)
on P(a)={q€ Q| 3pe P (payq)cE}
Com que End(P(Q)) és un monoide, per la Propietat Universal del
monoide lliure podem extendre E a un unic homomorfisme
E# . A* — End(P(Q))
w +— EF

de manera que E¥ oiny = E. Notem que, per a un conjunt P € P(Q),
Ef (P) és el conjunt d’estats als quals es pot accedir des de P amb un
cami etiquetat amb w.

DEFINICIO 2.17. Siga A = (Q, A, E, I, F) un automat, definim
Ly={w e A" | EX(I)NF # 0} com el llenguatge que reconeix
Uautomat A. Es a dir, reconeiz les paraules w que etiqueten un cami

exitos en A. Direm que dos automats A i A" son equivalents si L4 =
L.

DEFINICIO 2.18. Un llenguatge L C A* s’anomena reconeizible si
existeix un automat finit A = (Q, A, E, I, F) de manera que L = Ly4.
En aquest cas direm que el llenguatge L es reconequt per ’automat A.
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FiGurA 2.2. Automat de 'Exemple .

’ Uj41 i

Uj—1

Us
Uo q q Ur—1
o .. N +1 DR
i1 \\1/ u \

Ficura 2.3. Lema del bombeig.

EXEMPLE 2.19. Podem veure que el llenguatge reconegut per l’automat
de la Figura[2.3 és aA*, el conjunt de paraules que comencen per la lle-
tra a, ja que les fletzes que ixen de ’estat inicial estan totes etiquetades
amb la lletra a.

PropPoSICIO 2.20 (Pumping lemma o lema del bombeig). Siga A
un alfabet © siga L C A* un llenguatge reconeixible. Aleshores existeix
un enter n > 0 de manera que tota paraula w de L amb longitud major
o igual que m pot ser factoritzada com u = zyz amb x,y,z € A*,
lzy| <m, y#1, iperatothk >0, zy*2 € L.

DEMOSTRACIO. Com que L és reconeixible, siga A = (Q, A, E, I, F)
lautomat que reconeix L, és a dir, L = L. Suposem que |Q| = n.
Anem a veure que n satisfa les condicions del teorema.

Siga u € L amb longitud r > n, tenim que u = ug---u,_1. Siga

G — ¢ o — gy =4 g, un cami exités en A etiquetat amb
u. Pel principi del colomar, com r > n existeixen dos estats inicials en
I'anterior cami que sén iguals, suposem ¢; = ¢; amb 0 <¢,7 < rii# j.
Aleshores, la paraula w44 - --u; és I'etiqueta d'un bucle al voltant de
¢;, representat en la Figura 2.3

Siga = = (uk)kei, ¥ = (Uk)ke[i+1,j] 12z= (Uk)ke[j—i-l,r—l]- Notem que
lzy| < miperatot k>0, tenim que xy*z € L, ja que zy*z és I'etiqueta
d’un cami exitds. 0
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EXEMPLE 2.21. El lema del bombeig permet veure que el llenguatge
L = {a™" | n > 0} no és reconeizible. Suposem que L fora reconeizible,
aleshores existeix un automata A = (Q, A, E, I, F) finit que el reconeiz.
Suposem |Q| = m. Siga la paraula a™b™. Pel Lema del bombeig podem
factoritzar a™b™ = xyz i a més xy*z € L, y # X i |vy| < m. Tenim
dos possibles casos:

Primer cas: Suposem que y sols conté “a” o “b”. En particular que
y sols tinga “a” , aleshores y = a' amb 1 > 0. Per tant, ry*z = z(a')*2
que no pertany al llenguatge L ja que mo conté el mateix nombre de
“a” i de “b”, entra en contradiccio amb la definicio del llenguatge.
Analogament si y només conté “b”.

Segon cas: Suposem que y conté tant “a” com “b”. Aleshores y =
a't" amb l,r > 0. Per tant, zy*z = z(a'b")*2 = z(a)*(b)"*z que
novament no pertany al llenguatge L. Per la descomposicio que hem
de fer no tindra el mateiz nombre de “a” que de “b”.

Per tant podem concloure que el llenguatge L no és reconeixible.

3. Automats deterministes

Presentarem la nocié d’automat finit determinista, que sén una
classe especifica d’automats finits. Més avant, estudiarem el seu funci-
onament i veurem la seua capacitat de reconeixement de llenguatges.

DEFINICIO 2.22. Un automat A = (Q, A, E, I, F) és determinista
si I conté exactament un estat inicial i si, per a tot estat ¢ € Q i per
a tota lletra a € A, sols existeir un estat ¢ de manera que ¢ — ¢
és una transicio en E. En aquest cas les transicions es poden veure
com una aplicacio de @ x A en Q que denotarem per -. Si qo €s lunic
estat inicial, denotarem ’automata per A = (Q, A, E, qo, F') o per A =
(Q, A, -, qo, F) segons convinga.

PRroPOSICIO 2.23. Tot automat finit és equivalent a un automat
determinista.

DEMOSTRACIO. Siga A = (Q, A, E, I, F) un automat. Considerem
l'automat determinista donat per D(A) = (P(Q), A, E,I,F) on F =
{PC Q| PNF #0}ilaplicacié E,(P) definida en la Nota [2.16]

Anem a veure que D(A) és equivalent a A.

Si u = (ug)gen és una paraula acceptada per A, aleshores hi ha un
cami exitos per a u

Cigo D qu — = Qa1 =
La paraula v també defineix un cami

I=F

U Unp—1

O\Pl > Pn—l—_)Pn
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en D(A).
Podem provar per induccio sobre ¢ que, per a0 <1 < n, q; € P;.
Si ¢ és un cami exités, es té que qo € I = F,. Suposem que

Ggi—1 € P,_1. Aleshores ¢;_1 Sy ¢; és una transicio, obtenim que
¢ € B, (P_1) = P,. Per ai = n, tenim que ¢, € P, i que si ¢ és
un cami existés, ¢, € F. Per tant P, € F. Aleshores u és acceptada
per D(A).

D’altra banda, siga u = (uy)re, una paraula acceptada per D(A) i
siga

I=P P —...—P,_, 24P,

el cami exitos definit per u. Si P, és un estat final, podem triar un
element ¢, € P, N F. Podem ara seleccionar per a ¢ € n un element
¢i—1 de P;_; de manera que ¢;_1 N ¢; és una transicié de A. Siqq € 1
ig, € F, el cami

uo \ Uni%
qo0 7 q1 [ qn—1 qn
és exitds, 1 per tant u és una paraula acceptada per A. O

NoOTA 2.24. La construccié presentada en la Proposicid|2.25 conver-
teix un automat no determinista dm estats en un automat determinista
amb 2" estats.

4. Automats complets, accessibles, coacessibles i ajustats

En aquesta seccié veurem els conceptes d’automat complet, acces-
sible, coaccessible i ajustat, que es refereixen a diferents propietats dels
automats finits.

DEFINICIO 2.25. Un automat A = (Q, A, E, I, F) és complet si, per
a cada estat ¢ € Q i per a cada lletra a € A, hi ha almenys un estat ¢’
de manera que ¢ — ¢’ és una transicid.

EXEMPLE 2.26. L’automat representat en la Figura no és com-
plet ni determinista. No és determinista perqué les transicions (1,a,1)
i (1,a,2) estan etiquetades igual i tenen el mateix origen. No és com-
plet perqué no hi ha cap transicid de la forma 2 — q. D’altra banda,
l'automat representat en la Figura és complet i determinista.

DEFINICIO 2.27. Un automat A = (Q, A, E, I, F) és accessible si
tots els estats son accessibles, és a dir, si existeir un cami des d’un
estat inicial a qualsevol altre estat. I és coaccessible si per a cada estat
final existeix almenys un cami que el connecta amb un estat inicial.
Finalment, un automat és ajustat si es simultaniament accessible i co-
accessible.
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b

a b
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Ficura 2.5. Automat complet i determinista.

a,b

FI1GURA 2.6. Automat no determinista.

ProprosICcIO 2.28. Tot automat determinista és equivalent a un
automat ajustat.

DEMOSTRACIO. Considerem un automat determinista. Ens que-
dem amb aquell subconjunt d’estats als quals es pot accedir des de
Iestat inicial. Este automat és determinista i ajustat. A més reco-
neix el mateix llenguatge ja que hem preservat els estats i transicions
rellevants per al reconeixement de paraules. O

EXEMPLE 2.29. Considerem el llenguatge A = {a,b}. Considerem
Uautomat no determinista representat en la Figura[2.6, després obtenim
un automat determinista D(A) en funcio de la construccid vista en la
Proposicid[2.23, representat en la Figura[2.7. Ara ens quedem sols amb
els estats que son accessibles, aixi ens queda l'automat de la Figura[2.8,
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FiGura 2.7. Automat determinista equivalent a
l'automat de la Figura [2.6] obtingut seguint el procedi-
ment de la Proposicié [2.23]

FiGURA 2.8. Automat determinista i ajustat equivalent
a l'automat de la Figura [2.7] obtingut seguint el procedi-
ment de la Proposicié [2.28

5. Automat estandard

La construccié que anem a fer en aquest apartat sembla un poc
artificial, pero 'utilitzarem més endavant en 'estudi de les operacions
producte i estrella.

DEFINICIO 2.30. Un automat determinista és estandard si no té cap
transicio que acabe en [’estat inicial.
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b

a

FIicurA 2.9. Automat i la seua estandarditzacio.

ProprosiciO 2.31. Tot automat determinista és equivalent a un
automat determinista estandard.

DEMOSTRACIO. Siga A = (Q, A, E, qo, F') un autdmat determinis-
ta. Si.Ano ésestandard, siga p un nou estat i A" = (QU{p}, A, E’, p, F’)
és un automat estandard definit per £ = EU{(p,a,q) | (o, a,q) € E}
i que té com a conjunt d’estats finals
jaa { F siqo ¢ F;
Fu{p} siq € F.

Aleshores el cami
aop an—1
qo —>q1 —> " —> Qn—1 — Qn

és exitds en A si, i sols si, el cami

ao an—1

b > q1 7o 7 Qn—1 7 n

és exitdés en A'.
Per tant, A i A" sén equivalents. O
EXEMPLE 2.32. Anem a veure un exemple d’estandarditzacio d’un
automat. Es pot veure a la Figura on l'automat de l'esquerra és

Uoriginal i a la dreta es troba la seua estandarditzacio que hem obtés
fent servir la Proposicid [2.31]



CAPiTOL 3

Operacions i llenguatges reconeixibles

En aquest capitol anem a veure com es poden obtindre nous llen-
guatges reconeixibles a partir d’altres que ja sabem que sén reconeixi-
bles. Per a fer-ho, considerarem les operacions booleanes, el producte,
I'operacié estrella, quocients i imatges inverses de morfismes.

1. Operacions booleanes

En aquest apartat considerem les operacions d’unié, interseccid i
complement.

ProrosiciO 3.1. L’unid de dos llenguatges reconeizibles és reco-
neizible.

DEMOSTRACIO. Siguen L, L’ dos llenguatges reconeixibles d’A*, re-
coneguts pels automats A = (Q, A, E, [,F)i A = (Q A E I F),
respectivament.

Suposem que Q i @ sén conjunts disjunts. De manera que podem
identificar £'i £’ amb subconjunts de (QUQ') x Ax (QUQ'). Aleshores
LUL’ és reconeixible per 'automat (QUQ', A, EUE' [Ul', FUF"). O

EXEMPLE 3.2. Si L i L' son reconeguts pels automats A i A’, res-
pectivament, representats a la Figura[3.1. Aleshores LUL' és reconegut
per Uautomat representat en la Figura[3.3.

COROLLARI 3.3. Tot llenguatge finit és reconeixible.

FIGURA 3.1. Automats A i A’ de I'Exemple 3.2]

27
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F1GURA 3.2. Automat que reconeix L U L' de 'Exem-

ple 32

FIGURA 3.3. Automat que reconeix (ay)gen-

DEMOSTRACIO. Com que els llenguatges reconeixibles sén tancats
sota la unid, és suficient provar que cada paraula és reconeixible. Pero
és clar que el llenguatge {(ax)ren} és reconegut per 'automat repre-
sentat en la Figura (3.3 U

PRrRoPOSICIO 3.4. La interseccid de dos llenguatges reconeizibles és
reconeixible.

DEMOSTRACIO. Siguen L i L’ llenguatges reconeixibles d’A* reco-
neguts pels automats A = (Q, A, E, [, F)i A= (Q' A E' I' F'), res-
pectivament. Considerem automat B = (Qx Q' A, T, I xI', F x I'),
on:

T= {((qlaqi)acL? (QQaqg)) ‘ (Q17a7q2) € E1 (qa7a7qé) € E/}

La paraula v = (ug)ge, és letiqueta d'un cami exités en B

Un—1

(90, 90) —= (q1,¢)) —  —> (Gn-1,@o1) — (Gn+ )

si, 1 sols si, els camins

uo Un—1
40 ) > ? Qn—1 > Qn

uQ ! Un—1 /

/ /
dp 7 4 yo n-1 7 4y
s6n camins exitosos en A i A’ respectivament. Per tant, B reconeix

Lnr. U




2. PRODUCTE 29

b

ﬁ
FIGURA 3.4. Automat ajustat que reconeix L N L' de

I"Exemple [3.2]

NoTA 3.5. En relacio a la Proposicio sols es calcula I’automat
ajustat de ’automat producte.

EXEMPLE 3.6. Siguen L i L' els llenguatges reconequts pels automats
A i A’ respectivament, representats en la Figura[3.1. Aleshores fent
servir la construccio de la Proposicio L N L es reconegut per
Pautomat ajustat representat en la Figura[3.4).

ProprosICIO 3.7. El complementari d’un llenguatge reconeizible és
un llenguatge reconeixible.

DEMOSTRACIO. Siga L un llenguatge reconeixible d’A* i siga A =
(Q, A, -, qo, F) un automat determinista complet que reconeix L. Ales-
hores 'automat A" = (Q, A, -, qo, @ — F) reconeix A* — L. De fet, com
que A i A’ sén alhora deterministes i complets, tota paraula u d’A*
és 'etiqueta d’exactament un cami que comenca per qq. Siga q el final
d’aquest cami. Aleshores u pertany a L si, i sols si, ¢ pertany a F i u
pertany a A* — L si, i sols si, ¢ pertany a Q — F. 0

EXEMPLE 3.8. El llenguatge (ab)* es reconegut per ’automat deter-
minista complet A que es troba a la Figura 1 el seu complementari
és reconegut per Uautomat A’ representat en la Figura resultat d’a-

plicar la Proposicid [3.7

2. Producte

En aquesta seccié anem a veure com construir nous llenguatges
reconeixibles a partir de 'operacié producte i d’altres llenguatges re-
coneixibles. També ho il-lustrarem amb un exemple.

PRroPoSICIO 3.9. El producte de dos llenguatges reconeixibles és
reconeizible.

DEMOSTRACIO. Siguen L; i Lo dos llenguatges reconeixibles d’A*
que sén reconeguts pels automats A; = (91, A, Ey, 1, F1) 1 Ay =
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a

a,b
Automat A. Automat A'.

Ficura 3.5. Complementacié d’un automat determi-
nista segons la Proposicié [3.7]

(Qa, A, By, I, Fy), respectivament. Podem suposar, per les Proposi-
cions i[2.31] que A és un autdomat estandard determinista i, per
tant, en particular I, = {i}. També podem suposar que Q; i Qs sén
disjunts. Siga ara A= (Q, A, E,I, F), on:
Q= (21U )\ {i};
E=EU{(¢ad) € B q#i}U{(qn,a.q) | q € Friliaq)e bl
I'=1I;
F':{FZ sii ¢ Fy;

FyuU(Fy\ {i}) siie F.

Anem a veure que A reconeix L;Ly. Si u és una paraula de LjLo,
aleshores u = uyuy per a algun uy; € Ly i uy € Ly. Per tant, hi ha un
cami exités ¢1 : iy —> qq en Ay, amb 4; € I; i ¢; € F}, i hi ha un cami
exitos co 11 —2 g2 en Ao, amb ¢ € Fy. Si us = A, aleshores Ly conté
la paraula buida i el cami ¢; és un cami exités en A i u és acceptada
per A. Si us no és la paraula buida, siga a la primera lletra de wusy i
siga i —» ¢ la primera transicié de ¢;. Com que ¢; € Fy, ¢1 — ¢ és
per definicié una transiciéo d’E. A més, si ¢ LN q" és una transicié de
co diferent de la primera transicio, llavors ¢’ és el final de la transicié
d’A;. Com que Aj és estandard, implica que ¢’ # i i, de la definicié
d’E, la transicié ¢’ LN q" és també una transicié d’A. Siga ¢, un cami
d’ A obtés reemplacant en ¢, la primera transicié i —s g per ¢1 — q.
El cami resultant ¢;¢, és un cami exités en A d’etiqueta u i, per tant,
és acceptat per A.
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FiGURA 3.6. Automats A; i Ay de 'Exemple m

Per contra, siga u una paraula acceptada per A. Llavors u és l'e-
tiqueta d'un camf exités ¢ : iy — f d’A. Com que els estats inicials
d’A estan continguts en Qi, i com que no és una transicié d’A que
comenga en Qs i acaba en Qp, ¢ visita primer alguns estats de Q; i
després possiblement alguns de Q,. Si tots els estats visitats per ¢ es-
tan en Q7, un ha de ser en particular f € Q;. Pero aco és possible sols
si A € Lo, i en aquest cas, ¢ és també un cami exités d’Aq, i per tant
u € Ly C LyLy. Si c visita alguns estats de Q,, aleshores ¢ conté una
unica transicié de la forma e = (g, a,q2) amb ¢ € F1 i gz € Qs. Per
tant, ¢ = ciecy, on ¢ és un cami en A; i ¢p és un cami en A,y. Denotant
per u; i us l'etiqueta de c¢; i co respectivament, tenim que u = ujaus.
Com que ¢; és un cami exités en Aj, tenim que u; € Ly. A més, per
definici6 ’E, ¢/ = (i,a,qz) és una transicié d’As. Per tant, el cami
€'cy és un cami exités en A, amb etiqueta aus. D’acod se segueix que
u € L1Ls, demostrant la proposicio. O

EXEMPLE 3.10. Si Ly © Ly son llenguatges reconequts pels automats
Ai i Ay representats en la Figura|3.0, aleshores Ly Ly és reconegut per
lautomat representat en la Figura després d’aplicar la construccio
vista en la Proposicid[3.9.

3. Estrella

A continuacié anem a veure com construir nous llenguatges reconei-
xibles mitjancant 1'operacié estrella i altres llenguatges reconeixibles.
A més, veurem un exemple.

ProprosICIO 3.11. L’estrella d’un llenguatge reconeixible és un llen-
guatge reconeixible.

DEMOSTRACIO. Siga L un llenguatge reconeixible d’A*, reconegut
per 'automat estandard determinista A = (Q, A, E, qo, F'). Siga A’ =
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b oo

FiGuraA 3.7. Automat que reconeix L, Ly segons la Pro-
posicid

(Q, A, E' {q}, FU{q}) un automat no determinista definit per:
E'=FU{(¢,a,¢) | g€ Fi(q,a,q) € E}.

Anem a demostrar que A’ reconeix L*. Si u és una paraula de L*,
llavors u és la paraula buida, la qual és acceptada per A’ ja que qq
és un estat final, o u = (ug)ge, amb wug, -+ ,u,—1 € L — {A}. Cada
u; és etiqueta d’un cami exités en A, anomenem c¢; : g AN ¢; amb
¢ € F. Siga a; la primera lletra d’u; i siga i siga ¢y —= p; la primera
transicié de ¢;. Siga ¢ € n. Com ¢;_1 € F, la definici6 d’E’ mostra
que gi_; — p; és una transicié d’A’. Denotem per ¢ el cami obtés de
reemplacar en ¢; la primera transicié ¢y —= p; per g1 — pi. Aco
defineix per a 1 <i <n—1, un cami ¢, : ¢_; —> ¢; en A’. Aleshores,
el cami ¢oc] - - - ¢,_; és un cami exités amb etiqueta u en A’ i, per tant,
u és acceptada per A’.

Ara, siga u una paraula acceptada per A’. Si u = A tenim que,
u € L*. D’altra banda, u és 'etiqueta d’'un cami exités no buit ¢ d’A’.
Este cami pot ser factoritzat com:

uo al ;7 u1 a2 / an !/  Un
cC=q — q 7 Q2 —> 4y —> - » qn — 4y An+1
.. al / as / Un /
on les transicions er=q — q1, €2 = @2 — do, * € = (Qn — anrl

son exactament transicions d’E’ — E que ocorren en c. Aleshores per
definici6 d’E’, obtenim que, per a i € n, ¢; € F i e, = (qo,a;,q.) € E.
A més, g,11 € FU{q} ja que ¢ és un cami exitds. Per tant, els camins

a; / Uj
o —> q; —7 Git1

son camins d’A. Per a i € n, aquests camins sén exitosos, ja que
¢ € F. A més, com que A és estandard, ¢, és diferent de qg i per
tant ¢,+1 € F. Conseglientment a;u; € L per a ¢ € n. Com que
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FiGUrA 3.8. Automat que reconeix L* de I'Exem-

ple [3.12}

go —= ¢4 també és un cami exités d’ A, també es té que ug € L i, per
tant, u € L*. [

EXEMPLE 3.12. St L és un llenguatge reconegut per l’automat de-
terminista estandard A, representat en la Figura aleshores L* és
reconegut per l'automat no determinista representat en la Figura[3.8,

4. Quocients

En aquesta seccié veurem que els quocients de llenguatges reco-
neixibles sén reconeixibles també. Veurem primer els quocients per
I’esquerra d’una paraula i després el cas general.

ProprosiciO 3.13. Siga A = (Q, A, -, qo, F) un automat determi-
nista que reconeix el llenguatge L d’A*. Aleshores, per a cada paraula
u d’A* el llenguatge u™' L és reconegut per 'automat A, = (Q, A, -, qo -
u, F'), obtés a partir d’A canviant ’estat inicial.

DEMOSTRACIO. Notem que es donen les segiients igualtats:
uw'L={ve A |uwelL}
={ve A" | q- (w) € F}
={ve A" | (q-u) veF}.
Per tant u~!'L és acceptat per A,,. O

ProposiciO 3.14. Tot quocient d’un llenguatge reconeizible és re-
coneizible.

DEMOSTRACIO. Siga (Q, A, E, I, F) un automat que reconeix el
llenguatge L d’A* i siga K un llenguatge d’A*. No assumim que K és
reconeixible. Sent

I'={q € Q| ¢ és el final del cam{ inicial amb etiqueta en K}

és senzill veure que l'automat B = (Q, A, E, I’ F) reconeix K 'L.
Per al llenguatge LK !, és una prova similar considerant I'automat
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(Q7A7Ea [>F/)7 on
F'={q€ Q| q éslorigen d’un camf final amb etiqueta en K }.

A¢o conclou la demostracio. U

5. Inverses de morfismes

Anem a demostrar que els llenguatges reconeixibles son tancats per
a inverses de morfismes.

Proprosicid 3.15. Siga ¢ : A* — B* un homomorfisme de mo-
noides. Si L és un llenguatge reconeizible de B*, aleshores ¢ '[L] és
un llenguatge reconeixible d’A*.

DEMOSTRACIO. Siga B = (Q, B, E, I, F) un automat que reconeix
Lisiga A=(Q,AT,I,F)on

T = {(p,a,q) | hi ha un cami etiquetat per ¢(a) des de p fins a ¢ en B}

Vegem que A reconeix ¢ ![L]. Primer, si u és acceptada per A, hi
ha un cami exités en A etiquetat per u. Consegiientment, hi ha un
cami exitos en B etiquetat per ¢(u). Aleshores p(u) és acceptat per B
tue e L

Siga ara u = (ug)ren, una paraula de ¢~ ![L]. Com que la paraula
©(u) és acceptada per L, hi ha un cami exités en B etiquetat per o(u).
Anem a factoritzar aquest cami com

¢(uo) . P(un-1)

q1 [ ? Qp—1 Qn

qo

Aquests camins defineixen al mateix temps un cami exités en B etique-
tat per u:
Un—1

Qo == 1 — - — o1 —— Gn
que demostra que u és acceptada per A. O



CAPITOL 4

Automat minimal i monoide sintactic

[’automat minimal i el monoide sintactic son dos conceptes impor-
tants en la teoria d’automats i llenguatges formals. En aquest capitol
veurem com es relacionen entre ells i amb el concepte de llenguatge
reconeixible.

D’una banda ’automat minimal és un automat finit determinista
que té la mateixa capacitat de reconeixement que un automat finit
donat, pero amb la menor quantitat d’estats possibles. Es tnic per
a cada llenguatge reconeixible i és important per a la simplificacié i
optimitzacio dels automats.

D’altra banda, el monoide sintactic és un objecte algebraic associat
a un llenguatge reconeixible donat. Es un monoide construit a partir
de les paraules del llenguatge, amb la seua operacio i ’element neutre.
Serveix per a classificar els llenguatges reconeixibles i per a identificar
propietats d’aquests.

1. Automat minimal

En aquesta seccié definim I'automat minimal de Nerode i les pro-
pietats que satisfa. Presentarem la relacié de Nerode, denotada per
~ i demostrarem que es tracta d’una congruencia. A partir d’aquesta
propietat, donat un automat A construirem 'automat quocient A/~ i
veurem que el llenguatge que reconeixen A i A/~ és el mateix.

DEFINICIO 4.1. Siga L un llenguatge d’A*. L’automat de Nero-
de de L és un automat determinista A(L) = (Q,A,-,L,F) on Q =
{u'L |uwe A}, F = {u'L | w € L} i la funcid transicid esta
definida, per a cada a € A, per la formula

(w'L)-a=a'(u L) = (ua) *L.

Cada estat d’A(L) és el quocient per 'esquerra de L per una paraula,
i per tant és un llenguatge d’A*. L’estat inicial és el llenguatge L, i el
conjunt d’estats finals és el conjunt de tots els quocients a esquerra de
L per una lletra de L.

35
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ProprosIcIO 4.2. Un llenguatge L és reconeixible si, i sols si, el
conjunt {u™'L | uw € A*} és finit. En aquest cas, L és reconeizible pel
seu automat de Nerode.

DEMOSTRACIO. Suposem que L és reconeixible. Siga I'automat
determinista A = (Q, A, -, qo, F') que reconeix L. Aleshores u™'L és
reconeixible per A, = (Q, A, -, q - u, F) com ja hem vist a la Proposi-
ci6[3.13] Sin és el cardinal de Q, sols podem fer com a molt n autdomats
de la forma A,. Per tant el conjunt {u™'L | u € A*} és finit.

Per contra, si el conjunt {u™'L | u € A*} és finit, Pautomat de
Nerode associat és finit i reconeix L. De fet, una paraula v € L és
acceptada per A(L) si, i sols si, L-u = u~'L és un estat final, és a dir
siu € L. D’aco se segueix que L és reconeixible. O

A continuacié introduim el concepte de morfisme entre automats
deterministes 1 el seu ordre associat.

DEFINICIO 4.3. Siguen A = (Q, A, E,qo, F) i A= (A, A, E' ¢}, F)
dos automats deterministes. Un morfisme d’automats d’A en A’ és una
funcid suprajectiva de Q en Q' tal que p(qo) = qb, ¢ ' [F'] = F i, per
a cadau € A* iq € Q, p(qu) = ¢(q)u. Escrivim A" < A si hi ha un
morfisme d’A en A'.

Siga L un llenguatge reconeixible. La proposicié segiient mostra que
I’automat de Nerode de L és minimal per a <, respecte els automats
que reconeixen L. Per aquesta raé se 'anomena l’automat complet
minimal de L.

ProprosiciO 4.4. Siga A= (Q, A, -, qo, F) un automat accessible i
complet determinista que reconeir L. Per a cada estat q de Q, siga L,
el llenguatge reconegut per (Q, A, -, q, F). Aleshores

A(L) = ({Lq | qE€ F}7A"7Lqm{Lq | qc F})
onperatota€ Aiperatotqe Q, Ly-a= Ly, A més, l'assignacio

q — L, defineix un morfisme d’A en A(L).

DEMOSTRACIO. Siga ¢ un estat de Q. Com que ¢ és accessible, hi
ha una paraula u de A* tal que gy - u = ¢, i per la Proposicié [3.13]
tenim que L, - a = Lg,. Conseqiientment, si u és una paraula, tenim
que u 'L = L, amb g = qo - u. Per tant,

{Lolae @ ={u'LlueA}i{ly|qgeF}={u"L|ueL}

el que demostra la primera part de la proposicio.
A més, per a tot a € A, tenim que

SO(Q'G/):Lqu:Lq'a:gp(q)'a
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FIGURA 4.1. Autdmat minimal de I'Exemple [4.6]

el que demostra que l'assignacié ¢ : ¢ — L, és un morfisme d’A en

A(L). O

NotA 4.5. El calcul directe de l'automat de Nerode és possiblement
el métode a ma més eficient, ja que directament obtenim [’automat
minimal. En la practica, comencem pel quocient L = A\~'L i fem una
taula de quocients de L. Per a cada quocient R, és suficient calcular els
quocients a 'R per a cada lletra a. Aquests quocients es comparen amb
una llista existent de quocients i possiblement afegim a aquesta llista si
no es troba ja inclos. Pero hi ha una dificultat: comparar dos expres-
stons racionals no és sempre facil, ja que un determinat llenguatge pot
ser representat per dos expressions racionals molt diferents.

EXEMPLE 4.6. Per a lUalfabet A = {a, b} i el llenguatge L = (a(ab)*)U
(ba)*, tenim que N\ L =Ly i

a 'Ly = (ab)*(a(ab)*)* = Ly; b~ 'L, = a(ba)* = Ls;

CL_lLQ = bL2 U L2 == L4,’ b~ LQ = @,

CLing = (ba)* = Ls; b~ L3 = @

a*1L4 = ail(bLg U LQ) = L4,’ b~ 1L4 b~ 1(bL2 U Lg) = LQ,’
0,71L5 = @,’ b71L5 = a(ba)* = Ls.

que ddéna lautomat minimal representat en la Figura [{.1]
A continuacié introduim la congruencia de Nerode sobre un automat.

DEFINICIO 4.7. Siga A= (Q, A, -, qo, F) un automat determinista.
Direm que p,q € Q estan relacionats si, i sols si, per a tota u € A*

p-u€ F si, 1 sols si, q-u € F.

Ho denotarem per p ~ q. La relacio ~ rep el nom de congruencia de
Nerode.

La segiient proposicio justifica el nom.

ProprosIciO 4.8. Siga A= (Q, A, -, q, F) un automat determinis-
ta. Aleshores la relacio ~ és una relacio d’equivalencia en Q.
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Ficura 4.2. L’automat de 'Exemple .

DEMOSTRACIO. Reflexiva: p ~ p, ja que per a totau € A*, p-u € F
si,isolssi, p-ué€F.

Simétrica: Suposem que p ~ ¢, aco vol dir que per a tota u € A*,
p-u € Fsijisolssi,q-u € F. Aixi per a tota u € A*, q-u €
Fsi,isolssi,p-ué€ F, ésadir, g~ p.

Transitiva: Suposem que p ~ ¢ i ¢ ~ r, aleshores tenim:

Per a tota u € A", p-u € F si,isolssi,q-ué€F

Per a totau € A*,q-u € Fsi,isolssi,r-ue€F
Per tant, per a totauw € F, p-u € F' si, isolssi, r-u € F, és a dir,
pr~T. U

EXEMPLE 4.9. Considerem 'automat de la Figura[4.9 Notem que:

1 ¢[2]. ja que1-ab e F, pero 2-ab ¢ F.

Per tant, podem concloure que ~= Ag, és a dir, ~ es la relacio
diagonal. Aixi

Q/~=0Q.

ProprosiciO 4.10. Siga A = (Q, A, -, qo, F) un automat determi-
nista. Aleshores la relacio de Nerode és una congruencia a dreta, €s a
dir, sip~qiu € A*, aleshoresp-u~ q-u
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Ficura 4.3. L’automat de I’Exemple m

a,b

O
Fi1GURA 4.4. L’automat de Nerode de I’Exemple m

DEMOSTRACIO. Notem que si w € A*, com que (p-u)-w = p- (uw)
i(q-u)-w=q-(uw), i amésés té per hipotesi que p - (uw) €
F'si, isols si, ¢+ (uw) € F. Aleshores:

(p-u) -wée€ Fsi,isolssi, (¢-u) -weF
és a dir, que p-u ~ q - u. 0

EXEMPLE 4.11. Considerem l'automat de la Figura [{.3, anem a
veure la congruencia de Nerode en aquest cas. En primer lloc analitzem
les classes d’equivalencia:

[O]N = {O}a [1]~ - {17 27374}‘

L’automat quocient resultant de la congruencia de Nerode es veu en
la Figura[{.4)

DEFINICIO 4.12. Siga A = (Q, A, -, qo, F') un automat determinista
i siga ~ la congruéncia de Nerodoe. Aleshores Q/~ admet la segiient
estructura de transicio entre classes

Q/~mx A — Qf~
([g]~ya)  +— lg-ale
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Definim 'automat que resulta de fer el quocient per la congruéncia
de Nerode per A/~ = (Q/~, A, [qo]~, F') on - son les transicions
que hem construit anteriorment i on els estats finals venen donats per
Fr=A{lg. € Q/~|qeF}.

ProprosiciO 4.13. Siga A = (Q, A, -, qo, F) un automat determi-
nista. L’aplicacio quocient
pr.: Q@ — Q/~
¢ — ld~
és un homomorfisme d’automats.

PRroPosSICIO 4.14. Siga A un automat accessible complet i deter-
minista i siga A/~ Uautomat que resulta de fer el quocient per la con-
gruencia de Nerode.

Aleshores Ly = Laj~, és a dir, A i A/~ son equivalents.

DEMOSTRACIO. Anem a veure la primera inclusié, agafem una pa-
raula que reconeix A i volem veure que A/~ també la reconeix. Siga
w € L4 aleshores existeix g, € F4 de manera que

w
do — qn-
Com pr.. és homomorfisme d’automats

[g0]~ — [tn]~ € Fay~.
Per tant el llenguatge que reconeix A esta inclos en el que reconeix
A~
Anem a veure 'altra inclusié seguint el mateix procediment. Siga
w € L4/~, aleshores existeix [g,|~ € F4/~ de manera que

[d0]~ = [gn]~-
Per la definicié de A/~, qo és l'estat inicial d'A i ¢, esta relacionat
amb un ¢/, que és estat final d’A. Per tant existeix almenys un cami
de la forma

G — ¢, € Fa
és a dir, w € Ly. O

2. Automats i monoides

En esta seccié anem a veure un procediment pel qual a cada automat
determinista podem associar-li un monoide finit. També veurem com a
partir d’'un homomorfisme de monoides podem determinar el llenguatge
que reconeix un automat.

Nota 4.15. Siga A= (Q, A, -, qo, F) automat determinista i ’apli-
cacio
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PN | $a) | ) | #(aba)
0 0 0 0 0
1 1 2 0 2
2 2 0 1 0

TAULA 4.1. Representacié de ¢* en I'Exemple [4.16]

5 F0 Ei0) F0) F(ab) F(ba) 0
B B ¢*(a) ¢ (b) ¢ (ab) ¢*(ba) 0
¢*(a) ¢*(a) ¢*(aa) ¢*(ba) ¢*(a) 0 0
¢'(b) PF(b) ¥ (ab) ¢*(aa) 0 ¢(b) 0
¢*(ab) ¥ (ab) 0 ¢Fbab) () | ¢F(ab) 0 0
#(ba) F(ba) EI0) 0 0 F(ba) 0

0 0 0 0 0 0 0

TAULA 4.2. Taula de multiplicacié de I'Exemple 4.16|

¢: A — End(Q)
a — @la): Q@ — Q
q — q-a
Com End(Q) té estructura de monoide amb la composicio d’apli-
cacions i l'aplicacio identitat com a neutre, per la Propietat Universal
d’A*, podem extendre p a ¢* : A* — End(Q) homomorfisme de mo-
noides tal que ¢* oinyg = ¢ on
Pw): @ — Q
q — q-w
Notem que:
o' A* — End(Q)
Aleshores ¢*[A*] = {o*(w) | w € A*} és un submonoide d’End(Q).
Notem que, si Q és finit |End(Q)| = |Q|!9l, aleshores ©*[A*] és un
monoide finit.

EXEMPLE 4.16. Considerem l'automat A de la Figura que re-
coneix el llenguatge (ab)*. En la Taula es troba la presentacio de
les funcions ¢*(w) per a algunes w € (ab)*. En particular, notem que
o (aba) = ©*(a) ja que les dues columnes son iguals, fet que ens indica
que arribem al mateizx lloc amb la paraula aba que amb la lletra a.

Per tant, podem abreviar la resta d’elements de (ab)* per a, b, ab,
ba i obtenim la taula de multiplicacio.

Obtenim la Taula sabent que ©*(aa) = ¢F(bb) = 0, @*(bab) =
pH(b) i pH(aba) = ¢ (a).

Nota 4.17. La Nota[{.15 descriu un procés que permet associar un
monoide finit a cada automat determinista.
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o [A] [a] 0] | lab] | [ba] | [ad]
AT ] g 0] | [ab] | [ba] | lad]
la] | [a] | laa] | [ba] | [a] | [aa] | ladq]
[0] ] | lab] | [aa] | [aa] | [b] | laq]
[ab] | [ab] | faa] | [b] | [ab] | [aa] | lad]
[ba] | [ba] | [a] | [aa] | [aa] | [ba] | lad]
laa] [aal [aal laal laal laal [aal

TAaurLAa  4.3. Taula multiplicativa del monoide
A* /Ker(¢*) de I'Exemple m

ProprosiciO 4.18. Siga A = (Q, A, -, qo, F) un automat determi-
nista. Aleshores Ly = (o) 71[X] on X = {¢*(w) | (qo) -w € F}.

DEMOSTRACIO. Siga w € L4, aleshores (go)-w € F. Aixi, ¢*(w) €
X. Per tant w € [¢f]7HX]. Per contra, si w € [p*]7}[X] aleshores
of(w) € X, és a dir (qo) - w € F. Per tant, w € Ly4. O

NoTA 4.19. Notem que en I'Ezemple[{.16, X = {p*(\), o*(ab)}.

3. Monoide sintactic i morfisme sintactic

En aquesta seccid, el que anem a fer és construir el monoide sintactic,
que ve definit per la relacié d’equivaléncia del nucli de I'aplicacié cons-
truida en la Nota [4.15] Veurem el que significa ser reconeixible per
monoides i establim I’equivaléncia entre reconeixibilitat per monoides
i reconeixibilitat per automats.

DEFINICIO 4.20. Siga A= (Q, A, -, qo, F) un automat determinista
i siga ¢f : A* — End(Q) I’homomorfisme de monoides presentat en
la Notalf.15. Pel Primer Teorema d’Isomorfia:

A* JKer(¢*) = Tm(¢F).

Anomenem monoide sintactic de 'automat A a A* /Ker(p*). Siguen
v,w € A*, notem que (v, w) € Ker(¢*) si, i sols si, o*(v) = ©*(w).

A més,denotarem per M(A(L)/Ker(p*)) al monoide sintactic asso-
ciat a A(L)/Ker(¢?).

Introduim una nova notacié per a simplificar. Escriurem [a] en
compte de [a]ger(pty Per a denotar la classe d’equivaléncia d’a resultant
de fer la congruéncia pel nucli de ©F.

EXEMPLE 4.21. Vegem que el monoide A* /Ker(p*) associat a l’automat
de U'Ezemple[3.9 és el monoide de la Taula[].5
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A continuacié introduim la nocié de reconeixibilitat de llenguatges
per monoides.

DEFINICIO 4.22. Un llenguatge L C A* és reconeixible per monoi-
des si existeiz un monoide finit M i un homomorfisme de monoides

f:A* — M i un subconjunt C C M tal que L = f~1[C].

La seglient proposicié demostra ’equivalencia de la reconeixibilitat
d’un llenguatge per automats o per monoides.

ProprosICIO 4.23. Siga A un alfabet i siga L C A* un llenguatge
d’A*. Aleshores son equivalents:

e [ és reconeixible per automats.
e [ és reconeixible per monoides.

DEMOSTRACIO. Suposem que L C A* és reconeixible per un automat
finit. Siga A= (Q, A, -, qo, F)) un automat determinista que reconeix L
ésadir, talque L=Las={we A* | q-w € F}.

Considerem el conjunt de les aplicacions de Q en Q

End(Q) ={f: Q — Q| f aplicacié}.

End(Q) té estructura de monoide finit amb la composicié d’aplicacions
i té a idg com a neutre. Considerem l'aplicacio:

¢: A — End(Q)
a — pla): Q@ — Q
q — q-a
Per la Propietat Universal existeix un tinic homomorfisme de monoides
¢f : A* — End(Q) tal que ¢ oiny = ¢. Notem que:

Plw): @ — Q

q — q-w
Considerem C' = {f : Q@ — Q| f(q) € F} C End(Q). A més,
() 7'C] = {w € A" | ¢*(w) € C}
={w e A" | ¢*(w)(q) € F}
={we A |q- -weF}
= L.

Ara suposem que L C A* és reconeixible per monoides. Siga M un
monoide finit i f : A* — M homomorfisme de monoides i C' C M tals

que L = f7YC].
Considerem l'automat segiient: A = (M, A,-,1,C) on
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MxA — M
(m,a) +— m- f(a)

Es comprova que A és un automat determinista. A més:
Ly={we A" |1 f(w)eC}
—{we A" | f(w) € C}
= f7C]
=1L.

Ao demostra la proposicio. O

4. Saturacioé en A*

En esta seccié definirem el concepte de llenguatge saturat per una
congruencia, un concepte que és til perque ens permet demostrar quan
certs llenguatges sén reconeixibles. També veurem propietats relacio-
nades.

DEFINICIO 4.24. Siga A un alfabet, © una relacid d’equivaléncia en
A* i L C A*. Direm que L esta saturat per © si

L=, lwle.

Es a dir, st L pot escriure’s com a unié de les ©-classes dels seus
elements.
Anomenarem ©-saturat de L al subconjunt

e
L” = UwEL[w]@'
Denotem per ©-Sat al conjunt de llenguatges ©O-saturats, és a dir,

©-Sat = {L C A* | L = L°}.

NotaA 4.25. Siga A un alfabet i L C A*. La inclusio L C |J,c;[w]e
sempre es té. Aixi, per a veure que L C A* és saturat per © és suficient
comprovar la inclusio de dreta a esquerra.

PROPOSICIO 4.26. Siga A un alfabet i © una relacié d’equivaléncia
en A*. L’aplicacio
()% P(A") — P(AY)
L +— IL°
és un operador de clausura.

DEMOSTRACIO. Per a veure que és un operador de clausura hem
de provar que es extensiu, monoton i idempotent.
(\)® és extensiu. Si L C A*, aleshores L C L°, aco es té per la

Nota [4.251
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(-)9 és mondton. Bs a dir, si Ly, Ly € A* 1 Ly C Lo, aleshores L? -
L. Anem a comprovar que LY C L§. Siga z € LY = ¢, [w]o, aixi
existeix w € Ly de forma que z € [w]g. Com que L; C Lo, aleshores
w € Ly. Aixi z € J,¢p,[w]e. Per tant LY C LS.

(-)® és idempotent. Es a dir, si L C A*, aleshores (L®)® = L.
Sempre es té que L® C (L®)®. Sols queda comprovar 'altra inclusié.
Siga z € (L°)° = ,crolwlo, aixi existeix u € L® de forma que
z € [ule. Com u € L® =, [w]e. Aixi existeix v € L de forma que
u € [v]g. Per tant,

weL

z € [v]o C Uyeplwle = L°.
Aco conclou la demostracio. 0]

ProrosICIO 4.27. Siga A un alfabet i siguen ©1, Oy relacions d’e-
quivaléencia en A*. Si ©1 C O,, aleshores ©,-Sat C ©1-Sat.

DEMOSTRACIO. Siga L C A* en ©,-Sat. Aleshores
L = Le2 = UwEL[w]e2‘

Volem veure que L esta en ©-Sat. Es a dir, volem veure que L = L®1.
Es suficient comprovar la inclusié de dreta a esquerra. Siga z € L& =
Uwperlwle,. Aixi existeix v € L tal que z € [u]e,, és a dir, (z,u) € O;.
Com O; C 0y, trobem que (z,u) € Oy, és a dir:

z € [u]®2 - UwEL[w]®2 = Lez =L.
Per tant L9 C L i L és ©;-Sat. ]

Les segiients proposicions descriuen els llenguatges saturats per a
les relacions diagonal i total sobre un alfabet.

ProprosiciO 4.28. Siga A un alfabet. Es considera la relacid total
Vo = A* x A* sobre A* que, com sabem, és relacio d’equivaléncia en
A*. Aleshores V 4--Sat = {A*,0}.

DEMOSTRACIO. Anem a veure que A* i () sén V 4--Sat i, a més, sén
els Unics subconjunts V 4+-Sat.

D’una banda per veure que A* és V 4«-Sat, hem de veure que A* =
(A*)Va*. Tan sols hem de provar la inclusié de dreta a esquerra. Tenim:

(A7 = Upea- [wlv,. €A™

Per a veure que () és V 4--Sat, hem de veure que @) = ()
hem de provar la inclusié a esquerra. Tenim:

0¥ = Uyeolwlv,. 0.

Acod demostra que A* i () sén llenguatges V 4+-Sat.

Vax Tan sols
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Ara anem a comprovar que estos sén els tnics. Siga ) C L C A*

un llenguatge V 4+-Sat no buit. Aixi existeix un w € L. Notem que
A = [w]vA* Q L.

Per tant, L = A*.

Aixi, V 4+-Sat = {0, A*}. O

ProprosICIO 4.29. Siga A un alfabet. Es considera la relacid dia-
gonal Ay = {(w,v) € A* x A* | w = v} sobre A* que, com sabem, és
relacio d’equivaléncia en A*. Aleshores A --Sat = P(A").

DEMOSTRACIO. Obviament A 4.-Sat C P(A*). Sigaara L C A* un
llenguatge. Anem a demostrar que L = L?4*. Es suficient demostrar

la inclusié de dreta a esquerra. Siga v € L4 = |J,;[w]a,., aix
existeix w € L per al que v € [w]a ., aixi v = w. Per tant v € L.
Aixi A g--Sat = P(A"). O

5. Congruencia sintactica

En aquesta seccié definim la congruencia sintactica, la major con-
gruencia que satura a un llenguatge. Veurem que un llenguatge és
reconeixible per monoides si, i sols si, la seua congruencia sintactica
és d’index finit. La congruencia sintactica s’utilitza per a definir el
monoide quocient, que és un monoide obtés a partir del monoide de
transicions. També veurem que la congruencia presentada en la No-
ta és igual a la congruéncia sintactica.

DEFINICIO 4.30. Siga A un alfabet 1 L C A*. Definim la con-
gruencia sintactica associada a L com sequeix: Siv,w € A*, direm que
estan relacionades per ~p, si satisfan que, per a tot x,y € A*,

xvy € L si, 1 sols si, zwy € L.

La seguiient proposicio justifica la importancia de la congruencia
sintactica.

ProprosICIO 4.31. Siga A un alfabet i L un llenguatge en A*, ales-
hores la relacid ~y, introduida en la Definicid [{.30 és una congruéncia
del monoide lliure A* que satura L. A més, ~, és la major congruéencia
d’A* que satura a L.

DEMOSTRACIO. ~, és relacié d'equivaléncia.
Reflexiva. Per a totaw € A* i per atot x,y € A* es té que zwy € L
si, 1 sols si, xwy € L, per tant w ~p, w.
Simetrica. Per a tot parell v,w € A* tals que v ~ w es té que, per
atot x,y € A*
xvy € L si, i sols si, zwy € L.
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Per tant, per a tot x,y € A*
rwy € L si, i sols si, zvy € L,

és a dir w ~p, v.
Transitiva. Siguen v, w,u € A* tals que v ~; w i w ~p u. Siguen
x,y € A*, aleshores es té la segiient equivalencia

xvy € L si, isols si, xwy € L si, i sols si, xuy € L.

Aixi, v ~p, u.

~, és congruéncia en A*. Siguen v,w € A* tals que v ~ w. Siguen
v, w' € A* tals que v ~p w'. Volem veure que vv' ~p ww'. Si
x,y € A*,

xov'y € L si, i sols si, zwv'y € L si, i sols si, zww'y € L.

Aixi, vv' ~p ww'.

~p satura a L. Hem de comprovar que L = L~%. Només cal com-
provar que L™t C L. Siga z € L™ = J, ¢, [w]~,, aleshores existeix
u € L tal que z € [u]., és a dir, per a tota parella z,y € A* tenim
xyz € L si, isols si, zuy € L. En particular per a x = y = A, trobem
que z € L si, isols si, u € L. I com que u € L, aleshores z € L.

~r, és la major congruéncia en A* que satura a L. Siga © una con-
gruencia en A* que satura a L, és a dir, L = L®. Anem a demostrar
que © C~y. Siga (v,w) € O, siguen z,y € A*. Suposem que zvy € L,
com que (v,w), (x,x), (y,y) € O, aleshores (zvy, zwy) € ©. Per tant:

zwy € [zvyle C U [ule = L® = L.

uel

L’altra implicaci6 és analoga. Per tant obtenim que (v, w) €~p. d

Abans hem vist que a cada automat finit li podiem associar un mo-
noide. Per tant el llenguatge que reconeix eixe automat té associat un
monoide. A més, mitjancant la saturacié d’un llenguatge hem establert
una relacié entre les paraules del llenguatge, per tant podem obtenir el
segiient resultat.

ProposICIO 4.32. Siga A un alfabet 1 L C A* un llenguatge. Les
sequents afirmacions son equivalents:

(1) L C A* és reconeizible per monoides.
(2) L esta saturat per una congruéncia d’index finit.
(3) ~p té index finit.

DEMOSTRACIO. Anem a veure que si L és un llenguatge reconeixi-
ble per monoides, aleshores L esta saturat per una congruencia d’index



48 4. AUTOMAT MINIMAL I MONOIDE SINTACTIC

finit. Com L C A* és reconeixible per monoides, existeix M monoide fi-
nit, f : A* — M homomorfisme de monoides i un subconjunt C C M
de forma que L = f~1[C]. Considerem Ker(f) que és congruéncia en
A* on, recordem

Ker(f) ={(v,w) € A" x A™ | f(v) = f(w)}.
Pel Primer Teorema d’Isomorfia
A* [Ker(f) = Im(f) < M.

Com que M és un monoide finit, A*/Ker(f) té index finit. Falta veure
que L esta saturat per Ker(f), només cal provar que LX) C L. Siga
z € LX) =, o) [w]ker(s), aleshores existeix u € L de manera que
z € [uker(p), 6s a dir, f(z) = f(u). Si considerem f~'(f(z)). Com que
f(u) € C, tenim que z € f~C] = L, per tant z € L.

Ara anem a demostrar que si L esta saturat per una congruencia
d’index finit aleshores ~ té index finit. Com que L esta saturat per
una congruéncia © d’index finit, aleshores A*/© és finit. Sabem per
la Proposicié que ~p, satura a L. A més, ~; és la major con-
grueéncia en A* amb aquesta propietat, aleshores © C~y. Aixi, per la
Proposicié , ~, té index finit. Per tant, A*/~ és finit.

Per 1ltim, suposem que ~, té index finit, aleshores A*/~ és finit.
Volem veure que L C A* és reconeixible per monoides. Sabem que ~,
satura a L, per tant

L = UwEL[w]NL = LNL'
Considerem I’aplicacié projeccio al quocient

Pro, - A — A*/NL
wo— [w].,

vista a la Proposici6[1.17], on vam demostrar que era un homomorfisme
de monoides. Aleshores, com L = pr_! [pr., [L]] concloem que L és
reconeixible per monoides. O

NoTA 4.33. Tenim dues nocions amb l’adjectiu sintactic associades
a un llenguatge reconeixible L € A*. Per una banda:

(1) Construim l’automat de Nerode A(L) que hem vist en la Pro-
POSicid . Per la Proposicz’d sabem que A(L) és finit.

(2) Considerem [’equivaléncia de Nerode en A(L) vista en la Pro-
posicid[{.7] i que hem demostrat que és congruéncia en la Pro-
posicié [§.10. A partir d’aci, montem el quocient A(L)/~
automat finit vist en la Definicid i que reconeix L, de-
mostrat en la Proposicid [{.1]).
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(3) Considerem el monoide sintactic associat a A(L)/~. Es a dir,
M(A(L)/~). Com hem vist en la Definicid [{.20
D’altra banda tenim:

(1) Considerem la congruéncia sintactica ~p vista en la Defini-
cid i que hem wvist en la Proposicid que té index
finit.

(2) Considerem el monoide quocient, el monoide sintactic A*/~y.

NoTA 4.34. Recordem que M(A(L)/~) és un quocient d’A*. Per a
la construccio de M(A(L)/~) considerem

p: A — End(A(L)/~)
a +— ‘a: A(L)/. — A(L)/~
[wL]. — [(ua) ‘L]
Per la Propietat Universal extenem ¢ a un homomorfisme de monoides
o A* — End(A(L)/~)
wo— aw A(L)/. — A(L)/~
[wL]. — [(uw) L]
Az
M(A(L)/~) = A" [Ker(&).

Anem a demostrar que Ker(p*) =~p. Ens servira d’utilitat perqué
permet veure que el monoide quocient és isomorf al monoide sintactic.
Aquest resultat és important perqué permet estudiar el monoide sintactic
d’un llenguatge a partir de la congruéncia sintactica.

PROPOSICIO 4.35. Siga A un alfabet i L C A*. Considerem ¢ :
A* — End(A(L)/~) Uhomomorfisme de monoides definit en la No-

tal4.34. Aleshores Ker(pf) =~ .

DEMOSTRACIO. Siga (w,v) € Ker(p*) volem veure que (w,v) €~
Siguen z,y € A*, volem veure que zwy € L si, i sols si, xvy € L.
Suposem que zwy € L per tant y € (zw) 'L Notem que:

(zw) 'L € [(zw) ' L]~
= ¢f(w)([z7'L].)
= ¢ ()([z7'L].)
= [(zv) L]~
Aleshores y € [(zv)™'L].. Per definici6, existeix z27*'L € [(zv) ' L]~
de forma que y € 27'L on z = av, és a dir, existeix z7'L € [(zv)"'L]
on z = xv de forma que zy € L. Substituint z obtenim que zvy € L.

Notem que cada pas és una doble implicacié. Per tant hem provat que
Ker(¢*) C~p.
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Per a la inclusié inversa, prenim (w,v) €~ i volem demostrar
que aquest parell també pertany a Ker(¢f). Siga [u™'L]. un element
arbitrari de A(L)/~ volem veure que ¢ (w)([u™'L].) = ©*(v)([u=tL].)
Recordem que:

P (w)lu™' L] = [(ww) "' L]~
P () L]~ = [(uv) " L]
Hem de veure que [(uw) L] = [(uv) ' L].. Ago es tindra si, i només
si per a cada paraula z € A* es té que
((uw) L) -z € Lsi,isolssi, (ww) 'L)-z€L
Notem que:
((uw) L) -z € L si, i sols si uwz € L
((wv)™'L) -z € L si, isols si uvz € L.
Com que (w,v) €~r, aleshores tenim:
uwz € L si, isols si, uvz € L

Aleshores hem vist que [(vw)™'L]. = [(uv)™'L].. Per tant, ~.C
Ker (o).
Concloem que ~p= Ker(p?). O



CAPiTOL 5

Llenguatges racionals i llenguatges reconeixibles

Si A és un alfabet, tenim dos grans families de llenguatges Rat(A*)
i Rec(A*). En aquest capitol demostrarem que sén iguals.

TEOREMA 5.1. Siga A un alfabet, aleshores:
Rat(A*) C Rec(A").

DEMOSTRACIO. Recordem de la Definici6 que Rat(A*) és el
menor subconjunt d’A* que satisfa:
(1) 0.{A},{a} € Rat(A");
(2) Si (L;)ien ¢és una familia de llenguatges racionals, aleshores
UiEn L; € Rat(A*);
(3) Si L, K € Rat(A*) aleshores LK € Rat(A*);
(4) Si L € Rat(A*) aleshores L* € Rat(A*).

Notem que () € Rec(A*), perque qualsevol automat finit sense estats
finals reconeix el buit. A més, els llenguatges formats per una paraula,
com {A} i {a}, també estan en Rec(A*) ja que poden ser reconeguts
per un automat amb dos estats.

Si (L;)ien és una familia de llenguatges reconeixibles, vam veure en
la Proposicio que la uni6 tornava a ser un llenguatge reconeixible.

Si L, K € Rec(A*) vam demostrar en la Proposici6 que LK €
Rec(A*) i en la Proposicid que L* € Rec(A*).

Com que Rec(A*) satisfa les 4 condicions que defineixen ser racional
i Rat(A*) és el menor que les satisfa, aleshores Rat(A*) C Rec(A*). O

NoTA 5.2. Sols ens quedara comprovar que Rec(A*) C Rat(A*),
o el que és el mateix que tot llenguatge reconeixible puga construir-se
a partir de les 4 condicions que defineixen ser racional o, el que és el
mateix, trobar un terme racional per al llenguatge reconeixible. Per
exemple si podem escriure L € Rec(A*) de la forma L = (ab)* + (a +
b)* + X\ garantim que L € Rat(A*).

El problema de comprovar que Rec(A*) C Rat(A*) és el problema de
descriure L amb les operacions concatenacio, suma i producte estrella
sobre les variables a € A, X\ i (0. A este terme l'anomenarem expressio
reqular de L.
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Anem a veure com construir [’expressio reqular d’un llenguatge re-
coneixible. Per a fer esta demostracio ens hem basat en les notes de
[FRO4].

TEOREMA 5.3. Tot llenguatge reconeixible L C A* admet una ex-
pressid reqular. Es a dir, si A = (Q,A,- I, F) és un automat deter-
minista que reconeix L, aleshores existeix una expressio reqular aq tal
que Ly = L.

DEMOSTRACIO. Suposem que Q = {¢; | i € n}. Peracadai,j€n
definim:

Rj={we A" |qg w=q}

Aixi
i€l jeF
Definim:
po _ JlacAlg-a=q} sii# J;
“ fa€Alg-a=qtU{r} sii=]

Si k € n, definim:
Rfj:{weA* | gi-w=q; i VA <w <w)(g- v €{q, q})}

Aleshores ocorre:
k k
(2) 1 = RZJ k k k
—1 —1 —1\x* -1
(3) Rfj = Rij URik (Rkk ) Rkj :
Anem a demostrar per induccié sobre k € n+1 que R;; admet expressi6

regular.
Cas base

R _ {a€A|qg- a=gq} sii # j;
“ {a€eAlg-a=q¢tU{A} sii=yj.

Les expressions regulars corresponents a cada jo seran:
oens @ i g
ZaeR?j\{)\} a+ X sii=j.

Hipotesi inductiva
Suposem que R
Aixi:

k—1

., . k
i admet expressio regular i provem-ho per a Rj.

k k—1 k—1/ pk—1\x pl—1
Rz’j = Rij URik (Rkk ) Rkj
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. s . .. . . . . k—1 k=1 _k—1
Aixi per hipotesi inductiva existeixen expressions regulars o;; ", agp, gy
k-1 : : k pk—1 pk—1: pk—1 .
1oy associades als respectius Rj;, R;; ", Ry~ 1 Ry . Per tant prenim

9 L4 b . 7 ..
d’expressio regular per a R;; I'expressié segiient

k k—1 k=1, k—1yx k—1
oy = g+ agy (g ) g
Finalment, per a 'automat, prenim ’expressio regular segiient:
> Y e -
i€l jeF
Aco demostra que Rec(A*) C Rat(A*). O

TEOREMA 5.4. Siga A un alfabet, aleshores Rec(A*) = Rat(A*).






Conclusions

Per concloure aquest treball anem a destacar una serie de qiiestions
que considerem importants i que hem pogut demostrar al llarg del
treball.

Primer que res, cal destacar dos grans blocs de llenguatges: els llen-
guatges racionals i els llenguatges reconeixibles. Amb els llenguatges
racionals hem vist que eren tancats per a les operacions definides, i
amb els llenguatges reconeixibles hem introduit un resultat molt im-
portant, el Lema del Bombeig, una eina que ens ha permes identificar
els llenguatges que no eren reconeixibles.

En quant als automats, cal destacar els resultats que ens porten a
I’equivalencia entre el automats finits, deterministes, ajustats i deter-
ministes estandard.

D’una banda, hem introduit ’automat de Nerode que ens ha donat
la possibilitat d’obtindre resultats de reconeixibilitat de llenguatges.
També hem construit, a partir de la relacié de Nerode, I'automat quo-
cient, un automat minimal amb la capacitat de reconeixer el llenguatge
original. Hem establert una equivalencia entre els automats i els mo-
noides que ens han permes arribar al resultat de que ser reconeixible
per monoides era equivalent a ser reconeixible per automats.

D’altra banda, hem vist els llenguatges saturats i hem establert una
relacio entre les paraules d’un llenguatge que ens han portat a definir
la congruencia sintactica. Amb aquesta congruencia hem construit el
monoide sintactic. Aquestes eines ens han portat a demostrar que la
congruencia sintactica era la mateixa congruencia que definia el nucli de
I’homomorfisme de Nerode, per tant hem obtés que el monoide quocient
era equivalent al monoide sintactic.

Per ultim hem pogut comprovar que els dos grans blocs de llenguat-
ges, els racionals i els reconeixibles, també eren equivalents. Es a dir,
un llenguatge és reconeixible per automats si, i només si, admet una
expressio regular.
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