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CAPITOL 1

Introduccio

El producte tensorial és un concepte algebraic de molta utilitat en
no només les matematiques, siné també en la fisica i I’enginyeria. En-
demés, pel que fa a les matematiques, la seua presencia és ben diversa,
sent utilitzat en diferents branques, com ara ’analisi vectorial, la geo-
metria diferencial o la teoria de moduls. No obstant aixo, I’enfocament
del producte tensorial que farem en el present treball és servint-nos de
I’Algebra Lineal.

La historia darrere del producte tensorial és prou confosa. Al final
del segle XIX i principis del segle XX sorgiren els primers apropaments
a la nocid que tenim actualment. Un dels exemples més coneguts i influ-
ents va ser el treball publicat per Ricci i Levi-Civita en 1901 [RLCO0],
referent a la geometria diferencial. Anys més tard, en 1936, apareixia la
notacié “®” per denotar el producte tensorial per part de Murray i Von
Neumann [MN36], tot i que es referien a aquest com “producte direc-
te”. No va ser fins a I'any 1948 que, de la ma de Boubarki [Bou48], es
defineix el producte tensorial per a moduls com el coneguem ara per
ara.

L’objectiu d’aquest TFG és introduir el producte tensorial d’es-
pais vectorials sense que el lector haja de conéixer conceptes previs.
Per tant, tota definici6 i resultat utilitzat, s’esmentara. Aixi, al llarg
del treball s’estudiaran les diverses propietats que sorgeixen d’aquest
concepte. D'una banda, prendrem una perspectiva del producte tenso-
rial més abstracta, utilitzant la propietat universal i centrant-nos en el
producte tensorial de dos espais vectorials. Tot aixo per, finalment, ge-
neralitzar el producte tensorial per a un nombre finit d’espais tensorials
i acabar examinant un cas concret, com sén els tensors covariants.

A continuacio, presentem una descripcié breu de cada capitol.

El capitol 2, com el seu nom indica, compila tots els resultats basics
per poder iniciar-nos en el producte tensorial. Comencem amb la defi-
nicié d’espai vectorial, subespai vectorial i de base. Després, la secci
d’aplicacions lineals és d’especial importancia, ja que prepara al lector
per a les denominades “propietats universals”, les quals es fan servir
sovint en aquest escrit. Més tard, definirem la coordenada d’un vector
i veurem com certes aplicacions lineals tenen una matriu associada.
Finalment, introduirem les aplicacions bilineals, les quals tindran un
paper fonamental en la definicié de producte tensorial.
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El Capitol 3 esta dedicat a tractar amb tres espais vectorials: ’espai
quocient, ’espai vectorial lliure i 'espai dual. La rad perque el seu
estudi no siga inclos al capitol anterior és per la seua rellevancia al
llarg del treball, a banda que els dos primers requereixen definicions
previes. Té especial interés les propietats universals dels espais quocient
i vectorial lliure i la definici6é de la base de I'espai dual.

Pel que fa al Capitol 4, presentarem el producte tensorial de dos
espais vectorials. Aixi, donarem la seua definicié i examinarem dues
construccions diferents d’aquest. Assentarem les bases sobre el pro-
ducte tensorial i ens familiaritzarem amb la seua notacié i, sobretot,
amb la seua propietat universal. Endemés, comprovarem que és tnic
tret d’isomorfismes i veurem com és el producte tensorial d’un cos i un
espai vectorial. Finalment, definirem un homomorfisme que té, tant
com domini com codomini, un producte tensorial.

En el Capitol 5, aprofundirem en més propietats del producte ten-
sorial. En concret, ens centrarem en tres aspectes. En primer lloc, com
és la representacio dels seus elements, trobant aixi una base i provant
els avantatges d’agafar una representacié minima. En segon lloc, veri-
ficarem unes propietats algebraiques tretes d’isomorfisme. Finalment,
abordarem la relacio entre el producte tensorial i ’espai vectorial d’apli-
cacions, incloent-hi també el subespai de les aplicacions de suport finit.
Tots els resultats provats als Capitols 4 i 5 s’han tret de la recopilacié
feta per Taschuk [Tas13].

En el Capitol 6, analitzarem les aplicacions multilineals, fent emfasi
en les formes multilineals alternades. Després d’una breu introduccio,
dedicarem una seccié a treballar amb el grup simetric, amb 'objectiu
de definir el signe d'una permutacié. Gracies a aixo, descobrirem una
accié de grup que relaciona les formes alternades amb les permutacions
que ens permetra, en la darrera seccid, definir el determinant d’un
endomorfisme. Per a aquest capitol, a la part d’aplicacions lineals, ens
hem servit del llibre Lineal Algebra Done Right [Ax124] i per a la
seccié de grup simetric, del treball de [GH19| i [Kral.

Finalment, en el Capitol 7, generalitzem el producte tensorial per
a una familia finita d’espais vectorials. D’aquesta manera, provarem
la relacié entre aquest i les aplicacions multilineals. Veurem perque és
valid considerar les aplicacions multilineals com a tensors i ens centra-
rem en ’estudi dels denominats tensor covariants. Pel que fa a aquests
ultims, ens centrarem de nou en els alternats, amb 1’objectiu de definir
el determinant de nou, pero ara treballant amb tensors. Presentarem,
per tant, ferramentes com l’alternador, el producte exterior o el pull-
back. Molts dels resultats de I'iltima secci6 es poden trobar en [dM]
i [GH19).



CAPITOL 2
Preliminars

1. Espais vectorials

En aquest treball treballarem sobre espais vectorials, per aixo, és
menester conéixer els objectes amb els quals tractarem. Aquesta seccid
aporta les definicions i resultats més basics d’espais vectorials.

Com els espais vectorials es troben definits sobre un cos, el primer
que hem de fer és entendre que és aquest concepte.

DEFINICIO 2.1. Siga A un conjunt. Una llei de composicid in-
terna (LCI) sobre A és una aplicacio d’A x A en A.

DEFINICIO 2.2. Siga G # () un conjunt. Siga (+) una LCI sobre
G. Diem que (G,+,0) és un grup si compleiz les segiients propietats:
(1) Associativa: Vg,¢',9" € G, (9+9¢)+9" =9+ (9 +9").
(2) Existéncia d’element neutre: 30 € G tal que Vg € G,
0+g=g+0=g.
(3) Tot element té invers: Vx € G, Jy € G tal que v +y =
y+x=0.

NoTA 2.3. Normalment es diu abreujadament que G és un grup.

DEFINICIO 2.4. Direm que G és un grup abelia o commutatiu si
peratotg,gd €G,9g+9 =9 +g.

DEFINICIO 2.5. Siguen K # {0}, (+) i (-) dos LCIs sobre K. Es diu
que (K,+,-,0,1) és un cos i es denota per K si compleiz les segiients
propietats:

(1) (K,+) és un grup abelia.
(2) Assoctativa del producte: Va,b,c € K, (a-b)-c=a-(b-c).
(3) Distributiva del producte respecte de la suma:
Va,b,c € K, (a+b)-c=a-c+b-c,
a-(b+c)=a-b+a-c.
(4) Existéncia d’element neutre pel producte: 31 € K tal
queVa €K, 1-a=a-1=a.
(5) Tot element no zero és unitat: Ya € K, a # 0,3b €
K tal que a-b=0-a=1.
(6) Commutativitat del producte: Ya,b € K, a-b=10-a.

3
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NotA 2.6. Si K és un cos, a la LCI () l'anomenem suma i a
la LCI (+), producte. El producte el denotarem per juxtaposicid, és
a dir, ometrem el signe “”, escrivint ab en lloc d’a -b. Siga a un
element, denotarem per —a el seu invers respecte la suma i per a=' el
seu 1nvers respecte el producte, si es que existeir. El neutre de la suma
el denotarem per 0 1 el del producte per 1.

NotA 2.7. Mitjancant les propietats d’'un cos, st K té més d’un
element, trivialment, 0 # 1.

NoTA 2.8. A partir d’ara, durant tot el treball, K denotara un cos
arbitrari pero fize.

Ara si, ja estem preparats per a definir el concepte d’espai vectorial.

DEFINICIO 2.9. Siguen A @ B dos conjunts. Una llei de compo-
sicié externa (LCE) d’A en B és una aplicacid d’A x B en B.

DEFINICIO 2.10. Siga K un cos. Un K-espai vectorial és una
tupla (V,+,-,0) on V' és un conjunt, (+) és una LCI sobre V, (-) és
una LCE de K sobre V i 0 és un element de V' de manera que (V,+,0)
és un grup abelia i se satisfa per a tot \,u € K i per a tot v,v" € V:

A(v+d)=Xv+ A0, (EV1)
A+p)-v=Xv+p-v, (EV2)
(M) -0 =X+ (- 0). (EV3)
g - v =w. (EV4)

NoTA 2.11. Els elements de K s’anomenen escalars i habitualment
usarem lletres gregues per a denotar-los. Els elements de V' s’anomenen
vectors 1 utilitzarem lletres llatines. FEn general, direm que V és un
K-espai vectorial. Si ens fixem, farem un abis de notacid, en denotar
la suma de V igual que la suma de K i en denotar la LCE igual que el
producte de K. A més, de manera similar a abans, escriurem la LCE
per juzrtaposicio, €s a dir, per a \ escalar v v vector, A\v := \ - v.

Per tractar de familiaritzar-nos amb els espais vectorials, presentem
una serie d’exemples basics i rellevants.

EXEMPLE 2.12. SiV i W son K-espais vectorials aleshores V- x W
és un K-espai vectorial amb vector zero Oy «w := (Oy, Ow) i les segiients
lleis de composicio:

(+): (v,w) + (v, w') = (v+v,w+w), v, 0" €V, wyw' €W,
(1): Mo, w) :== (\v, \w), reK, veV,weW.
Endemés, el producte cartesia el podem generalitzar facilment per a

un nombre finit d’espais vectorials i continua sent altre espai vectorial.

Aixi, sin € N1 Vq, ..., V,, son K espais vectorials, denotarem Vi x ... xV,,
per H?zl Vi. En cas que Vi = ... =V, =V, simplement escriurem V™.
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EXEMPLE 2.13. Siguen  un conjunt i V un K-espai vectorial, el
conjunt format per totes les aplicacions d’ Q2 a V', denotat per Homg (2, V),
és un K-espai vectorial amb el vector zero l’aplicacio nul-la,

0: Q@ — V
w +— 0,
1 les llets de composicio
(H): (f +9)w) = [(w) + g(w), w €, f,g € Homg (2, V),
(-): Af)w) = Af(w), we NeK, fe€Homg(Q,V).

EXEMPLE 2.14. El propi cos K és un K-espai vectorial en el qual
el vector zero, la suma i el producte per escalar s’hereten de l’element
neutre per a la suma, la suma i el producte del cos, respectivament.

Ara que ja sabem la definicio, es moment de conéixer de la teoria
que flueix d’ella. Introduim la definicio de subespai vectorial.

DEFINICIO 2.15. Siga V' un K-espai vectorial. Direm que W C V
és un subespair vectorial de V' si:

(1) 0 e W.
(2) Donats v,w € W i A\, u € K, aleshores Av + pw € W.

Ho denotarem per W < V.
Dos altres exemples conequts d’espais vectorials son el segiients.

DEFINICIO 2.16. Si V' és un K-espai vectorial 1 U, W <V, definim
la seua suma com

U+W:={utweV |uelUweW},
1 la seua interseccid com
UNW:={zeV | zeU,ze W},

Es pot comprovar facilment que U4+ W <V iUNW < V.

Tot @ que la suma de subespais vectorials es pot definir sempre, hi
ha una en particular que té molt d’interés: la suma directa.

DEFINICIO 2.17. Siga V un K-espai vectorial i« U,W < V., direm
que la suma de V i« W és directa, i ho denotarem per U & W, si

UnNnWw ={0}.

El benefici de la suma directa és que tot vector té expressio unica,
com vetem en la segiient proposicio.

PRrROPOSICIO 2.18. Si V' és un K-espai vectorial i U/ W <V, llavors
les seglients proposicions son equivalents:
(1) La suma dU i W és directa.
(2) Per a totuw € U i per atotw € W, siu+w =0, aleshores
u=w =0.



6 2. PRELIMINARS
(3) Tot vector d’U + W s’escriu de forma tunica.

DEMOSTRACIO. Comencem amb (1) = (2). Siguen u € U i w €
W tals que u+w = 0, llavors u = —w. Aixi, u,w € UNW = {0}, i.e.,
u=w=0.

Veiem ara (2) = (3). Siga v € U + W i suposem que es pot
escriure de dues formes, v = u +w = v’ + W', per a certs u,u’ € U i
w,w € W. Per tant,

O=v—v=(u+w)—W+w)=(u—1u)+ (w—u).

Per hipotesi, u —u' = w—w' = 0. Es a dir, u = v’ i w = w'. Concloem
que v té expressié unica com vector d’U + W.

Finalment, provem (3) = (1). Volem verificar que U N W = {0}.
Evidentment {0} C UNW. Ara, siga v € UNW. Aixi, tenim que
v=v+0e€U+W,v=0+v e U+W. Com I'expressié ha de ser
unica, necessariament v = 0 i la suma és directa. U

Les nocions de sistema generador 1 d’independencia lineal son de
les més elementals de Z’Algebm Lineal. Endemés, gracies a elles podem
introduir la idea de base d’un espai vectorial, la qual és important a
I’hora de comprendre els seus elements.

DEFINICIO 2.19. Siga V un K-espai vectorial i siga S C V. Una
combinacio lineal d’elements en S és una expressio de la forma

)\181 + ...+ )\nsn = Z )\isi
i=1

ambn € N A\, ...\, € Kisy,...,s, €85.

DEFINICIO 2.20. Siguen V' un K-espai vectorial i S C V. Denotem
per (S) al conjunt:

<S> = {Z?:l )\isi ’77/ € N, Vi € {1, ...,n}, ()‘z S K, S; € S)} .

Es a dir, (S) és el conjunt de totes les combinacions lineals d’elements

d’s.

Es pot demostrar que (S) és el menor subespai vectorial de V' que
conté a S. Aixi, a partir d’aquest concepte, apareizen les segiients
definicions.

DEFINICIO 2.21. Siga V un K-espai vectorial i S C V.

(1) Al subespai (S) l'anomenem subespai generat per S.

(2) Direm que S és sistema generador de V si (S) =V.

(3) Direm que V és finitament generat si admet un sistema
generador finit.
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DEFINICIO 2.22. Siga V' un K-espai vectorial i S un subconjunt
de V. Direm que S és linealment independent si tota combinacio
lineal de vectors en S igualada a zero

)\181 + ...+ )\nSn =0
ambn € N, Ay, ...\, €K, s1,....,8, €S ha de satisfer que
)\1:)\2:...:)\71:0‘

DEFINICIO 2.23. Siga V' un K-espai vectorial i B C 'V direm que
B és base si B és linealment independent i sistema generador de V.

NoOTA 2.24. Denotarem a las bases amb font cal-ligrafica, €s a dir,
si B €s una base, escriurem B.

EXEMPLE 2.25. Un exemple de base és la denominada base canonica.
Siga n € N, per a K", Bén) = {ey1,...,e,} €s base, on per a cada
i€ {l,...,n}, e és el vector amb totes les entrades nul-les excepte la
1-essima que és l’element neutre. Es a dir, el conjunt

B% .= {(1,0,...,0), (0,1, ...,0), ..., (0, ...,0,1)}
és la base canonica de K.

A continuacio, enunciarem una série de proposicions referents a les
bases que no provarem per a no allargar aquest treball. Son resultats
basics i necessaris per a poder treballar amb els espais vectorials. Les
demostracions es poden trobar a les bibliografies esmentades.

Proprosicio 2.26. [BR13| Corollary 3, p. 88] Siga V' un K-espai
vectorial i siga B C V. Les segiients afirmacions son equivalents:
(1) B és una base de V.
(2) B és sistema generador minimal.
(3) B és conjunt linealment independent maximal.

ProposiciO 2.27. (D’ampliacié). [BR13, Corollary 1, p. 87]
Siguen V' un K-espai vectorial finitament generat 1 S C V' linealment
independent. Aleshores existeix una base B de V' de manera que S C B.

COROLLARI 2.28. Siga V' un K-espai vectorial finitament generat.
Llavors existeix una base de V.

DEMOSTRACIO. Es conseqiiéncia directa de la proposicié anterior,

ja que podem agafar el conjunt linealment independent {v} on v € V|
v # 0. En cas que V = {0}, la base és 0. O

COROLLARI 2.29. [BR13| Corollary 1, p. 84] Siga V' un K-espai
vectorial finitament generat. Aleshores totes les bases de V' son finites
i tenen el mateix cardinal.

DEFINICIO 2.30. Siga V un K-espai vectorial finitament generat.
Anomenem dimensio de V', i la denotem per dimg(V'), al cardinal de
qualsevol de les bases de V.
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Notem que [lanterior corol-lari permet concloure que aquest con-
cepte esta ben definit. A més, noves propietats sorgeizen arran de la
nocio de base. De nou, no ens detendrem a demostrar-les, pero cal
familiaritzar-se amb elles.

ProprosiciO 2.31. [BR13| Theorem 5.6, p. 81] Siga V' un K-espai
vectorial finitament generat i B = {ey, ...,e,} una base de V. Alesho-
res tot vector v € V 1é una expressid unica com a combinacio lineal
d’elements de la base, i.e., existeizen uns unics Ay, ..., A\, € K tals que

V= Z?:l )\Zel

ProrosiciO 2.32. [BR13| Corollary 4, p. 88] Siga V un K-espai
vectorial finitament generat i siguen L i G subconjunts de V tals que L

és linealment independent i G és sistema generador. Aleshores, |L| <
dimg (V) < |G.

ProprosiciO 2.33. [AH22, Theorem 4.12, p. 177] Siguen V un K-
espai vectorial finitament generat i B C V amb |B| = dimg (V). Son
equivalents:

(1) B és una base de V.
(2) B és un sistema generador.
(3) B és un conjunt linealment independent.

ProprosiciO 2.34. [BR13| Theorem 5.9, p. 88] Siga V' un K-espai
vectorial finitament generat i siga W < V. Llavors:
(1) dimg (W) < dimg (V).
(2) dimg (W) = dimg (V') si, i solament si, W = V.

2. Aplicacions lineals

Altre concepte fonamental de Z’Algebm Lineal i essencial per a en-
tendre el producte tensorial son les aplicacions lineals i bilineals. Co-
mencem per veure les primeres.

DEFINICIO 2.35. Siguen V i@ W dos K-espais vectorials. Siga f :
V — W una aplicacié. Direm que f és lineal si per a tot v,v' € V i
per a tot A\, i € K es compleix que

fw+ p') = Af(v) + pf (). (1)

Les aplicacions lineals també reben el nom d’homomorfismes i,
en cas que V. = W, s’anomenen endomorfismes. Denotarem per
Homy (V, W) al conjunt de totes les aplicacions lineals de V- en W, és
a dir,

Homg(V, W) ={f:V — W | f és lineal}.

Direm que una aplicacio lineal és un monomorfisme si és in-
jectiva, un eptmorfisme si és sobrejectiva i un tsomorfisme si és
bijectiva. A més, en cas que f: V — W siga un isomorfisme, direm
que V i W son t.somorfs i ho denotarem per V= W.
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NoTA 2.36. De nou, hem fet un abis de notacio a la Formula ,
ja que la primera suma és la suma en V mentre que la segona suma és
en W.

NoTA 2.37. Fem un abis de notacié en denotar per Homg (V, W)
tant al conjunt de les aplicacions lineals de V' en W quan, segons I’E-
xemple Homg (V, W) denotaria el conjunt d’aplicacions de V' en
W. Per resoldre aquesta ambigiiitat, durant aquest treball, quan el do-
ming stga un espai vectorial, sempre es referira al conjunt d’aplicacions
lineals. En altre cas, és a dir, quan el domini siga un conjunt sense
estructura d’espai vectorial, denotara el conjunt de totes les aplicacions
existents.

ProPOSICIO 2.38. Si V i W sdn K-espais vectorials, Homg (V, W)
és un K-espai vectorial amb el vector zero

o: 'V — W

v — 0
1 les lleis de composicio:
(): (f +9)(v) = f(v) + g(v), veV, f.g € Homg(V,IW),
(): (Af)(v) :== Af(v), veV, AeK, feHomg(V,W).

Uns dels exemples més evidents d’homomorfisme €és el segiient.
EXEMPLE 2.39. Siga V un K-espai vectorial, definim [’aplicacio
tdentitat, detonada per idy, com
dy: V. — V

v 0.
Clarament idy és una aplicacio lineal.

Arran de la definicio d’aplicacio lineal, podem treure propietats im-
mediates i utils.

ProrosIcIO 2.40. Siguen V i W dos K-espais vectorials i f: V —
W una aplicacio lineal, llavors:

(1) f(0) =0,
(2) Yo eV, f(—v) = —f(v).

DEMOSTRACIO. Es una prova facil. Per una part,
f(0) = f(0+0) = f(0)+ f(0), per tant, f(0) = 0.
Per altra part, per a qualsevol v € V,
0=f(0) = f(v+(=v)) = f(v) + f(—v), per tant, f(—v) = —f(v).
Aixi, (1) i (2) queden provats. O

ProprosiCIO 2.41. Siguen V,W iU tres K-espais vectorials i f: V —
W ig: W — U aplicacions lineals, aleshores go f: V — U també
és lineal.
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DEMOSTRACIO. Es una comprovacié directa. Donats v,v" € V i
A €K,

(go )M+ ') = g(f( Ol + ') (Composicid)
= g(Af(v) + pf(v)) (f lineal)
= Ag(f(v)) + png(f (")) (g lineal)
= Mg o f)(w) + p(go V). (Composicid)

Per tant, g o f és lineal. U

Es menester quan parlem d’homomorfismes, tractar amb 'imatge 1
el nucli d’aquests. Per tant, definim-los.

DEFINICIO 2.42. Siguen V i W dos K-espais vectorials i f: V —
W una aplicacio lineal, definim l"imatge d’f, denotada per ITm(f), com
el conjunt

m(f) = fVI={f(v) [ veV}

A més definim el nucli d’f, denotat per Ker(f), com el conjunt
Ker(f) = fT'[{0}] ={veV | f(v) =0}

Sequidament, de la mateiza manera que férem amb els espais vec-
torials, enunciem una série de resultats fonamentals de les aplicacions
lineals.

ProposiciO 2.43. [BR13|, Theorem 6.2, p. 98] Siguen V i W dos
K-espais vectorials i f: V — W una aplicacio lineal.
(1) Si V! <V, fI[V']| < W. En particular, Im(f) < W.
(2) SiW' < W, f~YW'| < V. En particular, Ker(f) < V.

Clarament, una aplicacio lineal f: V — W és sobrejectiva si
Im(f) = W. En canvi, per a la injectivitat, tenim el segiient resul-
tat.

ProposiciO 2.44. [BR13|, Theorem 6.3, p. 102] Siguen V i W dos
K-espais vectorials i f: V — W una aplicacio lineal. Aleshores f és
injectiva, si, i només si, Ker(f) = {0}.

ProposiciO 2.45. [AH22|, Theorem 5.14, p. 237] Siguen V i W
dos K-espais vectorials, A C V i f: V. — W wuna aplicacio lineal.
Denotem f[A] :={f(a) | a € A}. Aleshores:

(1) Si A és linealment independent en V' i f és injectiva, f[A] és
linealment independent en W.

(2) Si A és sistema generador de V' i f és sobrejectiva, f[A] és
sistema generador de W.

Una bona propietat dels homomorfismes é€s que la imatge d’una base
és, de fet, una altra base.
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COROLLARI 2.46. Siguen V ¢ W dos K-espais vectorials. Si V
és finitament generat amb base B = {eq,....,e,} i f: V — W és un
isomorfisme, llavors f[B] = {f(e1), ..., f(en)} €s una base de W.

DEMOSTRACIO. Conseqiiéncia directa de la Proposici6 [2.45] O

Un resultat interessant de les aplicacions lineals és com es relacio-
nen les dimensions del domini, nucli v imatge.

TEOREMA 2.47. [BR13| Theorem 6.4, p. 104] Siguen V i W dos K-
espais vectorials amb V' finitament generat i f: V. — W una aplicacio
lineal. Llavors,

dimg (V) = dimg (Ker(f)) + dimg (Im(f)) .
COROLLARI 2.48. Siguen V 1 W dos K-espais vectorials finitament

generats amb dimg (V) = dimg (W) i f: V. — W wuna aplicacid lineal.
St f és injectiva o sobrejectiva, aleshores és un isomorfisme.

DEMOSTRACIO. Es conseqiiencia directa de l'anterior proposicié.
Per una part, si f és injectiva, dimg (Ker(f)) = dimg ({0}) = 0 1 aixi,
dimg (W) = dimg (V') = dimg (Ker(f)) + dimg (Im(f)) = dimg (Im(f)) .

Com que Im(f) < W, per la Proposici6 Im(f) =W. Aixo0 és,
f és sobrejectiva i, per tant, un isomorfisme.

Per altra part, si f és sobrejectiva, Im(f) = W i aixi,

dimg (W) = dimg (V') = dimg (Ker(f)) + dimg (W) .
Se segueix que dimg (Ker(f)) = 0, és a dir, Ker(f) = {0}. Per la
Proposicié 2.44], f és injectiva i, d’aquesta manera, un isomorfisme. [

A partir d’ara, ja no tornarem a enunciar resultats sense provar-
los, ja que ara si podem enfocar-nos més en un apropament al producte
tensorial. Aixi, presentem el concepte de “propietat universal”. Donats
V @ W dos K-espais vectorials, V x W satisfa una propietat de molta

utilitat, relactonada amb les aplicacions lineals. Pero primer, hem de
conéixer les projeccions.

DEFINICIO 2.49. Siguen V ¢ W dos K-espais vectorials. Definim
les aplicacions projecctons sobre la primera © segona component, my 1
Ty respectivament, com:

m: VxW — V m: VW — W
(v,w) — v, (v,w) — w.

ProprosiciO 2.50. Les aplicacions projeccions sén lineals.

DEMOSTRACIO. Ho comprovarem tinicament per a m; ja que per a
T és analeg. Donats (v,w), (v/,w') € Vx Wil pueK,

m(A(v,w) + p(',w')) = m(Ow + p',  w + pw')  (Bstel] vV x W)
= v+ ' (Det )
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= A (v, w) + Am (v, w'). (Def. )
Concloem que m; és lineal. O

Ara si, veiem la propietat mencionada anteriorment.

ProprosiciO 2.51. (Propietat universal del producte d’es-
pais vectorials). Siguen V i W dos K-espais vectorials. Aleshores
V x W és un K-espai vectorial que satisfa la seguient propietat: per a
tot K-espai vectorial U, per a tota aplicacio lineal f: U — V i per
a tota aplicacio lineal g : U — W emisteix una unica aplicacid lineal
dU enV xW, denotada per (f,g), de manera que el segiient diagrama
commuta:

V w
N y
VxW
o T 0o
f I (f,g) lineal g
U

DEMOSTRACIO. Definim ’aplicacié

(f,g): U — VxW
u — (f(u),g(u)).

Primer hem de confirmar que és lineal. En efecte, si agafem u, v €
Uilpek,

(f9)u+ pu') = (fu+ p'), g(Au + pa')) (Def. {f,g))
= (Mf(u) + pf(u), Ag(u) + pg(u’)) (£, g lineals)
= A(f(u), g(w) + pu(f(u'), g(u))  (Estr. V x W)
= M/, 9)(u) + u(f, g) (). (Def. (f,g))

Per altra part, vegem que compleixen les equacions. Siga u € U,
aleshores,

(m o (f,9))(u) = m(f(u), g(uw)) = f(u),

(m2 0 (f,9))(u) = ma(f(u), g(u)) = g(u).
Finalment, cal demostrar que (f,g) és I'inica aplicacié lineal amb
aquestes propietats. Aixi, suposem que existeix h : U — V x W
aplicacio lineal tal que m o h = f i mg 0o h = g. Volem verificar que per

atotueU, ((f,g))(u) = h(u). Aixi,
({(f;9)(w) = (f(w), g(w)) = ((m1 0 h)(u), (w3 0 h)(u)) = h(u).

IEstr. serd Iabreviatura d’Estructura.
2Def. serd labreviatura de Definicié.
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Per tant, h = (f,g) i deduim que (f,g) és I'inica aplicacié lineal
d'UenVx W tal que myo(f,g) = fimo(f,g) =g 0

El producte d’espais vectorials no és ["inic que gaudeir d’una pro-
pietat universal. De fet, ens trobarem més exemples al llarg d’aquest
treball. Entenem les propietats universals com aquelles que, donada
una aplicacio, ens defineix altra aplicacio, sempre lineal, que fa com-
mutar un diagrama i, a més, sera lunic homomorfisme que ho faca.
Aixi, provem altra propietat universal. En aquest cas, serda referent a
la suma directa.

DEFINICIO 2.52. Donat V' un K-espai vectorial i U, W <V tals que
la seua suma és directa. Definim les aplicacions inclusions iny 1 iny,
com:

ing: U — UsW ing: W — UW
u — u+0, w — 0+ w.

PRroPOSICIO 2.53. Les aplicacions inclusions definides sén lineals.

DEMOSTRACIO. Ho provarem només per a ing, ja que per a iny és
analeg. Siguen u,u’ € U i A\, u € K. Llavors,

ing (M + pu') = (A + pu') + 0 (Def. ing)

= AMu+0) + p(u +0) (Estr. U@ W)

= Ning (u) + ping (u'). (Def. iny)

Per tant, iny és lineal com voliem provar. O

ProPOSICIO 2.54. (Propietat universal de la suma directa).
Siguen V' 1 Z K-espais vectorials, UW < V| tals que U & W 1 siguen
f:U— Zig: W — Z aplicacions lineals. Llavors existeir una
unica aplicacio lineal [f,g]: U @ W — Z tal que [f,g] oiny = f i
[f, gl oinw = g, i.e., tal que el segiient diagrama commuta:

DEMOSTRACIO. Definim [f, g] com

if,gl: UdW — A
u+w — f(u)+ g(w).
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Es clar que per a qualsevol v € U, w € W, puix que tota aplicacié
lineal envia el zero al zero,

([f, g] o iny) (u) = [f, g](iny (u)) = [f, g](u + 0) = f(u) + 9(0) = f(u),
([, gl o inw)(w) = [f, gl(inw (w)) = [f, 91(0 + w) = f(0) + g(w) = g(w).

Per altra part, verifiquem la linealitat, Donats uq,us € U, wq,wy €

Wia,p ek,
[f5 gl(a(ur + wr) + Bug + w2))

= [f, 9]((ous + Bug) + (cwy + fw,)) (Estr. U@ W)
= flauy + Buz) + glaw + fw,) (Def. [f,g])
= a(f(ur) + glwr)) + B(f(uz) + g(uz)) (f, g lineals)
= alf, gl(ur +w1) + Bf, gl(uz2 + w2). (Def. [f, g])

Finalment, hem de provar la unicitat. Aixi, suposem que h: U &
W — Z és una aplicacid lineal que satisfa el diagrama commutatiu
(2. Aixi, donats u € U, w € W, com que u+w = (u+ 0) + (0 + w),

h(u+ w) = h(u+0) + h(w + 0) (h lineal)

= (hoiny(u)) + (hoiny (w)) (Def. ing,iny)

= f(u) + g(w) (hoiny = f,hoiny = g)

= [/, 9](u+w). (Def. [f, g])

Per tant, h = [f, g] i [f, g] és I"inica aplicaci6 lineal amb dita pro-
pietat. U

3. Coordenades

La finalitat d’aquesta seccio és veure com les aplicacions lineals es
poden representar com a matrius. Ac¢o sera d’utilitat per comprendre
el determinant d’una matriu en els darrers capitols.

NoTA 2.55. Siguen m,n € N, denotarem [’espai de les matrius de
dimensid m x n amb entrades en K per M,, ,(K). Es facil comprovar
que M, »(K) és un K-espai vectorial que té com a vector zero la matriu
nul-la i com a lleis de composicio, la suma de matrius i el producte per
escalar de matrius habituals.

Introduim primerament el concepte de coordenada d’un vector.

DEFINICIO 2.56. Siga V' un K-espai vectorial finitament generat
amb base B = {ey, ...,e,}. Siga v € V. Definim la matriu coorde-
nada de v en B i la denotem per [v]g com la matriu

A
[U]B = € Mn,1<K),
An

0N A1, ...y A SO0 els Unics escalars tals que v =Y » | \e;.
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Ara si, podem definir, per a cada homomorfisme definit sobre K-
espais vectorials finitament generats, una matriu que el represente en
unes bases donades.

DEFINICIO 2.57. Siguen V 1 W dos K-espais vectorials finitament
generats i B = {eq,...,en}, B = {&1,....,é,} bases de V i W respecti-
vament. Siga f:V — W wuna aplicacio lineal. Definim la matriu
coordenada o associada d’f de la base B a la base B i la denotem
per My 5(f) a la matriu

g o A

Mpp(f) =1 + . i | €MuaK)
)\m,l >\m,n

ON A1y oy Amn SON els escalars tals que per a cada i € {1,..,n},
flei) = 37001 Ajiéj-

Donats n,m € N i ay, ..., a, € M, 1(K), denotem per (a;---a,) €
Mo (K) com la matriu d'n columnes on la columna i-éssima es cor-
respon amb a; per a cada i € {1,...,n}. Aizi, de la definicid d’abans
deduim que

My s(f) = ([f(e)lg- - [f(en)]p)-
En cas que tinguem' V. =W i B = B, escriurem Mg(f).

4. Aplicacions bilineals

En la segona seccio vam tractar les aplicacions lineals, les quals
estaven definides per a aplicacions que tenen com a domini un K-espai
vectorial. Pero, si el domini és un producte de dos K-espais vectorials,
podem definir un concepte similar? Amb aquest objectiu, presentem les
denominades aplicacions bilineals.

DEFINICIO 2.58. Siguen V,W i U tres K- espais vectorials i siga
f:VXW — U una aplicacio. Direm que [ és una aplicacio bilineal
st €s lineal en cada component, és a dir, si per una banda per a qualsevol
v,V eV, weW i\ u€eK esté que

f()\’U + uvl7 w) = )\f<U, w) + l‘f(vlv w),

i per altra banda, per a qualsevol v € V, w,w’ € W i A\, u € K es té
que

F (0, + ') = Ao, w) + pf (0, ).
Denotarem Bilg(V x W, U) :=={f: V. xW — U | f és bilineal}.

En altres paraules, una aplicacio bilineal és una aplicacio lineal en
cada component. Aizo és, siper a f € Bilgx(VxW,U),veViweW
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qualssevol considerem les aplicacions

fGw): V. — U flv,): W
v o— f(v,w), w

— U
— f(v,w),

llavors tant f(-,w) com f(v,-) son lineals.

NotA 2.59. Les aplicacions bilineals, de la mateiza manera que
les lineals, tenen estructura de K-espai vectorial. Tant la definicio del
vector zero com les de les lleis de composicio, son analegs al cas dels
homomorfismes.

Un resultat basic i directe de la definicio d’aplicacio bilineal és el
seqgient.

LEMA 2.60. St V,W iU son tres K-espais vectorials i f: VxW —
U és una aplicacié bilineal, per a tot v € V i tot w € W, f(v,0) =
f(0,w) =0.

DEMOSTRACIO. Siguen v € Vi w € W. Com que f(-,w) i f(v,-)
son lineals, per la Proposicio [2.40

0= f('7w>(0) = f(O,w), 0= f(U, )(O) = f(U,O),
com voliem. O

Per acabar aquest capitol, veiem com es relacionen els homomor-
fismes i les aplicacions bilineals. Aquest lema sera util més endavant.

LEMA 2.61. Siguen V.W i Z tres K-espais vectorials, aleshores:
Homy (V, Homg (W, Z)) = Bilg(V x W, Z).

DEMOSTRACIO. Definim 'aplicacié
¢:  Homg(V,Homg(W,Z)) —— Bilg(V x W, Z)
h — w(h),
on
eh): VW +— Z
(v,w) > (h(v))(w).

Primerament verifiquem que esta ben definida, aixo és, que @(h)
és bilineal per a qualsevol h € Homg (V, Homg(W, Z)). D’una banda,
donats v,v" € V, w e W, a, 5 € K,

(e(h)(av + Bv',w) = (h(av + Bv'))(w) (Def. ¢(h))
= (ah(v) + Bh(v))(w) (h lineal)
= a(p(h) (v, w) + Blp(h)(V',w).  (Def. p(h))

D’altra banda, donats v € V, w,w’ € W, «a, € K,
(e(h) (v, aw + ') = (h(v))(aw + fu’) (Def. ¢(h))
(h(v))(w) + B(h(v))(w) (h(v) lineal)
(p(h)) (v, w) + B(p(h)) (v, w').  (Def. p(h))

«
«
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D’aquesta manera, ¢(h) és bilineal pel que ¢ esta ben definida.

Ara veiem que ¢ és lineal. Siguen h,g € Homg (V, Homg (W, 7)) i
a, f € K, per a qualsevol (v,w) € V x W,

(p(ah + Bg)) (v, w) = ((ah + Bg)(v))(w) (Def. p(ah + Bg))
= (ah(v) + Bg(v))(w) (Estr. aplicacions)
= a(h(v))(w) + B(g(v))(w) (Estr. aplicacions)
— (alp(h)) + Blolg))) (v, w).  (Def. o(h), ¢(g)

Ens queda aixi per corroborar que ¢ és bijectiva. Per a la injec-
tivitat, suposem que h € Homg(V,Homg (W, 7)) és tal que ¢(h) =
OBl (vxw,2), €s a dir, per a tot (v,w) € V x W,

(o(h))(v,w) = (h(v))(w) = 0.

Per tant, per atot v € V, h(v) = Otiomg(w,2) 1 aix1, h = Oomy (v, Homg (W,2))-
Deduim que ¢ és injectiva.

Finalment, per a la sobrejectivitat, suposem g € Bilg(V x W, Z).
Volem trobar una h € Homg (V, Homg (W, 7)) tal que ¢(h) = g. Defi-
nim 'aplicaci6

h: V. — Homg(W,Z)
v g(v,+).

Aquesta aplicacié esta ben definida gracies a la bilinealitat de ¢g. 1

aixi, per a tot (v,w) € V. x W, es té que

(o(h)) (v, w) = (h(v))(w) = (9(v,))(w) = g(v,w).

Aix{ doncs, ¢(h) = g, i concloem que ¢ és un isomorfisme. U
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Construccions d’espais vectorials

Hi ha tres espais vectorials concrets que ens seran d’utilitat per trac-
tar el producte tensorial: ’espai quocient, l’espai vectorial lliure v [’espai
dual. Per aizo, dediquem aquest capitol a introduir-los i comentar les
seues propietats més basiques.

1. Espai quocient

Per a poder definir l’espai quocient, cal familiaritzar-se primera-
ment amb les relacions d’equivalencia.

DEFINICIO 3.1. Siga X un conjunt. Una relacié sobre X és un
subconjunt R C X x X. Donat (z,2") € R, direm que = esta relacio-
nat amb ' mitjancant R i ho denotarem per xRx’'.

DEFINICIO 3.2. Siga R una relacid sobre X. Direm que R és una
relacio d’equivaléncia si satisfa les segiients propietats:
(1) Reflexiva: Per a tot x € X es té que xRx.
(2) Simétrica: Per atotx,x’ € X tals que xRx’, aleshores x’ Rx.
(3) Transitiva: Per a tot z,2’,2" € X tals que xRx" i 2’ Ra”,
aleshores xRx".

Per a qualsevol element x € X, podem definir la seua classe d’e-
quivaléncia, denotada per [x|g, com el conjunt d’elements d’X rela-
ctonats amb x, és a dir,

[z]r = {2’ € X | xRx'}.

Es clar que [x]g # 0, doncs © € [x]g. Per altra part, anomenem
espai quocient al conjunt de les classes d’equivaléncia per a la relacio
R i el denotarem per X/R:

X/R:={[z]lp C X |z e X}

Ara que conequem les relacions d’equivaléncia, podem presentar les
congruencies, concepte necessari per a definir l’espai quocient.

DEFINICIO 3.3. Siga V un K-espai vectorial. Una congruéncia
sobre V' és una relacio d’equivalencia R CV X V' que satisfa que, per
a tot v, v, w,w €V iper atot X € K:

(1) Compatibilitat amb la suma: Si (v,w), (v, w') € R, ales-
hores (v+ v, w+ w') € R.
19
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(2) Compatibilitat amb el producte per escalar: Si (v,w) €
R, aleshores (v, \w) € R.

Denotarem per Cong (V') al conjunt de totes les congruencies en V.

ProprosICIO 3.4. Siga V un K-espai vectorial i siga R € Cong(V),
aleshores V//R admet estructura de K-espai vectorial amb el vector zero
0]r € V/R i les lleis de composicio

(+): [v]r + [w]g == [v+ w]g, [v]r, [w]r € V/R,
(-): Alv]g == [Mv]R, [v]g € V/R, A € K.

Es pot comprovar facilment que V/R és un espai vectorial gracies
a la definicio de congruencia.

Una pregqunta natural a fer-se és com es poden trobar aquestes con-
gruencies. La realitat és que tot subespai vectorial, de fet, en defineix
una, com veiem en la sequent proposicio.

ProPOSICIO 3.5. Si V és un K-espai vectorial 1 W <V, aleshores
Ry ={(v,u) e VXV | v—u€&W} és una congruéncia.

DEMOSTRACIO. D’una banda, cal comprovar que en efecte, per a
un W <V, Ry és una relacié d’equivalencia. Aixo vol dir que satisfa
les propietats reflexiva, simetrica i transitiva.

Per una part, com per atot v € V, v —v =0 € W, (v,v) € Ry,
i.e., Ry és simetrica.

Ara, siguen v,u € V tals que (v,u) € Ry . Per tant, v—u € W. En
ser W subespai vectorial, —(v —u) =u—v € W, és a dir, (u,v) € Ry
i Ry és simetrica.

Finalment, per a vy, vy, v3 tals que (vy,v2) € Ry i (ve,v3) € Ry,
com que v — vy € W iwvy —uv3 €W, aleshores

Ul—UQ‘I‘(’UQ—Ug):Ul—UgGW

D’aquesta manera, (v1,v3) € Ry i Ry és transitiva. Concloem que
Ry, és una relacié d’equivalencia.

D’altra banda, s’ha de verificar que Ry, és compatible amb la suma
i el producte per escalar. Aixi, siguen vy, vy, v3,v4 € V amb (vq,v9) €
Ry i (vs3,v4) € Ry isiga A € K. Per definicié, ¢ :== vy —vy € W i
d:=wv3 —vy € W. Se segueix que:
c+d= (v +v3) — (v2+v4) € W, per tant, (vy + v, v2 + v4) € Ry,
Ac = Ay — Avg € W, per tant, (Avy, Avg) € Ry .

Concloem que Ry és una congruencia. O

NoOTA 3.6. Escriurem V/W en comptes de V// Ry i [vlw en comptes
de [v]gy, - Observem que en R/W, [vlw = [u]lw si, i només si, v —u €
W.
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Igual que vam fer al capitol anterior amb el producte d’espais vec-
tortals © la suma directa, provarem la propietat universal del quocient.
Recordem que en ambdds casos, definirem unes aplicacions préviament:
les projeccions i les inclusions, respectivament. Aixi, [’espai quocient
no Serd una excepcio.

DEFINICIO 3.7. Siga V un K-espai vectorial 1 W < 'V, definim
I’aplicacio projeccio sobre el quocient com

pryy: Vo o— V/W
vo— [vw.

Es clar que €s un epimorfisme, ja que la sobrejectivitat és trivial i la
linealitat se sequeix de la definicio de congruencia.

Ara si, com que tenim totes les ferramentes necessaries, estudiem
la propietat universal de [’espai quocient.

ProprosiciO 3.8. (Propietat universal de l’espai quocient).
SV i W son K-espais vectorials, f: V — W una aplicacio lineal 1
U <V tal que U C Ker(f), llavors existeix una unica aplicacid lineal
f':V/U — W tal que el segiient diagrama commuta:

v —2 S vu
o
f iﬂ!fh lineal
144

DEMOSTRACIO. Definim 'aplicacié segiient:
ViU — W
Wlp — f(v)

Veiem primer que esta ben definida, aixo és, que 'imatge no depén
del representant. Siguen v,v" € V tals que [v]y = [v']y. Per tant,
v—2v"€U. Com que U C Ker(f) i f és lineal,

0=f(v—0)=f(v) = fV), Le, f(v)=[f(V).

Aix{ dones, se segueix que f([v]y) = fH([v]y).
Ara, comprovem que és lineal. Siguen [v]y, [v']y € V/U i A\, u € K,

an‘[U]U + M[UI]U) = fh([)\v + ,UUI]U> (Ry congrueéncia)
= f(Av + ') (Def. f%)
= Af(v) + uf(v) (f lineal)
= A([lw) + wfA (V). (Def. f?)

Consegiientment, f% és lineal.
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Que f' fa commutar el diagrama és evident, ja que per a cada
v eV, esté que

(ffopry)(v) = Fipry(v) = fF([lu) = f(v).

Per tant, I'inic que ens queda per verificar és que f? és I'inica
aplicacié lineal que ho satisfa. Suposem aixi que h: V/U — W és una
aplicaci6 lineal tal que h o pr;, = f. Llavors per a cada [v]y € V/U,

h([v]u) = (hopry)(v) = f(v) = F([v]o).

Concloem que h = f i es té la unicitat. O

Un corol-lari immediat d’aquest resultat és el Primer Teorema d’I-
somorfia.

COROLLARI 3.9. (Primer Teorema d’Isomorfia) Siguen V i
W K-espais vectorials © f: V — W una aplicacio lineal. Llavors,

V/Ker(f) = Im(f).

DEMOSTRACIO. Evidentment Ker(f) < V amb Ker(f) C Ker(f).
Per la propietat universal de I’espai quocient, existeix una unica apli-

caci6 lineal f%: V/Ker(f) — W tal que f*o prig, s = f-

Veiem que Im(f%) = Im(f). Si w € Im(f%), existeix [v]ker(s) €
V/Ker(f) tal que w = fi([v]ker(s)) = f(v) i, d’aquesta manera, w €
Im(f). Igualment, si w € Im(f ), existeix v eV amb w = f(v), perd
com f(v) = f([v]ker(s)), w € Im(f?). Per tant, realment podem res-
tringir el codomini de fh a Im(f) i aixf, f: V/Ker(f) — Im(f) és un
epimorfisme. Només cal veure la injectivitat.

Siga [v]ker(s) € Ker(f%), aleshores 0 = f3([v ]Ker () = f(v). Aixo és,
v € Ker(f) i [v)ker(s) = [0lker(s)- Deduim que f% és injectiva i, aixi,
V/Ker(f) = Im(f).
Aco conclou la demostracio del teorema. U

2. Espai vectorial lliure

L’espai vectorial és un dels conceptes més importants de l’/ilgebm
Lineal. Consegilientment, tindre una eina per definir-ne un mitjancant
un conjunt qualsevol és de molta utilitat. Presentem aixi [’espai vecto-
rial lliure.

DEFINICIO 3.10. Siga K un cos i siga X un conjunt. El K-espai
vectorial lliure sobre X, denotat per Fx(X), és el conjunt de totes
les aplicacions f: X — K tals que f~K ~ {0}] és finit. Es a dir:

Fx(X)={f: X — K| 3T C X finit tal que Vo ¢ T, f(x)=0}. (3)
El conjunt antiimatge =K~ {0}] rep el nom de suport.
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Provem que, en efecte, és un espai vectorial. Endemés, veiem que
sempre té una base associada.

ProposiciO 3.11. Siga K un cos i siga X un conjunt, Fx(X) és
un subespai vectorial d Homy (X, K) amb base B = {0, | v € X}, on

)1 s y=x
5m(y)_{0 sty # x.

DEMOSTRACIO. En primer lloc veiem que Fg(X) < Homg (X, K).
Per una part, és clar que 0 € Fg(X). Per altra part, siguen f,g €
Fr(X) i A, u € K. Sabem que existeixen 77,7, C X finits tals que
flz) =0, Ve g T11ig(x) =0, Vo & Ty. Definint T := T} U T3, veiem
que T' C X és finit i compleix que

(Af + pg)(@) = Af(x) + pgle) =A-0+p-0=0, Vo gT.
Per tant, A\f + pug € Fx(X) i concloem que Fg(X) < Homg (X, K).

En segon lloc, cal comprovar que B és base de Fx(X), és a dir, que
és sistema generador i linealment independent.

Per a provar que és sistema generador, considerem f € Fg(X).
Aleshores existeix T = {z1,...,z,}, T C X finit tal que f(z) = 0 si
x & T. Siga \; := f(x;), i € {1,...,n}, definim 'aplicacié

g = )\1(5901 + ...+ )\néxn S FK<X)
Six ¢ T, com §,,(x) = 0, per a tot i € {1,....,n}, se segueix que
f(x) =g(x) =0. Siz e T, v =, peracert j € {1,...,n}. Com que
0z,(x;) = 0sii # jidy,(x;) =1, llavors g(x;) = Aj = f(x;). Es a dir,
f =g ideduim que B és sistema generador.

Per a la independencia lineal, siguen x1, ...,2, € X i A\1,..., A\, € K
tals que A10,, + ... + \pdz,, = 0, i volem corroborar que A\; = 0 per a
tot ¢ € {1,...,m}. Fixat j € {1,...,m}, com que 6,,(z;) =0si¢#ji
dz,(x;) = 1, aleshores

(/\1(5951 + ...+ )\néxm)(xj) = )\1(55,;1 (ZL’]) + ...+ )\nérm(x]) = )\j-
Pero com que la combinaci6 lineal és igual a zero,

Per tant, A\; = 0 per a tot j € {1,...,m} i concloem que B és linealment
independent i, d’aquesta manera, una base de Fi(X). O

Una definicio alternativa d’espai vectorial lliure és la segtient.

DEFINICIO 3.12. Siga K un cos i X un conjunt. El K-espati vec-
torial lliure sobre X, denotat per Fx(X), és el conjunt de totes les

possibles K-combinacions lineals formals sobre X . Es a dir:

Fr(X)={>r Az, | neN,Vie{l,...n}, s e Kz, € X} (4)
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Té estructura d’espai vectorial on el vector zero s’entén com la combi-
nacio lineal formal del conjunt buit © les lleis de composicio son

n+m

(+): Z iz + Z,ujx;- = Z Ve Ty, Z i, Z pix € Fr(X)
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1
()« (i )\ixi) = zn:(oz)\i)xi, zn:)\ixi € Fx(X),a €K,
' i=1

i=1

Vk e {1, ...,n}, 7 = M\, 2} =y,
Vke{n+1,...m}, Vi := flhn, T} :=2)_,.
Per tant, cal prequntar-se si aquestes definicions son equivalents.

La realitat és que ambdds espais vectorials son isomorfs i és per aixo
que podem escollir amb quina construccio treballar.

PROPOSICIO 3.13. Els espais vectorials construits a les Definicions
i[3.19 son isomorfs.

DEMOSTRACIO. Denotem per A al conjunt i per B al conjunt
i definim Daplicacié

p: A — B
f — Z:{:EX f(ﬂ?) €.

Notem que esta ben definida, ja que, per a tot f € A existeix T =
{z1,....;z,} € X finit tal que f(z) = 0 si @ € T i, aixi, ¢(f) =
Yowex f(@)x=>"" f(z;)x; és una combinaci6 lineal formal.

Per provar la linealitat, considerem f,g € Ai «, 8 € K. Llavors,

plaf +Bg) = (af +Bg)(x)z (Def. )
=« Z flx)yz+p Z g(z)x (Estr. aplicacions)
= ap(f) + Be(g). (Def. )

Per tant, ens resta per verificar que és bijectiva. Per a la injectivitat,
considerem f € Ker(p) i, d’aquesta manera,

0=oe(f) = Zf(x) x, llavors, Vo € X, f(z) =0, ie., f=0.
zeX
Aixi, ¢ és injectiva.

Per a la sobrejectivitat, considerem Y Az; € B. Si agafem la
funcié f: X — K tal que per a tot i € {1,...,n}, f(z;) = \; i tal que
fx) =0siz € X~ {xy,..,x,}. Es clar que f € A en tindre suport
finit T := {x1,...,z,}. A més, f satisfa que

o) = f@e=23 fl)z=3 X

zeX
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Per tant, ¢ és bijectiva i, consegiientment, un isomorfisme. U

A partir d’ara, emprarem sempre la Definicio m Es a dir, Fx(X)
sempre denotara l’espai vectorial de combinacions lineals formals sobre
X. Un dels avantatges que ens aporta aquesta construccio és que sem-
pre té associada una base trivial com s’aprecia en el seqguent corol-lari.

COROLLARI 3.14. Siga X un conjunt, aleshores X és una base de
Fr(X).

DEMOSTRACIO. Continuant amb la notacié de la demostracié de la
Proposici6 [3.13] per la Proposicié [3.11] sabem que B4 := {4, | v € X}
és una base d’A. Aixi, pel Corol-l, ©[Ba] sera base de B.

Notem que per a cada y € X,

p(0y) = Z doy(v)r =1y =y.
reX
Per tant, ¢[Ba] = {¢(0,) | v € X} = {2 | x € X} = X com voliem
provar. ]

NoTA 3.15. 51V és un K-espai vectorial finitament generat amb
base B, llavors V' és el conjunt de les combinacions lineals de B, mentre
que Fx(B) és el conjunt de combinacions lineals formals de B. D’aques-
ta manera, la identificacio de V. amb Fx(B) en aquest cas és evident.

L’espai vectorial lliure també té la seua propia propietat universal.
De nou, per a estudiar-la, previament hem de definir una aplicacio: la
inclusio canonica.

DEFINICIO 3.16. Per a un conjunt X, definim l'inclusié candonica
en Fx(X) com laplicacid

iny: X — FK(X)
T x.

NotaA 3.17. Es clar que la inclusio canonica €s una aplicacio lineal.
Verem aixt la propietat universal de l’espai vectorial lliure.

ProprosiciO 3.18. (Propietat universal de l’espai vectorial
lliure). Siga X un conjunt, V un K-espai vectorial i f: X — V una
aplicacid. Aleshores existeiz una tinica aplicacid lineal f*: Fg(X) —
V tal que ffoiny = f, i.e., el segiient diagrama commuta:

X — L Pr(X)
o
f 1 3AfY lineal

v
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DEMOSTRACIO. Definim ’aplicacié
i Fr(X) — Vv
Do N Do Nif ().
Comprovem que compleix les propietats enunciades. Primerament,
és lineal, ja que donats 3 7, Ny, D000, ;@5 € F(X) i o, B € K,

() (E)

= f (i aXiz; + i”: ﬂ/lj@) (Estr. Fx(X))
i=1 j=1

= Z a f(x;) + Z Bu; f(z;) (Def. f*)
—a Z Nof (z;) + B Z 1 f(25) (Estr. V)

= aff <Z )\ﬂﬁ') + B[ (Z ,ujfvj> : (Def. f%)
i=1 j=1
Segonament, és clar que ffoiny = f, doncs per a qualsevol z € X,

(ff oiny)(z) = ff(inx(z)) = ff(x) = f(2).
Per tdltim, ens falta verificar la unicitat. Aixi, siga una aplicacié
g : Fg(X) — V lineal tal que g oiny = f, veiem que f* = g. Donat
Z?:l )\zxz S FK(X),

g (Z >\i$i> = Z Aig(zi) (g lineal)

= " Nilgoinx)(z;) (Def. iny)
i=1
ZZ&JC(%‘) (goinx = f)
i=1
i (Z A:c) . (Def. f1)
i=1
D’aquesta manera, g = f* com voliem demostrar. U

Per la Nota |3.15, realment tenim un altre resultat: donat un K-
espai vectorial finitament generat amb base B, si definim una aplicacio
f:B — W on W és altre K-espai vectorial, la podem estendre de
manera Unica a un homomorfisme mitjancant f. Es a dir, f* seria
[Minica aplicacid lineal de V. en W tal que f*(e) = f(e) per a tot e € B.
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Dit aco, tenim un corol-lari que ens permet assignar a cada matriu
un homorfisme.

COROLLARI 3.19. Siguen V i W dos K-espais vectorials finitament
generats, amb bases B = {ey,..,e,} i B = {é1,....,é,}. Siga A €
M, (K). Llavors ezisteiz una unica aplicacio lineal de V en W tal

que A= Mpyz(f).

DEMOSTRACIO. Siga

Definim 'aplicacié
f: B — |14
e, H—— Z;nzl /\j,iéi
i considerem f*: V — W. Aixi, f* és una aplicacié lineal que, per
definicié,
M (f5) = ([Ff(e)ls - L (ealg) = ([f(en)]g- - [f(en)]g) = A.

Per tant, f* és I'aplicacié que buscavem. Per verificar la unicitat,
considerem g: V' — W satisfent que My 5(g). Per definicié de matriu
coordenada, going = f, ja que les coordenades d’un vector sén uniques.
Pero, per la unicitat de f*, g = f* com voliem. U

Per finalitzar aquesta seccio, provarem un lema que serda mecessa-
ri al final del Capitol 5 i que completa la discussio feta anteriorment.
Realment, per definir una aplicacio lineal que té com a domini un es-
pai vectorial finitament generat, és prou amb conéizer les imatges dels
elements de la base.

LEMA 3.20. Siguen V i W dos K-espais vectorials amb V' finitament
generat, Homg (V, W) = Homg (B, W) on B és una base de V.

DEMOSTRACIO. Siga B = {ey, ..., e, }. Considerem l'aplicacié
()|s: Homg(V,W) — Homg(B, W)
f — fls
on f|g(e;) := f(e;) per a tot f € Homg(V,W) i tot i € {1,...,n}.
Evidentment, esta ben definida. Comprovem que és un isomorfisme.
Primerament, hem de corroborar la seua linealitat. Donats f,g €
Homg (V,W) i «, 8 € K, volem que (af + B9)|s = af|s + Bgls. Aixi,
per a cada i € {1,...,n},
(af + Bg)ls(e:) = (oof + Bg)(e:) (Def. (avf + Bg)ls)
=af(e;) + Bgle;) (Estr. aplicacions)

= af|s(e:) + Bgls(e:) (Def. fls gls)
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= (fls + Bgls)(e:) (Estr. aplicacions)

Per tant, inicament hem de veure que és bijectiva: ho farem trobant
la inversa. Definim 'assignacio:
(:)*: Homg(B,W) — Homg(V,W)
f — ff
Recordem que identifiquem Fy(B) amb V. Verifiquem que (-)* és
la inversa. Per una part, donat f € Homg(V, W), hem de provar que

(flg)* = f. Aixi, per a qualsevol v € V, com que v = Y | \;e; per a
certs \; € K, i € {1,...,n}, aleshores,

(fls)(v) = (fls)f (}:A@) (Def. v)

= Z Ai(f1s)*(es) ((f]5)* lineal)

= Z Aifls(ei) ((flg)*oing = f|g)
= Z Aif (€:) (Def. f|5)
=/ (Z )\i6i> (f lineal)
= f(v). (Def. v)

Per altra part, cal verificar que, per a cada g € Homg(B, W),
(¢*)|s = g. Aixi, per a cada i € {1,...,n},

(9°)|s(e:) = g (er) (Def. (g%)]5)
= g(e:). (¢f oing = g)
Concloem que (+)|p és un isomorfime. O

3. Espai dual

Tot i que al capitol anterior abordarem les aplicacions lineals, hi ha
un cas particular que, per la seua rellevancia, és menester tractar-la en
altra seccio. Aixi, presentem l'espai dual. En especial, ens interessa el
cas on l’espai vectorial de partida és finitament generat.

DEFINICIO 3.21. Siga V un K-espai vectorial, es defineix el seu
espai dual, denotat per V*, com V* := Homg(V, K).

Suposem que V' té dimensid finita dimg (V) = n € N. Si agafem
una base B = {eq,...,e,} de V podem considerar la seua base dual,
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definida com sequeiz: per a cada i € {1,...,n}, considerem [’aplicacio

o [ rsiog=i
“ 0 si j#i.

Per la propietat universal de [’espai vectorial lliure, per a cada i €
{1, ...,n} podem estendre §; a una unica aplicacid lineal 5?: V — K
tal que 5? oing = ¢0;. A partir d’ara, escriurem e} per a denotar 53.
Veiem com actuen els e per a cada vector de V.

Siga v € V', com que B és base de V', sabem que existeix unics

Ay A € K tals que v =>"" | Nie;. Aleshores,

er(v) = 5?(1;) (Notacid)
=1
— Z )\i(;?(@i) (51ﬁ lineal)
=1
= )\lél(el) (55 e} ing = 61)
1=1

ProprosiciO 3.22. Siga V' un K-espai vectorial finitament generat
amb base B = {ey, ...,e, }, llavors B* := {e}, ...,e5} és base de V*. En
particular, dimg (V*) = dimg (V).

DEMOSTRACIO. Comprovem que B* := {ef,...,e}} és base de V*.
Per una part, donat f € V* si definim per a cada i € {1,...,n},
a; = f(e;) € K, veiem que f =>""  ae}. Per acadav € V, com que
v=> ", Ne peracerts \; € K i€ {l,..,n},

=f <Z )\iei> = Z )\if<€i)a

en ser f lineal. Pero, també tenim

(Zamf) Zae Za/\,-:z}\if(ei).

Aixi, f = Y7 el i B* és sistema generador. Per a la inde-
pendeéncia lineal, suposem que, per a certs aq, ..., a, € K,
ajel + ...+ ayer = 0.
Per a cada j € {1,...,n}, se satisfa que

0= (Z ozﬁ?) (e) = Z azer(ej) = ay.
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Conseglientment, B* és linealment independent. Concloem que B*
és base. U

Notem que l’assignacio

V*

() V — V* tal que ((-)*)*o

—~

es pot estendre a unica aplicacio lineal
iIlB = ()*
NoTa 3.23. Escriurem (-)* en compte de ((-)*)".

Estudiem com actua aquesta aplicacio sobre espais vectorials de
dimensio finita. Siguen v,u € V i B = {ey,...,e,} una base de V,

aleshores existeixen unics Ay, ..., \n € K, pi1, ..., b, € K tals que v =
St e tu=Y 1 pe;. Pertant,
vt (u) = [(())F(v)](w) (Notacio)

= (()*)ﬁ (Z )\iei>] (u) (Def. v)
= (Z Ai((')*)ﬁ(ei)>] (u) ((()*)ﬁ lineal)

N ZAie?] (u) ((()*)7 o ing = (-)")

— Z Aiex(u) (Estr. aplicacions)
i1

= Z)\im. (Vie{l,..,n},ef(u) = ;)
i=1

Per acabar amb aquest capitol, presentem el segiient lema.

LEMA 3.24. Siga V' un K-espai vectorial finitament generat i siga
v €V tal que, per a tota aplicacio f € V*, f(v) = 0. Llavors v = 0.

DEMOSTRACIO. Per reduccié a absurd, suposem que v # 0. Ales-
hores {v} és un conjunt linealment independent i es pot ampliar fins
obtindre una base de V, B = {v, e, ..., e, }. Considerem ara ’element
de la base dual, v* € V*. Observem que v*(v) = 1, contradient la
hipotesi. Aixi, v = 0. U



CAP{TOL }

Introduccio al producte tensorial

1. Definicié, existencia i unicitat

El proposit d’aquest treball és conéizer el producte tensorial d’es-
pais vectorials. FEls Capitols 2 i 3 han servit per a recopilar tota la
teoria mecessaria abans de definir aquest concepte. Ara si, ja estem
preparats per entendre que és el producte tensorial de dos espais vec-
torials. Remarquem que unicament és el de dos espais vectorials © no
més. Reservem per al Capitol 7 el producte tensorial d’una quantitat
finita arbitraria d’espais vectorials.

DEFINICIO 4.1. Siguen V i W dos K-espais vectorials. Un produc-
te tensorial de V 1 W és un K-espai vectorial Z junt a una aplicacio
bilineal p: V. x W — Z satisfent la segiient propietat universal: do-
nats un K-espai vectorial T 1 una aplicacio bilineal : V x W — T
qualssevol, existeix una tunica aplicacid lineal °: Z — T de manera
que el segiient diagrama commuta:

VxW —* 7
I
O
1 3P lineal
P |
T

Abans de continuar, cal examinar que aquesta definicio té sentit, €s
a dir, que donats dos K-espais vectorials, sempre existeix un producte
tensorial entre aquests. Veurem dues construccions diferents les quals
compleizen amb la definicio.

ProposICIO 4.2. Siguen V i W dos K-espais vectorials. Siga U el
subespai de Fx(V x W) generat pels elements de la forma

Av,w) — (A, w), veViweW ek,
Av,w) — (v, Aw), veViweW ek, (5)
(v, w+w) — (v,w) — (v,w'), veVwuw eWw,
(v+vw) — (v,w) — (v, w), v, e Viw e W.

Considerem Z := Fx(VxW) /U i@: VXW — Z, ¢ := pryoiny«w.
Aleshores (Z, ) és un producte tensorial de Vi W.

DEMOSTRACIO. Es clar que Z és un K-espai vectorial, ja que I’espai
vectorial lliure i ’espai quocient ho sén. Veiem que ¢ és bilineal. Siguen

31
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v, o' eV, we Wil uée€K, aleshores

o(Av + ', w) = [(Av + pv', w)]y (Def. o)
= [(Mv,w)]y + [(wv', w)]y (Compatible suma)
= M(v,w)]y + p[(v,w)]y  (Compatible producte)
= Ap(v, w) + pp(v’,w'). (Det. )

Per tant, ¢ és lineal en la primera component. La comprovacié del
fet que és lineal en la segona component és analoga. D’aquesta manera,
© ¢és bilineal.

Falta per provar que ¢ satisfa la propietat universal. Siga T un
K-espai vectorial i ¢p: V x W — T bilineal. Per la propietat universal
de T'espai lliure, sabem que existeix una tnica aplicacié lineal 1 tal
que aquest diagrama commuta:

Vox W — 2 (Vo W)
oo

3yt lineal
|

\L

T

Notem que els elements de la forma tenen imatge nul-la. Per
exemple, per a A(v, w) — (Av,w) € Fg(V x W),

wﬁ()‘(vv w) - (>‘U7 w))

= (zﬁﬁ oinyyw) (A, w) — (Av,w)) (Def. iny.w)
= Y(A(v,w) — (A\v,w)) (YF o iny e = V)
= ¥(0, \w — w) (Estr. V- x W)

= 0. (Lema [2.60))

La demostracié per a la resta d’elements és similar. Si s € U,
existeixen elements sy, ..., s, € U amb la forma de (5)) i Ay, ..., A, € K
de manera que s = A\1S1 + ... + \,8,. Aixi,

UH(s) = VF(Aist 4 .+ Ansn) (Def. s)
= M (s1) 4 oo+ At (sy,) (% lineal)
= 0. (Vi, t(s;) = 0)

Per tant, U C Ker(¢*). Com que ¢*: Fg(V x W) — T és lineal,
per la propietat universal de ’espai quocient, existeix una tnica apli-
cacié lineal (%)% Fx(V x W)/U — T tal que el segiient diagrama
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commuta:
Fx(V x W) — 2% Fp(V x W)/U
© iﬂ!(goﬁ)h lineal

Pt i

\lf

T

Llavors, si comprovem que (1*)f o o = ¢, hem acabat. En efecte,

(1) 0 = (VF)F o (pry o iny ) (Def. )
= ((¢")" o pry) o inysew (Associativitat)
= ¢f o iny (%)% o pryy = 9F)
= 9. (¢* o iny s = 1))

Aixi doncs, ¢ compleix la propietat universal del producte tensorial,
ja que la unicitat es té gracies a les unicitats de (1*)f i ¢*. Concloem
que (Fx(V x W))/U, ¢) és un producte tensorial de V i . O

Altra construccié coneguda es pot trobar a [Rya02|. Presentem-la
amb detall. Siguen V i W dos K-espais vectorials. Sabem que Bilg (V x
W, K)* és un K-espai vectorial. Definim

. VxW — Big(V x W K)*
(v,w) O (v, w),
on
¢(v,w): Bilg(V x W, K) — K
W — (v, w).
Veiem que ® esta ben definida, és a dir, que per a qualsevol (v, w) €

V x W, ®(v,w) és lineal, ja que ha de ser un element de l’espai dual.
Aizi, siguen 11,1 € Bilg(V x W K) i o, 5 € K,

O (v, w)(ayy + Bivs) = (ahy + o) (v, w) (Def. @(v,w))
= a1 (v, w) + Biha(v, w) (Estr. aplicacions)

= a®(v,w) (1) + (v, w)(2). (Def. (v, w))

)

Per tant, ®(v,w) és lineal i, aixt, un element de Bilg(V x W, K
per a qualsevol (v,w) € V x W.

*

Per altra part, considerem
Z = (Im(®)) < Bilg(V x W, K)*.
Per construccid, és subespai vectorial de Bilg(V x W, K)*. Aizi, podem
construir una aplicacio de VX W en Z com sequeiz:

p: VW — A
(v,w) — P(v,w).
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Es a dir, ¢ és la correstriccio de ® a Z.

PRropPOSICIO 4.3. La tupla (Z,¢) que acabem de definir és un pro-
ducte tensorial de V 1 W.

DEMOSTRACIO. Hem de provar que ¢ és bilineal i que el parell
(Z, ) satisfa la propietat universal del producte tensorial. Comencem
per la bilinealitat: siguen vy,vy € V, w € W, o, € K, verifiquem
que @ és lineal en la primera component. Amb aquest objectiu, cal
veure que p(avy + fug, w) 1 ap(vy, w) + Be(ve, w) actuen de la mateixa
manera per a qualsevol ¢ € Bilg(V x W,K). Aixi,

s+ Buz, w) (1) = Dlawy + fua, w)(0) (Def. )
= Y(av; + Bug, w) (Def. @)
= a(vy,w) + B (v, w) (1) bilineal)
= a®(vi, w)(¥) + (v, w) (V) (Def. ®)
= (a®(v1,w) + P (vy, w)) (1)) (Estr. aplicacions)
= (ap(v1,w) + B(va, w)) (V). (Def. )

Per tant, ¢ és lineal en la primera component. Per a la segona, la
comprovacid és analoga i se segueix la bilinealitat.

Ens falta corroborar que (Z, ) satisfa la propietat universal. Siga
T un K-espai vectorial i siga ©: V x W — T una aplicaci6 bilineal,
volem comprovar que existeix una tnica aplicaci6 lineal ¢*: Z — T
tal que el seglient diagrama commuta:

VxW —2 7
o
1 3N lineal (6)
¥ |
T

Donat z € Z , com que Z = (Im(®)), aleshores
z2=MNP(v1,w1) + ... + NP (v, w5,

per a certs A,...\, € K, vy,...,v, € V, wy,....,w, € W in &€ N.
Definim
W Z — T
2imi Ni®(vi wi) = 3T N (v, wi).

S’ha de veure que és lineal. Siguen 2,2’ € Zia,f € K, sabem que z =
Do M@ (v wg) 12 =370 @ (v, wh), per a certs (v, w;), (v, w)) €
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VxW, \,pjeKonie{l,..,n}ije{l,..,m}. Per tant,

V(az+B7) = ( Z:/\(Pvl,wZ +52,u3 v, W) ) (Def. z,2")

=’ (Z aX®(v;, w;) + Z B ®(v], wé)) (Estr. 2)
i—1 =

- Z aXip(vi, w;) + Z B (v, w)) (Def. ")
i=1 j=1
=« Z Ait(vg, w;) + B Z pi (v, wh) (Estr. T
i=1 j=1
= ay’(2) + B’ (). (Def. ¢, z,2")

Consegiientment, 1/° és lineal. Adonem-nos que el diagrama @
commuta ja que, per a tot (v,w) € V. x W,

(W © @)(va) = Q/Jb(go(va w)) = ¢b<@(y7w)) - w(%w)'
Aixd és, ¥ 0 ¢ = 1 com volfem.

Per 1ltim, hem de provar que ¢” és I'tinica aplicacié lineal amb dita
propietat. Suposem que existeix 10: Z — T lineal tal que 1) o ¢ = 1.
Volem ¢ = 9. Siga 2z € Z amb 2z = Y.'  \;®(v;, w;). D’aquesta
manera,

= (Z Ai® (v, wJ) (Def. z)

= Z A (@ (v, w;)) (¢ lineal)

= Z Aith (p(v;, w;)) (Def. ¢)

= Z)\iw(%wi) (Yop=1)
i=1

= ’(2). (Def. 4", 2)

Per tant, v = 1" i concloem que (Z, ) és un producte tensorial. [J

Ara bé, donades dues construccions, apareix el dubte de quin pro-
ducte tensorial considerar si existeix més d’un. Gracies a la segiient
propietat, notem que podem parlar que unicament existeir un “unic”
producte tensorial tret d’isomorfisme unic.
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ProrosiciO 4.4. Siguen V i W dos K-espais vectorials i siguen
(Z,¢) i (Z',¢) dos productes tensorials de Vi W. Aleshores Z i Z'

son isomorfs.

DEMOSTRACIO. Per les propietats universals de ¢ i de ¢’, com
que ¢’ i p sén aplicacions bilineals, existeixen unes tiniques aplicacions
lineals () i ¢ tals que els segiients diagrames commuten:

VxW —*% Z VXWL) Z’
\ EH' ® lineal \ EH ©” lineal
Z

Per tant, tenim els seglients diagrames:

VxWwW —Y 57 VxW —2— 7
N0 o
o' :3!(g0/)" lineal |
O Ny 4
Il lineal

Notem que com l'aplicaci6 identitat és lineal i la composicié d’aplica-
cions lineals també, per la unicitat d’aquestes en el producte tensorial,
podem afirmar que ¢’ o (¢')” = id;. Raonant analogament, s’obté
(¢')> 0 ¢’ = idy. Concloem que Z i Z' sén K-espais vectorials iso-
morfs. U

NoOTA 4.5. Acabem de provar que el producte tensorial és unic tret
d’isomorfisme unic. D’aquesta manera, a partir d’ara ens referirem
“al” producte tensorial, ja que el que realment ens interessa és que té
associat una aplicacio bilineal i la propietat universal que satisfa junt
amb aquesta. A més, denotarem el producte tensorial de V i W per
VoW isi(v,w) € VxW escriurem v@uw per a referir-nos a p(v,w),
on @ és l'aplicacio bilineal associada. També, farem un abis de notacio,
denotant l’aplicacio bilineal ¢ per ®.

Arran del producte tensorial hem definit una assignacio de la forma
(): Bilg(V xW,T) — Homg(V e W,T)
V — P’
Aquesta assignacio és de molta importancia, puir que, com prova-

rem, és un isomorfisme.

PRrOPOSICIO 4.6. L’assignacid (-)° és un isomorfisme. Com a con-
seqiiencia, Bilg(V x W, T) = Homg(VQW,T) per a qualssevol K-espais
vectorials V,W 1 T.
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DEMOSTRACIO. Hem de verificar que ’assignacid és lineal, injectiva
i sobrejectiva. Comencarem amb la linealitat. Aixi, considerem
Vv VW —T, Vy: VXW —T
aplicacions bilineals i escalars «, 5 € K. Volem provar que
(-7 (ahr + Byp) = a(-) (1) + B(-) (),
és a dir, que

(crhy + Baa)” = aupy + By,

Per la propietat universal del producte tensorial, (at); + Biby)’ és
I"inica aplicacio lineal que satisfa:

VxW —2 s VoW
O
| EI!(oam—&—ﬁl/Jg)b lineal
a1+BY2 !
\l/
T
Pero, per altra part:
VxW —2 s VoW VxW —2 s VoW

I I
O | O |
1 3N lineal 1 el lineal
1 ! 2 '
+ +
T T

Aixi, an) + Bip5 és una aplicacié lineal i a més compleix que
(0w + BU3) 0 ® = a(¥ 0 ®) + B 0 ®) = athy + Bifa.

Per la unicitat de () + Biby)’, es té que (o), + Biby)’ = anl’ + B i
(-)° és lineal.

La bijectivitat de (-)’ la provarem donant la seua inversa. Conside-
rem ’aplicacié

(Jo®: Homg(VeW,T) — Bilg(V xW,T)
f — fo®.

Hem de comprovar que esta ben definida, és a dir, que si considerem
f: VW — T aplicacio lineal, llavors f o ® és bilineal de V' x W en
T. Siguen vy, v € V,w e Wia,p ek,

(f o ®)(avy + Pva,w) = f((av1+Prg) @ w) (Notacid)
= fla(v ® w)+B(v2 ® w)) (® bilineal)
=af(v; @w)+Lf (v @ w) (f lineal)
= a(f o®)(v1,w)+B(f o ®)(ve, w). (Notacid)

Per tant, és lineal en la primera component i, analogament, es veu
que és lineal en la segona. Consegiientment, f o ® és bilineal i (+) o ®
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b

)

esta ben definida. Aixi, falta per corroborar que és la inversa de (-)
aixo és,
()o®)o () =idpivxwr), () o(()o®) = iduomevewr)-

Siga 1 € Bilg(V x W,T). Per la propietat universal del producte
tensorial, sabem que 1° o ® = 1. D’aquesta manera:

(Ve@)o (V) @) =(()o®) (W)= o =1

Per altra part, siga f € Homg(V ® W,T), com que hem provat
que f o ® és bilineal, per la propietat universal del producte tensorial
aquest diagrama commuta:

VxW —2 VoW
O |
1 3(fo®)? lineal
fo® !
\L
T

Es a dir, (fo®)’0o® = fo®. Com que f és lineal, per la unicitat
de la propietat universal, (f o ®)” = f, i concloem que

(Yo (() o) (f)=(()) (fow)=(fo®) ={.

D’aquesta manera, (-)” presenta inversa, la qual és ((-)*’)71 = (-)o®,
i aleshores és bijectiva. En ser bijectiva i lineal, és un isomorfisme. [l

2. Propietats basiques

Recordem que si V i W son dos K-espais vectorials, f: V — W
una aplicacio lineal i sobrejectiva 1 A C V' és un sistema generador,
aleshores, per la Proposicio flA] és sistema generador de W.
Basant-nos en la construccio del producte tensorial de la Proposicio
com que Fx(V xW) i VW son K-espais vectorials, pry: Fg(V x
W) — VW és lineal i sobrejectiva i VxW C Fx(V xW) és sistema
generador, llavors

prylVxW]l={vew | veV,weW}

és sistema generador de V @ W. FEncara que hem gastat la primera
construccio, recordem que qualsevol altra és isomorfa a aquesta gracies
a la unicitat del producte tensorial.

DEFINICIO 4.7. Els elements de V@ W s’anomenen tensors. En-
demés, els tensors que tenen la forma v @ w onv € V iw € W
s’anomenen tensors elementals.

Notem per ['observacio previa que els tensors elementals generen
V@ W. Per tant, tot element de V @ W és una combinacio lineal de



2. PROPIETATS BASIQUES 39

tensors elementals. Pero com que
n n
Z Ai(v; @ w;) = Z()\ivi) & wy,
i=1 i=1
tot element de V@ W és una suma finita de tensors elementals.

Aizo és de molta ajuda doncs, per exemple, donada una aplicacid
lineal : V@ W — Z, basta conéixer la seua imatge per als tensors
elementals, ja que sit € V@ W, t:=3 "  v; ® w; per a certs v; €V,
w; € W, 1 €{1,...,n}, llavors

Y(t) = (Z v; ® wz’) = Zw(%‘ ® w;). (7)

Aizo també ens facilita la labor si volem demostrar que una aplicacio
és lineal, ja que provar-ho amb tensors elementals és suficient, en ser
tot tensor suma d’aquests. Finalment, si el nostre objectiu és veure
que una aplicacio lineal €s la identitat, observant @, clarament basta
examinar que, per a tot temnsor elemental, la funcio retorna el mateix
tensor elemental.

Al segiient capitol tractarem els tensors elementals més en detall.
En aquesta seccio, mostrarem com la propietat universal ens serveix
per a demostrar propietats basiques, comengant per la seqguent.

ProprosiciO 4.8. Siga V un K-espai vectorial. Llavors KQV = V.

DEMOSTRACIO. Per una part, considerem ’aplicacid
v: KxV — V
(\v) — .

Aquesta aplicaci6 és bilineal. En efecte, si considerem o, 5, A\, u € K i
veV,

V(@A + Bu,v) = (A + Bujv (Def. )
= alv + B (EV2)
— a(\) + B(uo) B3
= Oﬂﬁ()\, U) + 5770(//“7 U)' (Def ¢)

Per tant és lineal en la primera component. Pel que fa a la segona,
agafant \,a, f € Kiv,v' €V,

(N, av + ') = Aav + o) (Def. )
= \av + \3v (EV1))
= a(lv) + (W) (Commutativitat i[EV3)
= arp(\,v) + Y (A, 0). (Def. 1)

Aixi, ¢ és bilineal i per la propietat universal del producte tenso-
rial existeix una tnica aplicacié lineal ¢” tal que el segiient diagrama
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commuta:
KxV —2 LKV
I
O |
1 31y lineal
¥ i
\L
Vv

Per altra part, siga I'aplicacié

&V — KV
vo— 1 ®u.

Notem que & és lineal ja que si agafem o, 5 € Kiv,v' €V,

Elav + Bv) =1 (av + Bv') (Def. €)
=a(l®v)+ (1) (® bilineal)
= ag(v) + BE0). (Det. €)

Si provem que (°)~! = £, 9’ seria bijectiva i, com que és lineal, un
isomorfisme. En conseqiiencia, comprovem primer que € o 9’ = idggy.
En ser tant ¢ com ¢ lineals, la seua composicié és lineal i d’aquesta
manera és suficient de veure-ho per als tensors elementals. Aixi, si
agafem A e Kiv eV,

o) A@v) =W (A @) (Composicio)

= £(¥(Av)) (¥’ o® = 1)

= ¢{(\) (Def. 1)

=1® M (Def. &)

=A®u. (® bilineal)

Finalment, verifiquem que ¥ o € =idy. Perav € V,

(¥’ 0 €)(v) = ¥ (¢(v)) (Composicio)

=’ (1®v) (Def. €)

=¥(1,v) (W op=1)

— . (Def. ¢ i [EVA)

Concloem que 9" o & = idy i, aixi mateix, que K® V i V sén
isomorfs. U

Nota 4.9. A partir d’ara, o Uaplicacid ¢° de la demostracid an-
terior [’anomenarem oy . Es a dir, donat V un K-espair vectorial,
ov: K®V — V denota lisomorfisme tal que per a tot A\ € K i
veV, op(A®v) = .

Sabem que el conjunt d’aplicacions lineals formen un espai vectorial.
Per tant, és natural preguntar-se com funciona un tensor elemental
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format per dues aplicacions lineals. En eize sentit, introduim el sequent
resultat.

ProrosiciO 4.10. Siguen U, V,W i T quatre K-espais vectorials i
siguen f:V — U, g: W — T dues aplicacions lineals. Aleshores
existeir una unica aplicacio lineal f @ g: VW — U T tal que,
per a qualsevolv e V iw e W, (f®g)(vew) = f(v)® gw).

DEMOSTRACIO. Definim Iaplicaci6 ¢ := ® o ({f oy, gom)). Com
que f, g son aplicacions lineals i les projeccions també, f om i g o my
també ho sén. Aixi, (f om, goms) és I'inica aplicacié lineal que satisfa
que aquest diagrama commuta:

U T
"& V
UxT
ot 0
fom <fOT|'17gOTl'2> gom2
VxW

D’aquesta manera, per a cada (v,w) € V. x W,

(v, w) = (®o ((fom,gom)))(v,w) (Def. ¢
=®((fom)(v,w),(gom)(v,w))  (Def. (fom,gom
= f(m(v,w)) @ g(me(v, w)) (Notacié
= f(v) ® g(w). (Def. 7,9

~—
~— — ~— —

L’aplicacié que cerquem és ¢°, perd per poder-la definir cal primer
veure que 1 és bilineal. Si agafem v,v' € Viwe W, a,p € K,

Ulav + B, w) = flav + V) ® g(w) (Def. )
= (af(v) + Bf (V) ® g(w) (f lineal)
=a(f(v) @ g(w)) + B(f(v') @ g(w))  (® bilineal)
= arp(v, w) + Y (v, w). (Def. ¥)

Per tant, 1 és lineal en la primera component. La linealitat en la
segona és analoga. Aixi, 1 és bilineal i podem construir el segiient
diagrama commutatiu:

VxW —2 s VeWw
o

3y’ lineal

v
UeT
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Aixi, per atot v € V i w € W, existeix una unica aplicacié lineal
W VOW — U®T tal que
V(v @ w) = P(v,w) = f(v) @ g(w),

com voliem demostrar. O

NoTA 4.11. A Uaplicacié o)° de la proposicid anterior la denotarem
per f ® g.

NoTA 4.12. Notem que f ® g en aquest cas denota un element d’
Homg(V @ W,U ® T'). No obstant aizxo, també es podria considerar
com un tensor elemental d’ Homg (V, W) ®@ Homg (U, T'). Més endavant

veurem que aquesta ambigiitat no dona lloc a confusio si V i U son
finitament generats.

Finalment, examinem com es relaciona ’aplicacio definida a la Pro-
posicid [{.10 amb la composicid d’aplicacions.

ProPOSICIO 4.13. Siguen Vi, Va, Vs i Wi, Wa, Wy sis K-espais vec-
torials.  Siguen f1: Vi — Vo, fo: Vo — Vi i gi: Wi — Wo 4
go: Wo — W3 aplicacions lineals. Llavors,

(f2®g2) o (f1®g1) = (fao fi) ®(g200)

DEMOSTRACIO. Utilitzem la caracteritzacié de (fao f1) ® (920 g1)-
Sabem que (fs ® g2) o (f1 ® g1) és una aplicacié lineal de V; ® W, en
V3 ® W3 en ser composicié d’aplicacions lineals. A més, satisfa que per
atotv, eV, well,

(f2®g2) o (fi®ag))(ve@w)
=(fa®g) ((fi ®g1)(v@w)) (Composicid)
= (f2® %) (1(v) ® g1 (w)) (Prop[][£.10)
= (f2(f1(v)) @ g2(g1(w))) (Prop.
= (fa0 f1)(v) ® (g2 0 g1)(w) (Composicid)
= ((fa0 1) @ (g2091))(v @ w). (Prop.

Com ambdues aplicacions son lineals i retornen la mateixa imatge per
als tensors elementals, necessariament son la mateixa aplicacié. O

IProp. serd I'abreviatura de Proposicié.
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Propietats del producte tensorial

1. Representacié dels elements

Al capitol anterior hem observat com els tensors elementals generen
la resta d’elements en el producte tensorial. Pero, com son aquests
elements? Hi tenen representacio unica? Quina relacid tenen amb els
vectors dels espais vectorials dels que procedeixen? En aquesta seccio
estudiarem tot aco.

Comencem amb aquesta proposicio. Com notarem en diversos re-
sultats, els conjunts linealment independents seran d’especial rellevancia.

ProposiciO 5.1. Siga {vi,...,u,} un conjunt de vectors en V i
{w, ..., w,} un conjunt de vectors linealment independents en W. Si
Sor v @w; =0, aleshores v; = 0 per a tot i € {1,...,n}.

DEMOSTRACIO. Emprarem el Lema m Siga V. = (v, ..., 0,),

evidentment V < V és finitament generat i Yor v Qw; € VRQW. Per
a qualsevol f € V*, considerem I'aplicacié lineal
fRidw: VoW — KoW
1w +— f(0)®@w.

Per altra part, per la Proposicié sabem que l'aplicacié oy : K ®
W — W és un isomorfisme. Aixi, la composicié d’aquestes dues
aplicacions, 1 := oy o (f ®idy ), és lineal i satisfa que, per a tot 0 € V
itotwe W,

(0, w) = ow((f ®@idw)(0,w)) = ow (f(?) ® w) = f(0) w.
Per tant, si > v; ® w; = 0, com que ¥(0) = 0 en ser ¢ lineal,

1=0

= Zn: »(v; @ wy;) (¢ lineal)
i=0

=2 f)w. (Def. 1))

Com que {wy, ..., w,} és linealment independent, per definicié, f(v;) =

0 per a tot i € {1,...,n}. Com ago és cert per a tot f € V*, llavors pel

Lema v; =0, per atot i € {1,...,n}. O
43
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D’aquesta proposicio se sequeix immediatament la sequent.

COROLLARI 5.2. Siguen {vy, ...,v,} i {v], ..., v} subconjunts de V'

oy Uy

i siga el subconjunt {wy, ...,w,} linealment independent en W. Si

n n

Z%’@wi:ZU;@wia

i=1 i=1

aleshores v; = v, per a tot i € {1,...,n}.

DEMOSTRACIO. Si Y " v, @ w; = Y o v ® w;, com que @ 6és
bilineal,

Ozzn:vi@)wi— (iv;@)u&) :i(w—v;)@wi.

=1 =1 =1

Per la proposicié anterior, com {wy, ..., w,} és linealment indepen-
dent en W, se segueix que v; — v, = 0, per a tot i € {1,...,n}. Es a dir,
v; = v}, per atot i € {1,...,n}. O

El nostre objectiu és donats V1 W dos K-espais vectorials amb
base, trobar una base per a V @ W. De fet, aquesta base serda prou
intuitiva, ja que sera el conjunt de tensors elementals on es consideren
tots els possibles aparellaments d’elements de les bases de V 1 W.

ProprosiciO 5.3. Si {vy, ..., } €s linealment independent en V' i
{wy, ...,wy,} €és linealment independent en W, aleshores

A={vjw, | 1<j<m,1<i<n}
és linealment independent en V @ W.

DEMOSTRACIO. Considerem una combinacié lineal de la forma
Z Z )\ji(vj X wl) =0, on /\jz' e K.
i=1 j=1

Aleshores, per la bilinealitat de ®:

0= Z Z /\ji(vj X UJZ) = Z < )\jﬂ)j) & w;.

i=1 j=1 i=1 \j=1

Per la Proposicié deduim que, per a tot i € {1,...,n},

Zm: )\jivj =0.
j=1

Com {vy, ...,V } €és linealment independent, A\j; = 0, per a tot i €
{1,..,n}, 7 € {1,...,m}. Concloem que el conjunt A és linealment
independent en V' @ W. Il
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ProprosICIO 5.4. Si{vy,...,um} genera V i {wy, ..., w,} genera W,
aleshores el conjunt A anterior,
A={v;0w, | 1<j<m, 1<i<n},
genera V@ W.

DEMOSTRACIO. Sabem que els tensors elementals generen V @ W.
Aixi, és suficient demostrar que qualsevol d’ells es pot escriure com a
combinacio lineal dels elements d’A.

Siguen v € V i w € W, considerem el tensor elemental v ® w €
V @ W. Com que {v;...,v,,} genera V, v = >"" A;ju; per a alguns
A1, s A € Ko De la mateixa manera, com que {wy, ..., w, } genera W,
w =Y, wiw; per a alguns p, ...u, € K. Aleshores,

VRW = (Z )\jvj> ® <Z Mﬂ%) (Def. v, w)
j=1 i=1
j=1 i=1

i=1 j=1
Deduim que A és un sistema generador de V @ W. U

Com en les dos proposicions hem considerat el mateix conjunt, €s
clar que ja tenim base per al producte tensorial de dos espais vectorials
finitament generats.

COROLLARI 5.5. Si {vy,...,v,} €s base de V' i {wy,...,w,} és base
de W, aleshores el conjunt A,

A={vjQw | 1<j<m,1<i<n},
és base de V@ W.

DEMOSTRACIO. Per la Proposicié , el conjunt A és linealment

independent i per la Proposicio [5.4] sistema generador. Per tant, és
base de V@ W. O

De fet, la dimensio de V @ W és prou senzilla de calcular.
COROLLARI 5.6. 51V ¢« W son finitament generats:

DEMOSTRACIO. Pel corol-lari anterior, dimg (V @ W) = | A|. Pero,
per la construcciéo d’A, tenim que

dimg (V@ W) = |A| = [{v1, ..., vm } {w1, ...w, }| = dimg (V) dimg (W) .
Aco conclou la demostracio. Il

El seguient corol-lari ens sera d’ajuda.
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COROLLARI 5.7. Sigav € V i w € W, aleshores v @ w = 0 st, 1
nomeés si, v =0 o w = 0.

DEMOSTRACIO. Com que ® és bilineal, la condicié necessaria esta
provada al Lema [2.60, Veiem la condici6 suficient. Considerem aixi els
espais vectorials generats per {v} i {w}, denotem-los V i W respecti-
vament. Pel col-lorari anterior,

dimye (V@ W) = dimge (V) dimse (W)

D’aquesta manera, si v @ w = 0, V ® W = {0}. Per tant, o bé
dimg (V) =0, 0 bé dimg (W) = 0. Esadir,obév=0,0bé w=0. O

Acabem aquesta seccio veient dos teoremes de molta utilitat. Un
tensor es pot representar de diverses formes, no obstant aixo, sovint
ens interessara considerar la seua representacio minima, ja que ens
assequrara la independéncia lineal dels vectors.

TEOREMA 5.8. Si Z?:l v; ® w; €s la minima representacio d’un
tensor com a suma de tensors elementals, aleshores {vy, ..., v,} €s line-
alment independent en V' i {wy,...,w,} és linealment independent en

w.

DEMOSTRACIO. Ho demostrem pel contrarreciproc. Sense pérdua
de generalitat, suposem que {v1, ..., v, } n0 és linealment independent en
V. Aleshores existeix una combinacié lineal del tipus A\jv;+...+\,v,, =
0, on no tots els escalars sén zero.

Suposem que A, # 0 per a algun k € {1,...,n}. Aleshores

U = —)\i (Zn: Am) = zn: [4iVi

k i=1,i#k

per a certs pu; € K. D’aquesta manera,

n n

Z v; Q w; = Z (v; @ w;) + v @ wy, (Aillem vy, ® wy,)
i=1 i=1,ik
— Z (v; @ w;) + ( Z ,uz-vz) ®wy  (Expressié vy)
i=1,i#k i=1,ik
= Z (v; @ w;) + Z (v; ® pswy,) (® bilineal)
i=1,i#k i=1,i#k
= Z v; @ (w; + pywg). (® bilineal)
i=1,ik

Es a dir, tenim una representacié del mateix tensor com un sumatori
de n — 1 tensors elementals, pero la representacié minima en té n. %
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Deduim que {vy, ..., v, } és un conjunt linealment independent en V.
De manera analoga se segueix que {wy, ..., w, } és linealment indepen-
dent en W. U

TEOREMA 5.9. Totes les representacions d’un tensor com a suma
de tensors elementals amb factors linealment independents tenen el ma-
teiz nombre de termes. Es a dir, siguen {vy,...,v,} 1 {v], ..., v} con-
gunts linealment independents en V' i siguen {wy, ..., wy,} i {w], ..., w)}
congunts linealment independents en W. Si,

m n

/ /
E v Qwj = E v, @ w; |, aleshores n = m.
j=1 i=1

DEMOSTRACIO. Definim V = (vy, ..., v, V..., v,). Com {vy, ..., v}
és linealment independent en V, ho és també en V < V. En ser V
finitament generat, podem ampliar aquest conjunt fins obtindre una
base de f/, denotem-la B := {vy, ..., Uy, €mi1, .oy €mii } DET a cert [ € N.
Aixi, podem considerar la base dual B* = {v7, ..., v}, €5 1, €m 01}

Per a cada k € {1,...,m} agafem Daplicacié lineal v}: V — K i
Iisomorfisme de la Proposicié 4.8 oy : K@ W — W. Prenem aixi la
composicié, oy o (vf ®idw): V x W — W i, d'una banda,

ow o (v; ® idw) (Z v; @ wj> = ow (1 ® wy) = wy.
j=1
D’altra banda,

ow o (v @ idw) (Zv ®w> = ow (Zvi(vé)@@wé) = ZUZ(vaQ-

D’aquesta manera, wy, = y ., vi(v}) w} i, per a cada k € {1,...,m},

es té que wy € (Wi, ...,w.,). Per tant, (w, ...,wm> <A(wy,.,w) i aixi,

m = dimg ((wy, ..., wy,)) < dimg ((wy, ..., w))) =n.

En canvi, si raonem analogament estenent {v{,...,v,} a una base
de V arribem que n < m. Concloem que n = m. Il

D’aquests dos teoremes, sorgeir la definicio de rang d’un tensor.

DEFINICIO 5.10. Siga > | v;@w; una suma de tensors elementals,
on {vy, ...,v,} €s linealment independent en Vi {wy, ..., w,} és lineal-
ment independent en W. Definim el rang de dita suma com el nombre
de sumands que té, i.e., rang (3., v; @ w;) = n.

Notem que, pel teorema anterior, el rang esta ben definit. A més,
pel Teorema 5.8, sabem que el rang és el minim de sumands necessaris
per a poder expressar un tensor com a suma de tensors elementals.



48 5. PROPIETATS DEL PRODUCTE TENSORIAL

2. Propietats algebraiques

En aquesta seccio, comprovarem com el producte tensorial “com-
pleix” propietats algebraiques com ara la commutativitat, associativitat
o distributivitat. FEscrivim “compleiz” entre cometes ja que com veu-
rem, sera tret d’isomorfisme.

ProprosICIO 5.11. El producte tensorial és commutatiu tret d’iso-
morfisme, és a dir, per a qualssevol V i W K-espais vectorials,

VoW 2WwaeV.
DEMOSTRACIO. Definim l'aplicacié

v VW — WV
(v,w) — wRw.

Comprovem que és bilineal: si agafem vi,vo € V, w e Wia,p €K,

U1 (awy + Pz, w) = w @ (awy + Pos) (Def. ¢1)
= a(w @) + Bf(w R vy) (® bilineal)
= o)1 (v1, w) + B (vg, w). (Def. 1)

Per tant, 1), és lineal en la primera component. La comprovacio a
la segona és analoga i aixi 1), és bilineal. Per la propietat universal de
V ® W existeix una tinica aplicaci6 lineal v? tal que

v VW — WaeV
VW — wRw.
Si definim ara ’aplicacio
wgi WxV — VW
(w,v) — VW,

raonant de la mateixa manera, es veu que és bilineal i, com a con-
seqilencia de la propietat universal de W ® V', existeix una tnica apli-
cacié lineal v tal que

Y WV — VoW
WRUV — VR w.

Es clar que 5 o w? = idygw i ] o wg = idygy. Per tant, VW =
W ® V', com voliem. O

PRroOPOSICIO 5.12. El producte tensorial és associatiu tret d’isomor-
fisme, i.e., donats V,W 1 U tres K-espais vectorials,

VeWelU)2(VeW)aU.
DEMOSTRACIO. Fixem v € V i definim 'aplicacié

be: WxU — (VoW)oU
(w,u) — (VW) u.
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Provem que 1, és lineal a esquerra. Agafem wi,wy € W, u € U i
a, B € K. Aleshores,

Yy(awy + Pwy,u) = (v ® (qw; + Pws)) @ u (Def. 1,)
=(a(v@w) + v @ ws)) ®u (® bilineal)
=a((vew)®u)+ (v ®@ws) ®u) (® bilineal)
— oty (wn, ) + B (1, ). (Def. )

La comprovacié de la linealitat a dreta és analoga i, consegiient-
ment, 1, és bilineal. Per la propietat universal de W ® U, existeix una
tinica aplicaci6 lineal ¢’ tal que

v WeU — (VeW)eU
wRu — (VW) u.

Definim ara l'aplicacié
v Vx(WelU) — (VW)U
(v, 1) — by (t).

Comprovem que és bilineal. Considerem primer vy,v, € V, t €
W ®Uia,p € K. Per definicid,

¢(Oﬂ]1 + 61}27 t) = ¢Z¢v1+ﬁv2 (t>

Recordem que @Davl +pu, ¢s Tinica aplicaci6 lineal de W @ U en (V ®

W) ® U que satisfa que wavlwm ® = Yau 480, Notem que per a
qualsevol (w,u) € W x U,

Vaw+, (W, u) = ((av1 + fr2) @ w) @ u (Def. Yav;+80,)
= (a(v1 @ w) + By @w)) Ru (® bilineal)
=a((vy@w)®@u)+ (v, ®@w) ®u) (@ bilineal)

— by, (0, 0) + By (0, ). (Def. )

Es a dir, Yov,+8v, = Qty, + Bby,. Com que Oﬂ/le + ﬁwf}z és lineal i
satisfa que

(awil + 5#}22) o®=a(y’ o O ®) + By’ o®)  (Estr. aplicacions)
= athy, + Bth, (Yo € V, ¥ o @ = 1,)
= Yavy+Bv2s (Varwy +8vs = Wy + Biby,)

per la propietat universal del producte tensorial, ay’ +Bw
Aixi, és té que

Yoy + Bug,t) = ¢2v1+gy2 (t) (Def (0

= (afy, + BYn,)(8) (v, + BY, = Yyt o,

= ) (t) + B, (1) (Estr. aplicacions

= atp(v1,t) + fip(va, 1). (Def. ¢

cw1 +Bvg*

)
)
)
)
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D’aquesta manera, s’infereix la linealitat en la primera component
de 1. Per altra part, si agafem v € V t1,to e WU i, € K,

1/1(1}, aty + 5t2) = "Lp:(()étl + 5152) (Def ’(/J)
= ) (tr) + By (ts) (¢ lineal)
- Oﬁb(”? tl) + ﬁw(% t2)7 (Def ¢)

i es conclou que 1 és bilineal. Llavors, per la propietat universal de
V ® (W ® U), existeix una tnica aplicacié lineal ¢ de manera que
aquest diagrama commuta:

Vx(Wel) —2 5 Ve (Wel)
O |
ia!wb lineal

<

(VeoWw)oU

De manera analoga, si per a cada v € U considerem I’aplicacio ¢,
com
Gu: VW — Veoa(WeU)
(v,w) — VR (wu),
es pot verificar la seua bilinealitat. Aixi, per la propietat universal de
V ® W, la segilient aplicacié esta ben definida:

¢: (VW)xU — VeWeU)
(¢, u) — Su(t).
Es pot comprovar que, de manera similar, ¢ és bilineal. Alesho-

res, per la propietat universal del producte tensorial, tenim el segiient
diagrama commutatiu:

(Ve Ww) ><U—> VeWw)eU

' 1
[
J1¢® lineal | | El'zp:hn&al\
[
< |

Ve (WeU) +———— Vx (Wal)

Finalment, falta veure que ¢’ = (¢*)~'. Per la linealitat d’ambdues
aplicacions, és suficient comprovar que la composicié actuant sobre un
tensor elemental retorna el propi tensor elemental. Siguen v € V,
weWiuel,

(¢ o) (v (weu)) =
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= ¢(v®w,u) (¢’ o® = 9)
= ¢ (v @ w) (Def. ¢)
= ¢u(v, W) (61, 0@ = bu)
=0® (wu). (Def. @)

Per consegiient, ¢’ o ¢ = idygwer). Analogament, obtenim que Yo
¢’ = idwew)sr. Concloem que V@ (W@ U) = (Ve W)® U com
voliem. 0

Hem estudiat com el producte tensorial compleix amb la propietat
commutativa 1 associativa. Pero, qué ocorre amb la distributiva? Per
resoldre aquesta prequnta, hem de treballar amb sumes directes. Aixi,
previament veiem un lema.

LEMA 5.13. Siga V' un K-espai vectorial i siguen U/ W <T amb T
un K-espai vectorial 1 UNW = {0}. Llavors, (V@ U)® (V& W).

DEMOSTRACIO. Confirmem primer que V@U < V®T. En efecte,
per una part, 0 € V ® U i com que tot tensor és suma de tensors ele-
mentals, tota combinacio lineal de tensors en V' ® U és una altra suma
de tensors elementals, i.e., tensor, de V ® T'. De la mateixa manera
succeeix amb V @ W.

Falta veure que la suma és directa, i.e., (V@ U)N (Ve W) = {0}.
Evidentment la segona inclusié es té. Per a la primera, considerem
e (VeU)n(V®W)ihem de provar que necessariament, z = 0.
Aixi, considerem dues representacions minimes de z, una amb ten-
sors de V ® U, z = ZZ 1 Vi ® u; i altra amb tensors de V @ W,
z=>" i1V ® wj. Pel Teorema sabem que els seus factors sén
linealment independents.

Definim T := (uy, ..., Upn, W1, ..., Wy,) i com que {uy,...,u,} és un
conjunt de vectors linealment independents, podem ampliar amb altres
vectors fins formar una base B de T. Aixi, per a tot i € {1,..,n}
podem considerar u; € T*. Peracadai € {1, ...,n}, agafem 'aplicacié
1 = oy o (idy ® u}). Llavors, com que 1 és lineal,

= (Z v; ® uj> Zw v @ uj) = Zldv(vj) u;(u;) = v;.
j=1

7=1

Pero, per altra part, com que U N W = {0}, u}(w;) = 0 per a tot
w;, 1 € {1,...,n} itot wj, j € {1,...,m}. D’aquesta manera,

m

— (ng®wj> S (0] @) = S idy (o] i) = 0.
j=1 j=1

7j=1
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Aixi, v; = 0 per a cada i € {1,...,n}, pel que

z:zn:vi@)uizzn:O@ui:O.
i=1 i=1

Per tant, la suma de V@ U iV ® W és directa. O

Estudiem com el producte tensorial és, tret d’isomorfisme, distribu-
tiu respecte de la suma directa.

ProprosICIO 5.14. Siga V un K-espai vectorial i siguen U W < T
amb T un K-espai vectorial i U N W = {0}. Aleshores

VeUaoW)=(VelU)d ((VeW). (8)
DEMOSTRACIO. D’una banda, considerem ’aplicacié
v VxUeW) — (VeU)e(VeW)
(vutw) +— (VOu)+ (v w).
Estudiem la linealitat de v a la primera component. Donats vy, vy € V,
uelU,weWia,p ek,
(o + Pog, u+w) = (awy + Pua) @ u+ (avr + fro) @ w  (Def. )
= a(v; @ u) + (v ® u)
+ a(v; @ w) + fvy @ w) (® bilineal)
= a)(v1,u+ w) + BY(vg, u+ w). (Def. )

Per a la segona component, si agafem v € V| uy,us € U, wy,ws €
W, a, B €K,

Y(v,a(uy +wi) + Blug + ws))

=0 ® (au; + fug) +v @ (aw; + Pws) (Def. )
=a(v®@u+vR@w)+ B(v @ uy + v & ws) (® bilineal)
= Oﬂ/)(va uy + wl) + ﬁ,l/}(v7 Uz + 'l,U2>. (Def w)

Se segueix que 1 és bilineal. D’aquesta manera, per la propietat
universal del producte tensorial, existeix una tnica aplicacio lineal,

VP VRUaW) — Vel e (Ve W), tal que i’ o® = 1.

D’altra banda, construim ’aplicacié inversa. Amb aquesta finalitat,
emprarem la propietat universal de la suma directa. Definim vy i ¢y
com

(v,u) — v® (u+0),

by VW — Ve UaW)
(v,w) — R (0+w).
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Com que ® és bilineal, és trivial que aquestes noves aplicacions també
ho sén. Conseglientment, per la propietat universal del producte ten-
sorial, existeixen unes uniques aplicacions lineals

Yy VU —VeUaW), ¢, VeaW —VeUaWw),

tals quez/;}bo@:@b[]iw'{,vo@:@/zw.

L’aplicacié desitjada és I'obtinguda amb la propietat universal de
la suma directa, [, ¢ (Vo U)o (Vo W) — Ve (UaW).
Comprovem que és la inversa. Com que ambdues sén aplicacions line-
als, és suficient amb veure com actuen les composicions en els tensors
elementals. Per a qualsevolv e V,ueUiwe W,

(Vg ] o d") (v @ (u+w))

= [V, U] (¥ (v, u + w)) (¥’ 0@ = 1)
= WU» ¢W]((U ®u)+ (v w)) (Def. )
= Uy (v @ u) + vy (v e w) (Def. [, viv])
= tu(v,u) + Yw (v, w) (Vg 0 @ = Yu, Yy © ® = Yw)
=0®@u+0)+v® 0+ w) (Def. vy, Yw)
=v® (u+ w), (® bilineal)

(W o [, viv]) (v @ u) + (v @ w))
=" (v (v @ u) + Py (v © w)) (Def. [, viy])
= (Qu(v,u) + w(v,w)) (W 0@ =Yy, by 0 @ = Yw)
=@ Wu+0)+v® (04 w)) (Def. Yy, Pw)
= (v, u+w) (¥’ o ® = 1)
=(vRu)+ (vew). (Def. 1)
Concloem que v és un isomorfisme i tenim . O

Per finalitzar aquesta seccio veiem dos resultats més.

ProposICIO 5.15. Siguen U,V 1 W tres K-espais vectorials i siga
f: U —V un monomorfisme. Llavors f @idy: U QW — V QW
€s un monomorfisme.

DEMOSTRACIO. Ja sabem que f ®idy és lineal, per tant 1'inic que

hem de verificar és la injectivitat. Amb eixe fi, siga z = > | u; @ w;

una representacié minimal d'un z € Ker(f ®idy ) qualsevol. Aleshores,

0= (f®idy)(2) (z € Ker(f ®idw))

= (f ®idw) (Z u; @ ’wz> (Def. z)
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- Z<f ® idw ) (u; © w;) (f ®idy lineal)
= Z fu;) @ w;. (Def. f®idy)

Pel Teorema [5.8, {wi,...,w,} és un conjunt linealment independent
i, d’aquesta manera, per la Proposicio , f(u;) = 0 per a tot i €
{1,...,n}. Com f és injectiva, u; = 0 per a tot i € {1,...,n}. Aixi,
necessariament z = 0 i f ® idy és injectiva. U

En ["iltima proposicio estudiem com, tret d’isomorfisme, el producte
tensorial es “distribueix” respecte [’espai quocient.

ProprosICIO 5.16. Siguen U,V i W tres K-espais vectorials amb
U <V, aleshores

VU)W =(VeoW)/(UeW).

DEMOSTRACIO. Per una part, sabem que 'aplicacié projeccié al
quocient, pr;: V. — V/U, és un epimorfisme. Com idy, també ho es,
lavors pry @ idw: V@ W — (V/U) @ W és un epimorfisme.

Per altra part, volem conéixer el conjunt Ker(pr, ® idw). Siga
z € Ker(pry ® idy) de representacié minima, z = > v; ® w;. Per
definicié,

0 = (pry ®idw) (Z v; ® wi> = ZPTU(%‘) ® w; = 0.
i=1 i=1
Ara bé, pel Teorema [5.8] {wi,...,w,} és un conjunt linealment in-
dependent i, per la Proposicié , per atot ¢ € {1,...,n}, pry(v;) = 0.
Aix0 és que, per a tot i € {1,....,n}, v; € U i, per tant, z € U @ W.
D’aquesta manera, Ker(pry; ® idy) CU @ W.
L’altra inclusié és trivial, jaquesiz e UQ W, z = >

m

j=1 Uj @ Wy,

(pry ® idw)(2) = (pry ® idw) (Z u; @ wj> (Def. 2)

(pry ® idw ) (u; @ w;) (pry ® idw lineal)

NE

<.
Il
—

NE

pry(u;) ® idw (w;) (Def. pry ® idy)

<.
Il
—

NE

0® w;j (Vie{l,..,n}, u; € U)

I
o .
I

(Corol-lari
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Aixi, z € Ker(pry ® idwy) i Ker(pry ® idy) = U ® W. Finalment,
pel Primer Teorema d’Isomorfia,
(Vo W)/Ker(pry ® idw) = Im(pry ® idw).
Pero, com que Ker(pr;, ® idy) = U @ W i pry ® idy és sobrejectiva,
VeW)/(UxW)=(V/U)® W.

Aco conclou la demostracio. O

3. Producte tensorial sobre funcions

En aquesta seccio reprenem [’espai vectorial de les aplicacions defi-
nides sobre conjunts, és a dir,

Homg (Q, V) :={f: Q — V| f aplicacic}.

El proposit sera veure com el producte tensorial afecta a aquesta es-
tructura algebraica.

PRroOPOSICIO 5.17. Existeiz un monomofisme dHomg (2, V) @ W
en Homg (2, V @ W).

DEMOSTRACIO. Construirem el monomorfisme per propietat uni-
versal d’'Homg (2, V) ® W. Aixi, volem trobar una f bilineal per a
tindre el segiient diagrama commutatiu:

Homg (2, V) x W ——2—— Homg (2, V) @ W
O

3! fblineal

==

Homg (Q2,V @ W)

L’aplicacié que plantegem és
f: Homg(Q,V)xW — Homg(Q,V&@W)
(h,w) — f(h,w),
on f(h,w) es defineix com
f(hyw): Q@ — VW
w — h(w)®@w.

Comprovem que és bilineal. Veiem la linealitat tinicament a la
primera component, ja que per a la segona és analeg. Considerem
h,g € Homg (2, V), w e Wia,p € Kicerquem que

flah+ Bg,w) = af(g,w) + Bf(h w).

Per tant, hem de verificar que retornen la mateixa imatge per a un
w € ) qualsevol:

flah + Bg,w)(w) = (ah + Bg)(w) ® w (Def. f)
= (ah(w) + fg(w)) @ w (Estr. aplicacions)
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= a(h(w) @ w) + (g(w) @ w) (® bilineal)
= (af(h,w) + Bf(g, w))(w). (Def. f)
Es té que f és bilineal. Aixi, existeix una unica aplicacio lineal
f7: Homg (Q,V) @ W — Homg (Q,V @ W)

tal que f° o ® = f. Si provem que f° és injectiva, hem acabat. Siga
F € Ker(f”), volem verificar que F = Otomg (0, V)ew- D’aquesta ma-
nera, agafem una representacié minima d’F com a suma de tensors
elementals, F'= """  h; ® w;. Aleshores,

Es a dir, per a tot w € Q,

0= (Z f(hs, wi)) (w) = Z hi(w) ® w;.

Com la representacié d'F' és minimal, els vectors {wy, ..., w,} sén
linealment independents. Aixi, per la Proposici6 [5.1], per a tot w € €Q,
hi(w) = 0. Aix0 és, h; =0 per atot i € {1,...,n} i

i=1
Concloem que f és injectiva. O

NoTA 5.18. StV i« W son K-espais vectorials, escriurem V — W
per indicar que existeiz un monomorfisme de V en W.

En la proposicio hem definit una aplicacio © hem provat que és un
monomorfisme. A més, és una aplicacio interessant, doncs ens mostra
com el producte tensorial i el conjunt d’homomorfismes interactuen.
Aixt, cal prequntar-se si estem davant d’un isomorfisme, és a dir, si f
és també sobrejectiva. Pero abans d’estudiar-lo, cal comprendre quin
és el conjunt imatge d’f°.

PRroOPOSICIO 5.19. L’imatge de Uaplicacié f° construida en la pro-
poSicio anterior €s
Im(h) CV @ W'

tn( ) = {ns 0 —s v | Jh I G (Ve 4

DEMOSTRACIO. Ho comprovarem per doble inclusié. Suposem pri-
mer que h € Im(f?), és adir, h = f*(F) per aun F' € Homg(Q, V)QW.
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D’aquesta manera, F' =3 " | h; ® w; amb h; € Homg(Q,V) i w; € W
per a tot ¢ € {1,...,n}. Llavors,

h:fb(F) =f (Zhi@)wz‘) :Zfb(hi(g)wi) :Zf(hmwi)-
i=1 i=1 i=1

Si ara definim W' = (wq, ..., w, ), obtenim un subespai vectorial de
W de dimensié finita. A més, per a tot w € €2,

=3 flhw)@) = 3o hiw) @ w SV W

Aix0 és, Im(h) C V ® W’ 1 tenim la primera inclusio.

Per a la segona, considerem h: Q@ — V @ W’ amb dimg (W') =m
finit i W’ < W. Per a cada w € Q es té que

nw

h(w) :va@ng cVeWw,

=1

per a certs v € V, wy € W, n® € N. Com que W’ és finitament
generat, existeix una base B := {wy,...,W,,}. Per tant, per a tot i €
{1,..,n¥}, wy = > A a0, per a certs A e K Emprant que ® és

Jj=1""%J
bilineal,
h(w) =) vf @uf (Def. h(w))
=1
- va ® (Z )\;fjﬁ)j) (Def. wy,ie{1,..,n"})
i=1 j=1

- Z Z()‘Zjvf ® wy) (® bilineal)

- Z ( )\Zjvf) ® w;. (® bilineal)

Definim per acada j € {1,..,m}, 0% = S VAP € Ve Aixd,
h(w) = ZJ 08 @ wj. Ara, definim també h; € Homg(2,V) com
hj(w) == 0. Es pot veure que F':= > 7" h; ® w; satisfa f(F) = h.

En efecte, com que

(Zh ®wj> ZZf (hj®u~)j)22f(hja“~fj),
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llavors, per a cada w € ),

= 3 Tl )) = 3 hyle) @ 8 = Zv © i = hlw)

Concloem que h € Im(f) i per tant se segueix la igualtat @ O

Com que ja coneguem Im(f), tenim dos casos on podem saber que
f* és un isomorfisme.

ProposICIO 5.20. Llaplicacid f° construida en la proposicid ante-
rior €s sobrejectiva i, per tant, un isomorfisme, si €2 €s un conjunt finit
o si W és finitament generat.

DEMOSTRACIO. A la proposicié anterior hem vist quin és el conjunt
imatge. Per tant, I'inic que hem de fer es provar que en eixos casos, si
h € Homg (2, V ® W), existeix un W’ < W finitament generat tal que
Im(h) C W',

Si W és finitament generat, aixo és trivial. D’aquesta manera,
estudiem unicament el cas en que €2 és un conjunt finit, és a dir, €2 =
{wi, ...,w, } amb r € N. Aix{, donat h € Homg (Q2,V @ W),

N
h(wy) = o @ wk,
i=1

per a tot k € {1,...,r}. Si definim

W' = (wi, ..., wl . wh, . wh)

ny? 9 g/
és clar que W’ és un subespai d'W finitament generat i Im(h) C V ®
w’. 0
NoTA 5.21. Siga €2 un conjunt i siga V un K-espai vectorial. Deno-
tem per Hom™(Q, V) al conjunt de les aplicacions d Homg (2, V) amb
suport finit. D’una manera similar a la de la Proposicio [3.11), es veu

que Homf™(Q, V') < Homg(Q, V).

PROPOSICIO 5.22. Siga Q2 un conjunt i V i W dos K-espais vecto-
rials. Aleshores, Homi"(Q,V) @ W = Homf™(Q,V @ W).

DEMOSTRACIO. Considerem l'aplicacié f de la Proposicié [5.17 res-
tringida a Homi(Q, V) x W, denotem-la f := fltomtn(@,v)xw- Vegem

que podem restringir el seu codomini a Homf*(Q,V @ W).

Siga h € Hom(Q, V), existeix T C € finit tal que, per a tot
weQNT, h(w) =0. Sigaw € W, (h,w) € Homi*(Q, V) x W i notem
que, donat w € Q T,

F(h,w)(w) = f(h,w)(w) = h(w) @w=0@w=0
i, per tant, f(h,w) € Homf(Q, V @ W). Deduim que
Im(f) C Hom%“(ﬂ, Ve W).
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D’aquesta manera, com que f és bilineal, ja que f ho és, existeix
una tnica aplicacid lineal f2: Homf(Q, V)@ W — Homi(Q, Ve W)
tal que fPo® = f.

Es evident que si F € Hom%n(QLV) ® W, lavors f°(F) = f°(F).
Consegiientment, la injectivitat de f* se segueix de la injectivitat de
f?. Només resta provar la sobrejectivitat per tindre I'isomorfisme.

Donat un h € Hom{™ (9, V®W), volem trobar un F' € Hom&*(Q, V)@
W tal que fb(F) = h. Com que el suport d’h és finit, existeix T =
{wi, ...,w, } tal que si w € Q N\ T, aleshores h(w) = 0. Aixi, per a cada
ke{l,..r}, hlwp) = > 0" vF ® wF. Considerem

1

W= (wy, ...,w) . w), . w!h ).

» o Ny

Aleshores, per a cada k € {1,...,r}, h(wy) € V@ W/, ie., Im(h) C
V@ W' amb W’ <V finitament generat.

Aquest cas és el mateix a l'estudiat en la demostracié de la Pro-
posicié . Sabem que, per a cada w € , h(w) = Z;nzl ;¥ ® wj,
on B := {wy,...,W,;,} és una base de W’ i que, si definim per a cada
j€{L,...,m}, hy € Homg(Q,V) com hj(w) == 0;%, F:= 37" h; @
satisfa f°(F) = h.

Pero ara bé, si w € QN T, h(w) = 0, llavors v;* = 0 per a cada
Jj € {1,..,m}. Aixo implica que tot h; té suport finit, i concloem
que F € Hom™(Q,V) @ W amb f(F) = f°(F) = h. Es a dir, f* és
sobrejectiva. U

Un resultat interessant és un cas concret on el producte tensorial de
dos conjunts d’aplicacions de suport finit és isomorf a un conjunt d’a-
plicacions de suport finit. Aizxi, cada parell d’aplicacions de suport finit
amb domini un conjunt qualsevol, tindra associada una aplicacio de
suport finit que té com a domini el producte cartesia dels dos conjunts.
Tot aixo sempre que el codomini siga K.

PRroPOSICIO 5.23. Siguen Q,8Y dos conjunts. Llavors,
Homf(Q, K) ® Homi* (€7, K) = HomE*(Q, K ® Hom (7, K))
=~ Hom!™ (2, Hom& (', K))
=~ Homf™(Q x ', K).
DEMOSTRACIO. Per la proposicié anterior es té el primer isomorfis-
me. El segon isomorfisme se segueix de la Proposicié 4.8, Per tant, sola-

ment hem de provar que Hom&(Q, Homfi* (€, K)) = Homf" (Q x , K).
Amb eixe proposit, definim I'aplicacié

f: Homi(Q,Homi™(V,K)) — Homfi™(Q x ', K)
h — f(h),
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on
f(h)y: QxQ — K
(w,w) — (h(w))(w).
Notem que, per a cada w € Q, h(w) és una aplicacié6 d’2" en K amb
suport finit.

Provem que f és un isomorfisme. Per a aixo, primerament hem
de verificar que esta ben definida, és a dir, veure que, per a cada h €
Hom{™(©2, Hom™ (€, K)), f(h) té suport finit. Per una part, existeix
T € € finit tal que, per a qualsevol w € @\ T, h(w) = Opgptinoy x)-
Per tant, donat (w,w') € (AN T) x £V,

f(h)(w,w) = (h(w))(w') = 0(w') = 0.

Per altra part, donat w € Q, per a l'aplicacié h(w) existeix un 7}, finit,
T! C €, de manera que per a cada w’ € Q' N\ T, (h(w))(w') = 0. En
cas que w € O\ T, agafem T, := (). D’aquesta manera, 7" := |J ., T,
és un conjunt finit, puix que és unio finita de conjunts finits no buits.
Endemés, si (w,w’) € Q x ('~ T"), s’acompleix que

f()(w, o) = (h(w))(w') =0,
doncs ' € U \NT"C Q' \NT).

Com que (Qx )N (TxT)=((ANT)x QYU Q2 x (U \T),
prenent el conjunt finit 7'x T", se satisfa f(h)(w,w’) = 0 per a qualsevol
(w,w') € (A x Q)N (T xT) i, aixi, f(h) té suport finit i f esta ben
definida.

Ara veiem que f és lineal. Siguen h, g € Homi™(Q, HomE(Q', K)),
a, B € K, volem comprovar que f(ah + 8g) = af(h) + Bf(g). Aixo
equival al fet que, per a cada (w,w) € Q x ', ambdues aplicacions
retornen la mateixa imatge. En efecte,

flah + Bg)(w,w') = ((ah + Bg)(w)) (' (Def. f)
= (ah(w) + Bg(w))(w') (Estr. aplicacions)

a(h(w))(W") + B(g(w))(w") (Estr. aplicacions)

af(h)(w,w') + Bf(g)(w,w) (Def. f)

= (af(h) + Bf(g9))(w,"). (Estr. aplicacions)

Conseglientment, f és lineal. Falta corroborar que és una bijeccid, és
a dir, injectiva i sobrejectiva.

Siga z € Ker(f), llavors per a tot (w,w’) € Q@ x @, f(2)(w,) =
(2(w))(w') = 0. Aix0 és que, per a tot w € Q, 2(w) = Oggptin(y ) Per
tant, z = 01 f és injectiva.

Ens queda la sobrejectivitat. Siga g € HomI™(Q x ', K), definim
h de manera que, per a qualsevol w € €2, h(w) = g(w, ). Llavors per a
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cada (w,w’) € 2 x
f()(w, o) = (h(w))(@') = (9(w, ) (W) = g(w, ).
Aixi, f(h) = g isols hem de verificar que » € Hom"(Q, Hom* (', K)).
Com que g té suport finit, existeixen 7" C €, T" C ' finits de manera
que, per a tot (w,w’) € (XX V)N (T xT") = ((ANT) x Q) U (Q x
(UNT"), g(w,w') = 0. D’una banda, si w’" € ' \T", per a tot w € Q,
(h(w))(w') = g(w, &) = 0.
Aleshores, per a tot w € €2, es té que
h(w) € Homi™ (€Y, K).
D’altra banda, si w € Q T, per a tot W' € 7,
(h(w)(W') = g(w,w) =0, i.e., h(w) = Opopin (o -
Concloem que h € Homf(Q, Homf* (€, K)) i que f és un isomor-

fisme. O

Finalitzem aquesta seccio donant una série de resultats que, gracies
als estudiats préviament, son de rapida comprovacio. El nostre objectiu
sera veure quants espais isomorfs podem trobar al producte tensorial de
conjunts d’aplicacions. Abans de provar-los, enunciem aquest lema que
ens sera d’utilitat.

LEMA 5.24. Siguen n,m € N i Q un conjunt, aleshores (" =
Hom{™({1, ...,n},Q) i K™ = M,, ,(K).

DEMOSTRACIO. Considerem les segiients aplicacions:

¢ Homf({1,..,n},Q) — ar
f — (f(1), s f(n))

n: Kmn — M. (K)
()\la'--a)\mn) — n()\l,...,)\mn),
on
A\ o W
/\n+1 >\n+2 s Aop
n()\la'--y)\mn) = . . . .

)\n(m—l)—l—l )\n(m—1)+2 T )\nm

Es comprova facilment que sén isomorfismes. O

NoTA 5.25. Escriurem Homi™(n, Q) en lloc d Homi ({1, ...,n}, Q).
El primer resultat que trobem és el seguent.

PRrROPOSICIO 5.26. Siguen m,n € N, aleshores
K™ © K" & K™ & M, (K).
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DEMOSTRACIO. Es consequencia directa de la proposicio iel
Lema [5.24]

K" @ K™ 2 Hom!" (m, K) ® Homf" (n, K) (Lema

>~ Hom!™({1,...,m} x {1, ...,n},K) (Prop. [5.23)

>~ Hom!™ (mn, K) (K1,...,m} x {1,...,n}| = mn)

>~ KM (Lema

~ Mo (K). (Lema

Com voliem. g

Curiosament, el producte tensorial de l'n-essim producte cartesia
de K i un conjunt qualsevol és isomorf a I'n-éssim producte cartesia de
dit conjunt.

PRroPOSICIO 5.27. Siguen n € N i Q un conjunt, aleshores
K" ® Q= Q"
DEMOSTRACIO. De nou se segueix de proposicions anteriors.
K" ® Q = Hom!?(n,K) ® Q (Lema [5.24))
>~ Hom™ (n, K ® Q) (Prop

=~ Homf"(n, Q) (Prop
= 0", (Lema [5.24)

Com voliem. 0

A continuacio, veiem un monomorfisme que es dedueir de la pri-
mera proposicio d’aquesta seccio.

ProprosiciO 5.28. Siguen V un K-espai vectorial i € un conjunt,
aleshores existeiz un monomorfisme d Homg (2, K)®V en Homg (€2, V).

DEMOSTRACIO. Per la Proposicié [5.17,
Homg (2, K) ® V — Homg (2, K® V).
Pero, per la Proposicié 4.8,
Homg (2, K ® V) = Homg (2, V).
Com voliem. U

Quan els espais vectorials son finitament generats, obtenim isomor-
fismes rellevants.

ProPoOSICIO 5.29. Siguen V,W i U tres K-espais vectorials amb V
finitament generat. Llavors Homg(V, W) ® U = Homg(V, W & U).
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DEMOSTRACIO. Com que V és finitament generat, podem conside-
rar una base B i, aleshores,

Homg (V, W) @ U = Homg (B, W) ®@ U (Lema

=~ Homg (B, W @ U) (Prop. [5.20)

= Homg (V,W @ U). (Lema

Com voliem. O

Reprenem [’espar dual per veure el segiient corol-lari.

COROLLARI 5.30. Siguen VW dos K-espais vectorials i V' finita-
ment generat, llavors V* @ W = Homg (V, W).

DEMOSTRACIO. Es una conseqiiencia directa de la proposicié an-
terior.

V*®@ W = Homg (V,K) @ W (Def. V*)
= Homg(V, K@ W) (Prop. |5.29)
>~ Homg (V, W). (Prop.

Com voliem. O

La segiient proposicio és prou interessant, ja que ens resoldra un
dubte sorgit al capitol anterior.

ProprosiciO 5.31. Siguen V,W,U i T quatre K-espais vectorials,
amb V i W finitament generats, es té que

Homg (V,U) ® Homg (W, T) = Homg (V@ W, U & T).
DEMOSTRACIO. Gastarem proposicions anteriors.
Homg (V,U) ® Homg (W, T')

=~ Homg (V, U ® Homg (W, T)) (Prop
= Homg (V, Homg (W, T) @ U) (Prop.
=~ Homg (V, Homg (W, T @ U)) (Prop.
=~ Bilg(V x W, T @ U) (Lema
~ Bilg(V x W,U @ T) (Prop.
= Homg (V@ W, U®T). (Prop
Com voliem. g

NoTA 5.32. Recordem que a la Nota[4.13 parlarem d’una possible
ambigiitat on, donat f € Homg(V,U) i g € Homg(W,T), lexpressio
f®g donava lloc a confusio, ja que, per una part, podria ser un tensor
elemental dHomy (V,U) @ Homg (W, T) pero, per altra part, l'inica
aplicacio lineal en Homg(V @ W, U & T) tal que per a tot v € V i
we W,

(f@g)(vew) = f(v)®g(w).
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Ara, gracies a la Proposicio [5.531), sabem que ambdds espais vecto-
rials son isomorfs en cas que V i W siguen finitament generats, cosa
que soluciona aquesta ambiguitat.

Acabem el Capitol amb un corol-lari relacionat amb [’espai dual.

COROLLARI 5.33. Siguen V i W dos K-espais vectorials finitament
generats, aleshores existeix un isomorfisme de V* @ W* en (V @ W)*.

DEMOSTRACIO. Es comprova directament.

V* @ W* = Homg(V, K) ® Homg (W, K) (Def. V*, W)
= Homg (V ® W, K ® K) (Prop.
=~ Homg (V @ W, K) (Prop. 4.8)
=(VeWw). (Def. (V@ W)*)

Com voliem. O



CAPI{TOL 6

Aplicacions multilineals

Encara que durant el present treball hem tractat amb aplicacions
lineals © bilineals, aquest concepte es pot generalitzar per a un nombre
finit d’espais vectorials. Introduim aizi les aplicacions multilineals. D ’i-
gual forma que les aplicacions bilineals son fonamentals per definir el
producte tensorial de dos espais, requerirem de les multilineals si volem
generalitzar el producte tensorial per a més de dos espais vectorials.

1. Introduccio

NoTA 6.1. Durant aquest capitol, m € N denotara un niumero na-
tural arbitrari pero fize.

La definicio d’aplicacions multilineal sequeix la mateixza logica que
la d’aplicacio bilineal. La diferencia és que podem contar amb més de
dos components.

DEFINICIO 6.2. Siguen Vi, ...,V @« W m + 1 K-espais vectorials i
f: H;n:l V; — W wuna aplicacié. Direm que f és multilineal si per
atotj € {1,..,m} se satisfa que per a qualssevol vj,v; € Vj, A\, i € K,

iy s Ay + ), o 0) = A (01,0, Vg e, Um) - 1 f (U1, 0, V) ey ).

Aixo és, f és multilineal si és lineal en cada component. Denotarem

Multig (ﬁ%,W) = {f ﬁVJ — W
j=1

j=1

f multilineal } )

En cas que el codomini siga K, escriurem Multig ([}, V;).

L’espai de les aplicacions multilineals, de manera analoga a les apli-
cactons lineals i bilineals, té estructura d’espai vectorial junt amb [’a-
plicacio nul-la i les lleis de composicio internes habituals de les aplica-
CLOMS.

Hi existeix un cas particular de les aplicacions multilineals que €s
de considerable rellevancia: les formes m-lineals. Es més, podem se-
leccionar dins d’aquestes un conjunt més especific encara com son les
formes m-lineals alternades. De fet, com veurem, el determinant és un
exemple d’aquest tipus d’aplicacio.

DEFINICIO 6.3. Siga V un K-espai vectorial. Una forma m-lineal
f és una aplicacio multilineal amb domini V'™ i codomini K. A més,

65
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direm que és alternada si f(vy,...,v,) = 0 sempre que existisquen
i,j €{1,...,m}, i # j, per als quals v; = v;.

Nota 6.4. Denotarem per N\g (V) al conjunt de les m-formes al-
ternades sobre V.

Una conseqiiencia immediata de la definicio és aquesta.

ProposiciO 6.5. Siga f € Ng (V) i siga {v1,...;vm} €V un con-
junt de vectors linealment dependents. Aleshores, f(vy, ..., vy) = 0.

DEMOSTRACIO. Com que {vy, ..., v, } € V és un conjunt de vectors
linealment dependent, aleshores existeix j € {1,...,m} de manera que
v, és combinacié lineal dels altres vectors. Sense perdua de generalitat,
podem suposar 7 = m. Es a dir, existeixen \; € K, tals que v,, =
Z;:ll A\;jv;. Per tant,

m—1
f(vl, ceey Um) = f (Ul, very Um—1, Z )\Z’Ul> (Def ’Um)
j=1
m—1
= Xi f(U1, oy U1, ;) (f m-lineal)
j=1
m—1
= Air 0 (f alternada)
j=1
=0, (Estr. K)
com voliem provar. Il

COROLLARI 6.6. Siga V' un K-espai vectorial amb dimg (V') < m.
Llavors l'inica forma m-lineal alternada €és ’aplicacio nul-la.

DEMOSTRACIO. Siga f € A (V). Com que dimg (V') < m, llavors,
per la Proposici6[2.32] qualsevol conjunt d’m vectors de V' és linealment
dependent. Per la proposicié anterior, la imatge per f d’aquests és zero.
Aixi, necessariament, f = 0. O

Finalitzem veient una proposicio de la qual emergira una questio
que estudiarem després: com afecta canviar d’ordre les tuples en una
forma m-lineal alternada.

PROPOSICIO 6.7. En una forma m-lineal alternada f, intercanviar
la posicio de dues entrades en la tupla canvia el resultat de ['tmatge per
un factor de -1.

DEMOSTRACIO. Siga (v1,...,0,) € V™ i siguen i,5 € {1,..,m}
amb 7 < 7. Com que f és una forma m-lineal alternada,

0= f(v1,.; Vi +Vj, 0, U + V), ooy Upy)
= (U1, s Uiy ooy Uy oy U) + (U1, e U)o Vs oy Uy

Es a dir, f(vi,..., 0, .., Uj, ooy U) = = (U1, o0, U, o0, U4, oo, Upy). O
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2. Grup simetric

En la proposicio anterior hem vist com varia l'imatge d’una forma
m-lineal alternada en intercanviar dues entrades en la tupla. Pero, i si
intercanviem més, que passa? Abans de respondre aco, cal comprendre
que és matematicament canviar d’ordre els elements d’una tupla. Amb
aquest objectiu, cal estudiar les permutacions.

DEFINICIO 6.8. Siga Q un conjunt finit no buit. Una permutacié
d’Q és una aplicacio bijectiva d’€) en 2. Al conjunt de totes les per-
mutacions d'Q) es coneir com el grup simeétric d’S) i es denota per
Y. A més, si Q=1{1,..,m}, és habitual emprar la notacid %,,.

La teoria d’aquesta seccio és valida per a qualsevol conjunt 2. No
obstant aizo, ens centrarem exclusivament en el cas Q@ = {1,...,m},
cosa que ens facilitara la notacid.

NotA 6.9. Tal i com el seu nom indica, Y, té estructura de grup.
FEs facil comprovar-ho agafant la composicié (o) com a LCI i a Uapli-
cacio dentitat id com a element neutre.

NotTA 6.10. De vegades es denota la composicio per juxtaposicio,
aizo és que, per a f,qg € X,,, escrivim fg en lloc de f o g.

Ens prequntem quants elements té 3,,. Aixi, tractem de construir
un element o € ¥,,,: per a definir o(1), tenim m-possibilitats. En can-
vi, una vegada definit o(1), per a o(2) tenim una possibilitat menys,
és a dir, m — 1. Successivament, arribem al fet que o(m) ha de ser
necessariament el terme que no hagem escollit encara. Per tant, per
a definir o, tenim m(m — 1)---1 = m! possibilitats. Concloem que
|X] = ml.

Ara presentem el concepte de cicle, el qual ens permetra representar
cada element de ¥, d’una manera til © compacta.

DEFINICIO 6.11. Siguen ay, ..., a, € {1,...,m} elements distints dos
a dos. S’anomena n-cicle i es denota per (v, ..., o) a Uinic element
g € X, tal que:
(1) Peraie{l,..,n—1}, gla;) = aip1.
(2) g<an) = Qy.
(3) Sipe{l,...m}~A{ay,..,a.}, g(B) = 5.

Els 2-cicles reben el nom de transposicions.

DEFINICIO 6.12. Siga o € X, i j € {1, ...,m}, direm que 0 mou a
j sio(j)#j. En cas contrari, direm que o fixa a j.

DEFINICIO 6.13. Siguen (ay, ...,.) i (81, -, Bs) dos cicles de 3,,.
Direm que son disjunts si els conjunts {aq, ...,an} @ {B1, ..., Bs} ho
s0n.
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El que dos cicles siguen disjunts és de molta ajuda gracies a la
seglient proposicio.
PROPOSICIO 6.14. Si f,g € X, son cicles disjunts, llavors f o g =
golf.
DEMOSTRACIO. Siga j € {1,...,m}. Existeixen tres possibilitats.
(1) Sini f ni g mouen a j:
(fog)) = fl9(d) = f(U) =3,
(90 N)U) =9(f(5) = 9() = .
(2) Si f mou a j, en ser f i g disjunts, j és fixat per g. Aixi, f(j)

també es fixat per g, ja que f(j) pertany al conjunt d’elements
que f mou. D’aquesta manera:

(fog)(d) = fl9(d) = f(),
(g0 f)5) =9(f(5) = f0)
(3) Si g mou a j, el raonament és analeg a 'anterior i
(fog)(d) = (g0 )5) = g(h).
Concloem que fog=go f. O
Un resultat basic del grup simétric és el segient lema ja que, com

veurem, amb unicament les transposicions podem definir qualsevol ele-
ment del grup simeétric.

LEMA 6.15. La inversa d’una transposicio és ella mateixa.

DEMOSTRACIO. Siga (i,j) € X, amb m > 21 i # j. Per a
ke {1,...,m} distingim tres casos.

(1) Si k=1,
((4,7) o (2,5)) (@) = (4, 7)(J) = i.
(2) Si k=7,
((,7) 0 (i,5)) () = (4,5)(2) = j.
(3) Sik ¢ {ij},
((4,7) o (4,9))(k) = (i, 5) (k) = k.
Aixi, per a tot k € {1,...,m}, ((4,7) o (i,7))(k) = k. Deduim que
(i,5) 0 (i,7) = id, i.e., (i,5)"" = (4, 7). O
El segiient teorema és un dels més importants i basics del grup
simetric. Certament, és un resultat intuitiu, ja que en la vida quo-
tidiana, st volem canviar d’ordre una serie d’objectes, usualment inter-

canviem objectes dos a dos fins a arribar a l'ordre que busquem. FEs a
dir, enllacem transposicions.
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TEOREMA 6.16. Per a tot m € N, tota permutacio en X, es pot
expressar com a producte de transposicions.

DEMOSTRACIO. Ho demostrarem per induccié. Per al cas de m = 1
o m = 2 és evident, doncs X1 = {id} i 39 = {id, (1,2)}. Suposem cert
el resultat per a m > 2. Aixi, donat o € ¥, 1, 0 bé ¢ fixa m+ 1, o
bé el mou. Si el fixa, podem entendre ¢ com un element de ., i, per
hipotesi d’induccid, es pot descomposar com a producte de transposi-
cions.

Si el mou, aleshores o(m + 1) = j per a cert j € {1,...,m}. D’a-
questa manera, si agafem 7 := (m + 1, j) o o, notem que

Tm+1)=((m+1,j)oo)im+1)=(m+1,7)(j) =m+ 1.

Es a dir, 7 fixa m + 1. Per tant, estem al primer cas i 7 es descompon

com a producte de transposicions. Pero, com que
oc=(m+1j)o(m+1j)ooc=(m+1j)or,

ja que la inversa d’'una transposicio és ella mateixa, o és també producte

de transposicions. Il

Com que tota permutacio es pot expressar com a producte de trans-
posicions, introduim les segiients definicions.

DEFINICIO 6.17. Direm que una permutacié és parella si es pot
expressar com a producte d’un nombre parell de transposicions. De la
mateiza manera, direm que és senar si es pot expressar com a producte
d’un nombre senar de transposicions.

Notem que una permutacio no té una representacio unica com a
producte de transposicions. Per exemple, en Y3:

id=1=(1,2)(1,2) = (1,2)(1,3)(1,3)(1,2).

Es a dir, podem expressar la identitat com a producte de 0, 2 o 4 per-
mutacions per 1, per aco, €s parella. Pero, podem trobar una expressio
de la identitat com producte d’un nombre senar de transposicions? Per
a trobar la resposta, presentem el concepte de signe d’una transposicio,
el qual sera d’ajuda.

DEFINICIO 6.18. Per a m > 2 definim el polinoms
A(x1, oy Tyy) = H (z; — xj).
1<i<j<m
A més, donat o € %, definim oA com

O'A(ZL'I, 7xm> = A(«Ta(l); myxa(n)) - H (xU(i) - I‘T(j))‘

1<i<j<m
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Al principi, aquestes definicions poden semblar dificils d’entendre.
Tot i aizo, son una ferramenta que utilitzarem exclusivament per definir
de manera matematica el signe d’una permutacio. Pero abans d’ago,
cal provar la segiient proposicio.

PROPOSICIO 6.19. Per a qualsevol o € ¥,,, oA = £A.

DEMOSTRACIO. Es clar que tant oA com A tenen el mateix nombre
de factors. Donats i, j € {1,...,m} amb i < j, en 0 A aquests subindexs
tenen associats el factor (z,(;) — ,(j)). No obstant aixo, com o és una
bijeccid, T # Toj) 1 existeixen k,1 € {1,..,m} tals que k # [ i
k=o(i), l =0(j).

Ara, hi ha dues possibilitats. Per una part, si & < [,

Loty = To(j) = Tk — X4
és un factor de A. Per altra part, si k > [, aleshores
— (o) = To(j)) = 21 — i

és un factor de A. Es a dir, cada factor de oA és un factor de =A. A
més, cap factor es repeteix atés que o és una bijeccid. Concloem que
o==xA. O

Aquesta proposicio ens assequra que la definicio de signe té sentit.

DEFINICIO 6.20. Definim el signe d’una permutacié o € %, 1 el
denotem per sign (o) com al factor 1 o —1 tal que A = sign (o) A.

Es clar que, per a cada permutacio, aquesta té un unic signe assig-
nat. Una bona propietat del signe és que el signe de la composicio és
el producte dels signes. Fs a dir, manté [’estructura de grup.

ProrosiciO 6.21. Si o, 7 € 3,,, llavors
sign (o7) = sign (7o) = sign (o) sign (7).

DEMOSTRACIO. Primer, verifiquem que (07)A = o(7A).

(O’T)A(Z‘l, ceey ZEm> = A(.’EU(T(l)), ceey ZL’U(T(m))) (Def (UT)A)
= (6 A)(Tr(1)s s Tr(m)) (Def. 0A)
= (o(TA)) (21, ey Ty (Def. TA)

Arran d’aco, la comprovacié de la proposicié és directa, ja que,
sign (07) A = (07)A = o(T7A) = sign (o) TA = sign (o) sign (1) A.

Es a dir, sign (07) = sign (o) sign (7). De manera similar, s'obté que
sign (To) = sign (1) sign (o). d

A continuacio, provem unes propietats basiques del signe que seran
de molta utilitat.

PRroPOSICIO 6.22. El signe satisfa les segiients propietats.
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(1) sign (id) = 1.
(2) Per a cada o € %,,, sign (o) = sign (7).
(3) Per a cada 0,7 € ¥,,, sign (c70~!) = sign (7).
(4) Tota transposicio té signe —1.
DEMOSTRACIO. (1) és evident ja que idA = A.
Siga o € X,,, com que oo~ ! =id,
1 = sign (id) = sign (c0~") = sign (o) sign (07 .
D’aci se segueix que si sign (o) = 1, necessariament sign (c71) = 1,
mentre que si sign (o) = —1, llavors sign (c7!) = —1. En altres parau-
les, sempre es té que sign (o) = sign (c~!) i hem provat (2).
Com a conseqiiencia de (2), tenim (3), atés que
sign (o70~") = sign (o) sign (7) sign (o) = sign (0)? sign (1) = sign (1) .
Finalment, per provar (4), comengarem amb veure-ho per a 7 :=
(1,2). Per definicid,
TA(T1, ey Tp) = H (Z7) — T2(5))-
1<i<j<m

Si desenvolupem aquest productori, ens queda

I @o—2z0)

1<i<j<m
= (@ —2r2) | o—20) [] Gro—2-0) [ @ro—2-0)
3<j<m 3<j<m 3<i<j<m
= (1'2 — ZEl) H (Ig — ZEj) H (ZL’I — Ij) H (ZEZ — Ij)
3<j<m 3<j<m 3<i<j<m
1<i<j<m

Consegiientment, 7A = —A i sign (7) = —1.

Ara, siga (a,b) amb a # b una transposicié qualsevol en ¥,,. De-
finim o := (2,b)(1,a). En el cas que o bé 1 = a, o bé 2 = b, fem un
abts de notacié i entenem que o bé (1,a) = id, o bé (2,b) = id, res-
pectivament. Veiem que aquesta permutacié satisfa que oro = (a,b).
Siga i € {1,...,m}, sii & {1,2,a,b}, aleshores és clar que (o70)(i) = i.
En canvi, per ai € {1,2,a,b},

sit=1, (o710)(1) =0(7(c(1))) =0o(1(a)) =0o(a) =1,
sii =2, (070)(2) =0(7(0(2))) = o(7(b)) = a(b) = 2,
sii=a, (o70)(a)=o0o(r(co(a) o(r(
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Il
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—~
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—
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—~
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—~
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S~—
I

sii=0b, (o10
Per tant, oro = (a,b) i, finalment,

sign (a,b) = sign (o670) = sign (o) sign (7) sign (o) = sign (1) = —1.
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Concloem que tota transposicié té signe —1, provant aixi (4). O

Del fet que les transposicions tinguen sempre signe —1 i tota com-
posicio es descomponga com a producte de transposicions, s’intueir el
segiient teorema. Aquest, ens resoldra el dubte d’abans, el qual era si
podem expressar la identitat com a una composicio d’un nombre senar
de transposicions.

TEOREMA 6.23. No existeix cap permutacio parella i senar al ma-
teix temps.

DEMOSTRACIO. Per reduccié a I’absurd, suposem que existeix una
permutacié o € ¥, parella i senar, és a dir, o0 = Hle T = H§'=1 7
amb 7;,7; € ¥, transposicions, k parell i [ senar.

Calculem el signe de o. Per una part,

k k k

sign (o) = sign (H Tk> = Hsign (1) = H(—l) = (-DF=1.

i=1 i=1 i=1
Pero, per altra part, amb el mateix raonament,

sign (o) = sign (H %j> = (-1 =—-1.

Com que el signe d’una permutacié és tnic, hem arribat a una
contradiccid. Per tant, ¢ ha de ser o bé parella, o bé senar, pero no
ambdues al mateix temps. O

COROLLARI 6.24. Tota permutacid parella té signe 1 1 tota permu-
tacio senar té signe —1.

DEMOSTRACIO. S’ha provat a la proposicié anterior. O

Notem que encara que la definicio formal de signe pot resultar com-
plicada, d’ara endavant podem pensar en el signe en el sentit de ["ultim
corol-lari vist. Endemés, podem verificar que hi ha la mateiza quantitat
de permutacions parelles que de senars.

COROLLARI 6.25. Composar per una transposicio T € Y, qualsevol
és una bijeccio del conjunt de permutacions parelles de Y, al conjunt
de les permutacions senars de %,,. Com a conseqiéncia, aquests dos
conjunts tenen la mateixa quantitat d’elements.

DEMOSTRACIO. Siguen 7 € %, transposicid, A el conjunt de per-
mutacions parelles en 3, i B el de les permutacions senars. Definim
I’aplicacio

(J)or A — B
o +— OT.
Primer hem de veure que esta ben definida I'aplicacié. Aixi, si o € 3,
és parella, com

sign (o7) = sign (o) sign (1) = —1,
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o1 és senar. Per tal causa, és ben definida.
Ara notem que és injectiva. Suposem o, € A tals que

(YoT)(o)=((-)oT)(5), ie., or =0T.

Si composem en dita igualtat 7=! per la dreta, obtenim oid = Gid. Es
adir, 0 =71 (-) o7 és injectiva.

Finalment, per a la sobrejectivitat, si v € 3, és senar, considerem
~v7. Com que

sign (y7) = sign (7) sign (1) = (=1)(-1) = 1,

1

~7 és parella. Pero ja que, en ser 7 transposicid, 7~ = 7. Llavors,

()or)(ar) = (y7)r =~(r771) = 7id = 7.
D’aquesta manera, (-) o T és sobrejectiva i, aixi, una bijeccié. U
COROLLARI 6.26. Per a qualsevol T € ¥,

(o X, — X,
o — oT.

és una bijeccio.

DEMOSTRACIO. La prova és similar a I’anterior. O

3. Accié de grup

En la primera seccio ens plantejarem com li afectaven a les formes
m-lineals alternades canviar 'ordre de les tuples a [’hora de calcular
[tmatge. Ja hem wist que el grup simetric ens serveixr per a canviar
d’ordre les tuples. Per tant, com relacionem Ag (V) amb X,,? Amb
dita finalitat, emprarem les accions de grup.

DEFINICIO 6.27. Siga G un grup i siga € un conjunt no buit. Direm
que (+): QxG — Q és una accid de grup a dreta de G en 2 si satisfa
les seqiients dues propietats.

(1) Compatibilitat: Vg.h € G,Vw € Q, w-(g-h) = (w-g) - h.
(2) Identitat: Vw € Q, w-1g = w.

Per a 'V un K-espai vectorial, trobem primerament una accio de
grup a dreta de ¥, en Multixg(V™). Aizi, definim aplicacio
x:  Multig (V™) x ¥, — Multig (V™)
(f,0) — fxo= [T,
on
fo: ym — K
(’Ul, ey ’Um) — f(?}o(l), ceey ’Ug(m)).

ProPoSICIO 6.28. L’aplicacié * és una accid de grup.
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DEMOSTRACIO. Primer de tot hem de verificar que esta ben defi-
nida, aixo és que, per a qualsevol o € %, i qualsevol f € Multig(V™),
Havors f7 € Multig (V™). Siguen vy, ..., U, vy € Vi A\, u € K. Sabem
que existeix j € {1,...,m} de manera que o(j) = 1. Aixi,

7y + vy, v, ey Uy

= f(Vo(1)s s AUg(j) F HUp (j)s s Vo(m)) (Def. f7)
= A (Vo(1), -+, Vo(j)s > Vo(m))

+ 1f (Va(1)s -+ Vg (4 5 Vo(m)) (f m-lineal)
= A7 (01, ey Upn) + 1 f (VY ooy V). (Def. f7)

Per tant, és lineal en la primera component. La prova a la resta és
analoga i deduim que * esta ben definida.

Comprovem que és compatible. Siguen f € Multig(V™) i 0,7 €
Ym, volem verificar que

fx(or)=(f*0)x*T, ie, f7 =(f7).
Donat (vy, ..., v,) € V™,

fUOT (?}1, ey Um) = f(U(JOT)(l), ceey U(UOT)(m)) (Def fJOT)
= fo<v7.(1), ceey UT(m)) (Def fa)
= (/7)) (01, e, Um). (Def. (f7)7)

Aixi, f7°7 = (f?)7 i % és compatible.
Finalment, per a qualsevol (vy, ..., v,,) € V™

fid(vla "'7vm) = f(Uid(1), e Uid(m)) = f(Uh "-7vm)-
Es a dir, f *id = f9 = f i concloem que * és una accié de grup. O

NotA 6.29. Si firtem o € X,,, per l'estructura de les aplicacions,
es comprova facilment que (-) és lineal. Aizo és, que donats f,g €
Multig (V™) i A\, p € K, llavors

(A +1g)” = A7+ pg°.

Tot 1 que hem considerat el conjunt Multix(V™), aquesta accio de
grup també és valida per a N\ (V).

PropPOSICIO 6.30. Podem considerar la mateiza accid de grup pero
en Ng (V), és a dir, x: Ng (V) x Z,, — Ag (V).

DEMOSTRACIO. Gracies a la proposicié anterior, si provem que per
atot fe Ag(V)itot o€ X, f7 € Ag(V) hem acabat, ja que les
propietats d’accié de grup s’hereten.

Siguen f € AR (V) io € %, jasabem que f7 és m-lineal. Aixi,
siga (v, ..., vn) € V™ on almenys dues entrades coincideixen. Per tant,
és clar que a (Vo(1), -, Vo(m)) € V™ també coincideixen almenys dos i,
en ser f alternada,

fo(v1y ey om) = f(vc,(l), ...,va(m)) =0.
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Per tant, f7 és alternada i * és accié de grup en Ay (V). O

Recordem que tota permutacio és composicio de transposicions. Aixi,
podem estendre la Proposicid a qualsevol permutacid.

ProposICIO 6.31. Siguen V' un K-espai vectorial i f € Ng (V).
Aleshores per a qualsevol o € ¥, es té que

§7 = sign(0) f.

DEMOSTRACIO. Per una part, sabem que o € 3, es pot descom-
pondre com a producte de transposicions, o siga, ¢ = 7y --- T, per a
cert k € N. Per altra part, per a una transposicié qualsevol 7 € ¥, i
un vector (vi, ...,vn,) € V™, al vector (v-q), ..., Ur(m)) Unicament s’han
intercanviat dues entrades mentre que la resta romanen igual. Aixi per
la Proposicié , f™ = —f. Finalment, recordem que sign (o) = (—1)~.
Reunint tots aquests fets,

7= T = () = T == (1) = sign () ,
com voliem provar. O
Si 'V és un K espai vectorial amb dimg (V) = m, per a qualsevol

€ Ng(V), és suficient conéizer l'imatge dels elements de la base, com
veiem en el sequent resultat.

PROPOSICIO 6.32. Siga V un K-espai vectorial amb dimg (V) =
m. Considerem B = {ey,...,e,} base de V i vq,..,v, € V. Per
a qualsevol k € {1,...,m} existeizen inics Ay g, ..., \mx € K tals que
Vg = D5 1 Ajkejy- Aleshores, per a qualsevol f € Ng (V),

f(v1,oyvm) = fleq, ...,e Z sign (o) Ao1),1** * As(m),m

OEYm

DEMOSTRACIO. Siga f € Ay (V), llavors,

fv1, .y vm)
= f <Z )\]1 1€515 Z /\]2726]2, ceny Z )\jm,mejm> (Def V1yeeny Uk)
J1=1 j2=1 Jm=1
Z Aot (e]u Z Njo,2€gs -ees Z Ajm,mejm> (f m-lineal)
1=1 Jj2=1 im=1
- Z Z )\317 ) ]m m f(ejm sy ej'm)' (Itel”em)
1=1 Jm=1

Fixem-nos que, en ser f alternada, si dues entrades sén iguals,
I'imatge és zero. Per tant, ens interessa els vectors (ej,, ..., €5, ) € V"™ on
Ji # Jisi i # 1. A més, sabem que ji, ..., jm € {1,..,m}. Aixi, els tnics
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subindexs que ens interessen sén les permutacions, i.e., (ji,...,Jm) €
Ym. D’aquesta manera,

f(v1y ey )

= Z >\U(1),1 to )\a(m),m f(ea(l)u X3 60(m)> (f alternada)

OEXm
= Z )\0'(1),1 e Aa(m),m fg(ela [EEE) em) (Def fo)

OEY
= fler, em) Y sign (o) Ao(ya -+ Aotmym:  (f7 =sign (o) f)

oEX

com voliem demostrar. O

La segiient proposicio ens servirda per a després, poder definir el
determinant d’un endomorfisme.

PRrROPOSICIO 6.33. Si V' és un K-espai vectorial amb dimg (V') = m,
aleshores dimg (Ag (V) = 1.

DEMOSTRACIO. Comengarem la prova veient que dimg (Ag (V)) <
1. Aixo equival a demostrar que no existeix cap conjunt de dos vectors
de Ag (V) linealment independents. Es a dir, que donats dos vectors,
sempre seran proporcionals. D’aquesta manera, siguen f, f' € Ag (V)
i suposem que f # 0. Volem veure que existeix pu € K tal que f' = uf.

Com que f # 0, existeix (eq, ..., e,) € V™ tal que f(eq, ..., en) # 0.
Per la Proposicio , {e1, ..., &y} és un conjunt de m vectors linealment
independents de V. Com que dimg (V) = m, per la Proposicié [2.33]
B:={e1,...,en} és base de V.

A més, en ser K cos, existeix 1 € K tal que f'(eq, ..., em) = pf(er, ..., m).

Aixi, donats (v1,...,v,) € V, siguen \j, , € K tals que, per a tot
ke{l,..,m}, v =370 Ajkej,. Se segueix que

(o1, vm)
= f,(ela ) em) Z Sign (U) )\0'(1),1 T /\cr(m),m (PI’Op. ’
TEYm
- Nf(eh ) €m> Z Sign (J) >‘U(1),1 T )\a(m),m (Def :U’)
oEXm

() (Prop
Aixi, f' = pf i dimg (Ag (V) < 1.

La segona part de la demostracio consisteix a demostrar que existeix
f € Ax (V) no nulla, ja que amb aco, A (V) # {0} i dimg (A (V)) =
1. Considerem B = {ey, ..., e, } una base de V' i prenem la base dual
B* = {e}, ... e}, }. Recordem que siv =>3"" \e; € V, llavors e} (v) =

A per a cada k € {1,...,m}. Per tant, v = Y777 e5(v)e;.
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Definim 'aplicacid

f: vm — K
(U1, oy U) Z sign (0) €51)(v1) =+ €5 ) (Um)- (10)

Comprovarem primer que f és m-lineal. Siguen j € {1,...,m}, v1, ..., U, v} €

Vilpek,

f(or, o, dv; + /w;-, oy Up) =

Z sign (o) €51y (v1) -+ - €5 (Avj + pv) -+ €5y (V) (Def. f)
Uezm
=A Z sign (0) egy (V1) - €50y (V) + - €5y (Um)
oEYm
+p Z sign (o) €51 (v1) -+~ €55 (V7) - €5y (V) (€ lineal)
UGEm
= Af(v1, e V5, ooy U) + puf (01, .o, U;, ey Upn ) (Def. f)

Per a veure que f és alternada, considerem vy, ..., v, € V' i suposem
que existeixen i,j € {1,...,m}, i < j, amb v; = v;. Hem de verificar
que f(vy,...,v,) = 0. Observem que, per a cada o € %,,, podem
aparellar-lo amb o o (i, j) € ¥,,. Aquest aparellament esta ben definit,
ja que

(cdo(iyj)o(i,j) =00 ((i,5)0(i,j)) =0coid = 0.

També, és clar que sign (o o (i,7)) = —sign (o). Llavors,
sign (o o (4, j)) e (o0(i,5)) (Ul) : "efao(i,j))(m)(vm)
= —sign (0) €5 )(v1) €5y (Vi) - eh () - €y (Um)
= —sign (o) €} ( 1) "€§(¢)<Ui) T e;(j)<vj) T ei:(m)(vm)-

Per tant, al sumatori definit en f, cada parella s’anul-la i es deduix que
f(v1,...,v,) = 0, aixo és, que f és alternada. Aleshores, f € Ag (V).

Per acabar, inicament hem d’assegurar-nos que f # 0. Amb aquest
fi, bastara trobar una m-tupla de vectors on f no s’anul-la. Considerem
(€1, ...,em) € V™ la m-tupla associada a la base B. Aixi,

fler,...,em) = Z sign (o) €5 1)(e1) -+ - €5y (em) (Def. f)

OEYm
—sign (id)ei(er) - eh(en)  (e3le) =O0sij#i)
=1 (sign (id) = 1, Vj, ej(e;) = 1)

Concloem que f # 0 i dimg (Ag (V)) = 1. O
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4. L’aplicacié determinant

El determinant, tot i la seua popularitat, és una aplicacio amb una
definicio formal no trivial. Per acabar aquest capitol, el definirem,
veient aixi que, de fet, és una forma multilineal alternada. Amb aquest
objectiu, préviament cal definir una altra accio, encara que, en aquest
cas no d’un grup siné d’un monoide. No obstant airo, la definicio
d’accio és la mateiza.

DEFINICIO 6.34. Siga M un conjunt no buit i siga (-) una LCI,
direm que (M, +) és un momnoide si satisfa la propietat associativa i té
element neutre. Normalment es diu simplement que M és un monoide.

Es a dir, el que diferéncia el monoide d’un grup és l’existéncia
d’inversos.

DEFINICIO 6.35. Siguen M un monoide i Q un conjunt no buit,
direm que (+): Q@ x M — Q és una accio de monoide a dreta de M
en ) si satisfa les propietats de compatibilitat i identitat de la Definicio

.77

Notem que el conjunt d’endomorfismes és un monoide amb la com-
posicio com a LCI iidy com element neutre. Aixi, podem definir una
accio de monoide dels endomorfismes.

ProprosiciO 6.36. Siguen m € N i V un K-espai vectorial. El
monoide d’endomorfismes Endg (V') actua sobre \i (V) de la segiient
manera.

or Ag(V) x Endg(V) — Ng (V)
(f,T) — foT:= [T,
on
fr. ym — K
(Ulv ...,Um) — f(T(U1)> ey T(Um))

DEMOSTRACIO. Primer de tot cal demostrar que f7 € Ag (V).
Considerem j € {1,...,m}, vi, ..., vy, v; € V i A\, u € K. D’aquesta
manera,

(01,0 Avj + V), ey V)

= f(T(v1), .., T(Av; 4 pvf), ..., T(vyn)) (Def. fT)
= f(T(v1),....; AT (v5) + pT(V}), o, T (Vi) (T lineal)
= AT (1), o, T(05), -, T ()

+ uf(T(v1), ..., T(V] ) 5 T(vm)) (f m-lineal)
= A (01, ooy Uy oy Um) + pf T (01, s Vs oy Um). (Def. fT)

Per tant, f7 és m-lineal. Ara veiem que és alternada. Siga (vy, ..., v,) €
V™ amb v; = wv; per a certs i,j € {l,..,m}, i < j. Com que
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feNg(V),
fr iy ey vm) = F(T(01), oo, T(03), ooy T(v5), oo, T(03)) = 0,
atés que T'(v;) = T'(v;). Aixi, fT € Ag (V).
Per altra part, hem de verificar que ¢ és compatible, és a dir, que

donats f € Ag (V)iT,S € Endg(V), f7°% = (f7)5. Siga (v1, ..., vm) €
vm

%y, oy vm) = FUT(S(01)), ..., T(S(vp))) (Def. f7°%)
= fT(S(v1), ..., S(vm)) (Def. fT)
= (fM)%(v1, -, vm)- (Def. (f7)%)

Finalment, cal notar que, per a qualsevol (vq, ...,v,,) € V™,
FY vy, oy vm) = fAdy (v1), ..o idy (V) = F(1, oy Um).

Concloem que f9v = f i, per tant, que o és una accié6 d’Endg(V)
en Ag (V). O

Suposem V' un K-espai vectorial amb dimg (V) = m. Ara fizem
T € Endg (V) i considerem l’aplicacio

OF ALV) — AE(V)
fo— I
La comprovacio que ()T és lineal és conseqiiéncia directa de l'estructura
d’Ng (V). Per tant ()7 € Endg(Ag (V). Pero, ara bé, per la Propo-
sicid [6.39, dimg (A (V) = 1. Ja quasi podem definir el determinant,
unicament necessitem d’un ultim resultat.

LEMA 6.37. St W és un K espai vectorial de dimensio 1, per a
qualsevol g € Endg (W) ezisteiz un dinic pu € K tal que per a tot w € W

g(w) = pw.

DEMOSTRACIO. Com que dimg (W) = 1, existeix e € W amb {e}
base de W. Com g(e) € W, existeix un tnic p € K tal que g(e) = pe.
Eixe és I'escalar que buscavem, ja que per a qualsevol w € W, w = Xe
per a cert A € K i, si tenim en compte la linealitat de g,

g(w) = g(Ae) = Ag(e) = Ape = pw,
com voliem provar. O

Ara si, definim el determinant d’un endomorfisme.

DEFINICIO 6.38. Siguen V' un K-espai vectorial amb dimg (V) =m
iT € Endg (V). Definim el determinant de T i el denotem per det(T")
com a linic escalar en K tal que, per a qualsevol f € N (V),

T =det(T) f.
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Pero ara bé, hem definit el determinant d’un endomorfisme, no el
d’una matriu quadrada. No obstant aizo, com que cada matriu té un
endomorfisme associat, té sentit que el determinant de la matriu siga
el determinant d’aquest endomorfisme. Per tant:

DEFINICIO 6.39. Siga A € K™ ™ aleshores pel Corol-lari
existeix un unic endomorfisme f € Endg(V) tal que la seua matriu
coordenada respecte a la base canonica de K™ és A. Definim el deter-
manant d’A, també denotat com det(A), com det(A) := det(f).

Comprovem que el determinant és de fet una forma m-lineal alter-
nada.

TEOREMA 6.40. L’aplicacio
det: (Km™)ym  —s K
(U1, ooy V) > det(vg -+ vy,).

és una forma m-lineal alternada.

DEMOSTRACIO. Siga vy, ...,v,, € K™ i siga Bém) = {e1,...,en} la
base canonica de K™. Considerem la funcié 7' € Endg (V') tal que per
acada j € {1,...,m}, T(e;) = v;. Sabem que la matriu de T" respecte
a Bém) és My (T) = (v1-+-vp). Per la definicié de determinant,
det(vy -+ - vpy) = det(T).

Ara bé, per la demostracio de la Proposici6 [6.33] sabem que existeix
f e Ag(K™) amb f(ey, ...,e,) = 1. D’aquesta manera,

det(vy, ..., vy) = det(vy -+ - vp) (Def. det(vl, ey Um))

= det(T) (MBgn) (T) = (vi+-vm))

= det(T) f(e1,..-€m) (fler,.nem) =1)

= f(T(e1),...T(en)) (Def. det(T))

— F (0, ). (%), Te;) = vy)

Aixo és, det = f € Ag (K™), pel que argiiim que det és una forma
m-lineal alternada. O

Per concloure aquest capitol, trobem la formula per a calcular el
determinant d’una matriv quadrada.

TEOREMA 6.41. (Férmula del determinant d’una matriu):
Siga A= (Arj)ii=1 € Mum(K) una matriu. Aleshores,

det(A) = Z sign (o) Ade1)1 * ** Ao(m)m-

O'EEm

DEMOSTRACIO. Considerem la base canonica de K™, B((jm) ={e, ...,
i per a cada j € {1,...,m}, definim v; := (A, ..., Am ;). Es clar que
= Dkt AkjCh-

em},
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Per altra part, per la proposicié anterior sabem que existeix f €
Nk (K) amb f(ey, ..., e,) = 1 tal que det(vy - - - vy) = f(v1, .., V). Apli-
cant la Proposicio [6.32

f(v1, .y vm) = fler, .., em) Z sign (o) Ade1)1 *** Ao(m)m-
OEY
Com que f satisfa que f(eq,...,e,) = 1, s'obté la férmula. O

Observem que aquesta aplicacio f coincideiz amb la definida en
si la base triada és la canonica, perqué com per a cada j € {1,...,m},

Vj = Y ey Akj€k, lavors €50 (V) = Ao






CAPI{TOL 7

Producte tensorial generalitzat

Al llarg dels capitols 4 i 5 hem treballat amb el producte tensorial
d’un parell de K-espais vectorials. No obstant aizo, aquest concepte
es pot generalitzar per a una familia finita de K-espais vectorials, on
laplicacio assignada al producte tensorial ja no sera bilineal sino mul-
tilineal.

1. Construccio

Sigan € N, n > 2 1 siguen Vi, ..., V,, K-espais vectorials. La defini-
cid del producte tensorial de la famdlia V1, ..., V,, denotada per @}, Vi,
es pot fer tant a esquerra com a dreta, gracies a la Proposicid[5.19 En
aquest treball, ho farem a esquerra. Aixi, recursivament definim

k k—1
Qi = (@v) @V, ke{2,..,n},
=1 =1

on ®§:1 V; .= V4. Veiem la proposicio que ens garanteix que aquesta
definicio té estructura de producte tensorial.

ProprosiciO 7.1. Siguenn € N, n > 2, 1 V4, ..., V,, una familia finita
de K-espais vectorials. Llavors @), Vi és un K-espai vectorial que sa-
tisfa la propietat universal del producte tensorial: per a qualse-
vol K-espai vectorial Z i qualsevol aplicacid n-lineal f: [, Vi — Z,
existeiz una unica aplicacid lineal f* de manera que el segiient diagrama
commuta:

®
[[oVi——— QL Vi
I
O i
1 3Nf° lineal
f |
Z

A més, Uaplicacio ®: [[;—, Vi — Q;_, Vi és n-lineal, on denotem
R (V1 oy Up) =01 & ... @ Uy,
per a cada (vy, ...,v,) € [, Vi

DEMOSTRACIO. Ho farem per induccié. Per al cas n = 2, notem
que les aplicacions 2-multilineals corresponen a les bilineals i que es
tracta de la definicié de producte tensorial ja tractada al llarg d’aquest

83
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treball. La seua existencia i unicitat ja ha sigut provada a la seccié 4.1.
i la bilinealitat de ® es té per definicié de producte tensorial.

Ara per hipotesi d’induccié suposem el resultat cert per a tot n—1 >
2. Veiem que aleshores també és cert per a n. Comencem amb la defi-
nici6 de l'aplicacié multilineal ®@: [[i_; V; — Qi V Aixi, com que
per hipotesi d’induccié sabem que existeix ¢: [[;-; 'V, — R, 'V,
(n — 1)-lineal i ¢: (-, ! Vi) x V, — Qi Vi blhneal, considerem
Y = @ o (p,idy,). Verlﬁquem que és n-lineal. Ho farem tnicament
per a la primera i ultima component puix que la resta és analoga a la
primera. Siga per a cada i € {1,...,n}, v; € V;; v € Vii A\ peK,

(Avy + pvl, va, .oy V)
= P(p(Avg + pvl, va, ey Vp_1), ) (Def. )
= P(Ap(v1, V9, oy Up1) + pp(V], V2, ooy V1), vn) (@ (n — 1)-lineal)
= A p((v1, 2, ooy V1), V) + 1 P((V], V2, ooy V1), v) (@ bilineal)
= AY(v1, V2, ..y Un) + th(v], Vo, ooy V). (Def. )
Per tant, és lineal en la primera component. Ara, siga per a cada
ie{l,.,n} v, eVy,v, €eVyiluek
Y(V1, ooy Un1, Uny AU, + )

= P(P(V1, oy V1), AUy + pv}) (Def. 1))
= AP(0(V1, ety Un—1), V) + p@(P(v1, oy V1), ) (¢ bilineal)
= MNY(V1, ey Un1, V) + ptb(V1, ooy Up1, Up). (Def. 1))

Aixi, concloem que ¢: [[_, Vi — @, Vi és multilineal com
voliem. Denotem ® := 1 i fem 'abis de notacié
R (V1 oy V) = V1 @ ... @ Uy,

per a cada (v, ...,v,) € V;.

Falta per demostrar que aquesta nova aplicacié n-lineal satisfa la
propietat universal del producte tensorial. Amb aquest objectiu, siguen
Z un K-espai vectorial i f: []i_, Vi — Z una aplicacié n-lineal. Per
a cada v, € V,,, definim ’aplicaci6

fo: IIEVi — Z
(v1, ... vn,l) > f(V1, ey Une1, Up).
Verifiquem que f,, és (n— 1)-lineal. Ho comprovarem tnicament per a
la primera component, per a la resta és analeg. Aixi, siguen vy, v € Vi,
veViie{2,...,n—1}HiApekK,
fo, (Av1 + pvy, va, o v 1)
= f(Avy + pvy, va, ooy Up1, Up) (Def. f,,)
= A (v1,v2, ey U) + puf (V], V2, ooy V) (f n-lineal)
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= Ao, (U1, V2, ey Un_1) + pifo, (U, V2, ..oy 0. (Def. f,,)

Per tant, per a cada v, € V,,, gracies a la hipotesi d’induccio, exis-

teix una unica aplicacié lineal fgn ®?:_11 V; — Z tal que satisfa el
seglient diagramma commutatiu:

n—1 n—1
IIv Q.
i=1 =1

O |
|
For 1 31f5, lineal

Z
Ara, considerem l'aplicacio
he (QVi)xV, — Z
(¢, vn) — [0, ().

Demostrem que h és bilineal. Per una part, considerem ¢t €
®?;11 Vi, v, € Vi, A\, € K. Aleshores,

h(M + ut',v,) = fo (At + put') (Def. h)
= Mo () +pf; (1) (f?, lineal)
= M(t,vy) + ph(t',vy) (Def. h)

Per altra part, per a facilitar la prova del fet que h és lineal en la
segona component, verifiquem primer que, donats v,, v, € V,, i A\, u €
K,

f)\anr/,L'u,/1 = Afvn + :ufviL (11)
Aix{, per a tot (vy,...,v,_1) € H;:ll Vi,
f/\anrpw;l (Ula ey Un71>
= f(V1, ey Up_1, AU, + p) (Def. frv,+ur)
= Af(V1, ey Un1,Un) + 1f (U1, ey Up1, V) (f n-lineal)
= Ao, (U1, oy V1) + pfur (U1, .0y Vo). (Def. fu,, fur)

D’aquesta manera, donats t = > (vF @ .. @k ) € Q' Vi,
Up, v € Vi A\ p e K,

I
h (Z(Uf ®..0v"_), v, + /ﬂ}%)

k=1

l
= f)b\vnﬁuv;l (Z(Uf ®..& Ule)) (Def h’)

k=1

l
k b .
Z Avp+poy, vl ®..&® vn—l) (fAv,L—I—;w;L hneal)
k=1
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l
= Z f)\Un+,UIU47‘ (/01167 (A ’U’;—l) (f)\vn‘i’lJ«U;L = f}b\vn-i—u/uil o ®)

(Mfou (W15 oo y) + ifor, (01, vp ) (Equacié (1))

k=1
l
=2 _fo(he. @k )
k=1
l
+py ffe. o) (f5,0 = fonr 20 = fur)
k=1
l
ap (m 6. v,’i_1>>
k=1
l
+ufy | Y e ..@ vi_1)> (f2,, f2, lineals)
k=1
= Mh(t, vn) + ph(t,v),). (Def. h)

Per tant, h és bilineal. Per la propietat universal del producte
tensorial, existeix una tnica aplicacié b’ de manera que:

n—1 n
®
Rixv, —— @
im1 i=1
I
O |
| 3hY lineal
h 1
I
+
A

Veiem que 1’ o ® = f. Siga (v1,...,0,) € [[12, Vi, llavors:

hb(vl®...®vn) =h(v; ® ... @ Uy_1,0,) (R’ o® = h)

= fﬁn (V1 ® ... ® Up_1) (Def. h)

= fou (U1, s 1) (fo, 0@ = fu,)

= f(v1, ..., Up). (Def. f.,)

Aixi, queda demostrada la propietat universal del producte tenso-
rial. O

COROLLARI 7.2. L’assignacio

(-7:  Multig ([T, V;,T) — Homg (®", Vi, T)
f — r

és un isomorfisme.



2. APLICACIONS MULTILINEALS COM A PRODUCTE TENSORIAL 87

DEMOSTRACIO. La prova és analoga a la feta en , Unicament
cal tindre en compte ara la propietat universal del producte tensorial
generalitzat. U

Per tant, aquesta mova definicio és similar a la tractada als an-
teriors capitols, la unica diferéncia és que ja no parlem d’aplicacions
bilineals sind n-lineals. En la segiient seccio contemplarem com es re-

lacionen les aplicacions multilineals en K amb el producte tensorial si
els espais vectorials son finitament generats.

2. Aplicacions multilineals com a producte tensorial

NoTA 7.3. D’ara endavant, tots els espais vectorials seran finita-
ment generats.

Siguen Vi, ..., Vi, i Wi, ..., W, dues families finites de K-espais vecto-
rials. Per facilitar la notacid, denotarem A = [[_, Vi i B := [[[_, Wj.
El nostre objectiu sera que, si tenim f € Multig (A) i g € Multig (B),
obtindre una aplicacio en Multig (A X B). Amb eize objectiu, definim
l'aplicacio

h:  Multig (A) x Multig (B) — Multig (A x B)
(f.9) — h(f.9)

on
h(f,q): AXx B — K
(V1 vy Uy W1, ooy W) > f(01, oy ) g(w1, ..y W)
En primer lloc verifiquem que h(f,g) és multilineal. Sii € {1,...,n},
donats (v1,...,v,) € A, (w1, ..., wy) € B, v, € V;, \,u €K,
R(f, ) (U1, ooy AU 4 UL, ooy Uy WY ey W)
= f(v1, ey A0 + 0}y 0) g(W1, ooy Wiy (Def. h(f,g))
= (ASf(V1,0VsyesUn) + 1 f (V15000 00)) g(W1,.wy)  (f n-lineal)
= M, 9) (U1, Vis o) + ph(f, g) (V1,0 wr). (Def. h(f,g))

En cas que i € {1,...,m} i w; € W;, el raonament és andleg tenint
en compte que g és m-lineal. Per tant h(f,g) és (n+m)-lineal i h esta
ben definida.

En segon lloc, veiem que h és bilineal. Siga f,f € Multig (A),
g € Multig (B) i A\, u € K. Per a cada (vy, ..., 05, W1, ..., W) € AX B,

RO 4 i1 f's g) (01, oy Uy W1 ey W)
= (N + puf)(vi, .y vn)g(wr, ... wpy) (Def. h(Af + uf’, g))
= (Af(v1, ey vp) + puf (v1, oy 00))g(wr, ...y wy,)  (Estr. aplicacions)
= M(f, 9)(v1, .oy Uy W1, oy W)
+ ph(f' ) (V1 oy Uy W1,y ey Wiy ). (Def. h(f,q),h(f",9))
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Aizi, per la propietat universal del producte tensorial, existeiz una
unica aplicacio lineal

R’ Multig (A) ® Multig (B) — Multig (A x B)

tal que aquest diagrama commuta:

Multig (A) x Multig (B) ————— Multig (A) ® Multig (B)
O

AK® lineal

I
I
I
I
I
I
I
N

Posteriorment comprovarem que h® és, de fet, un isomorfisme. Es
per airzo que, per comoditat, farem el seguent abis de motacio: f ®
g := h(f,g). De la mateiza manera que a la seccié anterior, podem
generalitzar aquesta operacid, de manera que si Vi, ..., V,, és una familia
finita de K-espais vectorials i, per a cada i € {1,...,n} tenim f; €
Homg (V;, K), llavors per a cada (vy, ...,v,) € [, Vi,

(F1© e @ fu)or, ) 1= o) - Fulwn) = [[ 0. (12)

Utilitzem aquesta nova definicio per tal d’obtindre la dimensio de
I’espar vectorial de les aplicacions multilineals.

ProposIcIO 7.4. Siga Vi, ..., V,, una familia finita de K-espais vec-
torials. Per a cada i € {1,...,n}, siguen d; = dimg (V;) i B; =
{el, ...,ey. } una base de Vi. Aleshores el conjunt

B={(e,)®..@ () | Vie{l,..,n}, 1<j <d;}

In

és base de Multig ([, Vi). En particular,
dimg (Multix ([T}, Vi) = []~, dimg (V;) .

DEMOSTRACIO. Recordem que, per a un K-espai vectorial V', si
{e1, ..., & } és una base, aleshores la seua base dual {e7, ..., e}, } compleix
que, per a cada v € V amb v = Y71, Aie;, llavors e5(v) = A; per a
cada j € {1,...,n}. Concretament,

N 1 sioi=
ef(ei){o si i
Per tant,

1 \% n \x\ /.1 n_nk*k_lsIVkajk:Zk
((6j1) ® ® (ejn) ) (e’ilﬂ "'7€in) - E(€]k> (elk) - { O en altre cas
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D’aquesta manera, comprovem que B és linealment independent.
Siga una combinacié lineal de la forma

w= Z Z Ajre. Jn Q.. ®< ) ) =0, on A . €K

=l gn=1
Per a cada k € {1,...,n}, siguen iy € {1,...,d;}. Aixi,

O - 80( 117 ceey z ) = )\11,...,in'

Deduim que B és linealment independent. Per a comprovar que és
sistema generador, siga f € Multig (A), considerem

4 dy
0= Z e Z flejs el ) ((e)) @@ (] )).

J1=1 Jn=1
Si verifiquem que 6 = f, hem acabat. Aixi, per a un vector (vy, ..., v,) €
[T, Vi, sabem que, per a cada i € {1,...,n}, v; es pot expressar com
v = ij:l Aj.ich, per a certs \j,; € K. D’aquesta manera,

flog, ..., o)

di
f (Z Aji 1€, s - Z )\jn,ne]n> (Def. v, ..., v,)

J1=1 Jn=1
di dn
= > N Naf (el el) (f n-lineal)
J1=1 Jn=1
dq dn,
=D D (e ) W) (e ) wa) (€], ) (Notall)
=1 gn=1
di1 dn,
- o Z f(e}l’ Y e?n> ((611'1)* ® ® (6?7)*) (Uh "'71)71) (NOtaEb
j1=1 gn=1
= 0(vy, ..., 0p). (Def. 0)

Concloem que el conjunt B és sistema generador i, consegiientment,
base. Notem que llavors,

dimy (Maultig ([T, VA)) = [B] = [T, ds = [T, dim (V).
com voliem demostrar. U
Ara retornem a aplicacio
A’ : Multig (A) ® Multig (B) — Multig (A x B).
Pel Corol-lari[5.4 i la proposicié anterior,
dimg (Multig (A) ® Multik (B)) = dimg (Multik (A4)) dimg (Multik (B))

Wk € {1,..,n}, (eh)*(vk) = Aj .-
2Equacié |)



90 7. PRODUCTE TENSORIAL GENERALITZAT

= 12, dimg (Vi) T}, dimg (W;)

Aixi, com son espais amb la mateiza dimensid i b’ és lineal, aleshores
si és ingectiva, pel Corol-lari[2.48 concloem que és un isomorfisme.

Provem que h® és injectiva. Siga t € Multix (A) ® Multix (B) tal
que I°(t) = 0, és suficient verificar que t = 0. Sabem que existeir una
representacio minima de t com a suma de tensors elementals, o siga,
t =" ,fi®g amb f; € Multig (A) i g; € Multig (B) per a cada
i€{1,..,n}. Llavors,

0="n <Z fi® gz’) = Zhb(fz‘ ® gi) = Zh(fiagi>‘

Per a cada (vy, ...,v,) € A, es compleix que

Z h(fi, 9i) (1, oo Vg, ) = Z Fi(v1, o v2)gi(+) = 0.

Pel Teorema sabem que {g1,...,gn} €és un conjunt linealment
independent i se sequeix que fi(vi,...,v,) = 0 per a toti € {1,...,n}.
Com ago és cert per a cada (vi,...,v,) € A, fi = 0 per a tot i €
{1,..,n}, ésadir,t =" | f;®g; = 0. Concloem que B’ és injectiva
1, d’aquesta manera, un isomorfisme.

NoOTA 7.5. Per aquesta rad, identifiquem Multig (A) ® Multik (B)
amb Multig (A X B) i fem l'abis de notacié h(f,g) = f ® g. D’ara
endavant, el “producte tensorial” fara referéncia a [’aplicacio h.

Es més, com que dimg (Vi) és finita per a toti € {1,...,n}, Q;_, V; =

(®i, Vi)*. Pero, pel Corol-lari[7.4
(@ m-) = Homg (@ V;,K> >~ Multigk (H Vi> .
i=1 i=1 i=1

Es per aizo que podem entendre el producte tensorial generalitzat com
aplicacions multilineals en K. Per acabar aquest treball, estudiarem un
exemple concret: els tensors covariants.

3. Tensors covariants

NotTA 7.6. Durant aquesta seccio, V' sera un K-espai vectorial fi-
nitament generat amb dimg (V') = n i base {ey, ...,e,}. A més, k il
denotaran nombres naturals.

DEFINICIO 7.7. Siga k € N, direm que els elements de Multix (V"”)
son tensors k-covariants. Gastarem la notacié L (V') := Multix (V).

NotA 7.8. De wvegades, s’anomenen k-tensors st no dona lloc a
confusio.
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Notem que per la Proposicid [T.4), el conjunt
B={e, ®..0¢ |Vie{l, . ,n}, jie{l,..n}}
és base de L¥(V). Aizi, dimg (LE(V)) = n*.

Recordem que un k-tensor covariant f € L¥(V) es diu alternat si,
per a qualsevol (vy, ...,vy,) € V¥ tal que existeizeni,j € {1,...k}, i < j
tals que v; = vj, sempre es té que f(vy,...,v;) = 0. Gastem la mateiza

notacio del capitol anterior, és a dir, denotarem per /\%(V) el conjunt
de tensors k-covariants alternats.

NotA 7.9. En general, el producte de dos tensors alternats no és
alternat.

Per exemple, st dimg (V) = 2, com és el cas d’ R* com a R-espai
vectorial, aleshores per la Proposicio’ dimg (/\%(V)) = 1. Per
tant, existeiz f € /\i(V) amb f # 0, és a dir, hi ha almenys un cert
(u,v) € V2 tal que f(u,v) #0. Aixi,

(f ® f)u,v,u,v) = flu,v)f(u,v) #0
i f® f no és alternat.
Es per aixo que naix la idea de trobar una operacio que, donats dos
tensors alternats, si retorne un tensor alternat. Amb aquest objectiu,
definirem primerament [’alternador.

DEFINICIO 7.10. Siga f € L¥(V), definim l'alternador de f com
1 , i
Alt(f) = o Z sign (o) f°.

oeX)

Vetem unes propietats de l’alternador.
ProprosIcIO 7.11. L’alternador és una aplicacid lineal.

DEMOSTRACIO. Donats f,g € LE(V) i\, u € K, llavors,

AlS(Af + pg)
1 . .
= > sign (0) (Af + pg) (Def. Alt (Af + pg))
' UEZk
1 , o -
A Z sign () (Af7 + pg”) ((-)° lineal)
T oexy,
A
o Z sign (o) f7 + % Z sign (o) g7 (Estr. aplicacions)
) [ ISINA : oES
= AAlt (f) + pAlt(g). (Def. Alt(f),Alt(g))
Per tant, 'alternador és lineal. N

Ara si, podem comprovar que [’alternador, com el seu nom indica,
sempre retorna tensors alternats.
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PROPOSICIO 7.12. Per a cada f € L¥(V) se satisfa que Alt(f)
/\%(V). Amés, sif € /\%(V), Alt (f) = f. En particular, Alt(Alt(f)) =
Alt(f) per a tot f € LE(V).

DEMOSTRACIO. Notem que si f és k-lineal aleshores, per a qual-
sevol permutacié o € X, f7 ho és també. Aixi, és clar que Alt (f) €
LE(V). Per tant, hem de veure que és alternada. La idea és la ma-
teixa que la feta a la Proposici6 [6.33; donat (vy,...,v) € V¥ per a la
qual existeixen 4,5 € {1,...,k}, ¢ < j tals que v; = v;, emparellem una
permutacié o € ¥ amb o o (i, j). Notem que

sign (o o (i, ) f7°0) (vy, ..., v;, ey Uy ey U)
= sign (o) sign ((4,7)) (f7) ) (vy, ..., v, ey Ujy oy Ug) (NotaP)
= —sign (o) f7(v1, .o, Vg, ooy Uiy oo, V) (NotaEI)

= —sign (0) f7(v1, .oy Uiy ooey Uy ooy Ug). (v; = v;)

Per tant, cada parella s’anul-la al sumatori, pel que

(ALt (f)) (v, ..., ) = 0
i aixi, Alt (f) € AL(V).

Ara, si f € /\%(V), per la Proposicié m tenim que, per a tot
o € X, f7 =sign (o) f. Llavors,

Alt (f) = % ZZ sign (o) f° (Def. Alt (f))

_ % z; sign ()2 f (f7 =sign (o) f)

_ %f > (Vo € 5, sign(0)> =1)

T (15 = k)

Per tant, Alt (f) = f com voliem. O

COROLLARI 7.13. Siga f € LX(V) i T € 3. Aleshores,
(Alt(f))" = Alt (f7) = sign (1) Alt(f).

DEMOSTRACIO. D’una banda, en ser Alt (f) € Ag (V), per la Pro-
posici6 6.31

(Alt (f))" =sign (1) Alt (f).

foo0d) = (fo)69),
f7)

Def. (f7)09), sign ((i,7)) = —1.
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D’altra banda, com que (-)” és lineal,

Al (f7) = o 3 sian (o) 7 = (% S sign (o) f) = (Al ()

oEX oL
com voliem. O
D’aquesta manera, ara tenim una eina que ens permet definir una

operacio que mantinga la propietat de ser alternada: el producte exte-
T10T.

DEFINICIO 7.14. Siguen f € Ni(V) i g € Ak(V). Definim el seu
producte exterior com [’aplicacio

A Ae(V) X A(V) — ALT(V)
(f.9) — [ Ay,
amb
(k+1)!
k!
Notem que esta ben definida, atés que f ® g € EH’?LI(V) i per la
proposicid anterior, Alt (f ® g) € /\%H(V).

fNANg:= Alt(f®yg).

Aquesta nova operacio té propietats interessants com son les segiients.

ProprosIcIO 7.15. El producte exterior és bilineal i associatiu. En
particular, si v € N, ky,...k, € N i f; € /\H’“g(V) per a cada i €
{1, ...,r}, aleshores

%Ah (A ®..®f). (13)

DEMOSTRACIO. La bilinealitat és conseqiiencia directa de la bili-
nealitat del producte tensorial i la linealitat de ’alternador ja que, per

acada f,f' € Ag(V), g€ Ax(V) i\ p €K,

fl/\/\fr:

|
O+ uryng =S PN (O 42 0) (Det (A +uf) A g
— (k];“l)!Alt ANf®g)+ u(f'®g) (® bilineal)
(k +1)! , |
- Tl'(/\ Alt (f®g)+pAlt (f' ®g)) (Alt lineal)

=AfAg)+ulf Ag) (Def. fAg, f'Ng)

De manera analoga es veu la linealitat a I’altra component.

Per a I'associativitat, siguen f € AL(V), g € Ak(V)ihe AL(V).
Notem que

Alt (ALt (f @ g) — f ® g) = Alt (ALt (f @ g)) — Alt (f © ) = 0. (14)
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ja que l'alternador és lineal i Alt (Alt (f ® g)) = Alt(f ® g). Sabem
que 0 ® h =01 que Alt (0) = 0. D’aquesta manera,

0=Alt (Alt(f®g)—f®g) ®@h) (Equacié (14))
=Alt (At (f®g)®@h—fRg®h) (® bilineal)
=Alt (At (f®g)®@h)—Alt(f®g®h). (Alt lineal)

Es a dir,
Alt (At (f®@g) @ h) =Alt (f®g®h). (15)
Per tant, reunint tot aco,
(fAg)Ah
(k+1)! s
= (Alt (f®g) Ah) (Def. f A g, A bilineal)
(k+D!'(k+1+¢)!
= Al (Dl Alt (Alt (f®g)®@h) (Def. Alt(f ®g) Ah)
k+1 !
= %AH (feg®h). (Equacié (17))

Raonant de manera analoga, arribem a la mateixa expressié per a
f A (g Ah). Concloem que el producte exterior és associatiu.

Finalment comprovem que, donats r € N, ky,....k, € Ki f; €
AE(V) per a cada i € {1,...,7}, es té 'Equacié . Ho demostrem
per induccié. Per a r = 2 es té per definicié i per r = 3 ho acabem de
verificar. Aixi, suposem cert el resultat per a r — 1 > 3. Aleshores,

FiA Ao
(Zims ko)! o
— W(Alt (f1®..® f.) A f.) (Hipotesi induccid, A bilineal)
i=1 Vi’
r—1 r—1
k) (O ki k!
= (zjj ) (2 - ) Alt (/i ®..® f) (Def. A)
[T k! (0 ki) lk,!
k)
= (z:ﬁ:—l)Alt (1®..f), (Simplifiquem)
Hi:l ki!
com voliem provar. O

Una altra propietat que té el producte exterior és que canviar d’ordre
els factors afecta el resultat en un factor de £1. Es més, podem precisar
quan sera —1 i quan 1.

PROPOSICIO 7.16. Donats f € /\%(V ig € /\]IK(V), llavors Alt (¢ ® f) =
(=DMAlt (f ® g). En particular, g A\ f = (=1)*f A g.
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DEMOSTRACIO. Definim la segiient permutacié en Xj;.

T:zH(H(j—I—k—i,(j—l—k—z’)—l—l)).

i=0 \j=0
Veiem com actua. Estudiem primer el cas t € {1,...,k}. Sit =k, quan
1 = 0, el segon productori mou a k. Notem que comenca a moure des
de j = 0 ja que és el cicle (k,k + 1). I aixi, en cada producte, mou a
la posicié segiient. Com que el segon productori té [ iteracions, és clar
que aquest en conjunt mou k a k + [. Després, per a ¢ = 1, el nombre
més gran que apareix al segon productori és k+1— 1. Per tant, k+1 és
fixat. Es raona analogament per a la resta d’indexs, deduint aixi que
(k) =k+1.

Ara, suposem t < k. Perai = 0, com que, per atot j € {0, ...,[—1},
J+k—i=j+k >t tés fixat al segon productori. De manera si-
milar, passa amb la resta d’indexs i tals que k — ¢ > ¢t. Com que
t € {1,..,k — 1}, existeix un i, € {1,....k — 1} tal que k — i = t.
Notem que per a aquest 7, el segon productori mou ¢ a t 4, si raonem
com al cas t = k i notem a més que, per als indexs posteriors, t + [ és
fixat. Aixi, 7(t) =t +1.

Per altra part, suposem ara t € {k+1,...,k+1}. Sigat € {0,....k—
1}. Els nombres que apareixen al segon productori varien de k — ¢ a
[+ (k —1). Suposem que per a eixe i, el segon productori mou ¢. Com
que k — 1 < t, la primera vegada que aparega t en una transposicio,
sera una del tipus (¢ —1,t), és a dir, ¢ retrocedira una posicié. Com les
seglients transposicions després d’eixa apareixeran nombres més grans,
t — 1 serd fixat. Es a dir, si per a un cert index ¢, el segon productori
mou a t, llavors el mou a ¢t — 1.

Perd veiem que tota i € {0,....,.k — 1} mou a t. Per a i = 0, els
nimeros que apareixen a la transposicié varien de k a k + [, per tant,
siga quin siga ¢, el segon productori el mou a ¢ — 1. Després, per a
1 = 1, els nimeros de les transposicions disminueixen en una unitat,
és a dir, varien entre £k — 11 k + [ — 1. Consegiientment ¢ — 1 es mou
a t — 2. Si raonem de manera similar per a la resta d’indexs, arribem
que 7(t) =t — k.

En definitiva,

(1, .k k+ 1, k+)=(k+1,.. k+11,.. k).

A més, fixem-nos que, com tenim la descomposicié de 7 com a pro-
ducte de kl transposicions, sign (7) = (—1)*.. Per tant, per a qualsevol
(Uly ooy Uy U415 +o0y Uk‘-f—l) € VkJrla

(g ® f)T(vlv coos Uk U415 ooy UkJrl)
= (9 @ f)(Vr@)s s V() Vr(lt1)s - Vrern))  (Def. (9@ f)7)
= (g @ [)(Vkt1y ey Vkat, V15 oey Vk) (Def. 7)
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= G(Vkt1, s Vi) f (01, o5 VR) (Def. g® f)
= (f @ g)(V1, +vey Vky V1, +ovs Vi) (Def. f®g)
Aixd és, f ® g = (9@ f)". Aixi, pel Corol-lari[7.13]
Alt (9@ f) = Alt((f ® g)7) = sign (1) Alt (f @ g) = (-1)"Alt (f® g).
Llavors, Alt (¢ ® f) = (—=1)¥Alt (f ® g). Finalment, veiem que

k+1) k+10)!
on s =Etange n = Sl cytane ) = 0 a
com voliem demostrar. O

A continuacio, presentem un tipus concret de tensor, la propietat
del qual ens serd d’utilitat més tard per trobar una base de N (V).

DEFINICIO 7.17. Un tensor k-covariant f € LE(V) es diu simétric
si, per a qualsevol permutacio o € Xy, f7 = f. Al conjunt de tensors
k-covariants simeétrics el denotarem per Symf (V).

En altres paraules, un tensor covariant és simetric si en avaluar en
un vector, l'ordre de les seues components no influeix en el resultat.

Notem que Symf: (V) és clarament un subespai vectorial de L& (V).
Per una part, evidentment [’aplicacio nul-la satisfa que 0° = 0 per a
qualsevol o € ¥y, Per altra part, donat f,g € Symk (V) i A\, u € K, per
a qualsevol o € Xy,

(Af +19)” = M7+ pg” = Af + pg.
Es a dir, \f + pg € Sym& (V) i deduim que Sym& (V) < LE(V).

PRropPOSICIO 7.18. Symk (V) és un subespai vectorial de Ker(Alt).
A més, si k=2, es té la igualtat.

DEMOSTRACIO. Unicament hem de provar la inclusio, és a dir, que
si f € Symf(V), llavors Alt (f) = 0. En efecte,

Alt(f) = % Z sign (o) f° (Def. Alt (f))
_ % S sign (o) f (f € Symk(V))
’ TEX
- % (Z sign (J)) . (Factor com)
’ TEY

Com pel Corol-lari [6.25] sabem que hi ha la mateixa quantitat de per-
mutacions parelles i senars i aquestes tenen signe oposat. Per aquesta
rad, Y ey, sign(o) = 0. Per tant, Alt(f) = 0 i, aixi, deduim que
Symf (V) < Ker(Alt).
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Si k = 2, aleshores per a provar que Sym% (V) = Ker(Alt), solament
hem de verificar que si f € Ker(Alt), llavors és simetric. Sabem que
Yy = {id, (1,2)}. Per tant, f és simetric si f(42) = f. Aixi,

0=Alt(f) (f € Ker(Alt))
= % > sign (o) f° (Def. Alt (f))
= %(Sign (id) f'9 + sign ((1,2)) F&?) (3, = {id, (1,2)})
= %(f — f12), (Prop. [6.22)

D’aquesta manera, f = f(1? i f és simetrica. Aixo és, Symz (V) =
Ker(Alt), com voliem. O

Encara que coneguem una base per a LE(V) i podem expressar qual-
sevol f € NE(V) de manera tinica com una combinacid lineal d’aquests
elements, com que \k(V) < LE(V), seria de molt interés cercar una

base de N\ (V).

NotA 7.19. Treballarem amb k < dimg (V') ja que pel Corol-lari
en cas contrari, Ni(V) = {0}.

NotA 7.20. Per compactar la notacio, escriurem

Jiyeendk=1 Jji=1 Jr=1
ProprosiciO 7.21. Si{ey,...,e,} és base de V i k < n, el conjunt
B = {ej*-l/\.../\e;k | 1< < ...<jk§n}

és base de N\e (V).

DEMOSTRACIO. D’una banda veiem que és sistema generador. Do-

nat f € AL(V), com que f € LE(V), aleshores existeixen tinics \;, ., €
K amb ji, ..., jx € {1,...,n} tals que

.....

= Z MjinAlt (6, ® @ €, ) (Alt lineal)
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1 n
= E Z )\jl,---,jk (6;1 VANRAN 6;) . (PI‘Op.
Jyeemde=1

Per una part, provem que podem llevar els sumands on algun subindex
coincideix. Siga (j1, ..., jx) on existeixen a,b € {1, ..., k}, a < b, tals que
Ja = Jv. Llavors per la Proposicio [7.16| i 'associativitat del producte
exterior,

* * * *x * * * *
€5, A €5, A LA €5, VANAN €, =€ (eja A €5, A €5, VANAN ejk) .

amb ¢ = +1. Com que €} = ¢j , clarament e; ® e}, és simetrica i aixi,
e, Nei = 21Alt (e;a ® e;b) =0
per la Proposici6 [7.18] En aquest cas,
N NN N ne, = (0A (el A Nej)*) = 0.

Per tant, podem llevar tots els sumands on no tots els indexs sén
diferents.

Per altra part, hem de verificar que és suficient que (ji, ..., ji) sa-
tisfacen que j; < ... < ji. Seguint el mateix raonament d’abans, en
reordenar els indexs, continuem tenint el mateix element multiplicat
o no per un factor —1. Per tant, és clar que B genera a f, i.e., B és
sistema generador de AL (V).

D’altra banda, comprovem que B és un conjunt linealment inde-
pendent. Siga la combinacio lineal

= Z Ny (€5, Ao Nef ) = 0.
1<i1<. .. <jr<n
Peracadal1 < ji <..<jp<niperacadal <i <..<ip<n,

(€5, AN AeG ) (€ ooy €iy)

= KAl (], @ .. ®€},) (€, - €,) (Prop. [7.15)
= Z sign (0) (e, ® ... ® €5 )7 (eq,, ..., e;,) (Def. Alt (e}, ® .. ® ¢}, ))
gEY
k
=Y sign(o) [[ € (eoti)- (Def. (¢}, ®...® €5 )7)
oEY =1
Com que €f(e;) = 1, si j =4, 1 €j(e;) = 0, si j # i, inicament ens

interessa el cas j; = o(4;) per a tot [ € {1,....k}. Com que (j;)F, i
(4;)F_, s6n creixents, si o # id, no es té la igualtat, atés que (o(i;))F_,
no seria creixent. Per tant, com sign (id) = 1,

k
1 si Vi, 5=1
YA AR | CICIES it

En resum, per a cada 1; < ... < 1 es té que

0 = 90(67;17 teey e’ik) = )\il,...,ikv
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i concloem que B és linealment independent, D’aquesta manera, B és
base de AL (V). O

Gracies a aquesta proposicio, podem obtindre la dimensio de /\]lf{(V)
El nombre d’elements de la base B correspon a la quantitat de k indexs
que podem agafar del conjunt {1,...,n}. Aizxo és,

dimg (/\ff((V)> — (Z)

De fet, si ens adonem, |6.35 se sequeix d’aquest resultat, ja que si

k=n=dimg (V), dimg (Ag(V)) = (%) =1.

De la mateiza manera que vam fer al capitol anterior definint una
accio de monoide, aci definirem una aplicacio similar. FEl nostre objec-
tiu és de nou arribar a la definicio de determinant, pero ara, des de la
perspectiva del producte tensorial.

DEFINICIO 7.22. Siguen V i W dos K-espais vectorials, T: V —
W una aplicacié lineal i f € LX(W). Definim el pull-back d’f per T
com aplicacio
T f: vk — K
(01, ) > FT(01), s T(0R)).
Notem que T*f € L*¥(V) ja que, per a cadai € {1, ....,k}, vy, ..., vp, 0} €
Vilpek,

T*f(v1, ooy AV + 0}, ..y V)

= f(T(v1), ..., T(Av; + p}), ..., T(vx)) (Def. T*f)
= f(T(v1), ..., AT(v;) + pT(0)), ..., T'(vg)) (T lineal)
= A (T(v1), e, T(0;), ooy T(vg))

), T, - T(0)) (f € (W)

= AT*f(v1, ooy Uiy ey ) + T f (01, oy Uy oy v). (Def. T*f)

A més, si [ € Ne(V), és evident que T*f € N&(V), ja que si en un
vector (vy, ...,vx) € V¥ existeizen i,j € {1,....,k}, i < j, amb v; = v;,
aleshores T'(v;) = T(v;). Aixt,

T f(vy,..,v) = f(T(v1), ..., T(v)) =0

en ser f alternada.
Provem una serie de propietats del pull-back que seran d’utilitat
perque el determinant siga ben definit.

ProprosicIO 7.23. Siguen V 1 W dos K-espais vectorials, T, S: V —
W dues aplicacions lineals i siguen f € LX(W) i g € LY(W). Aleshores
se satisfan les segiients propietats.

(1) T*(fog) =T feTy.
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(2) T*Alt (f) = Alt (T f).
(3) T*(f Ag) =T"f NT"g.
(4) (ToS)"f =5"(T"f).

DEMOSTRACIO. Siga (vy, ..., vp41) € VEFL (1) es comprova directa-

ment, ja que
T*(f @ g)(V1, vy Vky kg1 -y Vitt)

= (f®@g)(T(v1), ., T(vk), T(vir1), s Twir))  (Def. T(f @ g))
= [(T(v1), -, T(vk)) 9(T (Vk41), oo T (Vke41)) (Def. f®g)
=T f(v1, ey V) TGVt 1y oy Vgt )- (Def. T*f, T*S)

Per altra part, verifiquem (2). Siga (vq,...,v;) € V¥,

(T*Alt (f)) (v, ..., Ug)

= (Alt (/) (T(vy), ..., T(vx)) (Def. T*Alt (f))
_ % > sign (o) f7(T(wn), ., T(v))  (Def. Alt(f))
= % Z sign (o) f(T(Ve)), s T (Vo)) (Def. f9)
- % sign () T f (Vo (1); - Vo(r)) (Def. T"f)
= Alt (Tif) (U1, ey UR). (Def. Alt(T™*f))

Per tant, T*Alt (f) = Alt (T*f). Com a conseqiiencia directa d’(1) i
(2), se segueix (3), atés que per a (v, ..., ) € VF qualsevol,

(T*(f A g))(viy ooy Uhpr)

= (AT (v1), oo T(042)) (Def. T*(f N g))
(k+1)!

= LN Alt (f®g) (T(Ul)v'”vT(Uk—H)) (Def f/\g)

- —(kk—;_“l)!T*Alt (f ®g) (v1, ... Vi) (Def. T*Alt (f @ g))

- (kk—;_l!l)!Alt (T"(f ®9)) (v, .., Vkpt) (Propietat (2))

= (kk—;_l!l)!Alt (T*f@T7g) (v1, ... Vy1) (Propietat (1))

= (T*f ANT*g)(v1, ooy Vit )- (Def. T*f A T*g)

D’aquesta manera, T*(f A g) =T*f AN T*g.
Finalment, quant a (4), és una comprovacié directa. Siga (v, ...,vy) €
VF
(T o S) f(vr,yvp) = fF(T(S(v1)), ..., T(S(vg)))  (Def. (T o S)*f)
=T f(S(v1), ... S(vw)) (Def. T f)
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= S*(T*f)(v1, ..., Ug)- (Def. S*(T*f))
Concloem que (T o S)*f = S*(T*f) i les quatre propietats queden
provades. O

Sabem que si dimg (V) = n, dimg (Ag(V)) = (7) = 1 i que si
T:V — V és una aplicacid lineal, T* és una aplicacid de N\g(V)
sobre st mateixa. Tot aizo €s coherent amb el que hem wvist al capitol
anterior, on recordem que denotarem T*f per fT. Aixi, de nou, tenim
la nocio de determinant.

DEFINICIO 7.24. Siga T: V — V un endomorfisme i dimg (V') =
n. Definim el determinant de T', det(T), com ['inic escalar det(T") €
K tal que, per a tota f € Ng(V), T*f = det(T) f.

ProprosicIO 7.25. Si T i S sén endomorfismes de V', llavors
det(T o §) = det(T') det(S5).

DEMOSTRACIO. Donat f € L&(V), aleshores per definicié, det(T o
S') és I"inic escalar tal que

(T o S)*(f) =det(T o S) f.
Pero, com que per la proposicié anterior, (70 S)*f = S*(T* ),
(ToS) f=5"(T"f)=det(S)T"f = det(S)det(T) f.
Com els determinants sén escalars, det(S)det(7") = det(T")det(S) i el

resultat queda provat. O

Veiem que amb aquesta nova teoria, podem obtindre la mateixa
formula del determinant. Siguen VW dos K-espais vectorials de di-
mensio n 1 siga T:V — W wuna aplicacio lineal. Siguen a més
{e1,...,en} una base de V i {éi,...,6,} una base de W. Sabem que
existeizen escalars \;; de manera que T(e;) = > " | A ;€ per a cada
J€{1,..,n}. De fet, la matriu (\i;)i;—; €s la matriu associada a T'.

Provem primerament dos lemes.

LEMA 7.26. Per a cada j € {1,..,n}, es compleir que T"¢; =

DEMOSTRACIO. Es una comprovacié directa. Siga j € {1,...,n}, si
v € V, aleshores existeixen uns tnics y; € K tals que v = "7 | ey,
i.e., ef(v) = p;, per a tot i € {1,...,n}. Per tant,

T*&(v) = & (T (Z mei>> (Def. T*é,v)
=¢; (Z /MT(&')> (T lineal)
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= Zuié; (Z )\sviégg) (Def. T'(e;), e; lineal)
=1 s=1

= 1 Y Aea€)(és) (&5 lineal)
=1 s=1

= N (€5(6;) =11isij#s, €(e)=0)
=1

= Z Aji€r (v). (i = €7 (v))

Concloem que T*¢&5 = > | Aj e O
LEMA 7.27. Siguen fi, ..., fn € L&(V) i 0 € X, es té que

Fr)® o ® fomy = (1 ® .. ® fu)7 .

DEMOSTRACIO. Siga (vy,...,v,) € V™. Per una part,

(fcr(l) ®..® fa(n)) (Ub --->Un) = fa(1)(Ul) e fcr(n)(vn) = H fo(i)(vi)-
i=1

En canvi, per l'altra,

(fl .0 fn)ail(vla ey vn) = (fl ®..Q0 fn) (Uo—l(l)v ey Ua—l(n))

Pero, ara bé, al productori, 7 varia d’l a n. D’aquesta manera, en
ser 0 € %,, el mateix ocorre amb o(i). Per tant, podem canviar al
productori i per o(i) i aixi,

n n n

1 fivo1) = T for omrown) = T [ for (wa).

i=1 i=1 i=1
Conseglientment, es té que

o—1

fo(l) R ... &R fa(n) = (f1 R ... fn) ,

com voliem provar. O

Ara si, podem trobar la formula del determinant, que com cons-
tatarem, esta relacionada amb el producte exterior. Aixi, pel Lema[7.24
1 per la Proposicio|7.25, com que el producte exterior és associatiu,

T*E A AE) =T N AT E =Y (Mae) A AY (Aniel) -

11=1 in=1
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Notem que per propietats del producte exterior, podem treure afora
els escalars.

* *
T (e N ...Né) E STIREE mn(eil/\.../\ein).
11500050 =1
Ara bé, sabem que si algun subindex coincideizr, el producte exterior
és nul. Per tant, unicament considerem els casos on {iy,....,in} =
{1,...,n}, és a dir, on els subindexs venen donats per permutacions.

Aixi,
T*E A AE) =D Mo(t) Aot (Ehay A Aehp) - (16)

TEX,
Pero, pel Lema |7.27, €} ) ® ... Q ey, = (eI ®..® 62)071. Llavors,
6;(1) VANRUAN 6 (n) = = k!Alt ( ® . ® €o(n )) (PrOp. ’

— KIAlt ((e1 Q.0 e;)ffl> (Lema [7.27)
= klsign (07') Alt (ef @ ... @ ¢})  (Corol-lari[7.13)
=sign (o) (e} A ... A ep). (Props. [6.22} |7.15))

D’aquesta manera, ajuntant aixo amb I’Equacio ,
T* (TN ... N€), Z AMo(1) " Anom) sign (o) (e7 A ... Aep) .

ern
Finalment, si definim

det(/\ = SlgIl Z )\1 o(1) " n o (n)
O’GEn
se satisfa que
T* (&N ...Nép) =det(Nij) (e Ao Nep). (17)

Es a dir, hem obtingut la mateiza formula del determinant d’una
matriu que al Teorema [0.41. Pero aizo no és la definicio de determi-
nant, ja que T no €s necessariament un endomorfisme i les bases son
distintes.

En canvi, si V.= W ie; = & per a cada i € {1,...,n}, denotant
f=eN..Ne, e LE(V), se sequeix per la definicid de determinant
d’un endomorfisme que

T*f = det(T) .

Pero, com per I’Equacio ,
T*f = det()‘l,j)fv
llavors det(T) = det();;). Concloem que el determinant d’un endo-

morfisme correspon al determinant de la seua matriu associada i, a
més, s independent de la base triada.
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Conclusions

Al llarg d’aquest treball hem treballat amb el producte tensorial,
introduint cada concepte necessari progressivament. Aixi, la voluntat
principal era que un lector alié a les ciencies matematiques siga capag,
mitjancant aquest document, d’arribar a entendre qué és un produc-
te tensorial. FEl producte tensorial és una eina molt incompresa per
molts estudiants, especialment de fisica o d’enginyeria, els quals fan
servir-lo sense haver estudiat la seua definicio formal matematica. Per
tant, aquest TFG wvol ser d’ajuda per a ells o per a qualsevol persona
interessada a comprendre el concepte.

Per eiza rao, ens hem centrat en dos aspectes a [’hora de redactar
el present treball. Per una part, que el lector no requerisca bibliografies
complementaries i, per altra part, que les demostracions siguen amb el
maxim detall possible. Conseglientment, aixo ha resultat en un treball
amb més pagines de les esperades, pero, tot i aixo, més facil de llegir.

Pel que fa als coneizements adquirits, la majoria de les demostra-
cions aportades han sigut propies o amb l'ajuda del tutor. Per tant,
ens ha aportat una major desimboltura per a resoldre un problema ma-
tematic. Endemés, hem aprés a utilitzar el paquet tikzed de BTEX
per a poder dibuizar els diagrames commutatius que caracteritzen a les
propietats universals i, en especial, la del producte tensorial. També,
destaquem que ens ha fet millorar la nostra fluidesa en la llengua va-
lenciana, un objectiu personal més enlla dels matematics.

Quant a les dificultats trobades, han sigut principalment dos. D una
banda, el fet d’escriure un document que incloga tota la informacio
ha sigut una tasca pesada, ja que cal considerar constantment si les
propietats gastades s’han esmentat abans. D’altra banda, la major part
de les bibliografies respecte a productes tensorials estan, o bé enfocades
a la fisica, o bé a altres branques de les matematiques com la Teoria de
Moduls o la Geometria Diferencial.

En definitiva, considerem que aquest treball ha aconsequit el seu
objectiu. Hem aprés al llarg d’aquest cami sobre les propietats del pro-
ducte tensorial i fins i tot hem arribat a definir l’aplicacio determinant.
La idea original del treball comprenia els primers cinc capitols, pero de-
cidirem ampliar-la per examinar que succeeix en considerar més de dos
espais vectorials. FEn resum, el producte tensorial és una ferramenta
que ens permet treballar amb aplicacions lineals en lloc de bilineals o
multilineals.
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