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CAPITOL 1

Introduccio

La paraula categoria es defineix segons ’AVL: “Grup en que es
poden classificar diversos objectes tenint en compte alguna propietat o
condici6é que tenen en comu”. Resulta que aquest concepte matematic
té una forta relacié amb la filosofia, ja que 1’ésser huma tendeix a
classificar tot allo que I’envolta. Aquest concepte el van introduir, des
del punt de vista filosofic, grans pensadors com Aristotil i Immanuel
Kant. Per aixo és important comencar aquest treball des d’aquest punt
de vista, per mantindre clar l'objectiu: estudiar, abstraure i relacionar
les distintes teories de les matematiques.

Tornant a la part matematica, el matematic alema George Can-
tor (1845-1918) i el matematic italia Giuseppe Peano (1858-1932) van
desenvolupar primer la teoria de conjunts. No fou fins 1945 que la
Teoria de Categories es va formalitzar, gracies a un article publicat
per Samuel Filenberg i Saunders Mac Lane [ME45]. Aquest article
pretenia generalitzar certes construccions que els mateixos autors ha-
vien introduit en els seus estudis de grups d’homologies. Gran part de
la comunitat matematica creia que aquests conceptes no transcendirien
molt més enlla de ser un llenguatge convenient. No obstant, tenim bons
exemples que confirmen que no va passar el que es pensava: “Homo-
logical Algebra” (1956) de Cartan i Eilenberg [CE56] o l'article “Sur
quelques points d’algebre homologique” (1957) d’Alexander Grothendi-
eck [Gro57] i les aportacions de David Kan, van donar pas a 'estudi
de les categories ampliament. Des d’aquest moment, gracies al gran
nivell d’abstraccié d’aquesta teoria, les aplicacions i utilitats han sigut
multiples, igual que les arees de les matematiques on s’empren resultats
de la Teoria de Categories.

L’estructura d’aquest treball es pot dividir en tres blocs. En el
primer bloc s’introdueixen els conceptes més basics de la Teoria de
Categories, com poden ser les categories i les relacions entre aquestes,
els functors. A continuacié, es presenta la definicié de transformacié
natural, que sera la forma en que es relacionen els functors. Seguida-
ment, definim 'isomorfisme i ’equivalencia de categories. Finalment,
es defineixen les 2-categories, que sorgeixen de forma natural si ens
questionem si les categories funcionen també com a categories. A més,
en aquesta secciéo acompanyem aquests conceptes amb molts exemples
i figures amb 1’objectiu d’assolir millor els conceptes.



D’altra banda, el segon bloc té com a objectiu principal enunciar i
demostrar el lema de Yoneda. Gracies a tot el treball previ realitzat al
primer bloc, podem introduir els conceptes necessaris per a poder plan-
tejar el mencionat lema, com per exemple els functors representables
i els objectes inicials/finals. Amb tot aco, aconseguim enunciar i de-
mostrar el lema de Yoneda, que sera un resultat fonamental d’aquesta
teoria i sera de gran utilitat per a I'iltima part d’aquest bloc. Posterior-
ment, es defineixen les propietats universals i les categories d’elements.
Tanquem el bloc amb un resultat essencial: la relacié entre els functors
representables i les categories d’elements, on apareixeran els objectes
finals 1 inicials.

En el tercer i ultim bloc, s’estudiaran els limits i colimits categori-
als, utilitzant 1'altim resultat esmentat. Es donaran diversos exemples
de limits, com el producte, I'igualador i el producte fibrat, i els seus
respectius duals, el coproducte, el coigualador i la suma amalgamada.
A més a més, aquests limits i colimits els vorem en els casos particulars
de la categoria de conjunts i la categoria tipus, implementant aques-
ta ultima en Lean 4, estudi que motiva el nom i 'objectiu d’aquest
treball. Lean és un llenguatge de programacié funcional de codi obert
amb suport en GitHub. Inclourem figures en 'apéndix amb la imple-
mentacié del codi en Lean dels exemples. No obstant, el codi també
esta disponible al repositori de GitHub.

En aquest treball, utilitzarem la tipografia sense serifa per a de-
notar les categories (C,D,E,...). Amb el mateix format esmentarem
algunes categories en particular (Set, Type,Mon,...). Els functors, es
denotaran amb lletra majiscula en cursiva (F, G, H, - - -) i, de la matei-
xa forma, els objectes i els conjunts (X,Y, Z, W, A, B,---). Respecte
als morfismes, i en concret les aplicacions també, es denotaran amb
lletres minuscules en cursiva (f, g, h, ... ), mentre que les transformaci-
ons naturals seran denotades per lletres gregues («, 8, A, ...). D’altra
banda, els elements de les categories i els noms concrets de functors
s’anomenaran amb la primera lletra en majuscula i amb estil romanic
(Obj,Hom, . ..). Per dltim, les estructures algebraiques, com els grups,
es denoten amb negreta (M, N, ...).

Les referencies on ens hem basat han sigut principalment Category
Theory in context d’Emily Riehl [Riel6] i també, Categories for the
working mathematician de Saunders Mac Lane [Mac13]. Altre que ens
ha guiat també per als conceptes i exemples és Introduction to Category
Theory and Categorical Logic de Thomas Streicher [Str04]. Per iltim,
una referencia basica per a repassar la Teoria de Conjunts ha sigut

(Vid10].


https://github.com/LauraPons02/Propietats-universals-de-limits-i-colimits-en-LEAN

CAPITOL 2

Preliminars

1. Categories

En aquest capitol comencem exposant les definicions i conceptes
basics que conformen la Teoria de Categories. Cal esmentar que una
de les principals dificultats que podem trobar a I'’hora d’entendre aques-
tes nocions pot ser la notacio i la nomenclatura dels conceptes, ja que
és una teoria abstracta que n’engloba d’altres. Definirem els concep-
tes de categoria, functors entre categories, transformacions naturals,
equivalencia de categories i composicions d’aquestes. A més, donarem
exemples per a millorar la comprensié.

DEFINICIO 2.1 (Categoria). Una categoria C és una colleccié d’ob-
jectes, denotada per Obj(C), i una colleccié de morfismes (o fletxes)
denotada per Mor(C). Tot morfisme en Mor(C) té associat un domini
i un codomini, que sén objectes en C. Denotarem els morfismes com
f: X — Y on X és el domini d’f i Y el codomini. També, podem
dir indistintament que tenim f en Homc(X,Y) o f en C(X,Y). Els
morfismes verifiquen:

(1) Donats dos morfismes f: X — Y i g: Y — Z sempre
tenim definida la seua composicio, denotada g o f, que és un
morfisme amb domini X i codomini 7, és a dir, gof: X — Z.
A més, aquesta composicid, on estiga definida, és associativa.
Es a dir, donats els morfismes f: X — Y, ¢: Y — Z i
h: Z — W, es té que

ho(gof)=(hog)of.

(2) Per acada X en Obj(C) existeix el morfisme identitat idx : X —
X, satisfent que, per a tot Y en Obj(C) i tot morfisme f: X —
Y, es té que

foidyx=f ¢ idyof=Ff.
Una vegada hem definit el concepte de categories, anem a donar
exemples concrets de categories.
EXEMPLE 2.2. Durant la carrera hem treballat amb algunes de les
segilents categories:

e Categoria trivial, denotada per 0, sense objectes ni morfis-
mes.



e Categoria unitat, denotada per 1, formada per un unic ob-
jecte i el morfisme identitat sobre aquest.

e Categoria dels conjunts, denotada per Set, on els objec-
tes sén els conjunts i els morfismes sén les aplicacions entre
conjunts. La composicié de morfismes es correspon amb la
composicié d’aplicacions.

e Categoria dels grups, denotada per Group, on els objectes
son els grups i els morfismes sén els homomorfismes de grups.

e Categoria dels anells, denotada per Ring, on els objectes sén
els anells amb identitat i els morfismes sén els homomorfismes
d’anells.

e Categoria dels espais topologics, denotada per Top, on els
objectes son els espais topologics i els morfismes les aplicacions
continues.

e Categoria dels espais vectorials, denotada per Vectg, amb
K un cos, on els objectes sén K-espais vectorials i els morfismes
aplicacions lineals.

Presentem un altre exemple que farem servir més endavant.

EXEMPLE 2.3 (Categoria discreta). Donada una categoria C qualse-
vol, podem definir la categoria discreta Cy de forma que els objectes
son tots els objectes de C i els morfismes en Cy4 sén inicament els mor-
fismes identitat, per a cada objecte en C. Aquesta definici6 satisfa les
condicions per a ser una categoria.

Introduim una categoria amb una estructura més complexa que les
que hem vist fins ara, pero que sera rellevant més endavant.

EXEMPLE 2.4 (Categoria sota un objecte). Donada una categoria C
i un objecte C' en C, es pot definir la categoria sota C', denotada per
C'/C. Els objectes d’aquesta categoria sén els morfismes amb domini
C, és a dir, els morfismes en C de la forma f: C' — X. D’altra banda,
els morfismes en C'/C sén els seglients: donats dos objectes en C/C, és
adir, f:C — X ig: C — Y, un morfisme d’f a ¢ és un morfisme
h: X — Y en C de forma que el diagrama de la Figura (1) commuta.

C
/O\
X 3 Y

F1cura 1. Morfisme en la categoria C'/C.
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és a dir, ho f = g. Vegem que, efectivament, la categoria C'/C satisfa
les condicions per a ser una categoria.

Morfisme identitat: Siga f: C' — X un objecte en C'/C. Defi-
nim el seu morfisme identitat com al morfisme identitat en X en C. Es
a dir, id?/ €= id. Efectivament, id§ fa commutatiu el diagrama de la

Figura (2).
C
/ O\
X . X

X

FIGURA 2. Morfisme identitat en f en C'/C.

Composicié de morfismes: Siguen f: C — X, g: C — Y i
h: C — Z objectes en C/C,ip: f — g i q: g — h morfismes en
C que, recordem, p i ¢ s6n morfismes p: X — Y iq: Y — Z en C,
tals que:

pof=y, qog=h.
Aleshores definim la composicié de p amb g en C'/C com la composicid

gop: X — Z en C. Notem que ¢ o p és efectivament un morfisme en

C'/C ja que:
(gop)of=gqgo(pof)=qog=h.

gracies a ’associativitat en C i a com hem definit els morfismes en C'/C.

A més, com podem vore, aquesta composiciéo també és associativa
gracies a que la respectiva composiciéo en C ho és. I, de la mateixa
manera, ocorre amb la identitat. Siguen f: C' — X ig: C — Y
objectes en C'/C i siga h: f — g un morfisme en C'/C, és a dir, un
morfisme h: X — Y en C que verifica h o f = g, aleshores:

idS/€oh=id§ o h = h, hoid{’C = hoid§ = h.

Sembla logic plantejar-se si podem definir una categoria contraria
a la que hem vist en ’exemple previ, com vegem a continuacio.

EXEMPLE 2.5 (Categoria sobre un objecte). Existeix la categoria
contraria a la que hem definit en 'anterior exemple. Siga C una cate-
goria i C' un objecte en C. Definim la categoria sobre (', denotada
per C/C. Els objectes d’aquesta categoria sén els morfismes amb codo-
mini C, és a dir, els morfismes en C de la forma f: X — C. D’altra
banda, els morfismes en C/C' sén els segiients. Donats dos objectes en
C/C, f: X — Cig:Y — C, un morfisme d’f a g és un morfisme
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h: X — Y en C de forma que el diagrama de la Figura (3) commuta.

C

F1GUrA 3. Morfisme en la categoria C/C.

Es a dir, ho f = g. La demostracié de que, efectivament, la categoria
C/C satisfa les condicions per a ser una categoria, és analoga a la de
I’exemple anterior.

Presentem 1'altim exemple de categoria, que sera essencial per al
treball.

EXEMPLE 2.6 (Categoria Type). En aquest projecte, tenim I'objec-
tiu d’estudiar la categoria de tipus, Type, en el llenguatge de progra-
macié funcional Lean. Aquesta categoria té per objectes els tipus en
Lean i els morfismes d’un tipus a un altre tipus en Lean.

La paradoxa de Russell estipula que no existeix el conjunt de tots els
conjunts. Per aquest motiu hem definit les categories com a colleccid
d’objectes i morfismes i no hem mencionat la paraula conjunt. Per tal
de solucionar aquesta paradoxa a nivell teoric, distingim entre classe i
conjunt o diferenciem les categories grans de les categories xicotetes.
Introduim aquests conceptes a continuacié.

DEFINICIO 2.7 (Categoria xicoteta). Una categoria C s’anomena
xicoteta si Obj(C) és un conjunt i, per a cada parell d’objectes X,Y
en Obj(C), tenim que Homc¢ (X, Y') també és un conjunt. Una categoria
s’anomena categoria gran si no és xicoteta.

Una categoria C s’anomena localment xicoteta si, per a cada pa-
rell d’objectes X, Y en Obj(C), tenim que Homc(X,Y') és un conjunt.
Es a dir, no és necessari que els objectes de la categoria formen un
conjunt.

Vegem un exemple senzill per a diferenciar bé cada definicio.

EXEMPLE 2.8. Un exemple de categoria xicoteta és la categoria
discreta sobre un conjunt. La categoria Set que hem vist en I’Exemple
2.2 és una categoria gran, pero, localment xicoteta.

Ens podem preguntar com es poden comparar dos objectes d'u-
na categoria. Intuitivament pensem que ha de fer-se mitjangant els
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morfismes. Doncs bé, analogament a com fem en altres camps de les
Matematiques, afirmem que dos elements sén isomorfs si existeix un
isomorfisme entre ells. Extenem aquest concepte a les categories.

DEFINICIO 2.9 (Isomorfisme). Un isomorfisme en una categoria C
és un morfisme f: X — Y (amb X,Y en Obj(C)) per al que existeix
un morfisme g: Y — X tal que:

gof:ian fogzldy
Aleshores, direm que X i Y son isomorfs i ho denotarem per X =Y.

EXEMPLE 2.10. En la categoria Set els isomorfismes sén les bijec-
cions i en la categoria Top, els isomorfismes sén els homeomorfismes
(funcions continues amb inversa continua).

Si pensem en una categoria com una colleccié d’objectes i fletxes
que els relacionen, podem preguntar-nos que passa si invertim la di-
reccio de dites fletxes. Ho formalitzem amb el segiient concepte, que
ens estalviara temps per a no demostrar el mateix per a categories que
siguen oposades.

DEFINICIO 2.11 (Categoria oposada). Siga C una categoria. Defi-
nim la categoria oposada, denotada per C°P, com la categoria que té
els mateixos objectes que C i els morfismes fP: Y — X en C°P sén
els morfismes f: X — Y en C. Es a dir, només hem invertit de forma
abstracta el domini i el codomini dels morfismes en C.

ProprosICIO 2.12. Donada una categoria C, la seua categoria opo-
sada C°P és també una categoria.

DEMOSTRACIO. Notem que els objectes d’ambdues categories sén
els mateixos. Per a cada objecte X en C°P, definim el morfisme iden-
titat en C°P com a l'oposat del respectiu morfisme identitat en C. Es
a dir, tenim id§" = id$. Notem que id§": X — X esta ben definit.

Només ens queda introduir la composicié de morfismes i vore
que se satisfan les condicions per a ser categoria. Siguen fP: Y — X
i g°°: X — Z morfismes en C°P associats als morfismes f: X — Y
ig: Z — X en C. Definim la composicio de ¢g°® amb f°P en C°P
com g°P o fP = (f 0 g)°P, és a dir, el morfisme oposat a la composicid
fogen C. Notem que esta ben definida perque tenim fog: Z7 — Y i
(fog)°?: Y — Ziés associativa. Siguen fP: Y — X, ¢°°: X — 7
i h°P: Z — W morfismes en CP

h% o (¢°® o fP) = h%® o (f o g)°P (definicié composicid)
= ((fog)oh)® (definicié composicid)



= (fo(goh))® (composici6 associativa en C)
= (goh)®Po fr (definicié composicid)
= (h°P 0 g°P) o f°P. (definicié composicid)

Només ens queda vore que, donat un objecte X en C°P i un morfisme
fP:Y — X, es té que id¥ o fP = fP i fPoidy = f°P, perd només
cal utilitzar, de nou, la definicié de composicié en C°P i de la identitat
en C

1d¥ o fP = (f oidy)® = fP.
Aco conclou la demostracio. O

NoTA 2.13. Donada una categoria C, podem considerar C°P i [’opo-
sada d’aquesta ultima, pero, evidentment és 1gual a la categoria inicial,

és a dir, (C°P)°P = C.

EXEMPLE 2.14. Siga K un cos, considerem Matg, la categoria on
els objectes son els enters positius i els morfismes de n a m sén les
matrius m X n amb entrades en K. Matp® és la categoria que té per
objectes els enters positius i els morfismes de n a m sén les matrius
n x m amb entrades en K.

2. Functors entre categories

En 'anterior seccié hem vist que son les categories i com es relaci-
onen els objectes d’aquestes amb els morfismes. A continuacio, estudi-
arem un concepte important de la Teoria de Categories, els functors.
Aquests ens permeten relacionar les categories, com un nivell superi-
or als morfismes. A més a més, exemplificarem aquest concepte amb
alguns functors basics.

DEFINICIO 2.15 (Functor covariant). Donades dues categories Ci D,
un functor covariant (o només, functor) és una assignacié F': C —
D, que envia objectes de C en objectes de D i morfismes f: X — Y
en C en morfismes F(f): F(X) — F(Y) en D. A més, F preserva la
identitat i la composicio, és a dir, verifica:

(1) FGEd) = id?(x), per a tot objecte X de C.
(2) F(go f) =F(g)o F(f),peratot f: X —Yig:Y — Z
morfismes en C.

Realment, podriem distingir el functor en dues components, una
que actua sobre objectes i una altra que actua sobre els morfismes,
pero per comoditat, se sobreentén i només ’anomenem F. Podem vi-
sualitzar com actua un functor en la Figura (4) i en la Figura (5).

Introduim un exemple de funtor covariant que farem servir més
endavant.
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F: C

=
i
>

Y F(Y)
FiGurA 4. Representacié d'un functor covariant entre
categories.
F: C D F: C D
X F(X) X F(X)
idy | ———— |idrx) f F(f)
X F(X) Yy — F(Y)
gos\ * ) Jpgo p)
Z F(Z)

F1GURrA 5. Transformacié de la identitat i la composicié
(respectivament) mitjangant un functor covariant.

EXEMPLE 2.16 (Functor d’oblit). Hi ha un tipus de functor, ano-
menat functor d’oblit que assigna a una estructura algebraica el seu
conjunt subjacent, i s’anomena aixi precisament perque fa perdre infor-
maci6 sobre l'estructura algebraica de la categoria. Un exemple senzill
és el functor Vectx — Ab, de la categoria d’espais vectorials a la de
grups abelians, o també, Group — Set, que envia els grups als conjunts
subjacents i els morfismes passen de ser homomorfismes a simplement
aplicacions entre conjunts. Clarament, aquest functor només té sentit
per a certes categories.

A més a més, també podem definir un functor amb el mateix domini
i codomini, presentem un exemple.

EXEMPLE 2.17 (Endofunctor). Hi ha un exemple d’endofunctor, és
a dir, un functor que té el mateix domini i codomini, que és el segiient:
P: Set — Set, que envia a cada conjunt A en Set el seu conjunt de
parts P(A) = {A’ | A’ C A} i a cada morfisme f: A — B al morfisme
fe: P(A) — P(B), ja que envia A’ C A a f[A'] C B.
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Seguidament, podem introduir altres functors que no sén covariants,
que ens relacionen una categoria amb la seua oposada.

DEFINICIO 2.18 (Functor contravariant). Donades dues categories

C i D, un functor contravariant és un functor covariant de la forma

F: C°®* — D. Explicitament, envia objectes de C en objectes de D i

morfismes f: X — Y en C a morfismes F(f): F(Y) — F(X) en D.

A més, F preserva la identitat i la composicié, és a dir, ha de verificar:
o F(id$) = id?(x), per a tot objecte X de C.

e F(gof)=F(f)oF(g),peratot f: X —Yig:Y — Z

morfismes en C.

F:C D F:CoP D
X F(X) X F(X)

fl———— |F() fl ———— |F()
Y F(Y) Y F(Y)

FiGURA 6. Functor covariant i functor contravariant.

NoTA 2.19. Si no s’especifica, els functors que considerarem en el
treball seran sempre covariants. En el cas dels contravariants, s’expli-
citen considerant la categoria oposada en el domini.

Introduim un exemple senzill de functor contravariant.

EXEMPLE 2.20. Un exemple de functor contravariant que es veu en
Algebra Lineal I és, donat un cos K, considerem F': Vecty — Vect,
de forma que envia un K—espai vectorial V' en el seu espai dual V* =

Hom(V,K) = {f: V — K| f és una aplicaci6 lineal}.

Continuarem aquesta seccié definint functors importants que des-
prés utilitzarem per a introduir nous conceptes i per als resultats del
seglient capitol.

DEFINICIO 2.21 (Functor composicid). Siguen F': C — DiG: D —
E dos functors. Considerem l'assignacié6 G o F': C — E definida com
vegem en la Figura (7).

D’aquesta manera, estem assignant a cada objecte X en C l'ob-
jecte G(F(X)) en E i al morfisme f: X — Y en C el morfisme
G(F(f)): G(F(X)) — G(F(Y)) en E. Vegem en la segiient pro-
posicié que, efectivament, el functor composici6 de G amb F és un
functor.

12



GoF: C E

X G(F(X))
flo G(F(f))
Y G(F(Y))

F1GURA 7. Functor composicié.

ProprosiciO 2.22. Siguen F: C — D i G: D — E dos functors,
aleshores G o F': C — E és un functor.

DEMOSTRACIO. Per vore que aquest és un functor, hem de demos-
trar que conserva el morfisme identitat i la composicié de morfismes, és
a dir, els dos punts que hem vist en la Definicié 2.15. Ho comprovem.
Preserva la identitat: Siga X un objecte en C i siga el morfisme
identitat idx: X — X, notem que:

G o F(idx) = G(F(idx)) (definici6 functor composicié)
= G(idpx)) (axioma identitat per a F)
= ide(r(x)) (axioma identitat per a G)
= idgor(x)- (definici6 functor composicid)

Preserva la composicié: Siguen f: X — Y i g: Y — Z dos
morfismes en C, aleshores:

GoF(gof)=G(F(gof)) (definici6 functor composicié)
=G(F(g)o F(f)) (axioma composicié per a F)

=G(F(g9)) o G(F(f)) (axioma composicié per a G)
=(GoF)(g)o(GoF)(f). (functor composicié)

I a més, gracies a les propietats dels functors, tindrem que la com-
posicié de functors és associativa. O

EXEMPLE 2.23 (Functor identitat). Podem definir també el func-
tor identitat Id® d’una categoria C en ella mateixa. Ho podem visu-
alitzar en la Figura (8).

Aquesta assignacié envia objectes i morfismes de C en ells mateixa.

NoOTA 2.24. Escrivim el functor identitat amb la I majiscula per a
no confondre’l amb el morfisme identitat.

PropPOSICIO 2.25. Donada una categoria C, 1d“: C — C és un
functor.

DEMOSTRACIO. Igual que abans, per vore que aquest és un functor,
hem de demostrar que conserva el morfisme identitat i la composicié
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Y Y
Ficura 8. Functor identitat d’una categoria C.

de morfismes. Ho comprovem.
Preserva la identitat: Siga X un objecte en C i siga el morfisme
identitat idx: X — X, notem que:

1d€(id%) = id§.
Per la definicié del functor identitat.

Preserva la composicié: Siguen f: X — Y ig: Y — Z dos
morfismes en C, aleshores:

[d(go f)=go f
— 1d%(g) o 1a°().
Igual que abans, per la definicié del functor identitat.

I a més, aquest functor identitat és la identitat respecte de la com-
posicié de functors. O

A continuacié introduim el functor constant.

EXEMPLE 2.26 (Functor constant). Siguen C i D categories i D un
objecte en D, el functor constant a D es defineix com I'assignacié
que envia qualsevol objecte en C a D i qualsevol morfisme en C a idp
en D. Es a dir, com es veu en la Figura (9).

KP:C D

X D
Y D

FicuraA 9. Functor constant a D en D.

Tenim que, efectivament, és un functor i la demostracié és molt
similar a les que acabem de fer.

Ja que en la Definicié 2.9 hem introduit els isomorfismes, ara volem
comprovar que els functors preserven aquesta nocio.
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PRroPOSICIO 2.27. Els functors preserven isomorfismes.

DEMOSTRACIO. Siga un functor F': C — D, com en la Figura
(10).

F: C
X F(X)
J|——— |F0)
Y F(Y)
FicuraA 10. Functor covariant.

Siga f: X — Y un isomorfisme en C, aixo vol dir que existeix
g:Y — X tal que go f =idx i fog =idy. Volem demostrar que
F(f) és també un isomorfisme. Considerem F'(g) i notem que:

F(g) o F(f) = F(go f) = F(idx) = idp().

Només hem utilitzat la definicié de functor. D’igual forma es de-
mostra que F(g) o F(f) = idpey). O

Introduim un dels functors més importants en aquest treball, que
I'utilitzarem en el segiient capitol per a presentar un resultat important,
el Lema de Yoneda.

DEFINICIO 2.28 (Functor de representacid). Per a una categoria
localment xicoteta C i per a un objecte C' de C, definim el functor
de representacié com |’assignacié que envia un objecte X de C al
conjunt Hom¢(C, X) i un morfisme f: X — Y en C a Homc(C, f).
En el cas del functor de representacié contravariant, envia un objecte
X de C al conjunt Homc(X,C) i un morfisme f: X — Y en C a
Homc(f,C). Representem aquests functor en la Figura (11) i en la
Figura (12), respectivament. Tenim que f, = Homc(C, f) de forma
que si g: C — X, aleshores f,(g) = fogi f* = Homc(f,C) de forma
que si g: Y — C, aleshores f*(g) =go f.

Notem que, com C és una categoria localment xicoteta, té sentit
pensar en un functor que assigna a un objecte el conjunt de morfismes
amb domini o codomini aquest objecte.

PropPosSICIO 2.29. Per a una categoria localment wicoteta C i per
a un objecte C' de C, les assignacions Home(C, —) i Home(—, C') sdn
functors covariant i contravariant, respectivament.

DEMOSTRACIO. Anem a demostrar que Homc(C, —) és un functor
covariant, ja que la demostracié per a vore que Homc(—,C) és un
functor contravariant és analoga.
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Hom¢(C,—): C Set
X HOIIlc(C, X)
J| —— lf*

Y Hom¢(C,Y)

F1GURA 11. Functor de representacié covariant.

Home(—,C): CoP Set

Y Hom¢ (Y, C)

FicurA 12. Functor de representacié contravariant.

Preserva la identitat: Siga X un objecte en C i siga el morfisme
identitat idy. Donada g: C' — X, notem que:

(idx)s«(g) =1idx o g = g = idomc(c,x)(9)-

Preserva la composicié: Siguen f: X — Y i g: Y — Z dos
morfismes composables en C, aleshores donada h: C — X, tenim
que:

(go f)s(h)=(go f)oh (definicié de (g o f))
=go(foh) (associativitat composicid)

= g.(foh) (definicié de g.)

= g.(f«(h)) (definici6 de f,)

= (g« o fi)(h). (composicid)

Ac¢o conclou la demostracio. O

3. Transformacions naturals

De la mateixa forma que els functors van sorgir naturalment per
a poder relacionar les categories, com ho haviem fet amb els objectes
d’aquestes, ara ens podem preguntar si hi ha un nivell superior que ens
permeta comparar els functors. Aquesta és la nocié de transformacié
natural entre functors i, a més, en el segiient capitol vorem com de
rellevant és.
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F: C Set F: C Set
X Homc(C, X) X Hom¢(C, X)
idy | ——— L(idX)* f e
X HOIII(:(C, X) Y P HOHI(:<C, Y)
g g«
gof (g0 f)s
Z Homc(C, Z)

Ficura 13. Transformacio de la identitat i la composi-
ci6 (respectivament) mitjangant el functor de represen-
tacié covariant F' = Homc(C, —) .

DEFINICIO 2.30 (Transformacié natural). Siguen C i D categories
i siguen F,G: C — D functors. Una transformacié natural de
F en G, denotada per a: ' = @, és una colleccié indexada a =
(™) xeomj(c), on per a cada objecte X de C, & és un morfisme en D
de la forma oX: F(X) — G(X). A més, es verifica que el diagrama
de la Figura (14), anomenat diagrama de naturalitat, commuta. Es
a dir, es té que, per a qualsevol morfisme f: X — Y en C, es verifica:

G(f)oa™ =a¥ o F(f).

A més a més, si per a cada objecte X de C, a* és un isomorfisme en D,
direm que « és un isomorfisme natural, i ho denotem per a: F' = G.

C D
F X
C a D f| F(f) O G(f)
NS y o R(Y) - G(Y)
G «

F1GURA 14. Transformaci6 natural « i el seu diagrama
de naturalitat.

Podem resumir la idea de transformacié natural com aquella que
relaciona la imatge d’un objecte en un functor a la imatge d’eixe ma-
teix objecte pero mitjancant altre functor, fent que aquesta relacié siga
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compatible amb la composicié per les imatges dels morfismes.

Per tal d’aclarir aquests conceptes, vegem uns exemples senzills.

EXEMPLE 2.31 (Transformacié natural identitat). Podem definir
la transformacié natural identitat, associada a un functor F' de C,
denotada per idp = (id)F()Xeobj(c). Per a cada objecte X en C, definim
idy = idpx): F(X) — F(X), que sén morfismes en D. Vegem el seu
diagrama de naturalitat en la Figura (15).

C D
il idp(x)
/\ X F(X F(X)
C idp D f| F() O F(f)
\\/ Yy  F(Y) ' F(Y)
r idp(y)

FiGcura 15. Transformacié natural identitat 1 el seu di-
agrama de naturalitat.

EXEMPLE 2.32. Siga la categoria unitat 1, de ’'Exemple (2.2). Per
a qualsevol functor F': 1 — Set, tenim que F(1) és un conjunt, de-
notant 1 a I'inic objecte en la categoria. Aixi, per a qualsevol objecte
S en Set, podem establir un functor Fgs: 1 — Set tal que F'(1) = S.
Aixi, és com si identificarem cada functor amb un conjunt, per tant,
una transformacié natural entre aquests functors, és simplement una
aplicacio entre els conjunts.

Ara vegem dos exemples de transformacions naturals, un que si és
isomorfisme natural i ’altre que no ho és.

EXEMPLE 2.33 (Isomorfismes naturals). Tornem a I’'Exemple (2.20),
donat un cos K, considerem el functor contravariant F: Vecty —
Vectg, de forma que envia un K—espai vectorial V' al seu espai dual
V* = Hom(V,K) = {f: V — K| f és una aplicacio lineal}. Notem
que Hom(V,K) evidentment és un espai vectorial (suma d’aplicacions
i aplicacié nulla) amb la mateixa dimensié que V, aixi V = V*. Ago
ultim es demostra definint un isomorfisme, fent una eleccié concreta
d’una base de V' i enviant-la a una altra concreta en el dual, i després
extenent ’aplicacio lineal.

Ara, el que fem és considerar el dual del dual, el que anomena-
rem el doble dual, construint-lo com un functor covariant amb les
caracteristiques:
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(1)**: Vectx —— Vectg
V v
[l — |
W W

F1GURA 16. Functor covariant anomenat doble dual.

Amb V** = (V*)* = Hom(V*,K) isi, h € V** és una aplicacié lineal
h: V* — K verifica que per a qualsevol aplicacié lineal f*: V* —

Com que el functor identitat i aquest functor (-)** sén dos endo-
functors de Vectk, podem intentar establir una transformacié natural
i vore si és un isomorfisme natural. Definim la transformacié natural
d’avaluacio, av, de la segiient forma:

I dVectK
Vectg av Vectgk

NS

FicuraA 17. Transformacié natural av.

on la transformacié av és la colleccié indexada av = (aVV)VEObj(VectK)~
Per a cada K—espai vectorial V, I’aplicacié av" ve donada per:

av’: Vo o— U
v — av’(v)

I per a cada v € V, es defineix av' (v) com segueix:

av/(v): V¥ — K
h +— h(v).

Resulta que, per a cada K—espai vectorial V, 1'aplicacié av' és

un isomorfisme de K—espais vectorials. A més, donats V i W dos
K—espais vectorials i una aplicacié f: V — W, el diagrama de la
Figura (18) commuta.

Per tant, tenim que la transformacioé natural av és un isomorfisme
natural.
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Vectk Vecty

4
Vv v al e
f f O e
W W W
av?

FicuraA 18. Diagrama de naturalitat d’av.

Per contra, el functor identitat i el functor (-)* associat a 1’espai dual
(no al doble) no sén naturalment isomorfs. El primer obstacle tecnic
que trobem és que el functor identitat és covariant, mentre que el dual
és contravariant. A més, encara que férem una generalitzacié de les
transformacions naturals i permetérem functors contra i covariants, no
podria ser tampoc, perque per a dimensions finites requereix 1’eleccié
d’una base, i sera preservada basicament per aplicacions no lineals. Es
pot vore una prova en [ME45], en la pagina 234.

4. Equivalencia de categories

Com en la majoria de teories matematiques, busquem establir re-
lacions entre els elements que les composen. En general, la relacio
d’igualtat és molt forta, per tant, busquem condicions més debils com
la d’isomorfisme, com per exemple en la Definici6 (2.9).

Fixant-nos en el context de les categories, donades dues categories
C1iD, direm que sén iguals si C = D, pero esta relacié no té cap interés.
Encara que aquesta relacio és la més forta, busquem vore com seria un
isomorfisme entre elles.

DEFINICIO 2.34 (Isomorfia de categories). Siguen dues categories
C1i D, direm que sén isomorfes si existeixen F': C— DiG: D — C
functors tals que F oG =1d° i F o G = 1d°.

FoG=1d°

C D

F
\\\\_///// GoF =1d¢
G

FiGura 19. Isomorfisme entre categories.
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No obstant, a vegades aquesta condicié és massa estricta i podem
relaxar-la una mica més. Encara que aquesta relacié és més debil que
la isomorfia entre categories, preserva bones propietats. La aconse-
guim demanant que la composicié dels functors siguem isomorfs a les
identitats, no iguals, com en el cas anterior. Ho formalitzem com:

DEFINICIO 2.35 (Equivaléncia entre categories). Donades C i D
dues categories, direm que sén equivalents si existeixen F': C — D i
G: D — C functors i isomorfismes naturals n: Id© = GoFie: FoG =
1d°.

Anomenarem a F'i G com pseudoinversos entre ells i també els
denominem com equivaléncia entre categories.

1d¢ Fo@G
C n C D € D
GoF 1dP

FicuraA 20. Equivalencia entre categories.

Notem que si dos categories son isomorfes, aleshores sén equivalents,
pero el reciproc no sempre és cert.

EXEMPLE 2.36 (Categories equivalents). Anem a vore un exemple
de categories equivalents pero no isomorfes, i altre de categories que no
son equivalents.

Siga 1 la categoria unitat amb un tnic objecte ¢ i un unic morfisme,
id. 1 siga 2 la categoria amb dos objectes, d; i dy, i quatre morfismes,
els dos morfismes identitat, idg, iidg, i dos isomorfismes, a: d; — d»
i 8:dy — dy. Notem que aquestes categories soén equivalents, ja que
podem definir un functor F': 1 — 2, de forma que envia c a d; i id. a
idg, 1 altre functor G: 2 — 1, de forma que envia tant d; com dy a c
i tots els morfismes a id..

Notem que aquestes categories son equivalents, pero no sén isomor-
fes, ja que prenent dy en 2, si apliquem (F' o G)(ds) = F(c) = dy # da,
pero podem aplicar 'isomorfisme natural que ve donat per a i 1 ja
arribem a que F o G = Id%.

D’altra banda, notem que amb les categories 1 i 2 que hem definit
dalt, si en 2 llevem els dos isomorfismes « i 5, no podriem establir els
isomorfismes naturals. Per tant, aquestes categories no serien equiva-
lents.

Ara, ja sabem quan dues categories sén equivalents. No obstant,
hi ha una caracteritzacié sobre els functors que sén equivaléncies de
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categories, que ens facilitara la feina. Introduim primer els conceptes
que necessitem.

DEFINICIO 2.37. Siga un functor F': C — D:

e Direm que és ple si, per a cada X,Y objectes en C, ’assigna-
ci6 Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)) és sobrejectiva. Es
a dir, donat g: F(X) — F(Y') morfisme en D, aleshores exis-
teix un morfisme h: X — Y en C tal que F'(h) = g.

e Direm que és fidel si, per a cada X,Y objectes en C, I'assig-
nacié Home (X,Y) — Homp (F(X), F(Y)) és injectiva. Es a
dir, donats f: X — Y i f': X — Y morfismes en C tals
que F(f) = F(f'), aleshores, f = f'.

e Direm que és essencialment sobrejectiu sobre els objec-
tes si, per a tot objecte D en D, existeix un objecte X en C
de forma que D = F(X). Es a dir, existeixen f: D — F(X)
ig: F(X)— Damb fog=idpx)igo f=idp.

Amb el segiient resultat, presentem una propietat bona que tenen

els functors que acabem de definir, que creen i reflecteixen isomorfis-
mes.

Proposicio 2.38. Siguen C i D dues categories qualsevol i siga
F: C — D un functor ple i fidel. Aleshores, F reflecteix i crea iso-
morfismes. Es a dir,

(1) Si f: X — Y és un morfisme en C tal que F(f) és un iso-
morfisme en D, aleshores f és un isomorfisme.

(2) Si X 1Y son objectes en C tal que FI(X) = F(Y) en D, ales-
hores X 2Y en C.

Notem que per la Proposicié (2.27), tenim el reciproc d’aquesta
Proposicio.

DEMOSTRACIO. Siga F': C — D un functor ple i fidel. Compro-
vem que verifica les dues propietats.

Siga f un morfisme en C de forma que F(f) és un isomorfisme en
D. Aleshores, com F' és ple i fidel, per a tot f: X — Y existeix un
tinic morfisme g: Y — X tal que F(g) = (F(f))"!. Per tant,

F(go f) = F(g)oF(f)
= (F(f))" o F(f)
= F(idy).

Com que F' és fidel, tenim que g o f = idx. De forma analoga,
podem arribar a que F(f o g) = F(idy) i de nou, apliquem que F és
fidel i obtenim que fog =idy. Aixi, ja tenim que f és un isomorfisme
en C.
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Com F és ple, si existeix un isomorfisme g: F'(X) — F(Y) en D,
aleshores existeix un morfisme f: X — Y en C tal que F(f) = g.
Per 'apartat anterior, f: X — Y és isomorfisme en C i es déna que
X=Y. U

Com veniem buscant en aquest apartat, anem a utilitzar la definicié
i el resultat que acabem de vore per a establir una caracteritzacio per a
trobar equivalencies de categories. Ens sera 1til perque en la definicio
de categories equivalents, apareixen dos functors, un d’anada i un de
tornada, i dos isomorfismes naturals, mentre que en la caracteriztacio
apareix només un functor.

TEOREMA 2.39 (Caracteritzacié de l'equivalencia de categories).
Donades dues categories C ¢ D, un functor F': C — D defineix una
equivalencia entre les categories C i D si, © només si, el functor F és
ple, fidel i essencialment sobrejectiu sobre els objectes.*

DEMOSTRACIO. Siguen C i D dues categories equivalents, aleshores
existeixen functors F': C — D i G: D — C i isomorfismes naturals
n:1d* =2 GoFie: FoG=1dP. Anem a provar que F és ple, fidel i
essencialment sobrejectiu sobre els objectes.

F és fidel: Siguen X, Y objectesen Ci f: X — Y if: X — Y
morfismes en C, tals que F(f) = F(f'). Es a dir, com vegem en la
Figura (21).

FicuraA 21. Functor F.

Alhora, el functor G: D — C, verifica que, donats X, Y objectes en
Cif: X —Yif': X — Y morfismes en C tals que F(f) = F(f'),
aleshores G(F(f)) = G(F(f')). Ho vegem en la Figura (22).

Siga ara l'isomorfisme natural n: Id¢ = G o F, aleshores n¥ és un
isomorfisme en C. Es a dir, existeix un isomorfisme invers (n*)~! tal
que (n)ton* =idy.

Per una banda, per definicié d’isomorfisme natural, tenim que:

G(F(f)) on™ =nY o f, aleshores, f=(n")" o G(F(f))on~.

ILa part necessaria de l’equivaléncia entre categories per un functor sempre es
déna, pero per a la part suficient cal assumir I’Axioma d’Eleccié.
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X - G(F(X))
fllr G(F(f)) |=| G(F(f"))
Y v G(F(Y))
n

F1cUrA 23. Isomorfisme natural 7.

I d’igual forma, per I'altra banda:

G(E(f")on™ =n" o f', aleshores, G(F(f')) =n" o f o (n*)~".

Com que G(F(f)) = G(F(f’)), substituim una expressi6 en l'altra:

fo= ") eGF(f))on*
= (") ton o ffo(t) ton®
= f'.

Per tant, F' és fidel. De manera analoga, es pot demostrar que G
també és fidel.

F és ple: Siguen X,Y objectes en C i g: F(X) — F(Y) mor-
fisme en D. Volem arribar a que existeix un morfisme h: X — Y
en C tal que F(h) = g. Notem que, aplicant G sobre g, obtenim
G(g): G(F(X)) — G(F(Y)). Ja sabem que n: Id° = G o F és iso-
morfisme natural. Per tant, podem assegurar 'existencia d’un tnic
morfisme h: X — Y, definit per h = (n¥)~ o G(g) o n*, com vegem
en la Figura (24).

Aixi, per una banda tenim G(g) =¥ oho(n*)~!. Per altra banda,
en ser 7 isomorfisme natural G(F(h)) = n* o ho (n*)~!. D’aquesta
forma, G(g) = G(F'(h)). Com que en I’apartat anterior hem vist que
G és fidel, ja tenim F'(h) = h. Per tant, F' és ple.

Essencialment sobrejectiu sobre els objectes: Notem que,
per a tot objecte D en D, la component e?: F(G(D)) — D és un

isomorfisme. Per definicio, F' és essencialment sobrejectiu sobre els
objectes.
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X ! G(F(X))
h G(9)
% . G(P(Y))

n

FIGURA 24. Definicio de la funcié h.

Ara, siga F': C — D un functor ple, fidel i essencialment sobre-
jectiu sobre els objectes, hem de vore que és una equivalencia entre
categories.

Siga D un objecte en D. Emprant I’Axioma d’Eleccid, com F' és
essencialment sobrejectiu sobre els objectes, existeix un objecte G(D)
en C i un isomorfisme e”: F(G(D)) — D en D. Donat un morfisme
g: D — D’ en D, com que F(G(D)) és isomorf a D mitjangant e i
F(G(D")) ho és a D’ mitjancant ¢”’, podem definir un morfisme entre
F(G(D))i F(G(D")) de la segiient forma:

(eP)togoeP: F(G(D)) — F(G(D")).

A més, fa que el diagrama de la Figura (25) commute.

F(G(D)) e D
O g
F(G(D")) o D’

Fiaura 25. Construccié del morfisme de F(G(D)) a
F(G(D))

Com F és fidel, existeix un tinic morfisme G(g): G(D) — G(D') de
forma que F(G(g)) = (¢?)"'ogoeP. D’aquesta forma, hem construit
les components d’una transformacié natural ¢: F o G = Id°. Haurem
de definir laltra n: Id° = G o F, a més de demostrar que G és un
functor, amb G definit com en la Figura (26).

Ara, vegem que G és un functor, ja hem vist abans que, per cons-
truccié, utilitzant isomorfismes i que F' és fidel, GG esta ben definit. Hem
de vore que preserva el morfisme identitat i la composicié de morfismes.

Preserva la identitat: Volem provar que G(idp) = idg(py. Em-
prarem que F' és fidel. Aixi, considerem F(G(idp)): F(G(D)) —
F(G(D)) i F(idgmy): F(G(D)) — F(G(D)) en D i notem que el
diagrama de la Figura (27) commuta.
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G:D C
D G(D)
g — | G(g)
D' G(D')

FIGURA 26. Definicid del functor G.

F(G(D)) =~ D
F(G(dp)) | |F(idgmn)) O id?
F(G(D)) . D

Ficura 27. Diagrama de naturalitat d’e.

Com ja vam vore en l'anterior implicacié d’aquesta demostracié,
a l'apartat (2.39), repetint el raonament arribem a que F(G(idp)) =
F(idg(py). Com que F és fidel, ja tenim que G(idp) = idg(p).

Preserva la composicié: Siguen h: D — D'ih': D' — D" dos
morfismes en D. Considerem F'(G(h')oG(h)): F(G(D)) — F(G(D"))
i1 F(G(Woh)): F(G(D)) — F(G(D")) en D i notem que el diagrama

de la Figura (28) commuta.

F(G(D)) e” D
F(G(W)oG(h))| | F(G(W oh)) © W oh
F(G(D")) — D"
15

FiGuraA 28. Diagrama de naturalitat d’e.

Igual que abans, arribem a que F(G(R') o G(h)) = F(G(K o h)).
Com que F' és fidel, ja tenim que G(h') o G(h) = G(h' o h).

Aixi, queda demostrat que G és un functor, només cal definir ara
I'isomorfisme natural corresponent.

Definicié dels isomorfismes naturals: Ja haviem dit que ¢ era
un d’ells per construccié, ara tractem de definir n: Id° =2 G o F. Com
F és ple i fidel, definim 7 a partir de les seues components n*: X —
G(F(X)), i gracies a la Proposicié (2.27), especificant només isomor-
fismes F onX: F(X) — F(G(F(X))). Definim F on* = (eF')~1,
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Per a tot morfisme f: X — Y en C, el diagrama de la Figura (29)
commuta.

FonX cF(X)
F(X) F(G(F(X
F(f) F(G(F(]))) F(f)
FOY) e PG~ FO)

Ficura 29. Functor F ple i fidel.

En efecte, el diagrama commuta gracies a que el quadrat de la dreta
commuta per la naturalitat de ¢, i el de I'esquerra perque X és un
isomorfisme.

Aix{, com F és fidel, es déna que ¥ o f = G(F(f)) on™. Per tant,
per definicid, 1 és una transformacié natural amb components donades
per isomorfismes, és a dir, és un isomorfisme natural. Concloem que
F': C — D defineix una equivalencia de categories. O

Anem a vore que, donades unes categories, aplicar aquesta caracte-
ritzacié potser resulta més senzill que aplicar la definicié de categories
equivalents.

EXEMPLE 2.40. Siguen les categories Matg, la categoria de les ma-
trius amb entrades en el cos K; Vectﬁg, la categoria dels K-espais vecto-
rials de dimensié finita; i per tltim, Vectt®*, la categoria de les bases
dels K-espais vectorials de dimensio finita. Ens preguntem si aques-
tes categories son equivalents, ja que sabem que algebraicament estan
forca relacionades. Doncs emprant la caracteritzacié, és molt senzill
vore que, efectivament, aquestes categories si sén equivalents. Tanma-
teix, comprovar-ho amb la definicié és molt més costés. Es pot trobar

la demostracié en [Riel6].

5. 2-categories

Hem vist que les categories estan formades per objectes i morfis-
mes. Posteriorment, hem estudiat un pas més enlla, com relacionar
dues categories mitjancant els functors, fins arribar a com es relaciona-
ven aquests, amb les transformacions naturals. Ara, és moment d’in-
troduir una abstraccié més, com un tipus superior de categories. Ens
referim a les 2-categories, on les relacions sén de 2 natures distintes,
una que relaciona objectes (functors) i altra que relaciona morfismes
(transformacions naturals).

Ens podem preguntar com es composen les transformacions natu-
rals, i la resposta és que ja no és similar amb els functors. Apareixen
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dos tipus de composicio, la composicio vertical, amb objectes de nivell
1, és a dir, functors; i la composicio horitzontal, amb objectes de ni-
vell 0, és a dir, objectes de categories. Ho definim formalment i ho
visualitzem amb diagrames.

DEFINICIO 2.41 (Composicié vertical). Siguen C i D dues catego-
ries, siguen F, G, H: C — D functors i siguen dues transformacions
naturals a: F' = G i f: G = H. La composicié vertical d’'« i
[, denotada per § o a: F' = H, és una transformacié natural que ve
definida per

Boa = ((Boa)*)xeonjc)
= (BX © CYX)XeObj(C)-

Es a dir, per a un objecte X en C, la component X de la transformacio
natural 8o a, és a dir (8 o a)¥, ve donada per la composicié de les
respectives components X de 3 i a, és a dir, 3% o a”*.

Ho visualitzem primer en la Figura (30) i en la Figura (31) i després

vegem que esta ben definida la composicié vertical g o .

F1cUuraA 30. A l'esquerra, dues transformacions naturals
i a la dreta, la composicié vertical d’aquestes.

Sabem que la transformacio natural g o « esta ben definida perque
el diagrama de la Figura (31) commuta, ja que per dins commuta en
ser 5 i a dues transformacions naturals. Ho comprovem.

H(f)o (B¥oa™)=(H(f)oB*)oa™ (associativitat)
= (B 0 G(f))0a* (8 trans. nat.)
= BY o (G(f) 0 ) (associativitat)
=pY o (o o F(f)) (o trans. nat.)
= (BY oY) o F(f). (associativitat)

Ja tenim que la composicié vertical de dues transformacions naturals
és transformacié natural. Seguidament, presentem la composicié ho-
ritzontal de transformacions naturals.

DEFINICIO 2.42 (Composici6 horitzontal). Siguen C, D i E tres cate-
gories, F;G: C — D, H, K: D — E functors i dues transformacions
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X

X F(X) e’ H(X)
\ /
AaT; o iG(f) o H(f)
M F( / \ Y)

Ficura 31. Diagrama de naturalitat de la composicié
vertical.

naturals a: F = G i f: H = K. La composicié horitzontal,
denotada per fxa: Ho F' = J o, és una transformacioé natural que
ve definida per

Bra = ((Bxa)%)xeoni©
(B9 o H(cX))xeobj(c)-

Es a dir, per a un objecte X en C, la component X de la transformacié
natural § x a, és a dir (3 x @)X, ve donada per la composicié de la
component G(X) de i de la component X de a mitjangant el functor
H, és a dir, 35X o H(a™).

Igual que abans, ho visualitzem primer en la Figura (32) i en la
Figura (33) i després vegem que esta ben definida la composicié horit-
zontal (8 * a.

Sabem que la transformacié natural §* « esta ben definida perque
el diagrama de la Figura (33) commuta, ja que per dins commuta en
ser $ i a dues transformacions naturals. Ho comprovem.

K(G(f)) 0 (B9 o H(a¥)) =

= (K(G(f)) 0 89Xy 0 H(a) (associativitat)

— (59 0 H(G(f))) o H(a¥) (8 trans. nat.
= N o (H(G(f)) o H(a)) (associativitat)
= BN o (H(G(f) 0 o)) (H functor)
= W) o (H(aY o F(f))) (o trans. nat.)
= Y o (H(a¥) o H(F(f))) (H functor)

(BEY) o H(a¥)) o H(F(f)). (associativitat)



F H
C o} D B E
G K
HoF

N %

KoG

FicuraA 32. Dalt, dues transformacions naturals i baix,
la composicié horitzontal d’aquestes.

C E
G(X) o H(aX
X H(F(X) e ) K(G(X))
@™ Hae) P
£l HEW) o |HGE)o K(G()
v HGY))
Y HFEY)) K(G(Y)

BG(Y) o H(CYY

~—

FicurA 33. Diagrama de naturalitat de la composicié
horitzontal.

DEFINICIO 2.43 (Categoria de functors). Donades dues categories
Ci D, definim la categoria de functors de C en D, denotada per D,
com la categoria que té per objectes functors de C en D i per morfismes
transformacions naturals, amb la composicié vertical.

Per 1ltim, ara que tenim definits dos tipus de composicid, és in-
teressant buscar quina relacié hi ha entre aquestes. La resposta ens la
proporciona la Llei d’intercanvi, o també anomenada Ller de Gode-
ment.
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ProprosiciO 2.44 (Llei d'intercanvi). Siguen les categories C,D i
E, els functors F,G i H de C a D i els functors I,J i K de D a E.
Siguen també les transformacions naturals o, de F' en G, 8 de G en
H,vdelenJid ded enK. Es a dir, tenim la situacio de la Figura

(34).

/\
\/

Ficura 34. Llei d’intercanvi.

Aleshores, es verifica que:
(0oy)*(Boa)=(0%p)o(yxa).

DEMOSTRACIO. Anem a fer una demostracié similar a la de [Spil4],
fent cada composicié per separat i comprovant que arribem al mateix
lloc.

Anem a fer primer la primera part de la igualtat, fem les composi-
cions verticals f o« i § o~. Donat qualsevol morfisme f: X — Y en

C i qualsevol g: A — B en D ens trobem en la situacié de la Figura
(35).

Fx) oot H(X) 1(4) ooy K(A)
E(f) O H(f) 1(9) O K(g)
F(Y H(Y I(B K(B
() = B B) o KW

Ficura 35. Composicions verticals foaidory .

Amb ago, notem que podem composar horitzontalment, ja que ens
trobem en la situacié de la Figura (36).

Composant horitzontalment, obtenim el diagrama commutatiu de
la Figura (37).

Ara, construim la part de la dreta de la igualtat que enuncia la
Llei d’intercanvi per a vore que obtenim el mateix diagrama. Anem a
composar horitzontalment 6 x § 1 v x c, ho vegem en la Figura (38).

Amb aco, notem que podem composar verticalment, ja que ens
trobem en la situacié de la Figura (39).
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/\/\
\/\/

(0oy)* ﬁoa E

\/

KoH

F1aurA 36. Composicié horitzontal (6 o) * (5o «).

(60 % I((B o))

I(F(X)) K(H(X))
I(F(f)) O LK(H(f))
I(F(Y)) K(H(Y))

(60T % I((Boa))

FicuraA 37. Diagrama de naturalitat de la composicié
horitzontal (6 o) * (8 o ).

C E E
G0 6 1(o¥ 5100 o (%
M) ) aao)] Uk (x))
JHG() © K(H(f))l

K(H(Y))

Y I(F(Y)) J(GY)) J(GY))

19000 I(a)) 31 0 J(8Y)

Ficura 38. Composicions horitzontals § x 81 v * .

Composant verticalment, obtenim el diagrama commutatiu de la
Figura (40).

Aco ens diu que ambdues composicions de les transformacions na-
turals ens duen a la mateixa grafica commutativa. Amb aix0, hem
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[oF [oF

C (0xB)o(yxa) E

KoH KoH

C

F1GUuraA 39. Composicié vertical (§ x ) o (7 * ).

I(F(X)) K(H(X))
I(F(f)) O LK(H(f))
I[(F(Y)) (H(Y))

(v*" o I{a¥)) 0 (67 0 J(5Y))

FicurA 40. Diagrama de naturalitat de la composicié
vertical (§ x 5) o (7 x «).

arribat a que les composicions
(Foy)*(Boa) = (509) ) xI((foa)"), X € Obj(C)
(6xB)o(yxa) = (¥ ol(a™))o (6" 0 J(8Y)), X € Obj(C).

Ac¢o conclou la demostracio. U

33






CAPI{TOL &

Lema de Yoneda

En aquest capitol utilitzarem les definicions i resultats vist en ’an-
terior capitol i introduirem altres conceptes nous, amb 1’objectiu d’ar-
ribar a estudiar els limits i els colimits. Vorem un resultat fonamental
de la Teoria de Categories, el Lema de Yoneda, que déona nom a aquest
capitol, i altres conceptes primordials com els functors representables
(Definici6 3.8) i la propietat universal (Definici6 3.16).

1. Functors representables

DEFINICIO 3.1 (Objectes inicials i finals). Siga C una categoria i
siga C' un objecte en C,

e Direm que C és inicial si, per a tot altre objecte X en C,
existeix un unic morfisme f: C' — X en C.

e Direm que C' és final o terminal si, per a tot altre objecte X
en C, existeix un unic morfisme f: X — (' en C.

NoTA 3.2. Notem que els conceptes d’objecte inicial i final son du-
als. O siga, si C' és final en C, aleshores C és objecte inicial en CP 3
a l’inrevés.

Ara, vegem alguns exemples d’objectes inicials i finals.

EXEMPLE 3.3 (Type). Recordem la categoria Type de I’Exemple
(2.6). Estudiem si té objectes inicials, finals, o cap d’ells. Observem
que Empty és inicial en Type, ja que per a tot altre tipus X en Type,
només podem definir I'aplicacié nulla:

Empty: Empty — X.
I d’igual forma, Unit és final en Type, ja que per a tot tipus objecte X
en Type, només podem definir I'aplicacié d’aquesta forma:
f: X — Unit
r +— Unit.

EXEMPLE 3.4 (Set). Notem que 'anterior exemple té molt de paral-
lelisme amb la categoria de conjunts, ja que el buit, () també és inicial
en Set i qualsevol singleton, {x}, és final en Set, per les mateixes raons.

Els objectes inicials i terminals formen la primera base per a com-
prendre les propietats universals, que vorem més avant, ja que introdu-
eixen també el concepte de functors representables. Vegem primer una
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caracteritzacié d’aquests conceptes utilitzant els functors de represen-
tacid, covariants i contravariants, vists en la Definici6 (2.28).

ProposicIO 3.5 (Caracteritzacié d’objectes inicials i finals). Per a
una categoria C i un objecte C' en C, tenim que:

(1) C és inicial si, i només si, el functor Home(C, —): C — Set
és naturalment isomorf al functor constant x covariant de la
Figura(1), a l’esquerra.

(2) C és final si, i només si, el functor Home(—, C): C®® — Set
és naturalment isomorf al functor constant x contravariant de
la Figura(1), a la dreta.

*: C

X {x} X {*}

Set *1 COP ———— Set

fl —— Jidgy fl ———— |idgy

Y {x} Y {*}

FicurA 1. Functors constants *, a ’esquerra el covari-
ant, i a la dreta, el contravariant.

El functor x envia cada objecte en C en un singleton en Set.

La demostracié d’aquesta proposicié és conseqiiencia directa de les
definicions.

A més, la caracteristica de ser un functor ple i fidel permet preser-
var, crear i reflexar moltes propietats. En particular, estudiem com es
relacionen amb els objectes inicials i finals.

ProrosiciO 3.6. Un functor ple i fidel reflexa objectes inicials i
finals.

DEMOSTRACIO. Recordem la Definicié (2.37). Considerem F': C —
D un functor ple i fidel, i siga Z un objecte en C, de forma que F(Z)
és final en D. Volem vore que Z és final en C.

Siga X un altre objecte en C, aleshores F'(X) és objecte en D, i
com F(Z) és final, existeix un tnic morfisme fpxy: F(X) — F(Z)
morfisme en D. Com que F és ple, existeix un morfisme fx: X — Z
en C, de forma que F(fx) = frx)-

Per a demostrar la unicitat, considerem g: X — Z un altre morfis-
me en C. Apliquem F sobre g, i obtenim el morfisme F(g): F(X) —
F(Z) en D, pero com que F(Z) és un objecte final, F\(g) = F(fx). I
com F' és fidel, ja tenim que g = fx. La demostracié per a objectes
inicials és analoga per dualitat. U
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Una vegada ja hem vist aquestes definicions, sembla intuitiu que la
relaci6 entre dos objectes inicials, respectivament finals, d’'una mateixa
categoria ha de ser forta. En efecte, donats dos objectes inicials (finals),
en una categoria seran unics tret d’isomorfisme tunic.

PROPOSICIO 3.7. Els objectes inicials, respectivament finals, en una
categoria C son unics trets d’isomorfisme unic.

DEMOSTRACIO. Siguen C' i C' dos objectes inicials en la categoria
C. Com C és inicial, existeix un dnic morfisme f: C — C’" en C.
D’igual forma, com C” és inicial, existeix un tunic morfisme g: ¢’ — C'
en C.

Notem que la composicié g o f: C' — C' és un morfisme en C, i
com C' és un objecte inicial, només pot existir un morfisme de C' en
C, aleshores g o f = idg. Raonant de la mateixa forma, arribem a
que f o g =ide. Per tant, C' i C” s6n isomorfs. La demostracié per a
objectes finals és analoga. O

Ja haviem introduit el concepte de functor de representacié en la
Definici6é (2.28), que relaciona una categoria localment xicoteta ar-
bitraria amb la categoria dels conjunts. Ara, volem introduir un con-
cepte un poc més general, que és el de functor representable, que és un
functor qualsevol F' amb codomini en Set, de tal forma que és natu-
ralment isomorf a un functor de representacié. L’avantatge d’estudiar
aquests functors és que ens permeten implementar tot allo que cone-
guem de la categoria Set en altres categories.

DEFINICIO 3.8 (Functor representable). Siga C una categoria local-
ment xicoteta. Un functor covariant F': C — Set, s’anomena repre-
sentable si existeix un objecte C' de C i un isomorfisme natural de F' a
Homc(C, —). Analogament, un functor contravariant F': C°® — Set,
s’anomena representable si existeix un objecte C' de C i un isomor-
fisme natural de F' a Home(—, C).

Hom¢(C, — Hom¢(—, C)

F1GURA 2. Functors representables, a I’esquerra el func-
tor covariant i a la dreta, el contravariant.

Vegem a continuacié un exemple de functor representable.
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EXEMPLE 3.9 (Monoide lliure). Siga X un conjunt. Denotem per
X* el conjunt de totes les paraules de longitud n sobre X, o siga, les
aplicacions d’alguna n € N en X. Per exemple, si X és un conjunt de
tres lletres, X = {a, b, ¢}, aleshores la paraula abb representa la seglient
aplicacio:

abb: 3 — X
0 — a
1 — b
2 — b

Ara, considerant totes les aplicacions de n € N en X com Hom(n, X),
podem redefinir el conjunt

X = U Hom(n, X).
neN
En X* existeix la paraula buida, denotada per A, que és I'inica
aplicacio de 0 = @ en X, o siga, "inica paraula de longitud 0.
Ara, donats v,w € X dos paraules de longitud m i n, respectiva-
ment, podem efectuar 'operacié binaria de concatenacio, de forma que
vw té longitud m + n, i la definim:

vw: m+n — X

. v(7) sijel0,m—1];
J — {w(j—m) sije[m,m+n-—1].

Aleshores, X* = (X*,-;\) defineix un monoide no commutatiu,
anomenat monoide lliure generat per X. Aquest monoide té la
seglient propietat universal.

Per a tot monoide M = (M, -, 1), i tota aplicaci6 f: X — M,
existeix un unic homomorfisme de monoides f*: X* — M, de forma
que ffoiny = f, on iny és la inclusié canonica de X en X*, que a
cada lletra de X li assignem la paraula corresponent de longitud 1, és
a dir, tenim les aplicacions, segiients. Per a cada x en X, definim

(): 1 — X iny: X — X*
0 — . r — (x).

Aix{, ’homomorfisme de monoides f* ve donat per
JiE X — M
(Wi)ien +— Hicpw;.

Amb tot el que hem vist, podem considerar un functor d’oblit,
entre la categoria Mon, amb objectes monoides i morfismes els homo-
morfismes de monoides, i la categoria Set. Es a dir, el functor de la
Figura (3).

Volem vore que U és representable. Per a demostrar-ho, anem
a prendre X = 1, de forma que notem que el monoide lliure associat
a X és X* =2 N en Mon. Establim un isomorfisme natural entre U i
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U: Mon Set
M M
f| —m———— | f

N N

FicurA 3. Functor d’oblit sobre la categoria de monoi-
des.

Hompon (N, —). Es a dir, busquem trobar o de forma que verifique el
diagrama de la Figura (4).

TN

Mon = o Set
Hompmon (N, —)

FIGUuRrRA 4. Isomorfisme natural entre U i
HOl’IlMon (N, —).

Anem a definir la transformacié natural o = (a™)nemon com se-
gueix. Siga un monoide M = (M,-,1) i siga m € M un element.
Considerem ’aplicacié constant a M,

km: 1 — M

0 — m.
Per la propietat universal del monoide lliure N, existeix un unic
homomorfisme de monoides k¥ : N — M tal que k% oin, = ky,,
notem que

. N — M
n — m"
Prenem o = (a™)yemon de forma que,

oM M — Hompen(N, M)
m — k.

Notem que per a cada monoide M en Mon, I'aplicacié o™ és bijec-
tiva.

o oM és sobrejectiva, ja que tots els homomorfismes de monoides

d’N en M estan completament determinats per la imatge de
I'l.
39



o aM és injectiva, perque donats dos elements m i m’ de M, si

oM(m) = oM(m)

I I
K, = K,

aleshores, m = kf (1) = k% ,(1) = m/.

A més, per a qualsevol homomorfisme de monoides f: M — N,
el diagrama de la Figura (5) commuta.

Mon Set
oM
M M Hompyon (N, M)
f f O J
N N Hompyon (N, N)
oN

F1GUuRrA 5. Transformacié natural identitat 1 el seu dia-
grama de naturalitat.

Per a vore que, efectivament, el diagrama commuta, siga m € M,
aleshores,

a™(f(m))

"
R

m)

fo(kE) (homomorfisme)
fu(@™(m)).

I amb aco, queda demostrat que el functor d’oblit U: Mon — Set
és representable.

Anem a donar altres exemples de functors representables covariants
i contravariants. No obstant, no ens extendrem tant com en 'anterior
exemple, per a major detalls cal consultar [Riel6].

EXEMPLE 3.10 (Functors representables covariants). El functor d’o-
blit U: Group — Set ve representat pel grup Z, és a dir, és un functor
covariant representable. Altre exemple és el functor ob: Cat — Set
que envia una categoria xicoteta al seu conjunt d’objectes, ve represen-
tat per la categoria 1 (un functor 1 — C només l'eleccié d’un objecte
en (), és a dir, és un functor covariant representable.

EXEMPLE 3.11 (Functors representables contravariants). El func-
tor O: Top®°® — Set, que envia un espai topologic al seu conjunt de
subconjunts oberts, ve representat per l'espai de Sierpinski S (es-
pai topologic amb dos punts, un obert i l'altre tancat), és a dir, és
un functor contravariant representable. Altre exemple és el functor
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U(—)*: Vectyy — Set, que envia un espai vectorial al conjunt de vec-
tors en el seu espai dual, ve representat per l'espai vectorial K, és a
dir, és un functor contravariant representable.

2. Lema de Yoneda

En aquesta seccid, anem a estudiar un dels resultats fonamentals en
la teoria de categories i en la busqueda de limits i colimits categorials,
que és el lema de Yoneda. Cal tindre presents les Definicions (2.28) i

(3.8).

NotTA 3.12. En aquest apartat, farem un canvi de notacio per fer
més comoda la lectura. Denotarem Homc(C, —) per C(C,—), ja que
utilitzarem Hom en el lema de Yoneda per a referir-nos a les transfor-
macions naturals, v podriem utilitzar la notacio que hem emprant fins
ara perque €s correcta, pero seria menys lleuger de llegir.

Aquest resultat és rellevant perque ens diu on trobar les transfor-
macions naturals que ens interessen. Ens diu que, per a un functor
F: C — Set i un objecte X de C, les transformacions naturals entre
el functor de representacié C(X,—) i F es troben en correspondéncia
bijectiva amb els objectes del conjunt F(X). Anem a vore primer la
versio covariant.

TEOREMA 3.13 (Lema de Yoneda). Siga C una categoria localment
xicoteta i F': C — Set un functor covariant. Aleshores, per a tot
objecte X de C existeix una bijeccio

Hom(C(X, ), F) = F(X)

que a una transformacié natural a: C(X, —) = F li associa ’element
aX(idx) en F(X). Aquesta correspondéncia és natural tant en X com
en F'.

DEMOSTRACIO. Com que C és localment xicoteta, podem conside-
rar la segiient aplicaci6 entre conjunts:

: Hom(C(X,-),F) — F(X)
a — aX(idy),
de forma que a és una transformacié natural amb domini C(X, —) i
codomini F', com es mostra en la Figura (6).!

I pel fet de ser transformacié natural, fa commutar el diagrama de
la Figura (7).

En primer lloc, volem provar que X és bijectiva. El nostre ob-
jectiu és definir una aplicacié inversa ¥: F'(X) — Hom(C(X, —), F).
Aquesta aplicacié assigna a un element W del conjunt F'(X) una trans-
formacié natural (W) = (U(W)?) sconj(c), de forma que, per a cada

'Hem emprat &, que és el caracter “yo” de 'alfabet japonés hiragana, en honor
a Yoneda.
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C Set

C(X, -)
N
.

FI1GURA 6. Transformacio natural a.

C Set
A C(X, A) o’ F(A)

f f*l O F(f)
B C(X,B) = F(B)

Ficura 7. Diagrama de naturalitat d’a.

objecte A en la categoria C, la component W(W)4: C(X, A) — F(A)
faga que el diagrama de la Figura (8) commute.

C Set
(W)
A C(X,A) F(A)
f f*l O F(f)
B C(X, B) T F(B)

FicuraA 8. Diagrama de naturalitat de la transformacié
natural .

Considerem la situacié particular de la Figura (9).
Esta clar que idy € C(X, X), i a més a més, la seua imatge per la
composicié de la banda inferior-esquerra ve donada per:

U(W)P(f(idx)) = (W) (f).
Mentre que la composicio de la banda superior-dreta ve donada per

F(f)(2 (W) (idx)).
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(W)X
X C(X, X) F(X)
f f*l O E(f)
D C(X, D) Sy F(D)

FiGurA 9. Diagrama de naturalitat de la transformacié
natural W.

Notem que, per a que V¥ siga ’aplicacié inversa de J, ha d’ocorrer
que U(W)X(idx) = W. Aco ens forca naturalment a definir

T(W)P(f) = F(f)(W).

Per tant, ja tenim definida cada component de ¥ (1), només ens queda
vore la seua naturalitat. Es a dir que, donat un morfisme arbitrari
f: A— Ben C, el diagrama de la Figura (10) commuta.

C Set
U(W)A
A C(X,A) F(A)
/ f*l F(f)
B C(X,B) TG F(B)

Ficura 10. Diagrama de naturalitat de W.

Ho comprovem. Siga g € C(X, A), és a dir, un morfisme en C de la
forma g: X — A. Per la banda inferior-esquerra, tenim:

T(W)P(f.(9)) = ¥(W)?(fog) (definici6 f.)
=F(fog)(W) (definicié W(W)5)
= F(F)(F(g)(W)). (F és functor)

Per la banda superior-dreta:
F(f) (¥ (W) (g)) = F(F)(F(g)(W)). (definicié W (1W)*)

Per tant, es verifica que el diagramma commuta. Ja tenim que
V(W) és una transformacié natural de C(X,—) a F. Ara ens queda
per provar que ¥ és la inversa de J. Donat un element W de F(X),
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es verifica que

F(T(W)) = (T(W)¥)(idx) (definicié &)
=W. (definicié W)

Aixi, sabem que W és la inversa de & per la dreta (& oV = idp(x)).
Comprovem ara que també ho és per l'esquerra. Siga a: C(X,—) =
F una transformacié natural, per definici6, tenim que V(X (a)) =
U(aX(idy)).

Ara, donat un objecte D en C, volem vore que ¥(a”*(id,))? = oP.
Notem que per definicié, tenim que

U(aX(id,))?: C(C,D) —s F(D)
[ = F(H)(e¥(idx)).

Com que « és una transformacié natural, el diagrama de la Figura
(11) commuta.

C Set
X C(X, X) o F(X)

f f*l O F(f)
D C(X, D) = F(D)

Ficura 11. Diagrama de naturalitat d’a .

Per tant, obtenim

F(f)(e”(idx)) = o”(fu(idp))
OéD(fOidD)
= a”(f).

Hem arribat a que W (& (o)) = o, és a dir, ¥ o X = idpom(c(x,-),p)
i aixi ¥ és la inversa de X per l'esquerra. Ja tenim provat que X és
bijectiva.

D’altra banda, provem ara que X és natural. En primer lloc,
demostrem que és natural per a F, és a dir, donada una transformacié
natural f: F' = G, volem vore que el diagrama de naturalitat de
commuta, Figura (12).
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Hom(C(X, -), F) ——» F(X)
B O Bx
Hom(C(X, -), 6) — > G(X)
X

FicurA 12. Naturalitat del lema Yoneda en functors.

Donada « una transformacié natural en Hom(C(X, —), F), tenim
que

(£ 08.)(a) = (Boa)(idx) (definicié X)
= B¥ (o (idx)) (composicié vertical (2.41))
= X (&"(a)). (definici6 &)

Per tant, ja tenim que el diagrama de la Figura (12) commuta. Ara
volem demostrar la naturalitat per a 'objecte X. Donat f: X — D
un morfisme en C, notem que I'element de F(D) que representa la
transformacié natural composada

ao f*: C(D,—) = C(C,—) = F,

és la imatge sota F(f): F(X) — F(D) de I'element de F(X) repre-
sentant «. Es a dir, es resumeix a provar que el diagrama de la Figura
(13) commuta.

Hom(C(X, ), F) i F(X)
(f) O F(f)
Hom(C(X, -, ¢) ——— G(X)
X

FiGurA 13. Naturalitat del lema Yoneda en objectes.

Notem que la banda inferior-esquerra verifica que:

xPo (f)*(a) = J:D(a o f*) (definici6 (f*)*)
=(ao f*)D(idD) (definicié &)
=a”(f). (composicié vertical (2.41))
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Per la banda superior-dreta, tenim que:
F(f)o &(a) = F(f)(a™(idx)) (definicié &)
= a”(f). (o transf. nat.)

D’aquesta manera, hem vist que X és natural per a X i per a F.
Finalment, queda demostrat el lema de Yoneda. O

Hem vist la versié covariant, ara podem enunciar la versié contra-
variant, que no la provarem perque per dualitat la tenim.

TEOREMA 3.14 (Lema de Yoneda, versié contravariant). Siga C una
categoria localment xicoteta i F': C°P — Set un functor contravariant.
Aleshores, per a tot objecte X de C existeix una bijeccio

Hom(C(—, X), F) = F(X)

que a una transformacio natural a: C(—, X) = F li associa ’element

aX(idx) en F(X). Aquesta correspondéncia és natural tant en X com
en F'.

COROLLARI 3.15. Donada una categoria localment xicoteta C, els
segiients functors, anomenats Imbibicions de Yoneda, sén plens i fidels:

(=) C———— Set™” C(-,—): C® ——— Set€
X C(—,X) X C(X,—)

fl ——— | fl ——— |f
Y C(—-,Y) Y (Y, —-)

F1GURA 14. Imbibicions de Yoneda.

3. Propietat universal

Podem trobar propietats universals en diverses teories matematiques,
per exemple, només comencar el grau es veu una en Algebra Lineal I.
Aquestes ens permeten descriure objectes a partir dels morfismes que
relacionen 1'objecte. Un clar exemple sén els objectes inicials i finals
(Definicié 3.1). Farem ts del lema de Yoneda (3.13) per a formalitzar
la definicio.

DEFINICIO 3.16 (Propietat universal). Direm que un objecte X
d’una categoria C localment xicoteta té la propietat universal per a
un functor F': C — Set, si existeix un element A en F'(X) de forma
que A defineix un isomorfisme natural entre C(X,—) i F' a través del
lema de Yoneda (3.13). Es a dir, direm que (X, F) té la propietat
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universal si existeix A en F'(X) tal que & (A) és un isomorfisme natural.

Aquesta és la versié covariant, la contravariant seria simplement
canviar F, que seria un functor contravariant i I'isomorfisme natural
seria entre C(—, X) i F' a través del lema de Yoneda en versié contra-
variant.

Presentem un exemple d’un objecte junt a un functor, de forma que
té la propietat universal.

EXEMPLE 3.17 (Monoide lliure). Continuem amb "'Exemple (3.9),
anem a vore que (N, UU) té la propietat universal. Recordem que U: Mon
— Set és un functor d’oblit. Pel lema de Yoneda, existeix un isomor-
fisme natural:

& : Hom(Mon(M, —),U) = U(M).

Notem que l'objecte N en Mon té la propietat universal per a U,
perque per a l'element 1 € N = U(N) es té que la transformacié na-
tural associada a 1 seguint el lema de Yoneda, és a dir, U(1)M(g) =
U(g)(1) = g(1), per a qualsevol morfisme g en Mon(N, M), verifica que
el diagrama de la Figura (15) commuta.

Mon Set
UM
M Mon(N, M) M
/ I O f
Mon(N, N
N on( ) SN N

FiGura 15. Diagrama de naturalitat de W.

Ho comprovem, en primer lloc per la banda inferior-esquerra:

V()N (f.(g9) = ()N (fog)(1) (definicié f.)
=(foyg) (definici6 W)
= f(g(1)).
I per la banda superior-dreta:
FZMM(9)) = flg(1)- (definici6 W)

I només ens queda vore que ¥ (1) defineix un isomorfisme natural en
Set, és a dir, vore que per a cada monoide M, es cumpleix que ¥(1)M
és una aplicacié bijectiva.

Siguen g, h en Mon(N, M) i suposem que ¥(1)M(g) = ¥ (1)M(h),
volem vore que g = h, ho demostrem per induccié sobre N.
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Notem que g(0) = h(0) = 1, en ser g, h homomorfismes. Per a
n=1:

(1) = ¥ (1)M(g) = T(1)™(R) = A(1).

Suposem que és cert per a n, ho vegem per a n + 1:

gn+1)=g(n) g(1) (¢ homomorfisme)
= h(n) h(1) (hipotesi d’induccié i cas base)
=h(n+1). (h homomorfisme)

Aixi, ja hem vist que ¥(1)M és injectiva, queda vore que és sobre-
jectiva. Siga m un element d’M, hem de trobar g: N — M un homo-
morfisme de monoides tal que ¥(1)M(g) = m. Recordem que tenfem
definides dues aplicacions, la segona gracies a la propietat universal del
monoide lliure N:

ko, : M KE: N — M
m.

1 — .
0 — n — m'.
Aplicant ara W:

T(OME) =k (1) =m!' =m.

Per tant, concloem que la transformacié natural W(1) és un iso-
morfisme natural en Set. Aixi, 'objecte N en Mon cumpleix amb la
propietat universal per a U amb l’element 1.

Seguidament, introduim un concepte que sera fonamental per al
resultat més important d’aquest capitol. Basicament, relaciona que un
functor siga representable amb que una categoria associada a aquest
functor tinga un objecte inicial. En el cas dels functors contravariants,
el resultat és amb un objecte final.

DEFINICIO 3.18 (Categoria d’elements). Donat un functor F': C —

Set, definim la categoria d’elements associada, denotada per [ ¢ F,
com aquella categoria que té per objecte als parells de la forma (C, X),
amb C' un objecte de Ci X és un element en F'(C'). Prenent dos objec-
tes (C, X) i (D,Y) en aquesta categoria d’elements, un morfisme entre
aquests és de la forma f: C' — D que cumpleix que F(f)(X) =Y.

(C, X) C F(C)
f [l |F()
(D,Y) D F(D)

Ficura 16. Categoria d’elements.
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Donat un objecte (C,X) en [ ©F, definim el morfisme identitat

id(f;f{) com idé7 el morfisme identitat de C' en la categoria C, que
notem que F'(id¢)(X) = X. D’altra banda, definim la composicié en
f “F com la composicié en C. Es senzill i rutinari comprovar que
aquesta composicié esta ben definida i que, efectivament, la categoria
d’elements és una categoria.

En el cas d’un functor F' contravariant, denotarem la categoria d’e-
lement associada per fc F.

L’interés d’aquesta categoria, com ja hem mencionat, ve donat pel
seglient resultat.

Proposicio 3.19. Siga C una categoria i siga F: C — Set un

functor. Aleshores, F és representable si, i només si, [~ F té un objecte
micial.

Presentem també la versié contravariant, encara que no la demos-
trarem per dualitat.

Proposicio 3.20. Siga C una categoria i siga F: C°° — Set un
functor contravariant. Aleshores, F és representable si, i només si,
fc F' té un objecte final.

Demostrem la versio covariant.

DEMOSTRACIO. Suposem que F' és representable, és a dir, existeix
un objecte C' de C i un isomorfisme natural a: F = C(C, —), és a dir,
ens trobem en la situacié de la Figura (17).

FI1GURA 17. Transformacié natural o.

Volem vore primer que les tres categories segiients sén isomorfes:

/CF%/CC(C’,—)%C/C.

Una vegada ho tinguem demostrat, el resultat es desprén del fet que
la categoria sota C' (recordem 1'Exemple 2.4) té al morfisme identitat
idc com a objecte inicial.
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Per tal de demostrar que aquestes categories sén isomorfes entre
elles, primer definirem un functor G: [ ‘r— | “c(e, —) de for-
ma que envia els objectes (A, X) en fc F als objectes (A, a”(X)) en
i ¢ C(C, —) i els morfismes els deixa igual. Aquesta definicié es pot vore
en la Figura (18).

G: [°F [ccc,-)
(4, X) (4, 0(X))
fl | f
(B,Y) (B,a”(Y))

Ficura 18. Functor G.

Per la definicié de categoria d’elements, es déna que F(f)(X) =Y
i la transformacié natural a: F' = C(C, —) ve donada per la colleccid
indexada @ = (™) 4copj(c), de forma que el diagrama de la Figura (19)
commuta.

C Set

A F(A) of C(C, A)
fyFl) O f.

B F(B) = C(C,B)

FicuraA 19. Diagrama de naturalitat d’a.

Anem a vore que el functor G esta ben definit. Es a dir, necessitem
vore que donats dos objectes (A4, a”(X)) i (B,a?(Y)) en la categoria
[CC(C,-), el morfisme G(f) = f: (A4, a*(X)) — (B,a®(Y)) cum-
pleix que f(a?(X)) = aB(Y).

Fla?(X)) = fula™(X)) (definicio f.)
= aB(F(f)(X)) (cv transformaci6 natural)
= aB(Y). (f morfisme en [© F)

Una vegada ja hem vist que G esta ben definit, anem a vore que és
un functor.

Preserva la identitat: Siga (A, X') un objecte en [ ‘r , aleshores
tenim que G actua sobre la identitat id(4 x) com en la Figura (20).
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G: [°F (o=
(4, X) (4, 0*(X))
id(AJ() J{ t id(A,aA(X))
(4, X) (4, 0*(X))
Ficura 20. Cas particular del diagrama de naturalitat
d’a.
Es a dir,
G(ida,x)) = G(ida) (identitat en f F)
=idy (definicié G)
= id(4,04(x)) (identitat en f c(C,-))
= idg(a,x)- (deﬁmclo G)
Preserva la composicié: Siguen f: (A, X) — (B,Y)ig: (B,Y) —
(C, Z) dos morfismes en fc F:
G(gof)=gof (definicié G)
=G(g9) o G(f). (definicié G)

Ja tenim que G és un functor. Ara, anem a construir el functor
H en el sentit contrari, i volem arribar a vore que és el functor invers
de G. Definim aquest functor de forma que envia els objectes (A, p)
en [CC(C,—) als objectes (4, (a?)"1(p)) en [ F i els morfismes els
deixa igual. Aquesta definicié es pot vore en la Figura (21).

H: [CC(C,-) [°F
(A, p) (4, () (p)
f f
(B,q) (B, (a”)(q))

FicurA 21. Functor H.

Notem que els objectes de fc C(C, —) son parells de la forma (A, p),
amb A objecte de C i p un element de C(C, A), és a dir, un morfisme
p: C — A en C. Com « és un isomorfisme natural de F' en C(C, —),
per definicié o és un isomorfisme de la forma a?: F(A) — C(C, A).
Per tant, té sentit considerar I'element (a)~!(p), que pertany a F(A)
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en Set. Aixi, per a cada objecte (A,p) en fc C(C,—), tenim que
(A, (a?)~L(p)) és un objecte ben definit en fc F.

A més, per a cada morfisme f: (A,p) — (B,q) en fc C(C,—), és
a dir, un morfisme f: A — B en C que verifica

CC,Np) = flp) =Ffop=4q
hem definit H(f) = f. Notem que:
F(H (™ (p) = (@®) " (fu(p) (v transformacié natural)
= (") (fop) (definici6 f.)
= (@®)"Y(g). (f morfisme en [€C(C,—))

Aixi, H esta ben definit. Hem de comprovar que és un functor.
Preserva la identitat: Siga (A, p) un objecte en fc C(C,—), ales-
hores tenim que H actua sobre la identitat id4 ) de la segiient forma:

H(id(ay)) = H(ida) (identitat en [ C(C,—))
= idy (deﬁmclo H)
= 1d(4,(a4)-1(p)) (identitat en [ F)
= idnap)- (definicié H)

Preserva la composicié: Siguen f: (A,p) — (B,q)ig: (B,q) —
(C,r) dos morfismes en [©C(C, —):
H(go f)=gof (definicié H)
=G(g) o G(f). (definicié H)

Ja tenim que H és un functor. Per construccié i definicid, tenim que
C C
GoH =14/ i HoG@=1d/"F. Per tant, (recordem la Definici6
2.34) fc cC,—) = fc F'ija tenim demostrat el primer isomorfisme.

Tractem d’establir ara I'isomorfisme entre les categories [ ¢ c(C, —-)
i C'//C. Comencem definint el functor I: fc C(C,—) — C/C de forma

que envia els objectes (A, p) en fc C(C,—) als objectes p en C'/C i els
morfismes els deixa igual. Aquesta definici6 es pot vore en el diagrama
de la Figura (22).

Recordem que si f: (A,p) — (B, ¢q) és un morfisme en fc c(c,—),
es verifica que p: C — Aiq: C' — B sén morfismesen Ci f: A —
B és un morfisme en C que verifica f op = f.(p) = C(C, f)(p) =

Per tant, Iassignacié I envia objectes de la forma (A, p) en la ca-
tegoria [ ¢ C(C,—) en la seua segona component, i recordem que és de
la forma p: C — A en C, és a dir, per definicié és un objecte en la
categoria C'/C. A més a més, el morfisme f l'envia de nou a f, que
ja hem vist que verifica que f op = ¢, és a dir, els morfismes de f en
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I: [“c(c,-) C/C
(4,p) p
S Jf
(B,q) q

Ficura 22. Functor I.

f C(C, —) s’envien a morfismes en la categoria C'/C, ja que satisfan la
COHdlClO de la Figura (23).

C

A B
f

F1Gura 23. Morfisme en C/C.

Concloem que [ esta ben definit. Hem de comprovar que, efectiva-
ment, és un functor.

Preserva la identitat: Siga (A, p) un objecte en fc C(C,—), ales-
hores tenim que I actua sobre la identitat id 4 ) de la segiient forma:

I(id(ap) = I(ida) (identitat en [ C(C,—))

=ida (deﬁmmo I)

=id, (identitat en C'/C)

= ids(ap)- (definicié T)

Preserva la composicié: Siguen f: (A,p) — (B,q) i¢: (B,q)

— (C, ) dos morfismes en [<C(C,—):
I(gof)=gof (definici6 1)
=1(g)o I(f). (definicié 1)
Ja tenim que I és un functor. Ara, anem a construir el functor J

en el sentit contrari, i volem arribar a vore que és el functor invers de
I. Definim aquest functor de forma que envia els objectes p en C'/C als
objectes (A,p) en [ ¢ C(C,—) i els morfismes els deixa igual. Aquesta
definici6 es pot vore en el diagrama de la Figura (24).

Notem que aquest functor actua sobre I'objecte p en C'/C (recordem
que és un morfisme p: C' — A en C), i 'envia al parell (A, p), objecte
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J: C/C [ccc,-)
p (4,p)
flo f
q (A, q)

FiGurAa 24. Functor J.

fc C(C,—). A més, donat un morfisme f: p — ¢ en C/C, es té que
f+ A — B és un morfisme en C que verifica po f = q. Com J(f) = f
i f és un morfisme de (A,p) a (B,q) en fc C(C, —), concloem que J
esta ben definit. Hem de comprovar que és un functor.

Preserva la identitat: Siga p: C' — A un objecte en C/C,
aleshores tenim que J actua sobre la identitat id, de la seglient forma:

J(id,) = J(ida) (identitat en C'/C)
=idy (definicié J)
= idap) (identitat en f c(C,-))
= id s(p).- (deﬁn1c1o J)

Preserva la composicié: Siguen f:p — ¢ i g: ¢ — r dos
morfismes en C//C:

J(gof)=gof (definici6 J)
= J(g) o J(f). (definicié J)

Ja tenim que J és un functor. Per construccié i definicié, tenim que
C
ToJ=1dCiJol =1d/"““) Per tant, [“C(C,—) = C/Ci ja

tenim demostrat el segon isomorfisme.

Comprovem finalment que C'/C té un objecte inicial. Considerem
el morfisme identitat idc en C, que és un objecte de C'/C. Donat un
objecte qualsevol p: C' — A en C'/C, existeix un tnic morfisme de id¢
en p en la categoria C/C, que és precisament p, ja que s’ha de verificar
poide = p, com es mostra en la Figura (25).

Si existira algun altre morfisme ¢: ide — p, hauria de verificar que
toide = p aixi, t = p. Concloem que id¢ és un objecte inicial en C'/C.

Com que tenim un isomorfisme entre les categories C/C 1 [ a , 1
sabem que ide és un objecte inicial en C)/C, aleshores [ € F també té
un objecte inicial.
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C

ide O p

C D A

F1GURrRA 25. Morfisme en C/C.

Suposem ara que (A, X) en fCF és un objecte inicial. Anem a
comprovar que la transformacié natural W(X): C(A, —) = F' definida
pel lema de Yoneda (3.13) és un isomorfisme natural.

Donat qualsevol altre objecte (B,Y) en la categoria [ ‘r , en ser
(A, X) un objecte inicial, existeix un tnic morfisme f: (A4, X) —
(B,Y). Equivalentment, existeix un tnic morfisme f: A — B en C
tal que F(f)(X) = Y. Aquesta condicié ens diu exactament que la
component U(X)?: C(A, B) — F(B) és un isomorfisme:

U(X)B: C(A,B) — F(B).

En la prova del lema de Yoneda, vam definir ¥(X)2(f) = F(f)(X),
i per a aquest cas, es té que F(f)(X) =Y. L’existencia del morfisme
f: (A, X) — (B,Y) ens assegura que ¥(X)? és sobrejectiva, perque
donat qualsevol Y element en F(B), sabem que existeix f: A — B
amb U(X)P(f) = F(f)(X) =Y, i la unicitat (donada per I'objecte
inicial), ens diu que és injectiva.

Aixi, U(X): C(A, —) — F és un isomorfisme natural amb A objec-
te en Ciaquesta una categoria localment xicoteta, per tant, es cumpleix
la Definici6 (3.8) i tenim que F' és un functor representable. g

NotA 3.21. En la definicio en realitat vam dir que l’isomorfisme
natural anava de F a C(A, —) per visualitzar-ho, pero s’admet en la
magoria de llibres la definicio amb ['isomorfisme natural en qualsevol
direccio, com en aquest cas.
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CAP{TOL /
Limats © colimats

En aquest capitol introduim les nocions de limit i colimit en una
categoria. Donarem exemples concrets de limits com els productes, els
igualadors i els productes fibrats, i de colimits, com els coproductes,
els coigualadors i les sumes amalgamades. En particular estudiarem
la construccié d’aquests conceptes en la categoria Set i Type. Com a
conseqiiencia, demostrarem que aquestes dues categories séon completes
i cocompletes. Es a dir, que tenen tots els limits i colimits.

1. Limits i colimits

Els limits i colimits es poden presentar en qualsevol categoria, i és
un concepte que recull altres conceptes ja vists, com el de functor repre-
sentable i propietat universal. A continuacié, presentem un concepte
que ens ajudara a construir la definicié de limit.

DEFINICIO 4.1 (Diagrama). Un diagrama en una categoria C és
un functor F': J — C, on J és una categoria d’indexs, és a dir, una
categoria xicoteta.

Per visualitzar el concepte de forma senzilla, presentem el segiient
exemple.

ExXEMPLE 4.2 (Diagrama). Considerem J una categoria d’indexs
amb tres objectes i morfismes no trivials entre aquests que commuten.
Siga F': J — C el diagrama de la Figura (1).

NV

Ficura 1. Diagrama F'.

Es compleix que F(0) = X, F(1) =Y i F(2) = Z sén objectes en
la categoria C, mentre que els morfismes per la imatge del functor ve-
rifiquen que h = fog. Aixi, efectivament vegem que F' és un diagrama
en la categoria C.
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NotA 4.3. Habitualment la categoria d’indexs J no tindra una es-
tructura especialment complicada, ho vorem en els exemples d’aquest
capitol, simplememt ho utilitzem per a indexar. Per aquesta rao, de-
notarem per 1,7,k ... als objectes d’aquesta categoria, i als morfismes,
st cal denotarlos, per f,g,h...

ProPOSICIO 4.4. Si J és una categoria d’indexs no buida, C una
categoria © X un objecte de C, aleshores el functor constant (Ezemple
2.26) defineix una imbibicié (un functor injectiu sobre els morfismes)
com la de la Figura (2).

K: C C’
X K¥

pjp—
Y KY

FicurA 2. Functor constant K.

Amb K(f) una transformacid natural constant K(f): K¥ = K,
amb KX i KY els functors constants a X Y en C, respectivament. Es

a dir, K(f) = (K(f)?)jeoniu), @ definim K(f) = f.

DEMOSTRACIO. Cal tindre present la Definicié (2.43). Recordem
també I'Exemple (2.26), on vam definir el functor constant K. Notem
que assignacié K esta ben definida perque K(f): K¥ = K defineix
una transformacié natural com es veu en la Figura (3).

J C

Z ¥ K(f) = f ,

L ldX O 1dY
! K(fy =/

F1aurA 3. Diagrama de naturalitat de K(f).

Es senzill comprovar que K defineix un functor. A més a més, com
que J és una categoria no buida, tenim que K és fidel, ja que per a dos
morfismes f,g € C(X,Y) amb K(f) = K(g), considerant un objecte j
de J, obtenim que K(f)’ = K(g)?. Per tant,

f=K(fy =K(g) =g.
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g

Seguidament, introduim el concepte de con a partir del concepte
de diagrama, i vorem que en aquesta seccid els cons jugaran un paper
important.

DEFINICIO 4.5 (Con). Un con sobre un diagrama F': J — C amb
cim X en Obj(C) és una transformacié natural A\: K¥ = F que es
defineix de forma que, donat un morfisme ¢g: ¢ — j en J, envia els
objectes X en C als objectes F'(7) en C mitjancant la component A’ i
els morfismes idx en F(g), en C tots dos. Aquesta definicié es pot vore
en la Figura (4).

KX
J A C QL idx O F(g)
\\F/ ¥
FIGURA 4. Transformacié natural o que defineix un con
amb cim X i el seu diagrama de naturalitat.

Anomenem a les components de la transformacié natural A les ca-
mes del con (és, a dir, les A\, amb i en J). S’anomena con amb cim
X, ja que notem que per a cada morfisme g: i — j, el triangle de la
Figura (5) commuta.

FicuraA 5. Con amb cim X.

Un morfisme d'un con amb cim X, \: K¥ = F, a un con amb
cim Y, pu: K¥Y = F, és un morfisme f: X — Y en C de forma que
per a cada index j de J es té que i/ o f = M. Ho vegem en la Figura
(6).

I a més, verifica que, per a cada index j de J, el diagrama de la
Figura (7) commuta.
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F(i

X / Y
YN S
) o) F(3) F(i) g

FI1GURA 6. Morfisme entre cons.

X f Y
F(j)

Ficura 7. Commutativitat del morfisme entre cons.

Presentem la definicié dual.

DEFINICIO 4.6 (Cocon). Un con sobre un diagrama F': J — C
amb nadir X en Obj(C), també anomenat cocon, és una transfor-
macié natural A\: F = K% que es defineix de forma que, donat un
morfisme g: ¢ — j en J, envia els objectes F'(i) en C als objectes X
en C mitjangant la component X\ i els morfismes F(g) en idx, en C tots
dos. Aquesta definicié es pot vore en la Figura (8).

J C
F i
/_\ /3 F(Z) )\ X
J A C gl Flg) O idx
\\_/ j F(j) v X

Ficura 8. Transformaci6 natural o que defineix un co-
con amb nadir X i el seu diagrama de naturalitat.

També anomenem a les components de la transformacié natural A
les cames del cocon (és, a dir, les A’, amb i en J). S’anomena con amb
nadir X, ja que notem que per a cada morfisme ¢g: i —» 7, el triangle
de la Figura (9) commuta.
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FiGurA 9. Con amb nadir X.

Un morfisme d’'un cocon amb nadir X, A\: F' = K¥, a un cocon
amb nadir Y, u: F = KY, és un morfisme f: X — Y en C de forma
que per a cada index j de J es té que fo N = u?. Ho vegem en la
Figura (10).

F F
Fi) Y ey FG) 9 g
by N p w
X / Y

FicurA 10. Morfisme entre cocons.

I a més, verifica que, per a cada index j de J, el diagrama de la
Figura (11) commuta.

F(j)
/o\<
X ; Y

FI1GURrRA 11. Commutativitat del morfisme entre cocons.

Amb aquesta nocié de con i cocon, construim un functor que envia
objectes d'una categoria qualsevol, al conjunt de cons amb cim 1’objecte
corresponent.

ProposiciO 4.7. Donat una diagrama F:J — C, eristeiz un
functor contravariant Cons(—, F), que envia un objecte X de C al con-
junt de cons amb cim X.

Per a cada objecte X en C, definim el segiient conjunt

Cons(X, F) = {\: KX = F | \ transformacidé natural}.
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Cons(—, F): C Set
X Cons(X, F)
[l — TCOHS(ij)
Y Cons(Y, F)

F1GURA 12. Definicié del functor Cons(—, F).

I definim també el segiient morfisme, amb (o f)' = p'o f.

Cons(f, F):  Cons(Y,F) — Cons(X,F)
M = Mof:((ﬂof)z)ieowu)-

Dualment, per a un diagrama F: J — C, existeiz un functor covariant

Cons(F, —), que envia un objecte X de C al conjunt de cons amb nadir
X.

Cons(F,—): C —— Set

X Cons(F, X)
f| —— |Cons(F, f)
Y Cons(F,Y)

FI1GURA 13. Definici6 del functor Cons(F, —).

DEMOSTRACIO. Farem tinicament la demostracié de que Cons(—, F')
és un functor, ja que l'altra és analoga. Hem de vore que 'assignacio
Cons(f, F') esta ben definida i que Cons(—, F') preserva la identitat i la
composicio.

Siga 4 una transformacié natural en Cons(Y, F), és a dir, és una
transformacié natural de la forma p: K¥ = F. Per tant, fa que, per
a qualsevol morfisme g: i — j en J, el diagrama de la Figura (14)
commute.

Siga f: X — Y en C. Recordem que hem definit Cons(f, F')(u) =
(117 o f)jeonjy- Notem que per a cada index j en J, es té que p/ o
f: X — F(j). Amés, per a cada parell d’indexs i, j en J i per a cada
morfisme g: ¢ — j en J, comprovem que el diagrama de la Figura (15)
commuta.
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Y i
iy s F(i)
e ’ gkiQ, o Flg)
FO) o= FO) 5 Y FG)

Ficura 14. Transformacié natural g que defineix un
con amb cim Y i el seu diagrama de naturalitat.

J C
i x— "l e

gl id O F(g)
j X o7 F(j)

FicuraA 15. Transformacié natural Cons(f, F')(u).

La commutativitat se segueix de la segiient cadena d’igualtats

F(g)op'of=idyopulof (u transformacié natural)
= of (idy)
=/ o foidy. (idx)

Aixi, el diagrama de la Figura (15) commuta i queda demostrat que
'assignacié Cons(—, F') esta ben definida, perque ens envia un con a
altre con. Ara hem de vore que és un functor contravariant.

Preserva la identitat: Siga X un objecte de Cisigaidy: X —
X el morfisme identitat d’X en C. Siga p un con de Cons(X, F).
Aleshores, per a cada j en J es té que:

Cons(idy, F)(u) = p# oidx = .

Com que, per a tota transformacié natural p en Cons(X, F') es té
que Cons(idx, F)(u) = p, acabem de vore que

Cons(idx, F') = idcons(x,F)-
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Preserva la composicié: Siguen f: X — Y ih:'Y — 7
morfismes en C. Siga v un con en Cons(Z, F') i siga j en J, aleshores

Cons(ho f,F)(v) =+’ oho f (Def. Cons(ho f, F))
= Cons(h, F)(y)? o f (Def. Cons(h, F'))
= Cons(f, F)(Cons(h, F)(7)). (Def. Cons(f, F))

Per tant, queda demostrat que Cons(hof, F') = Cons( f, F') o Cons(h, F').
[ acabem de vore que Cons(—, F') és un functor contravariant. g

Notem que el functor contravariant Cons(—, F'): C — Set té do-
mini C i codomini Set. Per tant, podem preguntar-nos si és un functor
representable; és a dir, si satisfa les condicions de la Definici6 (3.8).
O el que és el mateix, si existeix un objecte C' de C de forma que
Cons(—, F) és naturalment isomorf a C(—, C). Introduim la definicié
de limit, que sera senzillament 1'objecte C' en cas que Cons(—, F') siga
representable.

DEFINICIO 4.8 (Limits i colimits). Per a un diagrama F:J —
C, un limit d’F és, si existeix, un element de C que representa al
functor contravariant Cons(—, F'). Pel lema de Yoneda (3.14) versi6
contravariant, un limit és un objecte de C, denotat per limF', de forma
que

C(—,imF') = Cons(—, F).

Dualment, un colimit d’F és, si existeix, un element de C que repre-
senta al functor covariant Cons(F, —). Pel lema de Yoneda (3.13), un
colimit és un objecte de C, denotat per limF', de forma que

C(limF, —) = Cons(F, —).

Notem que gracies a les Proposicions (3.19) i (3.20), podem entendre
els limits i els colimits d’una forma diferent, ja que els podem definir
com objectes finals o inicials d'una categoria adequada. Per aquest
motiu, podem presentar les segiients definicions.

DEFINICIO 4.9 (Limits i colimits). Per a qualsevol diagrama F': J —
C, un limit és, si existeix, un objecte terminal per a la categoria de
cons sobre F', és a dir, un objecte terminal en fc Cons(—, F'). Dual-
ment, un colimit és, si existeix, un objecte inicial per a la categoria
de cons sobre F', és a dir, un objecte inicial en fc Cons(F, —).

2. Exemples de limits

En aquesta seccid estudiem la construccié d’alguns limits, que estan
presents en la categoria Set i també en la categoria Type. Per a la part
de conjunts, ens basarem en la referencia [Vid10]. Es poden vore més
resultats i exemples concrets, tant de limits com de colimits en [Sim11].
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2.1. Producte.

DEFINICIO 4.10 (Producte). Considerem J una categoria discre-
ta (Exemple 2.3). Aixi, un diagrama F:J — C és una colleccid
d’objectes en C indexada per J, és a dir, (F(j));es. Un con sobre es-
te diagrama amb cim Z (objecte en C) és una transformacié natural
A: K2 = F, recordem que A\ = (M), on M: Z — F(j) és un
morfisme en C. Es a dir, un con sobre F amb cim Z és una familia
J—indexada (N : Z — F(j)),ey, satisfent que el diagrama de la Figura
(16) commuta.

J C
K# i
/\ 7 7 A F(Z)
J A C idl idy O F(id)
\\/ . 7 | Fli
: ; X (i)

FiGURA 16. Transformacié natural a que defineix un
con amb cim Z i el seu diagrama de naturalitat.

Pero, notem que a¢d és una condicié buida, no cal imposar res.
Per tant, un con sobre F' amb cim Z és una familia de morfismes
(M2 Z — F(j))je.

El diagrama F': J — C té limit si, i només si, existeix un objecte
final en fc Cons(—, F'). Recordem que fc Cons(—, F') és la categoria
que té com a objectes parells de la forma (C, X), on C és objecte de
Ci X és un con en Cons(C, F), i morfismes f: (C,X) — (D,Y),
amb f un morfisme en C, de C' a D satisfent Cons(f, F')(X) =Y. Un
objecte (C, X)) és final en fc Cons(—, F') si per a tot altre parell (D,Y)
en fc Cons(—, F) existeix un tnic morfisme f: (D,Y) — (C, X) en

C
|~ Cons(—, F).

Per al cas que ens ocupa, si existeix el limit, es denota per [ | ja b (7),
que és un objecte concret de C i s’anomena producte de la familia
(F'(j))jes- Ha d’anar acompanyat d'una eleccié de con concreta, en
aquest cas son les anomenades projeccions de la familia (F(j)),e,

(7t [liey () — F(4) )jes-
Aixi, el limit és la tupla (HjeJ F(j), (mj: [Le, F (i) — F(3) )jes)-

Recordem que ser final en [ ¢ Cons(—, F') significa que si ens donen
un objecte Z de C i una eleccié concreta A de con sobre F' amb cim Z,

tenim que (Z, \) pertany a | ¢ Cons(—, F'), aleshores per la condici6 de
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ser final per a ([T;c, F'(4), (7 [Liey F(i) — F(j) )jes), existeix un
nic morfisme en C, I Z — [, F'(4), tal que

Cons(!, F)(\) = 7.

Es a dir, el diagrama de la Figura (17) commuta.

F1GURA 17. Propietat universal del producte.

En Set i en Type existeixen els productes. A continuacid, vegem
com es defineix el producte en Set.

EXEMPLE 4.11 (Producte en Set). Com ja hem dit, en Set els pro-
ductes arbitraris sobre conjunts d’indexs arbitraris existeixen. Siga J
un conjunt d’indexs i siga {4; | j € J} una familia de conjunts. Es
defineix el seu producte com:

T4 =13 —JA Vi€l fi) e 4;}.
jed jed

Per a cada index j € J, es té l'aplicaci6 anomenada projeccié
J—essima:

mis 1L A — A4
[ 1)

El producte de conjunts té la segiient propietat universal: Per a
{A; | 7 € J}, el conjunt [[;; A; satisfa que, per a tot altre conjunt Z
i tota altra familia d’aplicacions (\;: Z — Aj), ey , existeix una tnica
aplicacié (\;) ey Z — HjeJ A; que satisfa mjo (\;)je) = Aj, per a tot
7 € J. Aquesta aplicacid es defineix com segueix

(Njes: Z — 1l Aj
2 — (N)e()
Per a cada z € Z, es defineix (\;);e)(2) de la segiient manera
Pijea(2): 3 — Ujes 4
] )\j(z).

Es senzill comprovar que esta ben definida, satisfa o (Nj)jes = A,

per a tot 5 € J i és la tnica que verifica aquestes condicions.

66



En la Figura (18) podem vore un exemple concret del producte en
Set, on hem considerat el diagrama

F: 2 — Set
0 — A
1 — B

i es pot vore que el limit és (A x B, (7, m)).

A
31 (f.9)

f/ 0o v O \g
Ax B
LN
A B

FicurA 18. Propietat universal del producte, exemple
concret per al producte de dos conjunts.

Vegem com es defineix el producte en Type.

EXEMPLE 4.12 (Producte en Type). El codi es troba en l'apendix,
és el de la Figura (1.1).

De la mateixa forma que hem introduit el producte, presentem ara
la noci6 d’igualador.

2.2. Igualador.

DEFINICIO 4.13 (Igualador). Considerem la categoria J de parell
parallel. Es la categoria que té dos objectes, 0 i 1, i dos morfismes

parallels, és a dir, amb mateix domini i mateix codomini. Com que no
importa el nom que tinguen, només escrivim fletxes.

0 ——<1

F1GURA 19. La categoria de parell parallel J.

Aixi, un diagrama F': J — C consisteix simplement en donar
dos objectes X 1 Y en C, juntament amb dos morfismes parallels,
f,g: X — Y. Un con sobre este diagrama amb cim Z (objecte en C)
és una transformacié natural \: K = F, recordem que A = (M),

on M: Z —s F(j) és un morfisme en C. Es a dir, un con sobre F' amb
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K#4 0
/\ 0 7z A X
J A C H idzl O fll9
\/ 1 7z Y
F A

FicurA 20. Transformacié natural A i el seu diagrama
de naturalitat.

cim Z ve donat per dos morfismes, \°: 7 — X i A1 Z — Y que
satisfan que el diagrama de la Figura (20) commuta.

Que el diagrama de la Figura (20) commute vol dir que fo A = \!
i go A’ = A\, que ho podem resumir dient que s’ha de verificar fo\? =
go Y. Per tant, donar un con sobre F' amb cim Z és equivalent a donar
un morfisme h: Z — X tal que foh = go h.

El diagrama F': J — C té limit si, i només si, existeix un objecte
final en [©Cons(—, F). Recordem que [ Cons(—, F) és la categoria
que té com a objectes parells de la forma (C, X), on C és objecte de
Ci X és un con en Cons(C,F), i morfismes f: (C,X) — (D,Y),
amb f un morfisme en C, de C' a D satisfent Cons(f, F')(X) =Y. Un
objecte (C, X) és final en fc Cons(—, F') si per a tot altre parell (D,Y)
en fc Cons(—, F') existeix un unic morfisme f: (D,Y) — (C, X) en
[€ Cons(—, F).

Per al cas que ens ocupa, si existeix el limit, es denota per Eq(f, g),
anomenat igualador d’f i g, juntament amb el morfisme anomenat
inclusié:

in: Eq(f,9) — X.

Aixi, el limit és (Eq(f, g), in).

Recordem que ser final en | ¢ Cons(—, F') significa que, si ens donen
un objecte Z de C i una eleccié concreta A de con sobre F' amb cim
Z (que hem vist que és equivalent a donar un morfisme h: 7 — X
tal que foh = goh), és a dir, si (Z,\) pertany a fc Cons(—, F),
aleshores per la condici6 de ser final per a (Eq(f,g), in), existeix un
tinic morfisme en C, !: Z — Eq(f, g), tal que Cons(!, F)(\) = in. Es
a dir, el diagrama de la Figura (21) commuta.

En Set i en Type existeixen els igualadors. A continuacid, vegem
com es defineix 'igualador en Set.

EXEMPLE 4.14 (Igualador en Set). Com ja hem dit, en Set els
igualadors existeixen. Siguen X, Y conjuntsi f: X — Yig: X — Y
aplicacions paralleles (tenim un diagrama F': J — Set). Es defineix
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7
3!!§ .
v f
Eq(f,9) — X ——=

m

Y

FiGUurA 21. Propietat universal de 'igualador.

el seu igualador com

Eq(f,9) ={z € X | f(2) = g(2)}.

Juntament amb I’aplicacié inclusié (notem que té sentit perque es
té que Eq(f,g) € X):

Obviament es té que foin = goin. L’igualador d’f i g té la segiient
propietat universal: si Z és un conjunt i h: Z — X satisfent foh =
goh, aleshores existeix una tnica aplicacié, que anomenarem corest(h),
la correstriccié d’h de Z en Eq(f, g) satisfent que in o corest(h) = h.
Aquesta aplicacio es defineix com segueix

corest(h): Z — Eq(f,9)
z — h(z2).

Es senzill comprovar que esta ben definida, ja que verifica que
f(h(z)) = g(h(z)) perque, per hipotesi h compleix f o h = g o h,
aleshores es té que in o corest(h) = h i és la unica que verifica aquestes
condicions.

X Y

in
F1GURA 22. Propietat universal de 'igualador en Set.

Vegem com es defineix 1'igualador en Type.

EXEMPLE 4.15 (Igualador en Type). El codi es troba en 'apendix,
és el de la Figura (1.2).

Presentem 1'iltim exemple de limit, el producte fibrat, també ano-
menat pullback.
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2.3. Producte fibrat.

DEFINICIO 4.16 (Producte fibrat). Considerem la categoria J de
parell d’entrada. Es la categoria que té tres objectes, 0, 1 i 2, i dos
morfismes no trivials com els de la Figura (23).

1

2——0
F1GURA 23. La categoria de parell d’entrada J.

Aixi, un diagrama F': J — C ve donat per tres objectes X, Y
i Z en C, juntament amb dos morfismes d’entrada, f: X — 7 i
g: Y — Z. Un con sobre este diagrama amb cim W (objecte en C)
és una transformacié natural A\: K" = F, recordem que A = (M);¢y,
on M: W —s F(j) és un morfisme en C. Es a dir, un con sobre F
amb cim W ve donat per tres morfismes, \>: W — Z A\ W — X i
A2 W — Y que satisfan que el diagrama de la Figura (24) commuta.

J C
KW 1
/\ 1 2 W A X
NO
2
- 00 Y g Z

FiGurA 24. Transformacié natural X i el seu diagrama
de naturalitat.

Que el diagrama de la Figura (24) commute vol dir que foA! =\
i go? =)\ ésadir, que s’ha de verificar f o A\! = g o A2, Per tant,
donar un con sobre ' amb cim W és equivalent a donar dos morfismes
MW — X 1A% W — Y que satisfan que fo Al = go )2

El diagrama F': J — C té limit si, i només si, existeix un objecte
final en [©Cons(—, F). Recordem que [ Cons(—, F) és la categoria
que té com a objectes parells de la forma (C, X), on C és objecte de
Ci X ésun con en Cons(C, F), i morfismes f: (C,X) — (D,Y),
amb f un morfisme en C, de C' a D satisfent Cons(f, F')(X) =Y. Un
objecte (C, X) és final en fc Cons(—, F) si per a tot altre parell (D,Y)
en fc Cons(—, F') existeix un unic morfisme f: (D,Y) — (C, X) en
[€ Cons(—, F).
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Per al cas que ens ocupa, si existeix el limit, es denota per X XY,
anomenat producte fibrat d’f i g, o pullback d’f i g, juntament amb
les cames del con, anomenades projeccions canoniques:

T XxXzY — X T X XzY — Y.

Aixi, el limit és (X xz Y, (71, m2)).

Recordem que ser final en [ ¢ Cons(—, F') significa que, si ens do-
nen un objecte W de C i una eleccié concreta de con sobre F' amb
cim W, que anomenem (g, Ay), és a dir, que (W, (A1, A2)) pertany a
fc Cons(—, '), aleshores per la condicié de ser final per a ((X xz Y,
(71,m2))), existeix un dnic morfisme en C, I: W — X x; Y, tal que
Cons(!, F)(A1, A2) = (7, m2). Es a dir, el diagrama de la Figura (25)
commuta.

FiGurA 25. Propietat universal del producte fibrat.

En Set i en Type existeixen els productes fibrats. A continuacid,
vegem com es defineix el producte fibrat en Set.

EXEMPLE 4.17 (Producte fibrat en Set). Com ja hem dit, en Set els
productes fibrats existeixen. Siguen X,Y i Z conjuntsi f: X — 7 i
g: Y — Z aplicacions (tenim un diagrama F': J — Set). Es defineix
el seu producte fibrat com:

XxzY ={(z,y) e X XY [ f(x) = g(y)}-
Juntament amb les projeccions habituals:

m: XxzY — X T X XzY — Y
(z,y) — = (z,y) — v

Obviament es té que fom = gom, per atot (z,y) € X xz Y.
El producte fibrat d’f i g té la segiient propietat universal: si W és un
conjunt i A\': W — X i A\2: W — Y que satisfan que fo Al = go A2,
aleshores existeix una unica aplicacié, que anomenarem (u,v)z, de W
en X Xz Y satisfent que m o (u,v)z = Ay i my 0 (u,v)z = Ag. Aquesta
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aplicacié es defineix com segueix

(u,v)z: W — X xzY
w — (A(w), A (w)).

Es senzill comprovar que esta ben definida, ja que es verifica que
f(A1(w)) = g(A2(w)), perque per hipotesi \j i Ay verifiquen que fol; =
g © Ay, aleshores es té que m 0 (u,v)z = A\ 1m0 (u,v)z = Ag, 1 és la
Unica que verifica aquestes condicions.

FiGurA 26. Propietat universal del producte fibrat en
Set.

Vegem com es defineix el producte fibrat en Type.

EXEMPLE 4.18 (Producte fibrat en Type). El codi es troba en
I'apendix, és el de la Figura (1.3).

Gracies a tindre els limits que hem vist, en Set i en Type, aquestes
categories tenen tots els limits per a qualsevol diagrama sobre una
categoria xicoteta d’indexs. Més avant enunciarem aquest resultat.

3. Exemples de colimits

En aquesta seccié anem a presentar les definicions duals per als
limits que hem estudiat en l'anterior secci6. També, vorem les cons-
truccions concretes dels colimits en les categories Set i Type. Per a la
part de conjunts, seguirem basant-nos en la referencia [Vid10].

3.1. Coproducte.

DEFINICIO 4.19 (Coproducte). Considerem J una categoria discre-
ta (Exemple 2.3). Aixi, un diagrama F:J — C és una colleccié
d’objectes en C indexada per J, és a dir, (F(j))jes. Un con sobre este
diagrama (cocon) amb nadir Z (objecte en C) és una transformacié
natural \: F = KZ. Recordem que A\ = (M);cj, on M: F(j) — Z
és un morfisme en C. Es a dir, un con sobre F' amb nadir Z és una
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familia J—indexada (M : F(j) — Z),e), satisfent que el diagrama de
la Figura (27) commuta.

J C
F i
/\ 7 F(l) A 7
J A C id | 1drg) l O idy
\\/ i F(i) . Z
KZ )\z

FiGUurA 27. Transformacié natural a que defineix un
con amb nadir Z i el seu diagrama de naturalitat.

Pero, notem que a¢d és una condicié buida, no cal imposar res.
Per tant, un con sobre F' amb nadir Z és una familia de morfismes
(N2 F(j) — Z)jes.

El diagrama F': J — C té colimit si, i només si, existeix un objecte
inicial en - Cons(F, —). Recordem que [.Cons(F,—) és la categoria
que té com a objectes parells de la forma (C, X), on C' és objecte de
Ci X és un con en Cons(F,C), i morfismes f: (C,X) — (D,Y),
amb f un morfisme en C, de C' a D satisfent Cons(F, f)(X) =Y. Un
objecte (C, X) és inicial en [ Cons(F, —) si per a tot altre parell (D,Y")
en [ Cons(F, —) existeix un tnic morfisme f: (C,X) — (D,Y) en
Jc Cons(F, —).

Per al cas que ens ocupa, si existeix el colimit, es denota per
[1;c; F'(4); que és un objecte concret de C i s’anomena coproducte de
la familia (F(j));e;. Ha d’anar acompanyat d'una eleccié de cocon
concreta, en aquest cas son les anomenades inclusions o injeccions, de
la familia (F'(j)) ey

(42 F(G) — ey F() Djes-

Aixi, el colimit és la tupla ([ [;c, F(j), (t5: F'(4) — [Ljes F() )jes)-

Recordem que ser inicial en fc Cons(F, —) significa que si ens donen
un objecte Z de C i una eleccié concreta A de con sobre F' amb nadir
Z, és a dir, si (Z, \) pertany a [ Cons(F, —), aleshores per la condicié
de ser inicial per a ([ [;c; F'(5), (50 F(j) — [es £1(4) )jes), existeix
un tnic morfisme en C, !: T];., F'(j) — Z, tal que Cons(F,!)(A) = ¢.
Es a dir, el diagrama de la Figura (28) commuta.

En Set i en Type existeixen els coproductes. A continuacid, vegem
com es defineix el coproducte en Set.

EXEMPLE 4.20 (Coproducte en Set). Com ja hem dit, en Set els co-
productes arbitraris sobre conjunts d’indexs arbitraris existeixen. Siga
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Fi1GURrRA 28. Propietat universal del coproducte.

J un conjunt d’indexs i siga {A4; | j € J} una familia de conjunts. Es
defineix el seu coproducte com:

T4 =Js < ().

jel jel
Per a cada index j € J, es té 'aplicacié anomenada inclusi6 j—essima:

bj: Aj — HjeJAj
a — (a,]).

El coproducte de conjunts té la segiient propietat universal: Per a
{A; | j € J}, el conjunt ]_[jeJ A; satisfa que, per a tot altre conjunt Z
i tota altra familia d’aplicacions (\;: A; — Z),e; , existeix una tnica
aplicacié [Ajljes: [le; Aj — Z que satisfa [Aj]jey 0 ¢; = Aj, per a tot
J € J. Aquesta aplicacié es defineix com segueix

Nljest es4 — 2
(a,5) > [Aljes(a,d)

Per a cada (a,j) € [[;c; Aj, es defineix [Aj]jes(a,j) de la segiient
manera:

Nljes(aj): ey 4 — 2
(a,7) = Ajla).

Es senzill comprovar que esta ben definida, satista [A;]jej0t; = A4,

per a tot j € J i és la tnica que verifica aquestes condicions.

En la Figura (29) podem vore un exemple concret del coproducte en
Set, on hem considerat ALIB = (A x {0})U (B x {1}) i les aplicacions:

ing: A — AUB ing: B — AUB
a +— (a,0) b+ (b0)
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Donat un altre conjunt 7 i les aplicacions f: A — Z,g: B — Z,
existeix una unica aplicacié

[f,g]: AUB — Z

g(b), m=(b1).

Es pot vore que el colimit és (AU B, (ing, ing)).

A B
iIlA\\ ;ﬁ?
AUB
fNo b o /g
31 [£. ]
Z

FicurA 29. Propietat universal del coproducte, exem-
ple concret per al coproducte de dos conjunts.

Vegem com es defineix el coproducte en Type.

EXEMPLE 4.21 (Coproducte en Type). El codi es troba en I’apéendix,
és el de la Figura (1.4).

De la mateixa forma que hem introduit el coproducte, presentem
ara la noci6 de coigualador.

3.2. Coigualador.

DEFINICIO 4.22 (Coigualador). Considerem la categoria J de parell
paral-lel. Es la categoria que té dos objectes, 0 i 1, i dos morfismes
parallels, és a dir, amb mateix domini i mateix codomini. Com que no
importa el nom que tinguen, només escrivim fletxes.

0 —<

FicuraA 30. La categoria de parell parallel J.

Aixi, un diagrama F': J — C consisteix simplement en donar
dos objectes X i Y en C, juntament amb dos morfismes parallels,
f,9: X — Y. Un con sobre este diagrama amb nadir Z (objec-
te en C) és una transformacié natural \: F = K. Recordem que
A = (M)jey, on N: F(j) — Z és un morfisme en C. Es a dir, un
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F 0
/\ 0 X A 7
J A C H flla O lidz
\/ 1 v Z
KZ Al

Ficura 31. Transformacié natural A i el seu diagrama
de naturalitat.

con sobre F' amb nadir Z ve donat per dos morfismes, \°: X — Z i
MY — Z que satisfan que el diagrama de la Figura (31) commuta.

Que el diagrama de la Figura (31) commute vol dir que Ao f = \°
i \log =\’ que ho podem resumir dient que s’ha de verificar Ao f =
Al o g. Per tant, donar un con sobre F' amb nadir Z és equivalent a
donar un morfisme h: Y — Z tal que ho f = hog.

El diagrama F': J — C té colimit si, i només si, existeix un objecte
inicial en [. Cons(F, —). Recordem que [.Cons(F,—) és la categoria
que té com a objectes parells de la forma (C, X), on C' és objecte de
Ci X és un con en Cons(F,(C), i morfismes f: (C,X) — (D,Y),
amb f un morfisme en C, de C' a D satisfent Cons(F, f)(X) =Y. Un
objecte (C, X) és inicial en [ Cons(F, —) si per a tot altre parell (D,Y")
en [. Cons(F,—) existeix un tnic morfisme f: (C,X) — (D,Y) en
Jc Cons(F, —).

Per al cas que ens ocupa, si existeix el colimit, es denota per
CoEq(f,g), anomenat coigualador d’f i g, juntament amb el mor-
fisme anomenat projeccié canonica:

m:Y — CoEq(f,9).

Aixi, el colimit és (CoEq(f,g), 7).

Recordem que ser inicial en fc Cons(F, —) significa que si ens donen
un objecte Z de C i una eleccié concreta A de con sobre F' amb nadir
Z (que hem vist que és equivalent a donar un morfisme h: Y — Z tal
que ho f = hog), és adir, si (Z, \) pertany a [ Cons(F, —), aleshores
per la condicié de ser inicial per a (CoEq(f,g), 7), existeix un tunic
morfisme en C, !: CoBEq(f,g) — Z, tal que Cons(F,!)(A) = 7. Es a
dir, el diagrama de la Figura (32) commuta.

En Set i en Type existeixen els coigualadors. A continuacid, vegem
com es defineix el coigualador en Set.

EXEMPLE 4.23 (Coigualador en Set). Com ja hem dit, en Set els
coigualadors existeixen. Siguen X,Y conjuntsi f: X — Yig: X —
Y aplicacions paralleles (tenim un diagrama F': J — Set).
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FiGURrRA 32. Propietat universal del coigualador.

Definim 60, com la minima relacié d’equivalencia en Y que rela-
ciona f(z) i g(z) per a tot z € X. Es defineix el seu coigualador
com:

CoEq(f,9) =Y/0y,-

Juntament amb ’aplicacié projeccié canonica (notem que té sentit
perque es té que CoEq(f,g) CY xY):

T, Y — CoEq(f,g)
y — (Yo,
Notem que esta ben definida i que obviament es té que my, o f =
79, ,°9- El coigualador d’f i g t¢ la seglient propietat universal: si Z és
un conjunt i h: Y — Z satisfent h o f = h o g, aleshores existeix una
unica aplicacid, que anomenarem ast(h), l'astriccié d’h de CoEq(f, g)
en Z satisfent que ast(h) om = h. Aquesta aplicacié es defineix com
segueix
ast(h): CoEq(f,g) — Z
Wler,, = hly).
Es senzill comprovar que esta ben definida, perque per hipotesi A
compleix h o f = h o g; satisfa que ast(h) om = h i és la tnica que
verifica aquestes condicions.

X Y — > CoEq(f, g)

g ‘
B O

3 ast(h)

v

7

F1cUrA 33. Propietat universal del coigualador en Set.

Vegem com es defineix el coigualador en Type.

ExXEMPLE 4.24 (Coigualador en Type). El codi es troba en 'apendix,
és el de la Figura (1.5).

Presentem I'iltim exemple de colimit, la suma amalgamada, també
anomenada pushout.
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3.3. Suma amalgamada.

DEFINICIO 4.25 (Suma amalgamada). Considerem la categoria J
de parell d’eixida. Es la categoria que té tres objectes, 0, 1i 2, i dos
morfismes no trivials com els de la Figura (34).

1

2<=—0
F1GURA 34. La categoria de parell d’eixida J.

Aixi, un diagrama F': J — C consisteix simplement en donar
tres objectes X, Y i Z en C, juntament amb tres morfismes d’eixida,
f:Z— Xig: Z —Y. Un con sobre este diagrama amb nadir W
(objecte en C) és una transformacié natural A: F = K". Recordem
que A = (M);ey, on M: F(j) — W és un morfisme en C. Es a dir, un
con sobre F' amb nadir W ve donat per tres morfismes, \°: Z — W,
M: X — Wil Y — W que satisfan que el diagrama de la Figura
(35) commuta.

J C
/F\ 00 A / X
] e |
\\_/ 1 2 Y w
KW A

FiGUuraA 35. Transformacié natural A i el seu diagrama
de naturalitat.

Que el diagrama de la Figura (35) commute vol dir que Ao f = \°
i Mo f =M\ ésadir, que s’ha de verificar \' o f = A2 0 g. Per tant,
donar un con sobre F' amb nadir W és equivalent a donar dos morfismes
A X — Wil Y — W que satisfan que M o f = A2 04.

El diagrama F': J — C té colimit si, i només si, existeix un objecte
inicial en [ Cons(F,—). Recordem que [. Cons(F,—) és la categoria
que té com a objectes parells de la forma (C, X), on C és objecte de
Ci X és un con en Cons(F,(C), i morfismes f: (C,X) — (D,Y),
amb f un morfisme en C, de C' a D satisfent Cons(F, f)(X) =Y. Un
objecte (C, X) és inicial en [. Cons(F, —) si per a tot altre parell (D,Y")
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en [. Cons(F,—) existeix un tnic morfisme f: (C,X) — (D,Y) en
Jc Cons(F, —).

Per al cas que ens ocupa, si existeix el colimit, es denota per
XTI,Y, anomenat suma amalgamada d’f i g, o pushout d’f i g,
juntament amb les cames del con, anomenades inclusions:

n: X — X[,V
L Y — X[,V

Aixi, el colimit és (X [[, Y, (¢1,¢2)).

Recordem que ser inicial en fc Cons(F, —) significa que si ens do-
nen un objecte W de C i una eleccié concreta de con sobre F' amb
nadir W, que anomenem (A1, \2), és a dir, si (W, (A1, A2)) pertany a
Jc Cons(F, —), aleshores per la condicié de ser inicial per a (X ],V
(t1,¢2)), existeix un unic morfisme en C, I: X [[, Y — W, tal que
Cons(F, ) (A, A2) = (t1,12). Es a dir, el diagrama de la Figura (36)
commuta.

F1GUrRA 36. Propietat universal del pushout.

En Set i en Type existeixen les sumes amalgamades. A continuacié,
vegem com es defineix la suma amalgamada en Set.

EXEMPLE 4.26 (La suma amalgamada en Set). Com ja hem dit,
en Set les sumes amalgamades existeixen. Siguen X,Y i Z conjunts i
f:Z — X ig: Z — Y aplicacions (tenim un diagrama F: J —
Set).

Definim 6, com la minima relacié d’equivaléncia en Z que rela-
ciona ¢1(f(2)) 1 t2(g(2)) per a tot z € Z. Es defineix la seua suma
amalgamada com segueix

XY =(X1Y)/ by,
On X ITY és el coproducte d’Xi Y, juntament amb les aplicacions

inclusions, que sén les composicions de les inclusions canoniques de X
iY en XIIY ide les projeccions canoniques X ITY en X 11, Y:

rn: X — XIzY tn: Y — XIzY
T — [(:L‘70):|9j,g' y — [(y7 1)]9f,g'
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Obviament es té que (10 f = 100, per atot z € Z, gracies a 0 4. La
suma amalgamada d’f i g té la segiient propietat universal: si W és un
conjunt i A\': X — W iA2: Y — W que satisfan que Mo f = A\2o0g,
aleshores existeix una tinica aplicacié, que anomenarem [\, \?]z, de
X 1z Y en W satisfent que (A, N2z 00 = A i (AL A2z 000 = N
Aquesta aplicacié es defineix com segueix:

ANz XTI Y — W
Ai(z), m=[(z,0)],,
m —
Aa(y), m = [(y, Do,

Hem utilitzat 1’aplicacié de la propietat universal del coproducte
per a construir aquesta. Es senzill comprovar que esta ben definida,
gracies a 0y 4; satisfa que (A, A2z 00 = A 1 (AL A z000 = Ay, iésla
unica que verifica aquestes condicions.

FiGuRrA 37. Propietat universal de la suma amalgama-
da en Set.

Vegem com es defineix la suma amalgamada en Type.

EXEMPLE 4.27 (Suma amalgamada en Type). El codi es troba en
I'apendix, és el de la Figura (1.6).

Dualment als limits, gracies a tindre els colimits que hem vist, en
Set i en Type, aquestes categories tenen tots els colimits per a qualsevol
diagrama sobre una categoria xicoteta d’indexs.

4. Categories completes i cocompletes

En aquesta seccié presentem alguns resultats interessants de limits
i colimits categorials. D’una banda, vegem la unicitat dels limits i
colimits. D’altra banda, estudiem l’existencia d’aquests. Finalitzem
amb un resultat important que enuncia que en les categories Set i Type
existeixen tots els respectius limits i colimits xicotets.
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ProposicIO 4.28 (Unicitat de limits i colimits). Per a qualsevol
diagrama F: J — C, si el limit o el colimit existeizen, aleshores son
unics trets d’isomorfisme unic.

DEMOSTRACIO. Se segueix de la Definici6 (4.9) i de la Proposicié
(3.7). O

Ens podem preguntar si les categories Set i Type, tenen tots els
limits i colimits. Per a enunciar aquest resultat, seran necessaries les
seglients definicions.

DEFINICIO 4.29 (Diagrama menut). Un diagrama es denomina me-
nut si esta indexat per una categoria xicoteta.

DEFINICIO 4.30 (Categoria completa i cocompleta). Una categoria
C s’anomena completa si per a tots els seus diagrames menuts exis-
teixen tots els respectius limits. Dualment, la categoria C s’anomena
cocompleta si per a tots els seus diagrames menuts existeixen tots els
respectius colimits.

Enunciem una caracteritzacié fonamental per a la busqueda de
limits i colimits en una categoria donada. No provarem aquests ultims
resultats, pero la demostracié es pot vore en [Riel6].

PrRopPOsSICIO 4.31. Una categoria localment xicoteta és completa si,
1 només si, té productes 1 igualadors.

PRroPOSICIO 4.32. Una categoria localment zicoteta és cocompleta
st, 1 només si, té coproductes i coigualadors.

Finalment, presentem els resultats que buscavem.

COROLLARI 4.33. La categoria Set és completa i cocompleta.

COROLLARI 4.34. La categoria Type és completa i cocompleta.
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CAP{iTOL 5

Conclusions

Com a conclusio del treball, anem a reflexionar sobre ’assoliment
dels objectius i el procés d’aprenentatge realitzats. Respecte als ob-
jectius plantejats inicialment, hem aconseguit arribar a entendre i vi-
sualitzar els limits i els colimits en Lean i en Set, que era el que ens
haviem proposat. Per aconseguir-ho, ha sigut necessari exposar els
coneixements basics de la Teoria de Categories al Capitol 2, que en
realitat, és una introduccié amena i enriquidora que pot complementar
i servir per a qualsevol estudiant del Grau en Matematiques. Si bé és
cert que a partir d’aquest capitol el seguiment del treball pot resultar
costos si no estem familiaritzats amb aquests conceptes i resultats, 1'is
dels diagrames i exemples ha sigut fonamental per tal de facilitar la
comprensié d’aquestes nocions tan abstractes.

A més d’adquirir els coneixements d’aquesta teoria, hem pogut com-
prendre millor altres arees de les Matematiques, com pot ser la topolo-
gia, gracies a les relacions amb altres categories. Més encara, la recerca
previa per a la realitzacié d’aquest projecte, deixa clar que les possibili-
tats d’investigacio en aquesta area son multiples: I'exploracié sobre les
implicacions filosofiques del desenvolupament de la Teoria de Catego-
ries; l'estudi d’altres arees amb perspectiva categorica, com I’Algebra
Homologica; desenvolupaments d’aplicacions més practiques, com pot
ser a la computacid... Aixi mateix, també hem aprés nous comanda-
ments i hem ampliat la nostra experencia emprant IXTEX. Per exemple,
el paquet tikzcd ha jugat un paper fonamental a '’hora de confeccio-
nar les figures d’una forma agradable i neta. Finalment, hem creat un
projecte a llarg termini que requereix confeccionar un discurs coherent
i adequat al mén academic. Per tant, ha sigut una experiencia distinta
a la resta d’assignatures del Grau, que ens permet iniciar-nos en la
redaccié d’articles, on s’han de transmetre les nostres idees, intuicions
i cal cercar una bibliografia.

Per concloure, no només hem estudiat els conceptes de limit i colimit
de forma abstracta, siné que els hem particularitzat al cas de la cate-
goria de conjunts que, en gran part son els limits més coneguts per
tothom, i en la categoria de tipus, que ens ha permés implantar els
resultats a 'ordinador. A més, hem vist que sén categories completes
i cocompletes. D’altra banda, cal esmentar que el Capitol 3 ha sigut
el més costés d’entendre i escriure, pero ha resultat ser essencial per
al nostre estudi, i en general per a la bisqueda de limits i colimits en

83



qualsevol categoria. En [Riel6] es poden estudiar aquests conceptes
en altres categories, com la dels espais topologics, pero també altres
conceptes de gran interés que s’escapen a ’abast d’aquest treball, i es
poden vore des d’altres aplicacions i perspectives.
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2 variable (I : Type)
3 -— Llavors una familia de tipus indexada per I es una
variable
4 variable (X : I — Type)
5 -- Donat un element del producte podem considerar la
projeccio a la component i-essima
6 def m {I : Type} {X : I — Type} (i : I) : (V(i:I), X i)
— X i := by
intro £
exact f i
9 -—- En la categoria de Tipus, el producte verifica la
Propietat Universal
10 def PUniv {I Z : Type} X : I — Type} f : V(i:I), Z —
Xi):Z — (V@E:I), X i) := by
11 intro z
12 intro i
13 exact f i z
14 -- Comprovem que l’aplicacio esta ben definida i fa que
el diagrama commute
15 theorem TComm {I Z : Type} X : I — Typel} f : V(i:I), Z
— X1 ) (i : I) : (m i) o (PUniv f = f i := by
16 apply funext
17 intro z
18 exact rfl
19 -- Comprovem que l’aplicacio PUniv es la unica que
satisfa les condicions anteriors per a tot i en I
20 theorem TUniv {I Z : Type} X : I — Type} £ : V(i:I), Z
— Xi) (h : Z — (V@E:I), X 1)) (hi : V(i:I) , (=«
i) o h = f i) : h = PUniv f := by
21 apply funext
22 intro z
23 apply funext
24 intro 1
25 specialize hi i
26 calc
27 hzi= (rioh) z := by exact rfl

CAP{TOL 6
Apendix

1. Codi en LEAN
1.1. Producte.

-- Definim un tipus I que fa d’index
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f i) z := by exact congrFun hi z
PUniv £ z i := by exact rfl

-- Aixi, hem comprovat que el producte es un limit en la

categoria de Tipus (el 1limit es el parell format per

el producte i 1l’aplicacio 7).

1.2. Igualador.

-- Definim 1’igualador com
def Ig {X Y: Type} (f: X — Y) (g: X — Y) : Type
{x : X // £fx =g x}

-- Donat un element de 1’igualador, podem definir 1’

aplicacio inclusio com
def inc {X Y: Type} (f g: X — Y): (Ig f g) — X
intro h
exact h.val

by

-- Demostrem que el diagrama commuta, es a dir, el con

esta ben definit

theorem TCon {X Y: Typel} {f g: X — Y}: £ o (inc f g) =

g o (inc f g) := by
apply funext
intro x
calc
(f o inc f g) x = f x.val :=by exact rfl

= g x.val := by exact x.property
= (g o inc f g) x := by exact rfl

-- En la categoria de Tipus, 1l’igualador verifica la

Propietat Umniversal.
def PUniv {X Y: Type} {f g: X — Y} {Z: Type} (h:
) (hi: £f oh = goh): Z — Ig f g:= by
intro z
apply Subtype.mk (h z)

calc
f (h z) = (£f o h) z := by exact rfl
_ = (g o h) z:= by exact congrFun hl z
_ =g (h z) := by exact rfl

-- Comprovem que l’aplicacio esta ben definida i,
efectivament , fa que el diagrama commute

7z

— X

theorem TComm {X Y: Typel} {f g: X — Y} (Z: Type) (h: Z

— X) (h1: £f oh = g o h): inc f g o PUniv h hi
by

apply funext

intro z

exact rfl

h:=

-- Vegem que PUniv es la unica aplicacio que satisfa les

anteriors condicions

theorem TUniv {X Y: Type} {f g: X — Y} (Z: Type) (h: Z

— X) (h1: f o h =g oh) (1: Z — Ig f g) (h2:
gol ="h): 1 = PUniv h hl:= by
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31 apply funext
32 intro z
33 apply Subtype.eq
34 calc
35 (1 z).val = (inc f g o 1) z := by exact rfl
36 _ = h z := by exact congrFun h2 z
37 _ = (PUniv h hl z).val := by exact rfl
38 —— Aixi, hem comprovat que el igualador es un limit en la
categoria de Tipus (el limit es el parell format per
l’igualador i 1l’aplicacio inc).
1.3. Producte fibrat.
1 —— Definim el producte fibrat com
2 def ProdFib {X Y Z: Typel} (f: X — Z) (g: Y — Z):=
3 {p:XxY// £fp.1l=g¢gp.2}
4 -- p de parell
5 —— Donat un element del producte fibrat, podem definir 1la
projeccio a la primera component com
6 def 71 {X Y Z: Type} (f: X — Z) (g: Y — Z): ProdFib f
g — X := by
intro p
exact p.val.l
9 -- Donat un element del producte fibrat, podem definir la
projeccio a la segona component com
10 def 72 {X Y Z: Type} (f: X — Z) (g: Y — Z): ProdFib f
g — Y := by
11 intro p
12 exact p.val.2
13 —— Demostrem que el diagrama commuta, es a dir, el con
esta ben definit
14 theorem TCon {X Y Z: Typel} (f: X — Z) (g: Y — Z): f o
1 f g =g o2 £ g := by
15 apply funext
16 intro p
17 calc
18 (f ol £ g) p =1f p.val.1 := by exact rfl
19 _ =g p.val.2 := by exact p.property
20 _ = (gom2 f g) p := by exact rfl
21 -- En la categoria de Tipus, el producte fibrat verifica
la Propietat Universal
22 def PUniv {X Y Z W: Typel} (f: X — Z) (g: Y — Z) (hl: W
— X) (h2: W — Y) (h3: f o hl = g o h2): W —
ProdFib f g:= by
23 intro w
24 apply Subtype.mk (hl w, h2 w) -- demos propietat
25 calc
26 f (hl w, h2 w).fst = (f o hl) w := by exact rfl
27 _ = (g o h2) w := by exact congrFun h3 w
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28 _ =g (hl1 w, h2 w).snd := by exact rfl

29 -- Comprovem que les aplicacions projeccio estan ben
definides i fan que el diagrama commute

30 theorem TComml {X Y Z W: Type} (f: X — Z) (g: Y — Z) (
hi: W — X) (h2: W — Y) (h3: f o hl = g o h2): 71 £
g o PUniv f g hl h2 h3 = hl := by

31 apply funext

32 intro w

33 exact rfl

34 theorem TComm2 {X Y Z W: Typel} (f: X — Z) (g: Y — Z) (
hi: W — X) (h2: W — Y) (h3: f o h1 = g o h2): 72 £
g o PUniv £ g hl h2 h3 = h2 := by

35 apply funext

36 intro w
37 exact rfl
38 -- Vegem que PUniv es la unica aplicacio que satisfa les

anteriors condicions

39 theorem TUniv {X Y Z W: Type} (f: X — Z) (g: Y — Z) (
hi: W — X) (h2: W — Y) (h3: f o hl = g o h2) (1: W
— ProdFib f g) (11: 71 f g o 1 = h1) (12: 72 f g o 1

= h2) : 1 = PUniv f g hl h2 h3 := by
40 apply funext
41 intro w

42 apply Subtype.eq
43 have h4: (1 w).val.l = (PUniv f g hl h2 h3 w).val.l :=

by

44 calc

45 (1 w).val.fst = (71 £ g o 1) w := by exact rfl

46 _ = hl w := by exact congrFun 11 w

47 _ = (PUniv f g hl h2 h3 w).val.l := by exact rfl

48  have h5: (1 w).val.2 = (PUniv f g hl h2 h3 w).val.2 :=
by

49 calc

50 (1 w).val.snd = (72 £ g o 1) w := by exact rfl

51 _ = h2 w := by exact congrFun 12 w

52 _ = (PUniv f g hl h2 h3 w).val.2 := by exact rfl

53 exact Prod.ext h4 hb

54 -—— Aixi, hem comprovat que el pullback es un 1limit en la

categoria de Tipus (el limit es el parell format pel
pullback junt a les aplicacions 7l i 7w2).

1.4. Coproducte.

1 -- Definim un tipus I que fara d’index

2 variable (I : Type)

3 —— Llavors una familia de tipus indexada per I es una
variable

4 variable (X : I — Type)
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-- E1 coproducte de la familia X es denota com E:(i:I), X
i
-—- Donat un element d’una component podem considerar la
inclusio i-essima
def ¢+ {I : Type} {X : I — Type} (i : I) : X i — (O (i:
I), X i) := by
intro x
exact (i, x )
-- En la categoria de Tipus, el coproducte verifica la
Propietat Universal
def PUniv {I Z : Type} {X : I — Type} (f : V(i:I), X i
— Z ) : (QG:ID), X i) — Z := by
intro ( i, x )
exact f i x
-- Comprovem que 1l’aplicacio esta ben definida i fa que
el diagrama commute
theorem TComm {I Z : Typel} {X: I — Typel} (£ : V(i:I), X
i — Z ) (i : I) : (PUniv f) o (vt i) = f i := by
apply funext
intro z
exact rfl
-- Comprovem que 1l’aplicacio PUniv es la unica que
satisfa les condicions anteriors per a tot i en I
theorem TUniv {I Z : Type} {X : I — Typel} (f : V(i:I),
Xi—2Z2) (t: CG:I), Xi) — Z) (hi : V(i:I) ,
h o (i) = f i) : h = PUniv f := by
apply funext
intro ( i, x )

calc
h { fst := i, snd := x } = (h o (v 1)) x := by exact
rfl
_ = (f i) x := by exact congrFun (hi i) x
_ = PUniv £ { fst := i, snd := x } := by exact rfl

-- Aixi, hem comprovat que el coprodcute es un colimit en
la categoria de Tipus (el colimit es el parell
format pel coproducte i 1l’aplicacio ¢).

1.5. Coigualador.

import Mathlib.data.setoid.basic
-- Paquet per a emprar el quocient
-- Definim la minima relacio d’equivalencia que conte una
relacio donada
inductive Eqvgen {X : Type} (R : X — X — Prop) : X —
X — Prop where
| base : V {x y: X}, R x y — Eqvgen R x ¥y
| rfl : V (x:X), Eqvgen R x x
| sim : V {x y:X}, Eqvgen R x y — Eqvgen R y x
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| trans : V {x y z: X}, Eqvgen R x y — Eqvgen R y z
— Eqvgen R x z
-- Definim # de forma que ens relaciona f(x) i g(x) per a
tot x en el tipus X
def 0 {X Y: Type} (f: X — Y) (g: X — YY) : ¥ — Y —
Prop := by
intro yl1 y2
exact 3 (x : X), (y1 = f x A y2 = g x)
-- Ara, definim la relacio d’equivalencia ©. Es la
minima relacio d’equivalencia generada per 6
def © {X Y: Type} (f: X — YY) (g: X — YY) : ¥ — Y —

Prop := Eqvgen (0 f g)
-- Comprovem que, efectivament, es una relacio d’
equivalencia
theorem iseqv {X Y: Type} (f: X — Y) (g: X — Y):
Equivalence (O f g) := by
refine { refl := ?refl, symm := ?7symm, trans := 7trans
}

-- cas reflexiu
exact Eqvgen.rfl
-- cas simetric
exact Eqvgen.sim
-- cas tramnsitiu
exact Eqvgen.trans
-- Un setoid es un parell (Q2,R) on ) es un tipus i R una
relacio d’equivalencia sobre (.
-- Definim el setoide com Y el nostre tipus i © 1la
relacio sobre Y
def Setoide {X Y: Typel} (f: X — Y) (g: X — Y): Setoid
Y:= by
apply Setoid.mk (O f g) (iseqv f g)
-—- Definim el coigualador com el quocient de Y per la
relacio d’equivalencia ©
def CoIg {X Y: Typel} (f: X — Y) (g: X — Y) : Type :=
Quotient (Setoide f g)
-—- Donat un element d’Y, podem considerar la projeccio
canonica al coigualador
def proj {X Y: Type} (f g: X — Y): Y — (CoIg f g) :=
by
intro y
exact Quotient.mk (Setoide f g) ¥y
-- Demostrem que el diagrama commuta, es a dir, el cocon
esta ben definit
theorem TCocon {X Y: Typel} {f g: X — Y}: (proj f g) o £
= (proj f g) o g := by
apply funext
intro x
apply Quotient.sound
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apply Eqvgen.base
use X
-- En la categoria de Tipus, el coigualador verifica la
Propietat Universal.
-- Per a poder definir 1l’aplicacio de la propietat
universal , necessitem definir previament
-— com es defineix una aplicacio d’un quocient a un tipus
7
-- Comencem per definir el nucli, tambe anomenat Kernel,
d’una aplicacio h
def Ker {X Y: Type} (h: X — Y): X — X — Prop := by
intro x1 x2
exact h x1 = h x2
-- Comprovem que pertanyer al nucli d’una aplicacio es
una relacio d’equivalencia
theorem KerEquiv {X Y: Type} (h: X — Y): Equivalence (

Ker h) := by
refine { refl := ?refl, symm := 7symm, trans := 7trans
}

-- reflexiva
intro x
exact rfl
-- simetrica
intro x1 x2
intro hil
exact hl.symm
-- transitiva
intro x1 x2 x3
intro h1l h2
exact hl.tramns h2
-- Comprovem que si ens donen un cocon (equivalent a
donar h de forma que h o f = h o g), aleshores
-- f(x) i g(x) es troben al nucli d’h
theorem PUnivl {X Y: Type} {f g: X — Y} {Z: Typel} (h: Y
— Z) (h1: h o f = h o g): V x: X, (Ker h) (f x) (g
x) := by
intro x
rw [Ker]

calc
h (f x) = (h o £) x := by exact rfl
_ = (h o g) x := by exact congrFun hl x
_ =h (g x) := by exact rfl
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-- Comprovem que si dos tipus pertanyen a la mateixa
classe en el coigualador, aleshores van a tindre la
mateixa imatge amb 1l’aplicacio que intentem definir.
Es a dir, estem comprovant que definir 1’aplicacio
aixi fara que estiga ben definida, ja que si estan
relacionades per O, pel Kernel d’h tambe ho estaran,
es a dir, efectivament, © es la minima relacio d’
equivalencia que relaciona f(x) i g(x)

theorem PUniv2 {X Y: Type} {f g: X — Y} {Z: Type} (h: Y

— Z) (hl: h o f =ho g): V (y1 y2: Y), ((O f g) y1

y2) — ((Ker h) y1 y2) := by
intro yl1 y2
intro h2

induction h2
-- cas base
rename_i y3 y4 h2
rw [/] at h2
apply Exists.elim h2
intro x
intro ( h3, h4 )
rw [h3, h4]
exact PUnivl h hl x
-- cas refl
rename_i y3
exact rfl
-- cas sim
rename_i y3 y4 h2 h3
exact Equivalence.symm (KerEquiv h) h3
-- cas tramnsitiu
rename_i y3 y4 y5 h2 h3 h4 hb
exact Equivalence.trans (KerEquiv h) h4 hb
-— Definim un setoide com X el nostre tipus i pertanyer
al Kermnel, la relacio sobre X
def SKer {X Y: Typel}(h: X — Y) : Setoid X:= by
apply Setoid.mk (Ker h) (KerEquiv h)
-- Definim el quocient QKer de X per la relacio d’
equivalencia del Kernel
def QKer {X Y: Type}(h: X — Y) : Type :=
Quotient (SKer h)
-- Definirem 1’aplicacio PUniv del Coigualador a un tipus
Z, la que estem buscant per vore que efectivament,
el coigualador te la propietat universal, com la
composicio de dos aplicacions.
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-- La primera es la inclusio del coigualador en el Kernel
d’h, ho vorem en Puniv3. Ho podem fer perque O es la
minima relacio entre f(x) i g(x), vist en PUniv2. La
segona es la que tractem de definir ara, volem

establir una aplicacio entre el Kermnel i un tipus
donat Z, de forma que enviem una classe [b] en el
Kernel d’h (siguent h: X — Z) a h(b), i aixi vegen
que esta ben definida

def Mon {X Y: Type}(h: X — Y) : (QKer h) — Y := by

intro cx

have hl1 : V (x1 x2: X), ((SKer h).r x1 x2) — (h x1 =
h x2) := by
intro x1 x2 hil
exact hil

apply Quotient.lift h hil

exact cx

-- Donat un element d’X, podem considerar la projeccio

canonica al Kermel

def projKer {X Y: Type} (h: X — Y): X — (QKer h) := by

intro x
exact Quotient.mk (SKer h) x
-- Com hem dit, definim la primera aplicacio es la
inclusio del coigualador en el Kermel d’h
def PUniv3 {X Y: Type} {f g: X — Y} {Z: Type} (h: Y —

Z) (hi: h o f = h o g): ColIg f g — (QKer h) := by
intro cy
have hl : V (y1 y2: Y), ((Setoide f g).r y1l y2) — (
projKer h yl1 = projKer h y2) := by
intro yl1 y2
intro h2
have h3 : ((© f g) yl y2) := by exact h2
have h4 : ((Ker h) yl y2) := by exact PUniv2 h hl yi
y2 h2
apply Quotient.sound
exact hé4

apply Quotient.lift (projKer h) hil
exact cy
-- Ja podem definir la PUniv que busquem, que es la
composicio de Mon i PUniv3
def PUniv {X Y: Typel} {f g: X — Y} {Z: Type} (h: Y — Z
) (hi: h o f = h o g): CoIg f g — Z:= (Mon h) o (
PUniv3 h hl)
-- Comprovem que 1l’aplicacio este ben definida i,
efectivament , fa que el diagrama commute
theorem TComm {X Y: Typel} {f g: X — Y} (Z: Type) (h: Y
— Z) (hl: h o f = h o g): PUniv h hl o proj f g = h:=
by
apply funext

93



130 intro y

131 exact rfl

132 -- Vegem que PUniv es la unica aplicacio que satisfa les
anteriors condicions

133 theorem TUniv {X Y: Typel} {f g: X — Y} (Z: Type) (h: Y
— Z) (hl1: h o f = h o g) (1: CoIg f g — Z) (h2: 1 o
proj f g =h ): 1 = PUniv h hl:= by

134 apply funext

135 intro cy

136 have h3 : 3 (y : Y), Quotient.mk (Setoide f g) y = cy
:= by

137 exact Quot.exists_rep cy

138 apply Exists.elim h3
139 intro y

140 intro h4

141 rw [h4.symm]

142 calc

143 1 (Quotient.mk (Setoide f g) y) = 1 ( (proj f g) y)
= by exact rfl

144 _ = (1 o proj f g) y := by exact rfl

145 _ =h y := by exact congrFun h2 y

146 _ = PUniv h hl (Quotient.mk (Setoide f g) y) := by

exact rfl

147 -- Aixi, hem comprovat que el coigualador es un colimit
en la categoria de Tipus (el colimit es el parell
format pel coigualador i 1’aplicacio proj)

1.6. Suma amalgamada.

1 import Mathlib.data.setoid.basic

2 —— Paquet per a emprar el quocient

3 —— Definim la minima relacio d’equivalencia que conte una
relacio donada

4 inductive Eqvgen {X : Type} (R : X — X — Prop) : X —

X — Prop where

base : V {x y: X}, R x y — Eqvgen R x ¥y

rfl : V (x:X), Eqvgen R x x

sim : V {x y:X}, Equgen R x y — Eqvgen R y x

c 3 O L

trans : V {x y z: X}, Eqvgen R x y — Eqvgen R y z
— Eqvgen R x z

9 -- Definim 0 de forma que ens relaciona (1(f(x)) 1 12(g(x)
) per a tot x en el tipus X, siguent :1 i (2 les
inclusions canoniques de X i Y al coproducte de X i Y
, respectivament.

10 -- Notem que hem denotat al coproducte de X i Y com Sum X
Y

11 def 6 {X Y Z: Type} (f: Z — X) (g: Z — Y) : Sum X Y
— Sum X Y — Prop := by

12 intro wl w2
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exact 4 (z : Z), (w1l = Sum.inl (f z) A w2 = Sum.inr (g

z))

-- Ara, definim la relacio d’equivalencia ©. Es la
minima relacio d’equivalencia generada per 0.

def © {X Y Z: Type} (f: Z — X) (g: Z — Y) : Sum X Y
— Sum X Y — Prop := Eqvgen (0 f g)

-- Comprovem que, efectivament, es una relacio d’
equivalencia

theorem iseqv {X Y Z: Typel} (f: Z — X) (g: Z — Y):

Equivalence (O f g) := by
refine { refl := 7refl, symm := ?symm, trans := 7trans
b

-- cas reflexiu
exact Eqvgen.rfl
-- cas simetric
exact Eqvgen.sim
-- cas transitiu
exact Eqvgen.trans

-- Un setoid es un parell ({2,R) on {2 es un tipus i R una

relacio d’equivalencia sobre ().

-- Definim el setoide com el coproducte de X i Y el
nostre tipus i © la relacio sobre aquest

def Setoide {X Y Z: Typel} (f: Z — X) (g: Z — Y):
Setoid (Sum X Y) := by

apply Setoid.mk (O f g) (iseqv f g)

-- Definim el pushout o suma amalgamada com el quocient
del coproducte de X i Y, Sum X Y, per la relacio d’
equivalencia ©

def SumAm {X Y Z: Typel} (f: Z — X) (g: Z — Y) : Type

Quotient (Setoide f g)

-- Donat un element de Sum X Y, podem considerar la
projeccio canonica al pushout

def proj {X Y Z: Type} (f: Z — X) (g: Z — Y): Sum X Y
— SumAm f g := by

intro w
exact Quotient.mk (Setoide f g) w

-- Definim les inclusions de X i Y al pushout, que seran
les aplicacions que formen part del colimit, junt amb

el pushout

def 11 {X Y Z: Type} (f: Z — X) (g: Z — Y): X —

SumAm f g := (proj f g) o Sum.inl
def 12 {X Y Z: Type} (f: Z — X) (g: Z — Y): Y —
SumAm f g := (proj f g) o Sum.inr

-- Demostrem que el diagrama commuta, es a dir, el cocon
esta ben definit

theorem TCocon {X Y Z: Type} {f: Z — X} {g: Z — Y}: (
t1 £ g) of = (12 f g) o g := Dby
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apply funext

intro z

apply Quotient.sound
apply Eqvgen.base

use 2z

-- En la categoria de Tipus, el pushout verifica la

Propietat Universal, definim 1’aplicacio que ho

demostra. Definim aquesta aplicacio definint primer

una aplicacio 1 de Sum X Y al tipus W, el tipus on

voliem

arribar, de forma que donat un 1 en el

coproducte, si 1 pertany al tipus X, 1 es de la forma

1 = £(z), aleshores se 1li assigna el valor hi1(f(z)),

i d’igual manera si 1 peryany al tipus Y, que es de

la forma 1 = g(z) se 1li assigna el valor h2(g(z)).

Una vegada tenim aquesta aplicacio 1 definida, 1la

PUniv que busquem es aquella que verifica 1 = PUniv o
proj
def PUniv {X Y Z W: Typel} (f: Z — X) (g: Z — Y) (hl: X
— W) (h2: Y — W) (h3: hl o f = h2 o g): (SumAm f g
) — W := by
let 1 (Sum X Y) — W := by
intro t
cases t with
| inl x => exact (hl x)
| inr y => exact (h2 y)
have h: V (p q : Sum X Y), (Setoide f g).r p q — (1 p
=1 q) := by
intro h4
intro hb
intro h6
induction h6
-- Cas base
rename_i j k h8
apply Exists.elim h8
intro z
intro ( h9, h10 )
calc
1 j =1 (Sum.inl (f z)) := by exact congrArg 1 h9
_ =h1 (f z) := by exact rfl
_ = (hl o £f) z := by exact rfl
_ = (h2 o g) z := by exact congrFun h3 z
_ = h2 (g z) := by exact rfl
_ 1 (Sum.inr (g z)) := by exact rfl
_ =1%k := by exact congrArg 1 (id h10.symm)
-- Cas rfl
rename_i j
exact rfl
-- Cas sim
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rename_i j k h6 h7
exact id h7.symm
-- Cas trans
rename_i x y z j k h6 h7
exact h6.trans h7
apply Quotient.lift 1 h
-- Comprovem que les aplicacions inclusions estan ben
definides i, efectivament, fan que el diagrama
commute
theorem TComml {X Y Z W: Typel} (f: Z — X) (g: Z — Y) (
hi: X — W) (h2: Y — W) (h3: hl o f = h2 o g):
PUniv £ g hl h2 h3 o 1 £ g = hl := by
apply funext
intro x
exact rfl
theorem TComm2 {X Y Z W: Type} (£f: Z — X) (g: Z — Y) (
hi: X — W) (h2: Y — W) (h3: hl o f = h2 o g):
PUniv f g hl h2 h3 o (2 f g = h2 := by
apply funext
intro y
exact rfl
-- Vegem que PUniv es la unica aplicacio que satisfa les
anteriors condicions
theorem TUniv {X Y Z W: Type} (f: Z — X) (g: Z — Y) (
hi: X — W) (h2: Y — W) (h3: hl o £ = h2 o g) (1:
SumAm f g — W) (11: 1 o 1 £ g = hl) (12: 1 o 12 f g
= h2) : 1 = PUniv f g hl h2 h3 := by
apply funext
intro ct
have h4 : 3 (t : Sum X Y), Quotient.mk (Setoide f g) t
=R cti=N by
exact Quot.exists_rep ct
apply Exists.elim h4
intro t
cases t
-- cas X

rename_i X

intro hb

calc
1 ct =1 (11 £ g) x) := by exact congrArg 1 (id h5.
symm )
_=( o (1 £ g)) x := by exact rfl
_ = h1l x := by exact congrFun 11 x
_ = PUniv £ g hl1 h2 h3 (t1 £ g (x)) := by exact rfl
_ = PUniv f g hl h2 h3 ct := by exact congrArg (PUniv
f g h1 h2 h3) b5

-- cas y

rename_1i y
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110
111
112

113
114
115
116

117 —-

intro
calc
1 ct
symm)

Aixi,

h5
=1 ((t2 £ g) y) := by exact congrArg 1 (id h5.

(1 o (42 £ g)) y := by exact rfl

h2 y := by exact congrFumn 12 y

PUniv f g hl h2 h3 (12 f g (y)) := by exact rfl
PUniv f g hl h2 h3 ct := by exact congrArg (PUniv
hl1 h2 h3) hb

hem comprovat que el pushout es un colimit en la

categoria de Tipus (el colimit es el parell format

pel pushout i les aplicacions (1 i :2).
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