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Introduccio

Que determina que alguns problemes siguen computacionalment dificils mentre que d’al-
tres siguen facils? Com podem trobar en el llibre de Michael Sipser, [Sip13]], aquesta és la pre-
gunta central de la teoria de la complexitat per a la que, tot 1 que s’ha estat investigant durant
més de 40 anys, no coneixem resposta. L’objectiu de la teoria de la complexitat és classificar
els problemes com a facils o dificils, mentre que la teoria de la computabilitat classifica els
problemes entre aquells que son solucionables i els que no ho son.

Durant la primera meitat del segle XX, alguns matematics com K. Godel, A. Turing 1 A.
Church, van descobrir que certs problemes no poden ser resolts per ordinadors. Tal com podem
trobar al llibre [HMUOQ7], la teoria d’automats €s I’estudi de models matematics de compu-
tacié. En la década dels 30, anterior a I’existencia dels ordinadors, Alan Turing va estudiar
una maquina abstracta que, pel que fa a allo que podia calcular, tenia totes les capacitats dels
ordinadors actuals. Turing pretenia definir els limits de les capacitats d’'una maquina de com-
putacio, distingint el que era possible fer amb ella i el que no. Durant les segiients dos décades,
nombrosos investigadors van estudiar tipus de maquines més simples, que en I’actualitat ano-
menem “automats finits”. En els anys 60, S. Cook va extendre 1’estudi de Turing i va ser capag
de separar aquells problemes que es poden resoldre eficientment per ordinador dels problemes
que en principi es poden resoldre, perd que necessiten tant de temps que els ordinadors son
inutils excepte per a instancies molt menudes del problema.

L’ objectiu d’aquest treball és arribar a entendre 1’enunciat 1 la demostraci6 del Teorema
de Cook-Levin, un resultat fonamental en el camp de la teoria de la complexitat computacional.
El teorema de Cook-Levin demostra que el problema de satisfacibilitat booleana, és a dir, el
problema de determinar si una férmula proposicional admet una valoraci6 en les variables que
la fa vertadera, €s un problema NP-complet. Per a fer-ho farem un estudi previ d’alguns con-
ceptes i resultats basics de la computacio i la teoria de la complexitat. Comencarem al Capitol
1 presentant una serie de definicions basiques necessaries per a la comprensié de conceptes
posteriors. Definirem, entre altres, els conceptes de paraula sobre un alfabet, concatenacié de
paraules 1 monoide lliure sobre un conjunt, i enunciarem i demostrarem la propietat universal
del monoide lliure.

Seguirem al segon capitol explorant els models de computacié classics. Introduirem
els automats finits com a models matematics per a reconeixer llenguatges 1 presentarem les
maquines de Turing. Veurem quan un llenguatge és decidible o reconeixible per una maquina
de Turing i demostrarem 1’existencia de llenguatges que no son reconeixibles. Per finalitzar
aquest capitol, introduirem el conepte de maquina de Turing no determinista, que ens permetra
explorar la computacié des d’una perspectiva no determinista.

Continuarem al tercer capitol tractant conceptes clau de la complexitat computacional.
Comencarem aquest capitol presentant la reduccié funcional, una eina fonamental en teoria
computacional que ens permet relacionar la complexitat de diferents llenguatges mitjangant
funcions computables. La reducci6 funcional ens permetra transferir propietats de decidibilitat
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d’un problema a un altre. Seguirem definint la dominancia asimptotica (notacié Q) per mesu-
rar la complexitat temporal de les maquines de Turing. Continuarem estudiant les classes de
complexitat P 1 NP, amb exemples de llenguatges que hi pertanyen. Finalitzarem el capitol
abordant la NP — completesa, explicant el concepte de reduccié polinomial entre llenguat-
ges. Explorarem alguns resultats que relacionaran les classes P 1 NP a través de la reduccid
polinomial i la NP — completesa, i veurem un resultat que estableix una connexi6 entre la
classe NP i les maquines de Turing no deterministes.

Al quart i dltim capitol presentarem, finalment, el teorema de Cook-Levin, que ens diu
que el problema de la satisfacibilitat booleana és NP — complet. Comengarem el capitol fent
una breu introducci6 a la logica proposicional, en la que presentarem els conceptes basics de
A-algebres, que inclouen les operacions de negacid, conjuncio i disjunci6, i definirem les valo-
racions, que son aplicacions que assignen valors de veritat a les variables proposicionals. Con-
tinuarem el capitol definint el llenguatge SAT i tot seguit enunciarem i demostrarem el teorema
de Cook-Levin. Finalitzarem el capitol explorant altres llenguatges i veient com, aplicant la
reduccid polinomial i el teorema de Cook-Levin, podem demostrar que aquests llenguatges sén
també NP — complets. Aquestes demostracions ens permetran entendre millor la interrela-
ci6 entre diferents problemes NP — complets i la importancia de les reduccions polinomials
en la teoria de la complexitat computacional.

El que fem en aquest treball €s introduir una serie de conceptes i resultat basics de la
teoria de computacié amb 1’objectiu de poder enunciar i demostrar el teorema que li dona nom
al treball, el teorema de Cook-Levin. Al llarg d’aquest estudi, veurem una serie de resultats que
demostrarem presentant sols la idea que s’hauria de seguir per a poder provar-los, sense entrar
moltes vegades en la demostracié més formal 1 tecnica.

Per a I’escriptura d’aquest treball hem seguit el curs [Bar21l]. En aquest curs s’han fet
servir referencies bibliografiques del segiients llibres: [GJ79]], [Tur36], [Sip13] i [Ros09]



CAPITOL 1

Preliminars

En aquest capitol presentarem algunes definicions i propietats que ens serviran més en-
davant per a poder desenvolupar la teoria dels automats.

En primer lloc presentarem la definicié de monoide i continuarem introduint el concepte
de paraula i concatenaci6 de paraules. Definirem el concepte de monoide sobre un conjunt i
posteriorment enunciarem i demostrarem la propietat universal del monoide lliure. Finalitza-
rem el capitol amb un exemple on apliquem aquesta propietat. Aquestes definicions i propietats
establiran les bases necessaries per a la comprensio i I’analisi dels automats en capitols poste-
riors. En aquest capitol extraurem algunes definicions dels treballs [Tud23]] i [Gal23].

1. Definicions basiques

Comencarem veient la definicié de monoide i homomorfisme de monoides. Seguirem
veient les definicions de paraula sobre un alfabet, longitud d’una paraula i concatenacié de
paraules. Acabarem la seccié introduint la definicié de monoide Iliure sobre A.

DEFINICIO 1.1. (Monoide) Direm que M = (M, -, 1) és un monoide si M és un conjunt,
- és una operacio binaria associativa en M i 1 € M és element neutre per a [’operacio -.

EXEMPLE 1.1. Notem que donat un grup (G, -, 1), com ’operacid - és associativa i 1 és
el seu element neutre, aleshores qualsevol grup és en particular un monoide.

DEFINICIO 1.2. (Homomorfisme de monoides) Siguen M i N dos monoides i siga una
aplicacio f : M — N. Direm que f és homomorfisme de monoides si preserva [’operacio
de cada monoide, és a dir, si per a tot my, my € M, es compleix que

f(mimga) = f(m1)f(mo)
i, amés, f(1) = 1.
Veurem ara com, a partir d’'un conjunt A que anomenarem alfabet, podem crear A*, que

anomenarem monoide Iliure sobre A i que és una estructura de monoide els elements dels quals
son paraules. Comengarem definint el concepte de paraula.

DEFINICIO 1.3. (Paraula sobre un conjunt) Siga A un conjunt, una paraula de longitud
n € N sobre A és una aplicacio de la forma

w: n — A
T > w;
Aixi podem representar la paraula w com

w = (W;)ien = Wo - .- Wp_1-
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DEFINICIO 1.4. (Paraules de longitud determinada). Siga A un conjunt i n € N, defini-
rem el conjunt de paraules de longitud n sobre el conjunt A com Hom(n, A). Denotarem per
A, i I’anomenarem paraula buida, a I'vinica aplicacié en Hom(0, A).

Donat un alfabet A, definirem A* com el conjunt de totes les paraules sobre A.

DEFINICIO 1.5. (Conjunt de totes les paraules). Donat un conjunt A, el conjunt de totes
les paraules sobre A és la unio de tots els conjunts de paraules de longitud n, amb n € N

A = U Hom(n, A).

neN

Ara veurem que el conjunt de les paraules sobre un conjunt A té estructura de monoide,
amb la concatenaci6 de paraules com a operacid i la paraula buida A com a neutre.

DEFINICIO 1.6. (Concatenaci6 de paraules) siga A un conjunt, denotem amb A la con-
catenacio de paraules, definida com segueix:

wAv: n+m — A

; . w; 1EN
Viep 1€ [nyn+m—1]

A és el neutre per a la concatenacio.

DEFINICIO 1.7. (Monoide lliure sobre A). Siga A un conjunt, A* = (A*,-,1) és un
monoide que anomenarem monoide liure sobre A.

2. Propietat universal del monoide lliure

En aquesta seccid explorarem la propietat universal del monoide lliure. Comencarem
amb la definici6 de la inclusié de generadors, que permet identificar cada lletra d’un alfabet
amb una paraula de longitud 1. A continuacid, demostrarem que qualsevol aplicaci6é d’un alfa-
bet a un monoide pot extendre’s de manera tinica a un homomorfisme de monoides. Aquesta
demostracié inclou una construcci6 recursiva i una prova de la seua unicitat. Finalment, veu-
rem com aquesta propietat permet calcular la longitud d’una paraula dins d’un monoide lliure,
oferint un exemple concret d’aplicacid practica.

DEFINICIO 1.8. (Inclusié de generadors). Donat un conjunt A, existeix una aplicacio de
A en A* anomenada inclusié de generadors.
in A- A — A
a — (a): 1— A
0—a
Aquesta aplicacio serveix per a identificar la lletra a € A amb la paraula (a) de longitud 1 en
A*.

Una vegada introduits els conceptes basics necessaris, podem enunciar i demostrar la
propietat universal del monoide lliure.

PROPOSICIO 1.1. (Propietat universal del monoide lliure). Si fenim A un conjunt, M =
(M,-,1) un monoide i f: A — M una aplicacid, llavors existeix un tinic f*: A* — M
homomorfisme de monoides tal que

fti oin A= f
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DEMOSTRACIO. Per provar I’existéncia d’aquest homomorfisme el que farem sera presen-
tar una expressio per a aquest i demostrar que efectivament és homomorfisme. Construirem f*
de manera recursiva sobre la longitud de la paraula.

Siga w € A, sabem que existeix n € N tal que w € Hom(n, A). Distingim casos segons
el valor de n:

- Sin = 0 aleshores tindrem w = ), la paraula buida. Definim llavors f*(\) = 1 de
manera que estem enviant el neutre d’ A* al neutre de M.

- sin = 1 tindrem que existeix a € A tal que w = (a). Definimm llavors f*(a) = f(a).
Notem que ing(a) = (a) € A*, paraula de longitud 1. Tenim per tant la igualtat

(ff oina)(a) = f(a).

- Sin > 1, podem descomposar la paraula com a concatenacié de dues paraules, una
primera paraula de longitud 7 — 1 amb una de longitud 1. Es a dir, w = v A (a) on
v € Hom(n — 1, A) i a € A. A¢d ens permet definir f*(w) = f¥(v) - f(a).

Desenvolupant aquest raonament de forma recursiva obtenim la segiient aplicacio:

It Ax — M

Veiem que aquesta aplicacié esta ben definida ja que, per a toti € n, f(w;) € M iel
producte de M és una operaci6 binaria associativa en M.

Ara veurem que, efectivament, aquesta aplicacié és un homomorfisme comprovant que
la concatenaci6 de paraules s’envia al producte de les imatges de les paraules. Per a veure ago
sols cal tenir en compte que la paraula w = (w;);e, és concatenacié de n paraules de longitud
11ique w; =ing(w;), peratoti € n.

Aixi siguen les paraules w = (w;)ie, = wo A -+ A Wy_1 10 = (V}) e, tenim que :

fflo Aw) = (v Awg A ... K Wn_g) A Wn_1)
= fﬁ(’U Awg A... A wn_Q) : f(wn—l)
= fﬁ(v Awg A ... A wn_g) . f(wn—2) : f(wn—1>

= Fi(v)

(wo) - ...+ flwnor)
= fiv) - f*

Per tltim necessitem demostrar que aquest homomorfisme és tnic. Per a fer-ho suposem
que existeix h: A* — M homomorfisme de monoides tal que h oiny = f.
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Considerem w = (w;);e, € A*, aleshores

h(w) = h(wp . .. wp_1) (w = (w;)ien)
=h(wg A -+ A wp_q) (Per Definicid)
= h(wg) - ...  h(w,_1) (h és homomorfisme de monoides)
= h(ing(wyg)) - ... h(ing(w,_1)) ( per definici6 de I’aplicacid iny4)
— flwo) - ... f(wa ) (hoing = f)
= fi(w). ( per la definici6 de f*)

Com coincideixen les imatges de h i f*, hem provat que es tracta de la mateixa aplicacio.
L’homomorfisme €s unic. U

Utilitzant la propietat universal del monoide lliure podem veure que la longitud d’una
paraula és un exemple d’homomorfisme de monoides.

EXEMPLE 1.2. Siga A un alfabet. Considerem el monoide (N, +,0) i ’aplicacio
|-]: A — N
a — 1

Per la propietat universal existeix un tinic homomorfisme de monoides | - |*: A* — N
tal que | - |* oiny = | - |. Notem que
|- |*: A* — N
n—1
(wi)ien —> 2 |- l(wi) =n
i=0
Aquesta aplicacio s’anomena longitud i compleix:

(1) |\ = 0.
2) |uw| = |u| + |w|.



CAPITOL 2

Computacio i decidibilitat

En aquest capitol, explorarem les bases de la teoria de la computacid, centrant-nos en les
estructures computacionals 1 els problemes decidibles. Comencarem introduint els automats
finits, tant deterministes com no deterministes, com a models matematics per reconeixer llen-
guatges formals. A continuaci6 definirem les maquines de Turing, un model de computacié més
potent, i veurem com aquestes poden acceptar o rebutjar paraules. Aixo ens permetra introduir
els conceptes de llenguatges decidibles i reconeixibles per maquines de Turing. Demostrarem
també 1’existencia de llenguatges que no son semi-decidibles, destacant aixi les limitacions
de la computacié. Finalment introduirem el concepte de maquina de Turing no determinista,
que ens permetra explorar la computacié des d’una perspectiva no determinista, obrint noves
possibilitats en el desenvolupament d’algorismes i en la comprensio de la computabilitat.

1. Automats finits

En aquesta seccié comencgarem introduint el concepte de llenguatge i presentarem les
operacions definibles sobre aquests. Aix0 ens introduira en el mén dels automats. Després
abordarem els automats finits, tant deterministes com no deterministes, que sébn models ma-
tematics per a reconeixer llenguatges formals. També tractarem les expressions regulars i la
seua relacié amb els automats finits. Finalment discutirem els llenguatges reconeixibles per
automats, establint 1I’equivaléncia entre llenguatges reconeixibles per automats deterministes,
no deterministes i expressions regulars. Aquesta connexi6 ens ajudara a comprendre millor la
teoria de la computacio i la relaci6 entre diferents models de computacio 1 I’expressivitat dels
llenguatges formals.

DEFINICIO 2.1. (Llenguatge). Donat un alfabet A, anomenem llenguatge a qualsevol
subconjunt L C A*. Les operacions que poden ser definides en els llenguatges son:
e Operacions booleanes: ’'unio, interseccio i la complementacio.
e Quocients: siga L C A* i w € A, aleshores:
w'L={ve A |wveL}
Lw'={ve A |vwe L}

En general, siguen L, K C A*, aleshores:
K'L={ve A" |3k € K(kv € L)}
LK ' ={ve A" |3k € K(vk € L)}

e Producte: siguen Ly i Ly dos llenguatges, aleshores:

LlLQ = {UllLQ € A* ’ Uy € Ll,UQ € LQ}
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e Estrella i suma: si L C A*, L* és el submonoide i L™ el semigrup d’A* generat per
L.

L*={wy A+ Aw,_1 €A |ne€Niwg,...,w,_1 € L}
LT ={wy A+ Aw,_1 € A | ne N\{0}iwy,...,w, 1 €L}

Notem que L* = LT + 1, 0on 1 = {\}.
També podem definir les potencies de L com:

L% ={\}
{ L+ = [(L)

De manera que

L*:UL" i LT = UL”

neN neN*
Veiem ara la definicié d’automat finit 1 seguirem amb un exemple.
DEFINICIO 2.2. (Autdomat finit). Un autdmat finit és una 5-tupla donada per A =
(Q,A,E,I,F) on Q és un conjunt finit anomenat conjunt d’estats, A és un alfabet, E és

un subconjunt de Q x A x O, I és un subconjunt de Q anomenat conjunt d’estats inicials i
finalment F' és un subconjunt de Q anomenat conjunt d’estats finals.

Direm que A és finit si Q és un conjunt finit. Podem representar I’ automat A com un graf
etiquetat d’acord amb les transicions en E.

Veiem ara un exemple d’automat finit.

EXEMPLE 2.1. Considerem ara ’automat A = (Q, A, E,I,F) on Q@ = {qo, 1, %}
I ={q}, F ={q}, Ualfabet A = {a, b} i les transicions

E = {(q07 a, QO)J (QOa b7 q1)7 (Q17 b7 q1)7 <QI7 a, Q2)7 (q27 a, Q1)> (q27 b7 Q1>}
Representem aquest automat mitjancant un graf representat a la segiient figura:

a b

a
b
start —

a b

FIGURA 2.1. Exemple d’automat finit.

Definim ara els conceptes de transicions consecutives, camins i cami exitos.

DEFINICIO 2.3. Siga A = (Q, A, E, I, F) un automat i siguenp,p’,q,q € Qia,a’ € A.
Direm que dues transicions (p,a,q) i (p/,d’,q’) son consecutives si ¢ = p’. Un cami en un
automat A és una seqiiéncia de transicions consecutives

C= (q07 Qo, q1)7 (Q17 ay, q2)7 (C]2, a2, C]s), sy (anb Ap—1, qn)
10



també denotat per

. ao al an—1
C:qo——=>q1 —> " —7>qn—1 — Qn-

Un cami en A s’anomena inicial si qq és un estat inicial i final si q,, és un estat final. Un
cami és exités (o acceptat) si és inicial i final.

EXEMPLE 2.2. (Cami exitos) Si ens fixem en la Figura|2.1|podem observar que el cami
¢ =(q9,b,q1), (q1,a,qo) és un cami exitds.

Dins dels automats finits diferenciarem entre automats deterministes 1 no deterministes.
Els automats deterministes tenen la propietat que, per a cada estat i simbol de ’alfabet, hi ha
exactament una transici6 definida, el que significa que I’estat segiient esta determinat de manera
Unica per I’estat actual i el simbol d’entrada. D’altra banda, els autdmats no deterministes
permeten multiples transicions per a un mateix estat i simbol d’entrada, la qual cosa ofereix
una major flexibilitat en la seua descripcid.

DEFINICIO 2.4. (Automat determinista). Un automat A = (Q, A, E, I, F') és determi-
nista si [ conté exactament un estat inicial i si, per a cada estat ¢ € Qi per a cada lletra a € A,
sols existeix un estat ¢’ de manera que ¢ — ¢ és una transicié en E.

Escriurem A = (Q, A, 0, qo, F) on ¢ ve definit com

b: A — Q¢
a — 0(a): Q Q
q

e
— d(q,a)

Observem que (Q2,-,idg) és un monoide. Per la propietat universal existeix un tinic
5%+ A* — Q2 homomorfisme de monoides tal que 6% oiny = 8. Aquest homomorfisme
descriu la transicid dins de I’automat que determina cada paraula en A* per a cada estat.

NOTA 2.1. Donat un automat determinista A = (Q, A, 0, qo, I), el llenguatge generat
per aquest és:

L(A) ={w e A | 67 (w)(qo) N F # 0} = {w € A" | " (w)(q0) € F}.

Es a dir, el llenguatge que reconeix A son totes les paraules que etigueten un cami existds

en A.

DEFINICIO 2.5. (Autdmat no determinista). Un automat no determinista és un automat
A= (9,A,0,q, F) en el qué, per a un estat ¢ € Q i per a una lletra a € A, pot existir més
d’un estat ¢, ¢" en Q de manera que ¢ — ¢ i ¢ — ¢" son transicions en &

5 A — P(Q)°

a — d0(a): Q@ — P(Q)
g — 6(q,a)

Observem que (P(Q)2, x,{ }) és un monoide. Per la propietat universal existeix un vinic
5%+ A* — P(Q)2 homomorfisme de monoides. Aquest homomorfisme descriu els conjunts
dins de I’automat accesibles per a cada estat i cada paraula en A*.
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NOTA 2.2. Sitenim f : Q — P(Q)ig: Q — P(Q), aleshores I’operacié x anterior
ve donada per
gxf: Q@ — P(Q)
¢ — U g(2)
z€£(q)
Per visualitzar aquests conceptes, presentarem exemples grafics d’automats finits determinis-
tes 1 no deterministes que es poden representar visualment mitjancant grafics etiquetats. En
aquests grafs els vertexs representen estats que estan connectats per transicions etiquetades
amb simbols d’un alfabet. Aquestes transicions representen com 1’automat es mou d’un estat a
un altre en resposta a I’entrada de simbols de 1’alfabet.

EXEMPLE 2.3. (Automat determinista). Siga A = (Q,A,6,1,F) = (Q, A,0,qo, F') un
automat amb Q = {qo, q1, 42, g3}, A = {a, b}, I = {qo} i I' = {g3}.

FIGURA 2.2. Exemple d’automat finit determinista.

Es un automat finit determinista.

En aquest cas les paraules aabb i abb estan en L(A), encara que hi han més.

EXEMPLE 2.4. Un exemple d’automat no determinista seria agafar I’automat de la Fi-
gura i afegir-li la transicid (qo, b, q3). Aixi qo té més d’una transicio que ix de qq etiquetada
amb b. Notem que aquest automat reconeix b perque hi ha almenys un cami existos etiquetat
amb b. A¢o no ocorria a I’automat anterior.

FIGURA 2.3. Exemple d’automat finit no determinista.

Introduirem ara el concepte d’expressions regulars sobre un alfabet, que son termes
que representen llenguatges. Explorarem com les expressions regulars es relacionen amb els
automats finits.

DEFINICIO 2.6. (Expressions regulars). Siga A un alfabet, les expressions regulars sobre
A son el menor conjunt de paraules en A*, denotat per Reg(A*), que satisfa:
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(1) 0 € Reg(A*);

(2) X € Reg(A*);

(3) a € Reg(A*), peratota € A;

(4) Si L, K € Reg(A*), aleshores LK € Reg(A*)i L + K € Reg(A*);
(5) Si L € Reg(A*), aleshores L* € Reg(A*).

Tota expressio regular E en Reg(A*) dona lloc a un llenguatge en A, que denotarem per
L(E), definit recursivament com segueix. En els casos basics:

LO0) =0 L) ={A} L(a) = {a}

Suposem definits L(L) i L(K), per a expressions regulars L, K € Reg(A*), aleshores:
L(LK) = L(L)L(K).
L(L+ K) = L£(L) U L(K).
(L) = U LD

neN

Per a finalitzar la secci6 entrarem en la noci6 de llenguatges reconeixibles per automats,
el que ens permetra establir I’equivaléncia entre llenguatges reconeixibles per automats deter-
ministes, no deterministes i expressions regulars. Aquesta connexi6 és fonamental en la teoria
de la computaci6 i ens permet comprendre millor la relacié entre diferents models de compu-
tacid i I’expressivitat dels llenguatges formals.

DEFINICIO 2.7. Si L C A*, direm que

(1) L és reconeixible per un automat determinista si L. = L(A) per a A un automat finit
determinista sobre A.

(2) L és reconeixible per un automat no determinista si L = L(A) per a A un automat
finit no determinista sobre A.

(3) L és regular si L = L(E) per a una expressio regular E € Reg(A*).
Veiem ara un teorema que estableix una equivalencia entre llenguatges reconeixibles per
automats deterministes, no deterministes i expressions regulars.
TEOREMA 2.1. Son equivalents:
(1) L és reconeixible per un automat determinista.
(2) L és reconeixible per un automat no determinista.
(3) L és regular.
DEMOSTRACIO. Aquesta prova la podem trobar al Capitol 1 del llibre [Sip13]. En par-
ticular, podem trobar 1’equivalencia entre automats finits deterministes i automats finits no

deterministes al Capitol 1, Seccié 1.2 (pag. 55) d’aquest llibre. L’equivalencia entre atdbmats
finits i expressions regulars esta demostrada al Capitol 1, Seccié 1.3. U
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2. Maquines de Turing

A continuaci6 definirem que és una maquina de Turing i1 veurem quan aquesta accepta o
rebutja una paraula. Aco ens permetra definir quan un llenguatge és decidible i quan reconei-
xible o semi-decidible per una maquina de Turing. A més, il-lustrarem aquests conceptes amb
un exemple concret, una maquina de Turing que decideix el llenguatge dels palindroms sobre
un alfabet binari.

DEFINICIO 2.8. (Maquina de Turing). Una maquina de Turing és una 7-tupla

M = (A, Fv Qa 5: 40, 4a, qr)

on:
A és un alfabet;

I' és un alfabet de cinta que conté A C T i un simbol especial 1 € " anomenat final
de cinta;

Q és un conjunt d’estats;

40,90, qr € Q1 qo # qu # qr SON tres estats especials, d’inici, aceptacio i rebuig,
respectivament;

0:9xT'— QxTI'x{L,R} éslafuncid de transicid.
DEFINICIO 2.9. (Configuracid). Donada una maquina de turing M, una configuracio
de la maquina és un element de I'* x Q x I'* (normalment escriurem wiqwy en compte de
(w1, q,ws)). Direm que hi ha una transicié de la configuracié wiqrws a w1yq' wsy si §(q, r) =

(¢',y, R). Direm que hi ha una transicié de la configuracié wizqrwy a wq' zyws si §(q, x) =
(¢, y, L).

DEFINICIO 2.10. Una maquina de Turing M = (A, T, Q, 6, qo, qa, q-) accepta w una
paraula en A* si des de la configuracio qow podem aconseguir una configuracio de la forma
w1 QW Sense passar per una configuracio de rebuig (_, q,.,_) . Direm que rebutja w € A* si
des de la configuracié qyw podem aconseguir una configuracio de la forma w g, ws.

Veiem ara la definicié de llenguatges decidibles i semi-decidibles o reconeixibles per una
maquina de Turing.
DEFINICIO 2.11. Donat L C A* direm que la maquina de Turing M :
Decideix L si
- Accepta totes les paraules en L.
- Rebutja totes les paraules en A* — L.
Reconeix (o semi-decideix) L si
- Accepta totes les paraules en L.

- No accepta totes les paraules en A* — L.
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Cal emfatitzar que no acceptar no és el mateix que rebutjar. Diem que una maquina rebutja
una paraula w si des de la configuracié qow podem aconseguir una configuracio de la forma
w1 @, Wy, mentre que diem que una maquina no accepta una paraula w si en cap moment arriba
a una configuracio de la forma wiq,ws . No acceptar pot implicar o bé que la cadena siga
rebutjada o bé que la maquina no acabe sobre aquesta.

Aixi acabem de veure que una maquina de Turing decideix un llenguatge L si accepta tota
paraula en L i rebutja tota paraula que no esta en L. D’altra banda direm que una maquina de
Turing reconeix L si aquesta accepta tota paraula en L i rebutja o no acaba sobre tota paraula
que no esta en L.

NOTA 2.3. Si M decideix L, aleshores M reconeix L.
Veiem ara un exemple d’una maquina de Turing que decideix el llenguatge Palindroms.
EXEMPLE 2.5. (Palindroms). Siga I’alfabet A = {0,1}, siga I' = {0, 1,0} i siga M la

Maquina de Turing representada a la Figura 2.4, M decideix el llenguatge dels palindroms o
L =A{ww" | w e A*} on, si w = (w;)icn, aleshores w" = (Wp_i_1)ien-

O—-0,R

FIGURA 2.4. Maquina de Turing que decideix L.

Expliquem qué fa aquesta maquina

(1) Quan introduim una cadena w € I', la maquina comeng¢a comprovant quin és el
primer caracter. Si aquest és [, accepta la cadena (paraula buida).

(2) Si el primer caracter és 0, la maquina el canvia per U i desplaca el capg¢al cap a la
dreta fins trobar el final de la cadena (marcat per 11). En aquest moment el capgal re-
trocedeix una posicio cap a l’esquerra i comprova l’iltim caracter. Si és 1, la maquina
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rebutja la cadena (estat q,.). Si és 0, el canvia per O (per a indicar que ja ha compro-
vat aquest caracter) i el capcal es desplaga cap a l’esquerra fins trobar un altre [J. A
continuacio, el capgal es mou una posicio cap a la dreta i torna al pas (1).

(3) Si el primer caracter és 1, el procés és similar al descrit en el pas (2), pero invertint
el paper de 0 i 1 en les comprovacions.

3. Problemes decidibles i semidecidibles

Comencarem aquesta seccio definint els conceptes de decidibilitat i semi-decidibilitat, 1
explorarem la seua relacié amb les maquines de Turing. Presentarem exemples concrets de
llenguatges tant decidibles com semi-decidibles i examinarem casos especifics de llenguatges
semi-decidibles que, tot i ser reconeixibles per una maquina de Turing, no s6n decidibles. Per
concloure, demostrarem resultats importants que posen de manifest I’existencia de llenguatges
que no sén semi-decidibles.

Recordem que un llenguatge és decidible si una maquina de Turing pot acceptar totes
les paraules en el llenguatge i rebutjar les que no ho estan. En canvi, un llenguatge és semi-
decidible si una maquina de Turing pot acceptar totes les paraules en el llenguatge, pero pot no
acabar d’executar-se per a les que no hi pertanyen. Introduim les definicions formals d’aquests
conceptes:

NOTA 2.4. (Llenguatges decidibles i semi-decidibles). Siga A un alfabet, L C A* un
llenguatge i M una maquina de Turing. Siga w € L, els diferents comportaments que pot
tindre M sobre w son:

Accepta
M(w) = < Rebutja
No acaba

Diguem que

e M decideix L si M accepta tota paraula w en L i M rebutja tot w ¢ L. Aixi direm

que un llenguatge L és decidible si existeix M, una maquina de Turing, que decideix
L.

o M semi-decideix (reconeix) L si M accepta tota paraula w en L i M no accepta
tot w ¢ L. Per tant direm que un llenguatge L és semi-decidible si existeix M una
maquina de Turing que semi-decideix L.

NOTA 2.5. Siga A un alfabet, les paraules d’ A sempre es poden codificar en un llenguat-
ge binari. Per tant, podem pensar que les maquines de Turing que treballem rebran sempre
entrades en binari. Tot i que, en certes ocasions, el problema ens permetra elegir I’ alfabet que
millor codifique el problema.

Veiem ara un exemple de llenguatge decidible presentant una maquina de Turing que el
decideix.

EXEMPLE 2.6. Siga A = {a,b,c,d}. L = L((a + ¢)*) és un llenguatge decidible. Per
a veure que ago és cert sols ens fara falta presentar una maquina de Turing que decideix el
llenguatge. Agafem com a alfabet de cinta I" = {a, b, c,d,1}
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FIGURA 2.5. Maquina de Turing que decideix L.

Expliquem que fa aquesta maquina quan li introduim una cadena w € I':
(1) La maquina comenga en [’estat inicial qq i escaneja el primer simbol de la cinta.

(2) Si el simbol escanejat és U, significa que ha arribat al final de I’entrada. En aquest
punt, la maquina s’atura i accepta la cadena (arriba a un estat q,). Si el simbol
escanejat és b o d, la maquina es desplaca a un estat de rebuig q,, indicant que la
cadena no pertany al llenguatge L. Si el simbol escanejat és a o ¢, la maquina el
deixa tal com esta i mou el capcal cap a la dreta per a continuar llegint [’entrada
repetint aquest procediment fins que s’arribe a un estat q, 0 q,.

Ara anem a codificar les paraules d’ A com a paraules en 2 = {0, 1}. Definim f : A —
2* tal que f(a) =00, f(b) = 01, f(c) = 10, f(d) = 11. Per la propietat universal existeix un
linic homomorfisme de monoides f* : A* — 2* tal que f* oiny = f. Notem que reconéixer L
és equivalent a reconéixer f*[L] C 2*.

Una vegada vista la definici6 formal, definirem alguns llenguatges que demostrarem que

s6n decidibles, com sén els llenguatges SUMA, MULT i AFND.

DEFINICIO 2.12. (SUMA) Siga l'alfabet A = {a, b, c}

SUMA = {a"b™c" € A* | n,m,k € N\n+m =k}

TEOREMA 2.2. SUMA és un llenguatge decidible, és a dir, existeix M una maquina de
Turing tal que

_ | accepta siw € SUMA
M(w) = { rebutia  si w ¢ SUMA

DEMOSTRACIO. Per a demostrar aquest enunciat presentem una maquina de Turing M que
decideix el llenguatge. Agafem com a alfabet de cinta I' = {a, b, ¢,[J, 2}. Podem comprovar
que la segiient maquina de Turing decideix el llenguatge SUMA.
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FIGURA 2.6. Maquina de Turing que decideix llenguatge SUMA.

Expliquem quin €s el procediment que segueix aquesta maquina per a decidir si w €
SUMA:

(1) La maquina comenga en 1’estat inicial gy, amb el capcal situat sobre el primer simbol
de la cadena w. Si aquest simbol és una a o una b, el substitueix per una = (per marcar
que ha sigut processat), i desplaca el capgal una posici6 a la dreta, passant a ’estat ¢, .
Si el simbol és ¢, la maquina es desplaga a I’estat ¢, (rebutja la cadena), ja que una c
no pot apareixer sense haver marcat abans una a o una b. Si el simbol és [, la maquina
arriba a I’estat d’acceptaci6 ¢, ja que aco indicaria que la cadena és buida i, per tant,
compleix la condicié n + m = k.

(2) En l’estat ¢;, la maquina es mou cap a la dreta. Si el simbol actual és una = (és a
dir, un simbol ja processat), una a o una b, la maquina no modifica el simbol i mou el
capcal a la dreta mantenint I’estat ¢;. Si el simbol és [] mentre es troba en I’estat ¢, la
maquina rebutja la cadena, ja que aixo indica que no hi ha prou c per a correspondre
amb els a i b de la cadena. Quan el simbol €s un ¢, la maquina el canvia per una x (per
marcar-lo com processat) i passa a I’estat gs.

(3) En l'estat ¢, el capcal es mou cap a I’esquerra fins a tornar al principi de la cadena.
Quan troba el simbol blanc (L), la maquina mou el capcal una posicié a la dreta i
canvia a I’estat gy, preparant-se per comengar un nou cicle de processament tornant al
pas (1). U

DEFINICIO 2.13. (MULT) Siga l’alfabet A = {a,b, c}

MULT = {a"b"c" € A* |n,m,k €N, nm =k}.
TEOREMA 2.3. MULT és un llenguatge decidible.

DEMOSTRACIO. Construim una maquina que decideix el llenguatge seguint aquest proce-
diment:

(1) Marquem la primera lletra.
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(2) Movem el capcal a la dreta fins a trobar la primera b i la marquem. A continuacio
movem el capcal a la dreta fins a trobar la primera c i la marquem.

(3) Movem el capgal a I’esquerra fins a trobar la primera b no marcada i la marquem.
A continuacié movem el capcal a la dreta fins a trobar la primera ¢ no marcada i la
marquem. Repetim aquest pas fins que no queden més b.

(4) Desmarquem les b. Tornem a la primera a no marcada, la marquem i repetim tot el
procés des del pas (2).

Aquest procediment permet decidir el llenguatge MULT. U
NOTA 2.6. Tot automat determinista A = (Q, A, 4§, qo, F') es pot codificar com una pa-
raula en un llenguatge generat per lalfabet I' = AUQU{“{”, “}”, “”, “(”, “) "} que afegeix

a lalfabet A els estats en Q i els signes auxiliars d’obrir i tancar claudators, coma i obrir i
tancar paréntesi. Denotem per (A) a la codificacié d’ A com a paraula en I'alfabet T

Veiem un exemple de codificacié d’un automat A.

EXEMPLE 2.7. L’automat representat en la Figura es pot codificar també com se-
gueix:

<"4> = ({a’7 b}’ {QOa q1, q2}7 {(q07 a, ql)’ (qU7 bv QO);
(@1, 0,42), (@2, @, q2), (@2, @, G2), (G2, b, G0) }, 90, {g2})

a

sStart 4’% @
a

a

FIGURA 2.7. Automat determinista.

DEFINICIO 2.14. Si A = (Q, A,0,qo, F) és un automat finit no determinista i ' un
alfabet capag de codificar I’automat A, definim el segiient llenguatge:

AFND = {(A)w € T'* | A no deterministai w € L(A)}.

Es a dir, AFND conté totes les paraules de la forma codificacié d’un automat finit no
determinista juntament amb una paraula que reconeix A.

TEOREMA 2.4. AFND és decidible.

DEMOSTRACIO. Construim una maquina de Turing M que decideix el llenguatge AFND:
Siga o € T'*, el primer que fa M és verificar si « = (A)w .

- En cas negatiu, rebutgem.
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- En cas afirmatiu, és a dir, si « = (A)w, simulem el comportament d’.4 sobre w. Si
la simulaci6 arriba a un estat d’acceptacio per a la paraula w, la maquina de Turing
acceptara la cadena. En cas contrari, la cadena sera rebutjada.

Notem aixi que M decideix AFND. O
Presentem ara un llenguatge semi-decidible perd que demostrarem que no és decidible:

DEFINICIO 2.15. (L) Siga T un alfabet suficientment complex per a codificar expres-
sions del tipus (M, w) on M és una maquina de Turing i w una paraula en binari codificant
una paraula en ’alfabet d’entrada per a M. Definim el llenguatge

Lyr = {(M,w) € I'" | M és maquina de Turing i M accepta w}.
El primer que farem €s demostrar que aquest €s un llenguatge semi-decidible.
TEOREMA 2.5. Ly és semi-decidible.
DEMOSTRACIO. Construim una maquina de Turing U que semi-decideix el llenguatge
E MT-
Siga o € I'*, el primer que fa i/ és verificar si « = (M, w) .
- En cas negatiu, rebutgem.
- En cas afirmatiu, és a dir, si @« = (M, w), simulem el comportament de M sobre w
- Si M accepta w, aleshores U accepta .
- Si M rebutja w, aleshores U rebutja «.
- Si M no finalitza sobre w, aleshores U/ no finalitza sobre c.
Notem aixi que U accepta « si, i només si, M accepta w. La maquina U/ semi-decideix
L MT- O
NOTA 2.7. La maquina de Turing U que hem construit en el teorema anterior s’anomena
maquina universal de Turing.

Veiem ara que el llenguatge £ ,,7 no és decidible.
TEOREMA 2.6. El llenguatge Ly no és decidible.

DEMOSTRACIO. Farem la demostracié per reduccié a I’absurd. Suposem que ho és, és a
dir, que existeix una maquina de Turing A tal que si a € L7 aleshores N accepta a, i si
a ¢ L7 aleshores N rebutja a.

Construim D una maquina de Turing tal que, donat « € T'*, comprove que o = (M) («
té la codificaci6é de maquina de Turing).

- En cas negatiu rebutgem .
- En cas positiu:

- D rebutja (M) si, i només si, N accepta (M, (M)). A més N accepta (M, (M))

si, 1 només si, M accepta la seua codificacid.
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- D accepta (M) si, i només si, N rebutja (M, (M)). A més N rebutja (M, (M))

si, i només si, M rebutja la seua codificacio.

Queda aixi definida la maquina de Turing D. Ens preguntem ara que fa D sobre la
codificaci6 (D):

- D rebutja (D) si, i només si, D accepta (D).
- D accepta (D) si, i només si, D rebutja (D).

Arribem a una contradiccié que ve de suposar que L7 és decidible. Per tant podem
concloure que £ ,;7 no és decidible. |

Aixi amb els dos ultims teoremes acabem de demostrar que £, és semi-decidible pero
no decidible.

En el que portem de secci6 hem definit que son els llenguatges decidibles i semi-decidibles,
hem presentat alguns exemples de llenguatges decidibles i hem vist un exemple d’un llenguatge
que €s semi-decidible pero no decidible. A continuacié veurem que hi han llenguatges que no
sOn ni tan sols semi-decidibles.

LEMA 2.1. Si un llenguatge L és semi-decidible i I'* — L també, aleshores L és decidible.

DEMOSTRACIO. Per a demostrar que el llenguatge L és decidible sols haurem de presentar
una maquina de Turing que el decideix.

Com que L és semi-decidible, hi ha una maquina de Turing M, tal que

Per a tota paraula w, w esta en L si, i només si, M accepta w.

Com que ['* — L és semi-decidible, hi ha una maquina de Turing M, tal que

Per a tota paraula w, w esta en ['* — L si, i només si, M, accepta w.

Podem construir ara una nova maquina de Turing M tal que, donada una paraula w, M3
simule de forma alterna per a cada pas ’accié d’ M sobre w i 1’acci6é d’ M, sobre w. Es a dir,
construim una maquina de Turing M3 que simula en paral-lel les maquines M i M.

Construim la maquina M3 tal que si M accepta w, aleshores M3 accepta w i si My
accepta w, aleshores M rebutja w. Com que w € L o w ¢ L, tenim garantit que M3 acabara
sobre w. Aixi M3 decideix el llenguatge L. O

Amb I’ajuda d’aquest lema demostrarem el segiient teorema.
TEOREMA 2.7. Hi han llenguatges que no sén semi-decidibles.
DEMOSTRACIO. Per a demostrar-ho presentarem un llenguatge que no és semi-decidible i

que per tant demostrara I’existencia de llenguatges que no s6n semi-decidibles.

En resultats anteriors hem vist que £, és semi-decidible i que £;7 no és decidible,
aleshores pel lema anterior podem concloure que el llenguatge ['* — £ ;7 no €s semi-decidible,
com voliem. O
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4. Maquines de Turing no deterministes

En aquesta secci6 introduirem les maquines de Turing no deterministes, que sén una
extensio de les maquines de Turing classiques. En aquest context, els processos computaci-
onals no estan restringits a una tnica seqiiencia d’operacions determinada, sind que aquestes
maquines permeten multiples transicions des d’una mateixa configuracid, cosa que ens permet
modelar el concepte de no determinisme. Aquestes ens serdn utils al final del segiient capitol.

DEFINICIO 2.16. (Maquina de Turing no determinista). Una maquina de Turing no de-
terminista és una 7-tupla

M = (A7 F7 Q7 57 40; qa; QT>
on:
A és un alfabet;

I' és un alfabet de cinta que conté A C T i un simbol especial [J € 1" anomenat final
de cinta;

Q és un conjunt d’estats;

40,90, Gr € Qiqo # qu # Q- SOn tres estats especials, d’inici, d’acceptacio i de rebuig,
respectivament;

0:9xT' — P(QxT x{L,R}) és la funcid de transicid.

Act la diferencia respecte a les Maquines de Turing és la funcio de transicié. En aquest
cas podem veure que el conjunt d’arribada és el conjunt de parts. Aco significa que des d’una
configuracio de la maquina podem passar a varies configuracions distintes.

Direm que una Maquina de Turing no determinista accepta una cadena si existeix un
cami que arriba a l’estat q,. De la mateixa forma direm que una Maquina de Turing no
determinista rebutja una cadena si existeix un cami que arriba a l’estat q,.

Veiem ara un teorema que presenta una relacié entre les maquines de Turing no determi-

nistes i les maquines de Turing deterministes.

TEOREMA 2.8. Tota maquina de Turing no determinista es pot simular per una maquina
de Turing determinista. Dit d’altra forma, cada maquina de Turing no determinista té una
magquina de Turing determinista equivalent.

DEMOSTRACIO. La prova d’aquest teorema la podem trobar a la Seccié 3.2 del llibre
[Sip13]. U
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CAPITOL 3

Complexitat

En aquest capitol tractarem conceptes clau de la teoria de la computacio 1 la complexi-
tat. Primer, explorarem la reduccié funcional, que permet relacionar la complexitat de dife-
rents llenguatges mitjangant funcions computables. A continuacid, introduirem la notacié O
per mesurar la complexitat temporal de les maquines de Turing, utilitzant exemples i teore-
mes per il-lustrar el concepte de dominancia asimptotica. Després estudiarem les classes de
complexitat P i NP, amb exemples de llenguatges i la seua relaci6. Finalment, abordarem
la NP — completesa, explicant les reduccions polinomials i la importancia dels llenguatges
NP — complets, i com aquests connecten les classes P i NP.

Aquest capitol proporciona les bases per comprendre i comparar la dificultat dels proble-
mes computacionals.

1. Reduccio funcional

En aquesta seccié explorarem el concepte de reduccié funcional, una eina fonamental
en teoria computacional que ens permet relacionar la complexitat de diferents problemes. Una
reduccié funcional d’un problema A a un problema B és una funcié computable que transforma
instancies del problema A en instancies del problema B, de forma que la soluci6 de la instancia
del problema B és també soluci6 del problema A original. Aixo ens permet transferir propietats
de decidibilitat 1 semi-decidibilitat d’un problema a un altre.

Comencarem definint formalment les funcions computables i les reduccions funcionals,
i després explorarem diversos resultats que mostren com aquestes reduccions ens poden aju-
dar a entendre millor la natura dels problemes computacionals. Finalment, il-lustrarem aquests
conceptes amb un exemple concret de reducci6 funcional entre dos llenguatges. Aquesta explo-
raci6 ens donara una visié de com es poden utilitzar les reduccions per a demostrar propietats
importants en diferents classes de problemes.

DEFINICIO 3.1. (Funci6é computable). Una funcié f : A* — A* és computable si
existeix una maquina de Turing M tal que, per a tot w en A*, si iniciem M amb w, aleshores
M es deté i el contingut final de la cinta és f(w).

DEFINICIO 3.2. (Reducci6 funcional). Siga A un alfabeti L, K C A* llenguatges. Direm
que L redueix a K si existeix f una funcié computable f : A* — A* tal que, per a tot w en
A*, es té que

w € L si, i només si, f(w) € K.

Denotarem aquest fet per L <; K.
El segiient teorema estableix una relacié important entre la reducci6 funcional 1 la deci-

dibilitat dels llenguatges.

TEOREMA 3.1. Si L <; K i K és decidible, aleshores L és decidible.
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DEMOSTRACIO. Com que L < I, aleshores existeix f : A* — A* una funcié compu-
table tal que, per a tot w en A*, es té que w esta en L si, i només si, f(w) esta en K.

Com que K €s decidible, existeix R, una maquina de Turing, tal que
| accepta siw € K
R(w) = { rebutja siw ¢ K
Definim S una maquina de Turing tal que S(w) = R(f(w)). Observem que

- S(w) accepta si, i només si, f(w) € K. Sabem que f(w) € K si, i només si,w € L .
Aleshores S accepta w si, i només si, w € L.

- S(w) rebutja si, i només si, f(w) ¢ K. Sabem que f(w) ¢ K si, i només si, w ¢ L
Aleshores S rebutja w si, i només si, w ¢ L.

Aixi veiem que la maquina de Turing S decideix L. Es a dir, L és decidible. U

COROL-LARI 3.1. Si L <y K i L és indecidible, aleshores K és indecidible.

El segiient teorema estableix una relacié important entre la reduccié funcional i la semi-
decidibilitat dels llenguatges.

TEOREMA 3.2. Si L <; K i K és semi-decidible, aleshores L és semi-decidible.
DEMOSTRACIO. Analoga a la demostracié del teorema anterior. U

COROL-LARI3.2. Si L <; K i L no és semi-decidible, aleshores K no és semi-decidible

La reduccié funcional ens pot servir per a demostrar propietats sobre un llenguatge. Ja
hem vist als corol-laris anteriors que, si tenim dos llenguatges L 1 K tals que L <; K i L és
indecidible, aleshores K €s indecidible (analeg per a L no reconeixible).

Veiem ara una proposicié que relaciona la reduccié funcional amb la complementarietat
dels llenguatges.

PROPOSICIO 3.1. Si L <; K, aleshores A* — L <; A* — K.

DEMOSTRACIO. Si L <; K, aleshores existeix una funcié computable f : A* — A*
tal que, per a tot w en A*, es té que w esta en L si, i només si, f(w) estaen K. Aixi, siga
wen A* — L, tenim que w estaen A* — L si, i només si, w no estaen L. Per la definicié
de reducci6 funcional tenim que w no esta en L si, i només si, f(w) no esta en K. Finalment
podem observar que f(w) no esta en K si, i només si, f(w) estaen A* — K.

Acabem de demostrar que w € A* — L si, i només si, f(w) € A* — K, que és just la
definici6 de A* — L <; A* — K. O

Veiem ara un exemple en el que presentarem dos llenguatges i demostrarem que un redu-
eix funcionalment a I’altre.

EXEMPLE 3.1. (Exemple de reduccid) Considerem els segiients llenguatges

ALLarp = {(D) | D ésunAFD tal que L(D) = A*}.
Equrp = {(D1,Ds) | Dy, Dy s6n AFDs tal que L(D;) = L(Ds)}.
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Es a dir, ALL spp conté les codificacions d’automats finits deterministes que reconeixen
totes les paraules en A*, mentre que Eqapp conté les codificacions de parelles d’automats
finits deterministes que reconeixen els mateixos llenguatges.

Ara anem a reduir ALL srp a Eqarp.

Considerem el segiient automat finit determinista (Figura i notem que L(A) = A*.

start — :Da, Ya € A

FIGURA 3.1. Automat A.

Considerem f la segiient aplicacié computable:

fioTr — T
(D, Ay siw = (D), D automat finit determinista;
w
A altre cas.

Una vegada definida la funcio f anem a demostrar les dues implicacions de I’ afirmacio
w € ALL opp si, i només si, f(w) € Eqarp.

Sigaw € ALLspp. Per la definicié del llenguatge ALL opp tenim que w = (D), amb D
un automat finit determinista i L(D) = A*. En aquest cas f(w) = (D, A). Aixi tindrem que A
és un automat finit determinista, D és un automat finit determinista i L(D) = A* = L(A). Per
tant, per la definicié del llenguatge, f(w) € Eqapp, demostrant aixi que, si w € ALLapp,
aleshores f(w) € Eqapp.

Siga ara f(w) € Eqapp, aleshores f(w) = (D1, Dy) amb Dy, Dy dos automats finits
deterministes i L(D;) = L(Ds). L’tinica opcid per a que ago passe és que w = (D) i Dy = A.
Aixi tindrem que L(D,) = L(Dy) = L(A) = A*. Per tant w € ALL spp, demostrant aixi que
si f(w) € Eqarp, aleshores w € ALL ypp.

Acabem de demostrar les dues implicacions, w € ALL opp si, i només si, f(w) € Eqarp
i per tant que

ALLsrp <5 Eqarp.

2. Dominancia asimptotica, notacié O

En aquesta secci6 treballarem amb llenguatges decidibles i ens enfocarem en la mesura
de la complexitat en funci6 de la longitud de les cadenes d’entrada.

Comencarem definint formalment la complexitat temporal d’'una maquina de Turing que
decideix un llenguatge donat. A continuaci6 introduirem el concepte de dominancia asimptotica,
que ens permetra establir relacions d’ordre entre funcions en termes del seu creixement. Mitjangant
exemples concrets, il-lustrarem com utilitzar la notacié O per analitzar la complexitat de fun-
cions. Presentarem també diversos resultats que demostren propietats importants de la do-
minancia asimptotica. Finalment explorarem algunes de les relacions de dominancia asimptotica
més rellevants en I’ambit de la complexitat computacional.
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Aquest estudi proporcionara una base solida per comprendre com es poden utilitzar les
tecniques de complexitat per avaluar I’eficiencia dels algorismes i prendre decisions sobre qui-
nes solucions son més practiques per a problemes computacionals especifics.

DEFINICIO 3.3. Siga L un llenguatge sobre un alfabet d’entrada T (L C T*) i M una
maquina de Turing que decideix el llenguatge L, és a dir

accepta siw € L

Sigaw €17, M(w) { rebutjia  siw ¢ L

Com M sempre para amb qualsevol entrada, té sentit definir I’aplicacio T (w), que ens
indica el nombre de passos que necessita fer M per a finalitzar amb [’entrada w.
Tyy: I — N
w — Ty(w)

Podem pensar en una aplicacid que done informacié sobre T, (w) tenint en compte la
longitud de w. Presentem diferents opcions:

e L’aplicacio que agafa el millor temps d’entre totes les paraules d’una mateixa longi-

tfud: _
w: N — N
n +—— min{Ty(w) € N||w|=n}

e L’aplicacioé que agafa el pitjor temps, o temps més alt, d’entre totes les paraules d’una
mateixa longitud:
™: N — N
n +—— max{Tyu(w) € N||w| =n}

e L’aplicacio que ens retorna el temps promedi que tarda M en finalitzar sobre les
paraules de longitud n. Aquesta aplicacio sols té sentit quan |U'| és finit.
pro- +

> Tm(w)

wel™*, Jw|=n

g

n

Diferents maquines poden decidir el mateix llenguatge. El temps promedi de cadascu-
na pot servir per comparar-les. Si podem elegir, preferirem sempre maquines de Turing que
tinguen menor temps promedi.

A continuacié explicarem com comparar aplicacions de naturals en els reals positius
mitjangant la dominancia asimptotica.

DEFINICIO 3.4. (Dominancia asimptotica). Si tenim les aplicacions f : N — R* |
g : N — R*, direm que g domina asiptomaticament a f si existeixen ng € Nic € R de
forma que, per a tot natural n > ny, tenim que f(n) < c¢- g(n). En aquest cas escriurem

fe€0(g).

Presentem ara alguns exemples molt simples del que acabem de definir.

EXEMPLE 3.2. n € O(n+5)jaquen < c-(n+>5)peratotn > nyambc=1,ng= 1.
A la mateixa vegadan + 5 € O(n) ja que, agafant c = 2,ny = 5, tenim que n + 5 < 2n per a
totn > 5.
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EXEMPLE 3.3. sin(n) € O(1).

Sabem que sin(n) < 1, per a tot n € N, aleshores tindrem que sin(n)+1 < 2, per a tot n €
N. Aixi podem agafar ny = 1, c = 2 i es compleix la definicio.

En la teoria de la complexitat, és important entendre com es comporten les funcions de
complexitat quan es combinen. El segiient lema ens proporciona una propietat util sobre la
suma de dues funcions en termes de dominancia asimptotica.

LEMA 3.1. Si f; € O(g) i fo € O(g), aleshores f, + f2 € O(g).

DEMOSTRACIO. Suposem que f1, fo € O(g), és a dir,
Com f; € O(g), existeixen ¢; > 0in; € Ntals que fi(n) < ¢ - g(n), peratotn > n;.
Com f, € O(g), existeixen c; > 01iny € Ntals que fo(n) < cp - g(n), peratot n > ns.
Agafem ¢ = ¢; + 2 i ng = max{ny,ny}. Aixisi n > ng, aleshores sera cert que n >
ni 1n > ny. Per tant

Fu(n) + foln) < 1g(n) + ea9(n) = (&1 + 2)g(n) = ¢ g(n) peratotn > ng
ambny € Nice RT. O

Veiem ara alguns exemples de dominancia asimptotica que es poden demostrar facilment
emprant el lema anterior.
EXEMPLE 3.4. 3n® +n € O(n?).
Pel lema anterior, seria suficient veure que 3n* € O(n?*) in € O(n?)
- 3n? € O(n?) ja que 3n* < 3 -n? per a totn > 1. Hem agafat c = 3,ny = 1.
- n € O(n?) ja que n < n? peratotn > 1. Hem agafat c = 1,ny = 1.

Presentem ara una serie de lemes que demostren algunes de les relacions de dominancia
asimptotica més rellevants, incloent-hi el producte per un escalar, la transitivitat, I’ordenacio de
logaritmes, la dominancia de les funcions exponencials sobre les polinomials i altres resultats
fonamentals.

LEMA 3.2. Si f € O(g) i A € RT, aleshores A\ € O(g).

DEMOSTRACIO. Com que f € O(g), per definici6 sabem que existeix ¢ > 0ing € N
tals que f(n) < c¢- g(n) peratotn > ng. Com que A € R* tindrem que A\c € R i

Af(n) < Ac-g(n), peratotn > ny.
Com voliem demostrar. O

Abans de continuar, definirem una aplicacié polinomial de grau d, que ens permetra
descriure funcions amb un comportament especific.

DEFINICIO 3.5. Una aplicacié f : N — R™ es diu polinomial de grau d si es compleix
que f(n) = ag+ ain +ayn?®+...agn® amb ay # 0id = §(f) el grau de f.

Ara presentem un lema que estableix la relacié entre una funcié polinomial de grau d i la
seua dominancia asimptotica.
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LEMA 3.3. Si f és polinomial de grau d, aleshores f € O(n?).
DEMOSTRACIO. Conseqiiencia del Lema 3.1. d
Veiem ara un exemple d’un cas de dominancia asimptotica que no es dona.

EXEMPLE 3.5. n ¢ O(1).

Es facil de demostrar per reduccié a ’absurde. Suposem que n € O(1), aleshores
existeixen ¢ > 0ing € Ntal que n < c peratotn > ng. Sigan := max{c,no} + 1, tindrem
que c + 1 < n < carribant aixi a una clara contradiccio.

Ara explorarem com funciona la transitivitat en el context de la dominancia asimptotica
entre funcions.

LEMA 3.4. (Transitivitat). Si f € O(g) i g € O(h), aleshores f € O(h).

DEMOSTRACIO. Suposem que f € O(g)ig € O(h), aleshores

Com f € O(g), existeixen ¢; > 0iny € Ntals que f(n) < ¢ - g(n), peratotn > n;.
Com g € O(h), existeixen c; > 01iny € Ntals que g(n) < ¢ - h(n), per atot n > ns.

Agafem ng := max{nj,ns} i ¢ = ¢; - ¢, aleshores

f(n)<eci-g(n)<cy-cy-h(n)=c-h(n),peratotn > ng.
Com voliem demostrar. U
Veiem ara com es comporta la dominancia asimptotica respecte al producte.
LEMA 3.5. (Producte). Si f1 € O(g1) i fo € O(ge), aleshores f1 - fo € O(g1 - go).

DEMOSTRACIO. Si f1 € O(g1) 1 f2 € O(ga), aleshores

Com f; € O(g1), existeixen ¢; > 0in; € Ntalsque fi(n) <c¢;-g1(n), peratotn > n;.
Com f5 € O(ga), existeixen c; > 01ing € Ntals que fo(n) < co - g2(n), per atot n > na.

Agafem ng := max{ni,ns} i ¢ = ¢ - ¢y, aleshores

fi(n) - fa(n) < c191(n) - cage(n) = c- gi(n) - g2(n), per atot n > ny.

Com voliem demostrar. U
Veiem ara com es comporten els logaritmes en termes de dominancia asimptotica.
LEMA 3.6. (Ordre dels logaritmes) Si a,b > 1, aleshores log,(n) € O(logy(n)) .

LEMA 3.7. (Exponencial domina a lineal) n € O(2"). Amb aco veiem que an+b € O(c?)
amb c > 2 peratota,b e R.

LEMA 3.8. (Lineal domina a logaritmica) log(n) € O(n).

TEOREMA 3.3. (Exponencial domina a polinomial) Siga d € N, n¢ € O(2").
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k
DEMOSTRACIO. Primer que tot demostrarem que (%) < (2”/73)’“, peratot k € N.

Sabem que % < 2"/P_ per tant

() =G) () =ememme

En particular si k£ = p, per a tot n > p tindrem que Z—; < 2P,

Per tant n? < 2"pP, per a tot n > p. Aleshores n? € O(2").

g

Veiem ara un diagrama (Figura [3.2) en el que podem veure algunes de les dominancies

asimptotiques que acabem de demostrar.

FIGURA 3.2. Diagrama de dominancia asimptotica.

3. Classes Pi NP

En aquesta seccié explorarem les classes de complexitat P i NP, que soén conjunts de

llenguatges amb certes propietats en termes del seu temps de computacid. Aquestes classes

son fonamentals en la teoria de la complexitat computacional, ja que permeten categoritzar

problemes segons la facilitat o dificultat per a ser resolts o verificats per maquines de Turing.

Introduirem exemples de llenguatges pertanyents a aquestes classes 1 discutirem la relaci6 entre

elles.

Considerarem a partir d’ara un alfabet A fixe que sera capag de codificar tots els proble-

mes que plantegem durant aquesta seccid.

DEFINICIO 3.6. (Time(T(n))). SiT : N — R, definim

M maquina de Turing que decideix L }

Time(T(n)) = {L cA™ | i té temps d’execucio de 'ordre O(T'(n))
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Veiem ara la definici6 de la classe de llenguatges P

DEFINICIO 3.7. (Llenguatges polinomials P). Definim el conjunt de llenguatges (sobre
A) polinomials, denotat per P, com

P = U Time(n")

Es a dir, P conté tots aquells llenguatges que sén decidibles en temps polinomial.

Veiem ara un exemple de llenguatge que demostrarem que esta en P, és a dir, que és
decidible en temps polinomial.

DEFINICIO 3.8. (PATH). Definim el llenguatge

PATI — {<g, v,w) | G és un graf dirigit, v, w vertexs de G }

I existeix un cami de v en w

Es a dir, PATH conté la codificacié de la terna (G,v,w) on G és un graf dirigit, v i w
son dos vertexs en G i existeix un cami en G que va de v a w.

TEOREMA 3.4. PATH € P.

DEMOSTRACIO. Utilitzem 1’algorisme Breadth First Search (BFS).

1 # Donat G, v, w

2 visitats ={v}

3 cua=|[v]

4 while not cua.buida ()

5 x:=cua.desencuar ()

6 if x=w {return true}

7 for each arista x-y en el graf G
8 if y no esta en visitats

9 cua.encuar (y)

10 visitats:=visitats + {y}
11 return false

Explicaci6 de 1’algorisme:

(1) Inicialitzacié: S’inicialitza una llista de booleans, visitats, que guarda I’estat de cada
node del graf. En un principi, tots els nodes estan marcats com a no visitats. A més,
s’inicialitza una cua, que s’utilitzara per realitzar el recorregut BFS.

(2) Inicialitzacié del node inicial: S’estableix que el node inicial v esta visitat i s’encua a
la cua.

(3) Bucle principal: Mentre la cua no estiga buida, es procedeix amb la segiient iteracio.

(4) Desencuar un node: En cada iteracid, s’extreu el primer element de la cua i es guarda
comazx.

(5) Comprovaci6 de destinacié: Es comprova si = w. Si ho és, significa que s ha trobat
un cami entre els nodes v i w, 1 per tant, es retorna vertader.
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(6) Exploracié dels veins: Per a cada vei de x, si el vei no ha estat visitat anteriorment, es
marca com a visitat i s’encua a la cua.

(7) Finalitzacid: Si es recorre tot el graf i no es troba cap cami entre els nodes v 1 w, es
retorna fals, indicant que no existeix un cami entre aquests dos nodes.

En resum, 1’algorisme BFS funciona explorant el graf des del node inicial v de manera
sistematica 1 ampliant-se gradualment als nodes veins. Aixo es fa mitjangant 1’as d’una cua per

gestionar els nodes que s han de visitar. Si es troba el node desti w, es retorna vertader, si no,
es retorna fals.

En total el cost d’aquest algorisme és O(n?) (és a dir, ordre polinomial). Per tant tindrem
que PATH € Time(n®) € P. O

Veiem ara altre llenguatge que esta també en P.

DEFINICIO 3.9. (RELPRIME). Definim el segiient llenguatge:
RELPRIME = {(n,m) | mcd(n,m) =1}

Aixi RELPRIME conté la codificacio de parells de nombres naturals que son coprimers.

TEOREMA 3.5. RELPRIME € P.

DEMOSTRACIO. Per a demostrar aquest teorema emprarem 1’algorisme d’Euclides per a
calcular el maxim comu divisor.
function gcd(n,m)
if m=0
return n
else

return gcd(m, n mod m) %n mod m es el residu de la divisio de n/m

Es pot veure facilment que si d divideix a n i a m, aleshores també divideix a n i a
n mod m i viceversa. Faltaria comprovar que aquest algorisme té complexitat polinomial.

En calcular el maxim comt divisor entre n i m o med(n, m), pot passar el segiient:
- Sin < m, tindrem que med(m,n) = med(m,n mod m).
- Si n = m, tindrem que mcd(m, n) = med(m, 0) = m.
- Sin > m, tindrem dos casos.

- El cas en que 5 > m. En aquest cas tindrem n mod m < m < Z.

n
2
n

- El cas en que 3

< m. En aquest cas tindLemn mod m <n—m <n— 3 = 2.

En resum, tenim que, quan calculem el mcd(n, m), aquest es transforma en med(m, n')
sent n’ = nmodm < % i d’igual forma aquest dltim es transformara en mcd(n’,m’) amb
m' =mmodn’' < % . Aixi els nombres es van fent cada vegada més xicotets, reduint-se a la

meitat o fins i tot més.

El temps d’execucio d’aquest algorisme és O(logan + logam) i sabem, per resultats ante-
riors, que O(logan +logam) C O(n). Per tant podem dir que, com a molt, el temps d’execucid
d’aquest algorisme sera polinomial. O
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Introduim ara la definici6 de cami Hamiltonia, que necessitarem per a definir un altre
llenguatge.

DEFINICIO 3.10. (Cami Hamiltonia). En un graf dirigit G, un cami hamiltonia és un
cami dirigit que passa per tots els vertes de G exactament una vegada.
Veiem ara un exemple simple.

EXEMPLE 3.6. Siga el segiient graf dirigit, marquem en color roig el que podria ser un
cami Hamiltonia.

<X

FIGURA 3.3. Exemple de cami Hamiltonia.

Veiem ara la definici6 del llenguatge HAMPATH.

DEFINICIO 3.11. (HAMPATH). Definim el segiient llenguatge:
G és un graf dirigit i }

HAMPATH = v, w o . ey
(G, v,w) | existeix un cami Hamiltonia que va de v a w
Es a dir, HAMPATH conté la codificacié de la terna (G, v, w), on G és un graf dirigit, v
i w son vertexs en G i existeix un cami Hamiltonia en G que comenca en v i acaba en w.

NOTA 3.1. D’aquest llenguatge el que podem dir és que es pot decidir en temps exponen-
cial (aquesta afirmacio esta justificada amb més deteniment a la Seccio 7.3 del llibre [Sip13]])
perd no sabem si es pot decidir en temps polinomial. Es a dir, no podem dir si HAMPATH
esta o no en P. En canvi el que st que podem fer és comprovar en temps polinomial si un cami
concret d’un graf és Hamiltonia.

Veiem ara la definici6 de verificador, el que ens permetra comprovar o verificar en temps
polinomial un llenguatge, concepte que ja hem avangat a la Nota 3.1.

DEFINICIO 3.12. (Verificador). Un verificador per a un llenguatge L C A* és una
magquina de Turing V tal que

L ={w| existeix c € A" tal que V({w,c)) = accepta}

Es a dir; direm que una maquina de Turing V és un verificador per al llenguatge L si per
a tota paraula w € L existeix ¢ € A* tal que V((w, c)) arriba a un estat d’acceptacio. Per a
unw € L, la paraula c per la que V((w, ¢)) accepta, s’anomena el certificat de w.

Medim el temps d’execucio d’un verificador en funcio del tamany de w ignorant el certifi-
cat. Aixi un verificador té temps d’execucio polinomial si el seu temps d’execucio és polinomial.
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Direm que un llenguatge L. C A* és polinomialment verificable si té un verificador en temps
polinomial.

Una vegada definits aquests conceptes podem definir el segiient conjunt de llenguatges.

DEFINICIO 3.13. (NP) Definim la classe NP
NP = {L C A* | L polinomialment verificable}
Es a dir, NP conté tots aquells llenguatges que sén verificables en temps polinomial. Es
a dir; aquells llenguatges que es poden acceptar si ens donen un certificat concret.
Veiem ara un teorema que demostra que el llenguatge HAMPATH és polinomialment
verificable.

TEOREMA 3.6. HAMPATH € NP.

DEMOSTRACIO. Si existeix un cami Hamiltonia en un graf dirigit G que va de v a w,
podem passar-lo llistat com a certificat. Construirem la maquina de Turing V com segueix:

Per a ’entrada ((G, v, w), (x1,...x,))
- Comprovem primer que x; = v 1 que ,, = w.
- Comprovem que no hi ha elements repetits en la llista.
- Comprovem que tots els elements de la llista estan en G i que son adjacents.
- Finalment comprovem que tots els elements de G estan en la llista.
Si totes aquestes condicions es compleixen, aleshores acceptem. Al contrari, rebutgem.

Per tant HAMPATH és un llenguatge polinomialment verificable. U
Relacionem ara P 1 NP.

PROPOSICIO 3.2. Si un llenguatge esta en P, aleshores també esta en NP. Es a dir,
P C NP.

DEMOSTRACIO. Suposem L € P, és a dir, tenim una maquina de Turing M que decideix
L en temps polinomial. Construim un verificador polinomial per a L com segueix: V(w, \)
ignora la paraula buida (el verificador) i simula M(w). Notem que V té el mateix temps
d’execucié que M. Aixi el verificador €s de temps polinomial i verifica el llenguatge L, per
tant podem dir que L esta en NP. U

NOTA 3.2. La classe P inclou llenguatges que poden ser decidits per una maquina de
Turing en temps polinomial, mentre que la classe NP inclou aquells llenguatges que poden ser
verificats en temps polinomial per una maquina de Turing. La relacio P C NP ens indica que
qualsevol llenguatge que es pot decidir en temps polinomial també es pot verificar en temps
polinomial.

Per a finalitzar la secci6é veurem altre exemple de llenguatge en NP.
33



DEFINICIO 3.14. En un graf no dirigit, una clique és un subgraf tal que, per a tot parell
de vertexs en la clique, hi ha una aresta entre ells.

Veiem un exemple del que acabem de definir.

EXEMPLE 3.7. En verd indiquem la clique.

FIGURA 3.4. Exemple de clique.

Definim el llenguatge CLIQUE, que després demostrarem que esta en la classe NP.

DEFINICIO 3.15. (CLIQUE). Definim el segiient llenguatge

CLIQUE = {(Q, k) | G és un graf no dirigit que admet }

una clique de tamany k € N

Es a dir, CLIQUE conté la codificacié de tots aquells parells (G, k) on G és un graf no
dirigit i k és el tamany d’una clique en G.

TEOREMA 3.7. CLIQUE € NP.
DEMOSTRACIO. El certificat pot ser una llista contenint tots els vertexs de la clique. Cons-
truim el verificador V com segueix:

Amb 'entrada ((G, k), (x1, ... x,)) caldra comprovar:
- Que la llista x4, ...z, és una llista de vertexs en G.
- Dos a dos, els vertexs x1, . .. x,, son adjacents en G.
- Lallista té k elements.

Si totes aquestes condicions es compleixen, aleshores acceptem. Al contrari, rebutgem.

Per tant CLIQUE és un llenguatge polinomialment verificable. U

4. NP-completesa

En aquesta dltima secci6 introduirem el concepte de reduccié polinomial entre llenguat-
ges 1 explorarem com aquesta es relaciona amb la reduccié funcional, ja definida al princi-
pi d’aquest capitol. Després d’haver definit les reduccions polinomials, presentarem la no-
ci6 de llenguatge NP — complet. Explorarem alguns resultats clau que ens ajudaran a en-
tendre millor les relacions entre les classes P i NP a través de la reduccié polinomial i la
NP — completesa. Provar que un llenguatge és NP — complet pot ser un procés complex,
pero una vegada identificat un llenguatge NP — complet, podem utilitzar-lo com a punt de
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referencia per a demostrar la NP — completesa d’altres llenguatges. Finalment, presentarem
un teorema que estableix la connexi6 entre els llenguatges en la classe NP i les maquines de
Turing no deterministes, demostrant que un llenguatge és a NP si, i només si, existeix una
maquina de Turing no determinista que decideix aquest llenguatge en temps polinomial.

NOTA 3.3. Per a comencgar recordarem la definicio de reduccio funcional presentada
en seccions anteriors: Siguen L i K dos llenguatges sobre un mateix alfabet, direm que L
redueix funcionalment a K, i ho denotarem per L <; K si existeix f : A* — A* una funcio
computable tal que, per a tot w en A*, w esta en L si, i només si, f(w) esta en K.

DEFINICIO 3.16. (Computable en temps polinomial). Siga f : A* — A*, direm que f
és computable en temps polinomial si existeix M, una maquina de Turing que sempre acaba,
té temps d’execucio polinomial i a més es compleix que, per a tot w en A*, M(w) finalitza amb
la paraula f(w) escrita a la cinta.

DEFINICIO 3.17. (Reducci6 polinomial). Donats dos llenguatges L, K C A*, direm que
L redueix polinomialment a K, i escriurem L <, K, si existeix f : A* — A* computable en
temps polinomial, tal que, per a tot w en A*, w esta en L si, i només si, f(w) esta en K. Esa
dir, si per a tot w € A*,
w € L si, i només si, f(w) € K.

NOTA 3.4. Notem que si L <, K, aleshores L <; K.

NoTA 3.5. Si L <, K'i K és decidible, aleshores L és decidible.
A continuacié presentarem un teorema important relacionat amb la reduccié polinomial
i la classe de problemes que es poden resoldre en temps polinomial.
TEOREMA 3.8. Si L <, Ki K € P, aleshores L € P.
DEMOSTRACIO. Suposem que L <, K. Aix0 significa que existeix una funcié f : A* —
A* computable en temps polinomial tal que, per atot w € A*, w € L si, i només si, f(w) € K.

Sabem que K € P, és a dir, existeix una maquina de Turing M que decideix K en temps
polinomial. Formalment,

| accepta siw e K
M(w) = { rebutja siw ¢ K

Construirem una maquina de Turing M’ que decidisca L en temps polinomial. La
maquina M’ funciona de la segiient manera:

Per a una entrada w € A*:

(1) Calcula f(w) en temps polinomial O(n*).

(2) Utilitza M per decidir si f(w) € K en temps polinomial O(n").

La maquina M’ accepta w si, i només si, M (f(w)) accepta. Aixo es compleix si, i només
si, f(w) € K, i per definici6 de f, aix0 es compleix si, i només si, w € L.

El temps total de computacié de M’ és la composicié de dos polinomis, que també és
un polinomi. Aixi, M’ funciona en temps O(n*"), que és un temps polinomial. Per tant, hem
construit una maquina de Turing M’ que decideix L en temps polinomial, i aixi, L € P. [
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Veiem ara la definici6 de NP — completesa que €s un cas encara més fort de llenguat-
ges en NP.

DEFINICIO 3.18. (NP — complet). Direm que un llenguatge K C A* és NP — complet
si es compleix aquestes dues condicions:

(1) K € NP.

(2) peratot L C A*, si L € NP, aleshores L <,, K (L redueix polinomialment a K).

Si K satisfa (2), diem també que K és NP-dificil.

Demostrarem ara un teorema que afirma que, si podem trobar un llenguatge que siga
NP — complet i també estiga en la classe P, aleshores haurem demostrat que P = NP.

TEOREMA 3.9. §Si K C A* és NP — complet i K € P, aleshores P = NP.

DEMOSTRACIO. Veiem les dues inclusions per a demostrar la igualtat:
C) JaI’hem vist a la seccid anterior.
D) Siga L € NP, com que K és NP — complet, tindrem per definicié que L <, K.
Tenim per tant que L <, K 1 K € P, aleshores pel Teorema 3.8, tindrem que L € P. U

Aci podem observar que la importancia dels llenguatges NP — complets esta en el fet
que, si trobarem un algorisme en temps polinomial per decidir qualsevol d’ells, aixo implicaria
que tots els problemes en NP podrien ser decidits en temps polinomial, és a dir, P = NP.

Presentem una tdltima proposicié abans del teorema amb el que finalitzarem el capitol.

PROPOSICIO 3.3. Siguen dos llenguatges L, K C A* tals que
1) L és NP — complet.

2) L <, K.

3) K és NP.

Aleshores K és NP — complet.

DEMOSTRACIO. Per hipotesi tenim que K és NP. Quedara per demostrar la segona con-
dicié que fa que un llenguatge siga NP — complet. Haurem de demostrar que, per a tot
llenguatge J C A* que esta en la classe NP, es compleix que J <, K.

Suposem per tant que tenim un llenguatge J C A* que esta en la classe NP. Com que L
és NP — complet tindrem que J <, L, i per hipotesi tenim que L <, K.

Com J <, L, per definici6 de reduccié polinomial tenim que existeix g : A* — A* una
funci6é computable en temps polinomial tal que, una paraula w esta en J si, i només si, g(w)
esta en L. D’igual forma, com que L <, K, per definicié de reduccié polinomial, tenim que
existeix f : A* — A* computable en temps polinomial, tal que g(w) esta en L si, i només si,
f(g(w)) estaen K.

Siagafem fog : A* — A* (computable en temps polinomial per ser composicié de dues
funcions computables en temps polinomial), tindrem que una paraula w esta en J si, i només
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si, (f o g)(w) esta en K, demostrant aixi J <, K. Per tant es compleix la segona condici6 i
podem dir que K és un llenguatge NP — complet. U

Finalment, anem a veure un teorema que ens permetra demostrar, d’una forma alternativa
a la que ja hem vist, que un llenguatge esta en la classe NP.

TEOREMA 3.10. Un llenguatge L C A* esta en NP si, i sols si, existeix una maquina de
Turing no determinista N que decideix L en temps polinomial.

DEMOSTRACIO. Per a demostrar I’equivaléncia demostrarem les dues implicacions.

Suposem que L € NP, €s a dir, suposem que existeix ) un verificador polinomial per a
L. Suposem que, per a una entrada w amb longitud n, V acaba en n* passos. Construim una
maquina de Turing A que decideix L en temps polinomial com segueix. Siga w € L, aleshores

- Elegim no deterministicament un certificat ¢ de com a maxim tamany n*.
- Simulem V(w, ¢).

Suposem que existeix una maquina de Turing no determinista A/ que decideix L en temps
polinomial. Agafarem com a certificat c el cami que condueix desde I’inici fins a la configuracié
en la que esta I’estat ¢,. Construim el verificador V com segueix:

- Simulem M (w). En cada transici6 elegim 1’opci6 indicada pel certificat c.

- Si s’arriba a q,, acceptar. Si no, rebutjar. U

COROL-LARI 3.3. Si L € NP, aleshores L és un llenguatge decidible per una maquina
de Turing determinista.

DEMOSTRACIO. Conseqiiencia directa del Teorema 2.8 i del Teorema 3.10. U
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CAPITOL 4

Teorema de Cook-Levin

En aquest capitol explorarem un dels resultats fonamentals de la teoria de la complexitat
computacional: el Teorema de Cook-Levin, que ens diu que un problema de la logica pro-
posicional, el de la satisfacibilitat booleana, és NP — complet. Comeng¢arem amb una breu
introducci6 a la logica proposicional. A continuacié enunciarem i demostrarem el Teorema de
Cook-Levin i per a finalitzar el capitol veurem alguns resultats que sén conseqii¢ncia directa
d’aquest teorema.

1. Introduccié a la logica proposicional

En aquesta secci6 farem una breu introduccié a la logica proposicional, que és fonamental
per a comprendre el tema central d’aquest capitol. Presentarem els conceptes basics de les A-
algebres, que inclouen les operacions de negacid, conjuncié i disjuncié. A més, definirem les
valoracions, que son aplicacions que assignen valors de veritat a les variables proposicionals.
També explorarem les propietats de les A-algebres lliures i com aquestes es poden utilitzar per
a modelar la logica proposicional. Per a redactar aquesta seccio hem fet servir el llibre [FerO4].

NOTA 4.1. Considerem el conjunt de simbols d’operacié A = {—,\,V} on :

— és un simbol d’operacio unaria anomenat negacio.

A és un simbol d’operacié binaria anomenat conjuncio.

V és un simbol d’operacié binaria anomenat disjuncio.

DEFINICIO 4.1. (A-algebra). Una A-algebra és una tupla (A, —, A\, V) on:
A és un conjunt.
- : A — A és linterpretacio de la negacio com a operacio unaria en A.
N: A X A— Aésinterpretacio de la conjuncio com a operacid binaria en A.
V:Ax A— Aésinterpretacio de la disjuncio com a operacié binaria en A.
Escriurem A per a referir-nos a la tupla (A, -, \,V) quan 'interpretacio de les opera-

cions estiga clara.

DEFINICIO 4.2. Siguen A = (A,—,A,V)iB = (B,—,A,V) dues A-algebres. Un A-
homomorfisme d’A a B és una aplicacio f : A — B que satisfa:

f(ma) =—f(a),  fland)=fla)Af(d),  flavd)=fla)V [f(d).

Escriurem f : A — B per a denotar els A-homomorfismes.
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EXEMPLE 4.1. Exemple d’'una A-algebra.

2 =(2,,A,V)on2=/{0,1} i les interpretacions de les operacions venen donades per

011 A0 1 VIo|1
% 0 0 0 1

5 o7 711
TAULA 4.1. Negacio. TAULA 4.2. Conjuncié. TAULA 4.3. Disjuncié.

Veiem ara la definicié de A-algebra lliure.

DEFINICIO 4.3. (A-algebra lliure). Siga V un conjunt els elements del qual anomenarem
variables i que suposarem disjunt de A. Les paraules sobre el conjunt VUA, és a dir, (VUA)*,
té estructura de A-algebra, amb la segiient interpretacio de les operacions.

- (VUA — (VUA)
P — AP

AN WUAYx (VUAY — (VUA)"

(P, Q) — PAAAQ
V: WUAx (VUA)* — (VUA)*
(P,Q) — PAVAQ

Anomenem A-algebra lliure generada per V a la A-subalgebra de (V U A)* generada
per V. A aquesta la denotarem per T A (V) i per Ta(V) al conjunt subjacent.

NOTA 4.2. Notem que un element R de T (V) sols pot ser d’una de les segiients 4 formes
(diferents dos a dos):

R = x, per a una variable x de V.

R = =P, per a un tinic terme P de TA(V).

R = P A Q, per a uns tinics termes P,Q de TA(V).
R = PV Q, per a uns tinics termes P,Q de Ta(V).

Veiem ara un exemple del que acabem de definir.

EXEMPLE 4.2. Siga V = {z,y,z}. Aleshores Ta(V) conté per exemple als termes
z (@A (=2) V((7y) A), e Ay, =y, 2V y.

Una de les propietats més importants de les A-algebres lliures és la seua propietat uni-
versal, que permet extendre qualsevol aplicaci6é definida sobre }V a un homomorfisme de A-
algebres de manera Unica. A continuacid, presentem el teorema que estableix aquesta propietat
d’existencia i unicitat de I’homomorfisme.

TEOREMA 4.1. (Propietat universal de la A-algebra lliure). Siga V un conjunt de varia-
bles i considerem la A-algebra lliure sobre V, Ta(V). Siga A = (A, -, A\, V) una A-algebra, i
siga f : V — Auna aplicacid. Aleshores existeix un tinic A-homomorfisme f* : Ta(V) — A
satisfent que f# oiny = f, oniny : V — Ta(V) és la insercié canonica de generadors que
envia una variable x de V a la paraula de longitud 1 que sols té la lletra x.
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DEMOSTRACIO. Definim f# per recursié com segueix:
f#( ) = f(x), on x es una variable de V.
J#(-P) = ﬂf#( ) pera P € Ta(V).
fH(PAQ) = f#(P) A f#(Q), peratot terme PiQ de Ta(V).
fH(PV Q)= f#(P)Vv f#(Q), peratot terme PiQ de Ta(V).

Es facil comprovar que f# és I’'unic A-homomorfisme que satisfa f# o iny = f. ]

En I’estudi de les A-algebres, les valoracions son eines que permeten avaluar expressions
dins d’aquestes estructures. Una valoracié assigna a cada variable un valor en el conjunt {0, 1}.
A continuaci6, presentem formalment la definicié de valoracio.

DEFINICIO 4.4. (Valoracions). Siga V un conjunt de variables. Una valoracié (la de
I’exemple 4.1) és una aplicacio del tipus v : V — 2. Com 2 = (2,—, A\, V) té estructura de
A-algebra, sabem que tota valoracid indueix un A-homomorfisme v : Ta(V) — 2.

EXEMPLE 4.3. (Continuacid de I’exemple anterior) Siga V = {x,y, z}. Considerem la
segiient valoracio:
v:y —2

r+—0
y+—0
21

Aquesta valoracié determina de forma tnica una valoracié sobre les formules x (x N
(=2))V (((my) Nz),x ANy, —y,x VY, com segueix
- v#(z) = 0.
- v ( A (=2)) V ((my) A x)

) =v* (2 A (=2)) Vor((-y) A )
#(2) A= (2))V(—v# (y) Av# (x)) = (0A=1)V(=0A0) = 0AOVIAD = 0VO = 0.

(
= (0

ot (@ A y) = v
(
(

) Aot (y) =0A0=0.
() = ~oF(g) =0 = 1.
- v (zVy) =vF(z) Vo (y) =0V 0 =0

DEFINICIO 4.5. Siga V un conjunt de variables i siga P una férmula en Ta(V). Direm
que

(1) P és una tautologia si, per a tota valoracié v : V — 2, es té que v* (P) = 1.
(2) P és una contradiccio si, per a tota valoracio v : V — 2, es té que v#(P) =0.

(3) P és contingent si existeix una valoracié v : V — 2 tal que v*(P) = 1 i existeix
w:V — 2 tal que w* (P) = 0.

(4) P és satisfactible si existeix una valoracié v : V — 2 tal que v¥ (P) = 1.

EXEMPLE 4.4. Veiem a continuacio alguns exemples del que acabem de definir

- A\ —x és una contradiccio.
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- x V —x és una tautologia.

- (x N y) V z és satisfactible per a la valoracié de I’Exemple 4.3. A més la segiient
valoracio la fa falsa
w:Y —2

x+—1
yr—0
z+——0

Per tant (x N\ y) V z és també contingent.

2. Teorema de Cook-Levin

En aquesta seccio, ens centrarem en el Teorema de Cook-Levin, que estableix que el pro-
blema de la satisfacibilitat booleana (SAT) és NP — complet, i per tant, és un dels problemes
més dificils dins de la classe NP. Comencarem definint el llenguatge SAT i veurem que aquest
llenguatge és decidible. A continuacid, enunciarem i demostrarem el Teorema de Cook-Levin.

A la secci6 anterior hem vist que una férmula logica és satisfactible si podem trobar una

assignacio de variables a valors boleans que fan vertadera la formula. Definim ara el llenguatge
SAT.

DEFINICIO 4.6. (SAT). El llenguatge SAT es defineix aixi:
SAT = {{p) | ¢ és un formula satisfactible }

Es a dir, SAT conté la codificacié d’aquelles formules que sén satisfactibles.
PROPOSICIO 4.1. El llenguatge SAT és decidible.

DEMOSTRACIO. La decidibilitat del problema SAT es demostra veient que es pot construir
un algorisme per determinar si una férmula booleana determinada es pot fer vertadera assignant
valors a les seues variables. Aquest algorisme explora sistematicament totes les assignacions
possibles de valors booleans a les variables mitjangant una cerca exhaustiva.

Veiem com actauria la maquina de Turing M sobre una férmula d’entrada ¢:

(1) Enumerem totes les possibles assignacions de valors vertader/fals a les variables de la
formula .

(2) Avaluem la férmula: Per a cada assignacié de valors a les variables, s’avalua la
féormula booleana.

(3) Acceptacio/Rebuig: Si alguna assignacio fa que la formula siga veritat, acceptem (la
formula €s satisfactible); si cap assignacio ho fa, rebutgem (la férmula no és satisfac-
tible).

Aquest procés €s finit, ja que el nombre de variables en la formula ¢ és finit, i per tant, el
nombre de possibles assignacions també ho €s. La maquina de Turing que implementa aquest
algorisme sempre acabara en un temps finit, demostrant aixi que SAT és decidible. U

NOTA 4.3. Notem que ’algorisme que hem donat en la demostracio de la Proposicio 4.1
és exponencial, ja que per a una férmula ¢ amb n variables, cal fer 2™ comprovacions.
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Enunciem i demostrem ara el teorema de Cook-Levin, que ens diu que el problema de la
satisfacibilitat booleana és NP — complet.

TEOREMA 4.2. (Cook-Levin). SAT és un llenguatge NP — complet.

DEMOSTRACIO. Per a veure que SAT és un llenguatge NP — complet hem de veure que
compleix la definici6. La demostracid es divideix en dues parts: primer, veurem que SAT esta

en NP, i segon, demostrarem que qualsevol llenguatge en NP pot reduir-se polinomialment a
SAT, és adir, si L C A*i L € NP, aleshores L <, SAT.

Comencarem demostrant SAT € NP. Veiem que SAT és polinomialment verificable.
Volem veure que que existeix un verificador V tal que (p) € SAT si, i només si, existeix
ctalque V({p),c) = accepta. En aquest cas, el certificat sera la llista de variables en la
féormula que han de ser vertaderes per a que la féormula siga vertadera. Construim V({¢), ¢)
com segueix.

- El certificat ¢ ha de ser una llista de variables [z, xo, . . ., ;] (si no, rebutjar).

- Evaluar la férmula ¢ donant-li valor vertader a les variables que estan en la llista i
valor fals a la resta de variables.

- Si la férmula t€ valor vertader, acceptar. Si no, rebutjar.

Aixi demostrem que existeix un verificador V tal que (p) € SAT si, i només si, existeix un
certificat ¢ tal que V({), c) = accepta i, per tant, que SAT és polinomialment verificable.

Anem a demostrar ara que SAT és NP-dificil, és a dir, si tenim L un llenguatge en NP,
aleshores L <, SAT.

Suposem L € NP, és a dir, pel Teorema 3.10 existeix N una maquina de Turing no
determinista que decideix L en temps polinomial. Suposarem que, donada una cadena w € A*,
amb |w| = n, la maquina N acaba la seua execuci6 en un temps maxim de |w|¥ = n* passos.
Notem que una cadena w € A* és acceptada per la maquina N si existeix una seqiiéncia de
configuracions ayg, o, as, . . . o, amb m < nF tal que oy és la configuracié inicial (oy = gow),
o, esta en un estat final i, per a tot ¢ € m, hi ha una transicié de o; a ;4.

Anem a voler transformar una cadena w € A* en una férmula ¢ que siga satisfactible si,
i sols si, existeix una seqiiéncia de configuracions de la maquina A que accepta la cadena w.
Dit d’altra forma, volem trobar una funcié f computable en temps polinomial tal que w esta
en L (o el que és el mateix, N accepta w) si, i només si, f(w) = ¢ esta en el llenguatge SAT
(L <, SAT). Busquem aquesta f.

Una taula d’execuci6 €s una matriu de tamany n* x n* en la que en cada fila tenim una
configuraci6 de la maquina
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o | W1 | W2 | W3 | Wy | W5 | We

FHoH 3| | | H

| H HF I FH | | | | H*

TAULA 4.4. Taula d’execucio.

En aquesta taula tindrem variables de la forma Y;;, que representen el fet que en la fila ¢,
columna 7, es troba en la taula el simbol s:

- 1 < i < n* indica un nimero de fila.
-1<5< nF indica un ndmero de columna.
- sésunsimbolen C' =T'U QU {#}.

Construirem ara una formula ¢ que sera diferent segons la cadena w que li introduim a
la maquina N i que dependra de les configuracions que segueix la maquina quan li introduim
aquesta paraula. Vejam-ho:

Y = Peell A Pstart A Paccept A Pmove-

Expliquem ara cadascuna de les components d’aquesta féormula:

e La component ¢..; garanteix que la taula estiga construida correctament.

Peell = /\ /\ (\/ Xijs) A (/\ /\ (mXijs) V (7Xijt))-

i=1..nk j=1..nk seC seC s#teC

Aquesta férmula esta dividida en dues parts. La primera part, /\ AN (V xi js)
i=1..nk j=1..nk s€C
assegura que en cada casella de la taula hi ha almenys un simbol s € C, és a dir, que

la taula estiga emplenada correctament. La segona part, ( A A (—xijs) V (—Xajt))s
seC s#teC
garanteix que en cada casella de la taula hi ha exactament un simbol s € C.

Aixi, .y ens diu que la posicié (7, j) de la taula conté algun simbol s € C'i a més
ens diu que aquest €s Unic, és a dir, hi ha un i només un simbol en cada casella.

e La férmula ¢+ correspon a la primera fila de la taula, que és justament la configu-
racio inicial de la maquina AV quan li introduim la cadena w.

Ostart = X11# N\ X12¢0 /N X121 A X1dws N+ A X1(nd2)wn N A Xink#-

® Vuccept €5 Una formula que ens diu que, en alguna casella de la taula, hi ha un estat

d’acceptacio.
Paccept = \/ \/ Xijqa -

i=1..nk j=1..nk
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e La férmula ¢,,,.. indica que, en la construccié de la taula d’execucid, cada fila repre-
senta una configuracio de la maquina de Turing, i cada transicio de fila a fila correspon
al moviment de la maquina en el seu procés d’execucid, utilitzant una configuraci6 de
la maquina. Aix0 implica que la transicié d’una fila a la segiient sempre es realitza
utilitzant una configuracié de la maquina.

La finestra de dos files i tres columnes

Pmove = /\ /\ centrada en (7, j) correspon a una
i=1..nk j=1..nk transicié possible de la maquina N/

Aixi, donada una paraula w € A* hem construit una férmula ¢ = f(w) i, a més, es compleix
que w € L si, i només si, f(w) € SAT. La funcié f que transforma la paraula en una férmula
logica és computable en temps polinomial (ja que la férmula ¢ que hem construit abans és
conjuncio de formules de tamany polinomial).

Tindrem per tant que L <, SAT. Ol

La demostraci6 anterior ens fa veure com de complicades poden arribar a ser les formules
logiques, que fins i tot, tenen capacitat de codificar les configuracions i passos d’una maquina
de Turing.

COROL-LARI 4.1. Si demostrarem que SAT € P, aleshores P = NP.

Aix0 significa que si poguérem resoldre SAT en temps polinomial, podriem resoldre
qualsevol problema en NP en temps polinomial, implicant aco que P = NP.

3. Altres resultats

En aquesta seccié explorarem altres llenguatges i veurem com podem aplicar el Teo-
rema de Cook-Levin per a demostrar que aquests llenguatges sén també NP — complets.
Comencarem definint alguns conceptes importants com els literals, les clausules, i les férmules
en forma normal conjuntiva (FNC) i en 3FNC. Després, introduirem els llenguatges 3SAT i
CLIQUE, i demostrarem que 3SAT es pot reduir polinomialment a CLIQUE. A partir d’a-
questa reduccié provarem que 3SAT és NP — complet i, finalment, que CLIQUE també és
NP — complet. Aquestes demostracions ens permetran entendre millor la interrelaci6 en-
tre diferents problemes NP — complets i la importancia de les reduccions polinomials en la
teoria de la complexitat computacional.

DEFINICIO 4.7. Presentem una serie de definicions prévies
e Un literal és una variable booleana afirmada o negada.
Ex: x,—x.
e Una clausula és una disjuncio de literals.
Ex:xV—yV z.
e Una formula esta en forma normal conjuntiva (FNC) si és una conjuncio de clausules.
Ex: (xV—-yVz)A(zV-z)A(yV-z).

e Una formula esta en 3FNC si esta en FNC i a més totes les clausules tenen exactament
tres literals.
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Ex: (xVyVy A(zV-azVy A(yV-zVz)estaen 3FENC.

DEFINICIO 4.8. (3SAT). Definim el llenguatge 3SAT com:

3SAT = {{(p) | ¢ és un formula en 3FNC satisfactible }

Es a dir, 3SAT conté la codificacié de totes aquelles férmules en 3FNC que son satisfac-
tibles.

NOTA 4.4. Podem veure que 3SAT C SAT.
NOTA 4.5. Recordem la definicio del llenguatge CLIQUE introduida en la Definicio 3.15

CLIQUE = {(g) k) | G és un graf no dirigit que admet }

una clique de tamany k € N

Veiem ara un teorema que relaciona els llenguatges 3SAT i CLIQUE.

TEOREMA 4.3. 3SAT <, CLIQUE.

DEMOSTRACIO. Per definicié volem trobar una funcié f : A* — A* que siga computable
en temps polinomial tal que () esta en 3SAT si, i només si, f({¢)) = (G, k) estaen CLIQUE.

Construim I’aplicacié f com segiieix:

- Si ¢ no esta en 3FNC, definim f(p) = (:,2), on ”:”és un graf de dos vertexs sense
cap connexid. Tindrem que () no esta en 3SAT i f(()) no esta en CLIQUE.

- Si tenim una férmula ¢ que esta en 3FNC, la férmula és la conjuncié de k clausules
de tres literals cadascuna.

©=(ar Vb Vecr)A(aaVbyVe) Ao Alag Vb V)

Anem a construir un graf de 3k vertexs i ens interessara la pregunta de si té 0 no una
k—clique. EI graf que construirem tindra un vertex per cada literal (3k vertexs en
total). Tots els vertexs del graf estaran conectats entre ells per una arista, excepte que
es done algun d’aquests dos casos:

(1) Siels vertexs pertanyen a la mateixa terna, €s a dir, venen de la mateixa clausula
(a;,b; 1 cj no estaran conectats entre si).

(2) Si els dos vertexs pertanyen a literals oposats (afirmacid i negacié d’una mateixa
variable).

Aquest és un exemple de graf que vindria de la formula ¢ = (z1 V 21 V x2) A (021 V
T vV _|l'2) A (_L’L‘l V i) V .CUQ) .
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FIGURA 4.1. Exemple de graf per a k = 3.

Amb aquesta construccié vejam ara que () esta en 3SAT si, i només si, f({p)) = (G, k)
esta en CLIQUE.

Suposem que () esta en 3SAT, és a dir, ¢ és una formula en 3FNC satisfactible. Consi-
derarem una assignacié de variables a valors booleans que fa vertadera la férmula. Notem que
si

e=1(a1 Vb Ver)AlagVbyVe) N A(ag Vb Vcy),
en cada clausula ha d’haver almenys un literal que tinga valor vertader. Quan fem f({y)),
aquests k vertexs aniran conectats entre si ja que pertanyen a clausules distintes i no correspo-

nen a literals oposats. Per tant notem que el nostre graf tindra una k-clique. Acabem de veure
que si () esta en 3SAT, aleshores f({¢)) = (G, k) esta en CLIQUE.

Suposem ara que el graf t€ una k-clique. Els vertexs de la k-clique corresponen a ternes
distintes. Podem elegir una assignacio de variables que li otorgue valor vertader als literals de la
clique (notem que no pot haver una contradiccid, és a dir, no pot ser que x 1 —x estiguen els dos
en la clique). A les variables que no apareguen en la clique se’ls pot assignar qualsevol valor.
Aquesta assignaci6 de variables fa vertadera a ¢. Acabem de demostrar que si f({y)) = (G, k)
esta en CLIQUE, aleshores (p) esta en 3SAT.

Per tant hem reduit en temps polinomial 3SAT a CLIQUE. U
NOTA 4.6. Després de demostrar el teorema anterior, podem concloure que si tinguérem

un algorisme per a resoldre CLIQUE en temps polinomial, podriem resoldre 3SAT en temps
polinomial.

Presentem ara un corol-lari del teorema de Cook-Levin que ens dona informacio sobre el
llenguatge 3SAT.
COROL-LARI 4.2. 3SAT és NP — complet.

DEMOSTRACIO. Ja sabem que 3SAT C SAT. Veiem ara la reducci6 de SAT a 3SAT:

Tota formula logica és equivalent a la seua forma normal disjuntiva (z1 V 25 V - -+ V x,)
i tota disjuncid és equivalent a una férmula en 3FNC,

(x1VayVa) A(-a VagVag) A(—agVasVaz) A A(map1 Ve, V).

Aixi SAT = 3SAT i pel teorema de Cook-Levin sabem que SAT és NP — complet,
per tant podem concloure que 3SAT és NP — complet. O
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COROL-LARI 4.3. CLIQUE és NP — complet.
DEMOSTRACIO. Hem vist que 3SAT <, CLIQUE € NP i acabem de veure en el co-

rol-lari anterior que 3SAT és NP — complet, aleshores queda demostrat que CLIQUE és
NP — complet . Il
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Conclusions

En aquest treball hem realitzat un recorregut a través de conceptes basics 1 essencials
de la teoria de la computaci6 i1 la complexitat computacional amb 1’objectiu final d’entendre
I’enunciat i la demostraci6 del teorema de Cook-Levin i la seua importancia en aquest ambit.
Hem comencgat amb una introducci6 a les definicions basiques i propietats del monoide lliure,
seguit d’un analisi dels models de computacid classics, entre els que trobem els automats finits
i les maquines de Turing. Hem estudiat els conceptes de decidibilitat i semi-decidibilitat i hem
vist exemples de llenguatges decidibles, semi-decidibles i no reconeixibles per maquines de
Turing. Hem entrat també en el mon de la complexitat computacional 1 hem estudiat conceptes
clau com la reducci6 funcional, la dominancia asimptotica i les classes de complexitat P i NP.
Tot ago fins a arribar a introduir la nocié de NP — completesa, una classe de problemes que
son els més dificils dins de la classe NP. Aquest concepte ha permés identificar i classificar
problemes de gran complexitat i ha donat lloc a una millor comprensié de la relacié entre les
classes P i NP.

El teorema de Cook-Levin estableix que un problema de la logica proposicional, el pro-
blema de la satisfacibilitat booleana (SAT), és NP — complet. Aco significa que SAT és
un problema en NP i que qualsevol altre problema en NP es pot reduir a SAT en temps po-
linomial. Aquest resultat té implicacions importants per a la teoria de la computacid, ja que
ens diu que si poguérem trobar un algorisme per resoldre SAT en temps polinomial, podriem
resoldre qualsevol problema en NP en temps polinomial, implicant aco que P = NP. Aixi, la
qiiesti6 de si P = NP continua sent un dels problemes més importants i oberts en la teoria de
la computacio.

En conclusid, en aquest treball no sols hem conseguit entendre el teorema de Cook-Levin,
sind que hem fet un breu recorregut sobre alguns aspectes basics de la teoria de la computacié
1 complexitat computacional i hem vist la rellevancia d’aquest teorema en el mén de la com-
putacié. A més, hem vist com podem aplicar les reduccions polinomials per a demostrar la
NP — completesa d’altres problemes. Ac¢od ens permet explorar la naturalesa de la dificultat
computacional 1 continuar avancant en la investigaci6 de solucions eficients per a problemes
complexos.
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