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Introduccio

En larticle [3], Gaschiitz va provar que donat un grup finit A-generat G i un nom-
bre primer p, existeixen una extensié G* i un epimorfisme de grups ¢: G¥ — @
de manera que el seu nucli és un grup p-elemental abelia. A més, aquesta extensio
és universal sobre tots els grups amb aquestes mateixes caracteristiques. En aquest
treball, tractarem de generalitzar aquest resultat de dues formes.

En primer lloc, veurem que per a quasevol grup finit A-generat GG i qualsevol
nombre natural m, podem trobar una extensié G¥ i un epimorfisme d’aquesta
extensio en GG que tinga com a nucli un grup abelia d’exponent m. A més, aquesta
extensié també sera universal respecte als grups que tinguen un epimorfisme en G
amb nucli abelia d’exponent m.

En segon lloc, com en els casos anteriors haurem vist que 'extensié universal
G* es pot construir com el quocient F/R* on R = R'R™, F és el grup lliure
sobre A i R és un subgrup de F tal que F//R = G, veurem que ’extensié natural
G* = F/R/, que a diferéncia de les anteriors, és infinita (excepte si G és trivial),
també és universal sobre la resta d’extensions H de GG de forma que s’hi pot trobar
un epimorfisme ¢: H — G amb nucli abelia.

D’altra banda, Ballester-Bolinches, Cosme-Ll6pez i Esteban-Romero, presenten
en [1] la construccié d'un grup GA% basat en el graf de Cayley d’un grup finit
A-generat G i demostren que és isomorf a I'extensié universal de Gaschiitz GF.
En aquesta memoria, exposarem aquestes dues coses amb una mica més de detall.
Tot seguit, donat un nombre natural m, construirem de manera similar (també
basant-nos en el graf de Cayley) un grup G4*» i veurem que és isomorf a I’extensié
universal tipus Gaschiitz G* de qué parlavem préviament. Per tltim, tractarem
de fer una construccié semblant pero infinita que siga isomorfa a I'extensio G*.

Ara bé, abans d’entrar en matéria, parlarem de determinats conceptes que
necessitarem més endavant. Per comencar, definirem dues extensions del producte
directe: els productes semidirecte i el subdirecte, en ambdos casos, seguint el llibre
[2]. El producte semidirecte ens sera 1til a I'hora de construir grups basant-nos en el
graf de Cayley, mentre que el producte subdirecte servira per veure la relaci6 entre
I’extensié tipus Gaschiitz per a un natural m i les extensions per a les poténcies
de nombres primers de la descomposicié de m.



A continuacid, dedicarem una seccié a ’estudi dels grups abelians. Concreta-
ment, definirem el concepte de grup abelia lliure i utilitzarem les seues propietats
per provar el Teorema fonamental dels grups abelians finitament generats, que ne-
cessitarem per demostrar que 'extensio G* és isomorfa al grup que construirem
amb el graf de Cayley. Tots els resultats d’aquesta secci6 es poden trobar en [6] i
[4]. El darrer apartat del primer capitol el dedicarem a estudiar grups lliures, que
emprarem per provar ’existéncia de les extensions tipus Gaschiitz, i presentacions
de grups. En aquest cas, hem extret la informacié de nou de [6] i de [5].

Tot seguit, emprarem el segiient capitol per estudiar alguns conceptes de teoria
de grafs seguint [8] i [7], definir el graf de Cayley d’un grup A-generat G i veure’n
alguns exemples.

Finalment, al tercer i ultim capitol ens centrarem en provar el que hem exposat
inicialment: les diferents generalitzacions del teorema de l'extensié universal de
Gaschiitz i 'existéncia d’un isomorfisme entre cadascuna d’aquestes i els diferents
grups construits amb 1’ajuda del graf de Cayley.

vi



Capitol 1

Resultats previs

Abans de comencar, cal fer un apunt sobre la notacié: durant tota la memoria,
les aplicacions i la composicié I'escriurem per la dreta. Per exemple, (1) o ¢)(g) es
denotara com gp.

1.1 Producte semidirecte

En aquesta seccié estudiarem el producte semidirecte, que com veurem, és una
generalitzacié del producte directe. Comencarem introduint el concepte de grup
d’operadors per seguidament definir el que s’anomenen productes semidirectes in-
tern i extern. Finalment, veurem la relacié entre ells i justificarem perqué podem
dir que aquest concepte generalitza el de producte directe.

Definicié 1.1. Donats dos grups G i H, suposem que per a cada g € Gih e H
existeix un element ¢" € G definit de manera que

1. Taplicacié g — ¢" és un automorfisme de G,
2. g" = (¢")* peratotsge Gih ke H.

Aleshores, direm que H és un grup d’operadors per a G o simplement que G és un
H-grup.

Si tenim un homomorfisme o: H — Aut(G) de manera que I'element g" estiga
definit com ¢" := goy,! llavors direm que H és un grup d’operadors per a G via o.

Definicié 1.2. Siga X un grup amb subgrups G i H de manera que X = GH,
G <X iGN H = 1. Aleshores, es diu que X és el producte semidirecte (intern) de

'Notem que en aquest context, la notacié g" no representa necessariament la conjugacio. No
osbtant aix0, veurem que la notacié es correspon amb la conjugacié en el producte semidirecte
extern que definirem més endavant.
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G amb H. A més, amb I’accié6 de H sobre G per conjugacié, ¢" = h~'gh, és clar
que H és un grup d’operadors per a G.

Definicié 1.3. Siga H un grup d’operadors per a G. Si definim una operacid
binaria sobre el producte cartesia X = G x H com

(9. W) (g, W) = (g(g)", hl),

és facil comprovar que el conjunt X amb aquesta operacié forma un grup amb
element identitat (1, 1) i de manera que U'invers de (g, h) és ((g71)", h71). A X se
I'anomena producte semidirecte (extern) de G amb H via o (on 0: H — Aut(G)
determina ’acci6 de H sobre G) i ho denotarem com

X =[G]H (via o).
Quan lacci6 de H estiga clara pel context, escriurem simplement X = [G|H.

Observant les definicions, veiem que el producte semidirecte intern és una ma-
nera particular de construir un grup partint de dos subgrups, sent un d’ells normal,
mentre que el producte semidirecte extern és un producte cartesia juntament amb
una operaci6 concreta que depén de 'homomorfisme o. Malgrat tot, ambdues de-
finicions estan molt relacionades, com mostra la nota segiient.

Nota 1.4. De la definici6 es dedueix clarament que X = [G]H és el producte
semidirecte intern del subgrup G x 1 = G amb 1 x H H. A més, el calcul
segiient mostra que ’acci6 de H sobre GG es correspon amb la conjugacié en X per
I'element (1, h):

[raml

(g9, 1) = (1,h7") (g, 1)(1, h)
= (L,h™")(g,h) = (¢",1).

Per tant, no farem distincions formals entre els productes semidirectes intern i
extern: identificarem G x 1 amb G i 1 x H amb H i veurem la versi6 externa [G|H
com el producte semidirecte intern de G amb H.

Nota 1.5. Si 'accié de H sobre G ¢és trivial, és a dir, Ho = 1, aleshores [G|H =
G x H. Aixi, el producte directe és un cas especial del producte semidirecte.

Exemple: Donats dos grups G i H, el seu producte directe és tnic. En canvi, amb
el producte semidirecte no ocorre el mateix ja que aquest depén de I’homomorfisme
o: H — Aut(G) escollit. Per exemple, si considerem G = Z/3Z = {1,a,a*} i
H =7/27 = {1, b}, tenim dues possibilitats:

(a) Prendre oy 'homomorfisme trivial. En aquest cas, tenim que [G]H (via 01) =

G x H =~ 7,/67.

(b) Prendre o9 de manera que boy és 'automorfisme que intercanvia els elements
a ia® Aleshores, [G]H (via 9) = S3, on S3 és el grup simétric d’ordre 3.
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1.2 Producte subdirecte

Aquest apartat el dedicarem a definir el producte subdirecte de dos grups. Per fer-
ho, comencarem veient quan es diu que un subgrup és subdirecte per poder definir
tot seguit el producte subdirecte de manera constructiva. Finalment, observarem
que el producte directe es pot veure com un cas particular de producte subdirecte.

Definicié 1.6. Donat D = G X --- x G,, es diu que un subgrup U de D és
subdirecte si Um; = G; per a cada i =1,...,r, on m; és la i-éssima projeccio.

Lema 1.7. Donats Ny, ..., N, subgrups normals d’un grup G, Uaplicacio

p: G — GJ/Nyx---xG/N,
g = (gN17 7gN7‘)

és un homomorfisme de grups amb nucli (\;_; N; i @ més, Gu és subdirecte. En
particular, G/((;—, Ni) és isomorf a un subgrup subdirecte de G/Ny X --- x G/N;..

Demostracio. Clarament, p és un homomorfisme:

(99 )= (99'N1,...,99'N,) = (gN1,...,gN.)(¢' N1, ..., d'N,) = (gp) (g ).

A més, gu = (Ny,...,N,) si, i només si, g € N; per a tot i = 1,...,r,
amb la qual cosa, ker(p) = (,_, N;. D’altra banda, la projeccio m; de Gpu és
{gN; | g € G}= G/N;, amb la qual cosa, Gu és subdirecte, i pel teorema d’isomor-
fia, tenim 1'altima afirmaci6é de I’enunciat. O]

Teorema 1.8. Siguen G1,Gs i H grups i siguen ;: G; — H epimorfismes amb
K; =ker(e;) per ai=1,2. Anomenem D = G X G, Gi=G1x1iGy=1xGy
1 considerem

G ={(91.92) | gi € Gi, gie1 = a2}

Aleshores G €s subgrup de D 1 existeixzen 6;: G — G; epimorfismes tals que
i) ker(01) = GNGy = Ky, ker(dy) =GNG = K.

i) ker(0q) ker(dy) = Ky x K.

iii) GJ(Ky x Ky) = H.

Demostracio. Comencem veient que G és subgrup subdirecte de D, és a dir, do-
nades les projeccions m; : D — G; per a ¢ = 1,2, vegem que Gm; = G;.

Donat g, € Gy, g161 = h € H. Ara, com &5 és un epimorfisme, existeix g, € G
de forma que goes = h. Aixi, (g1,92) € G 1 (g1,92)m = g1, amb la qual cosa,
Gm; = (G i raonant de manera analoga, Gy = Gs.
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Llavors, si considerem ¢; com la restriccié de m; a G per a ¢ = 1, 2, obtenim dos
epimorfismes que satisfan:

ker(6;) = GNker(m) = GN Gy ={(1,92) | 262 = 1}
={(1,92) | g2 € Ko} =1 x K> = K,

ker(de) = GNker(m) = GNGy ={(g1,1) | 11 = 1}
:{(gl,]_) |91 GKl}:Kl X 1%[{1

A més, com (K; x 1)N(1 x K3) = 1, tenim que ker(d;) ker(d2) = K x Ky, amb
la qual cosa hem provat i) i i1).

Per ltim, per provar iii), considerem I’homomorfisme ¢: G — H x H donat
per ge = (gd1€1, gdaga) per a cada g € G. Notem que si g = (g1, g2) € G, aleshores
90181 = g161 = ¢2ga = gdaeq. Per tant, la imatge de € és {(h,h) | h € H} = H.
D’altra banda, el nucli de ¢ és K; x Ks ja que, si g = (g1, 92) € ker(e), llavors

1 = gé;e; = g;e;, amb la qual cosa, g; € K; per a cada i = 1,2. Aixi, pel teorema
d’isomorfia, G/(K; x Ky) = H. O

Definici6 1.9. El subgrup G de G; X G5 del teorema anterior s’anomena producte
subdirecte de GG1 i G5 amb grup factor amalgamat H.

Nota 1.10. El producte subdirecte de dos grups GG; i G5 amb grup factor amal-
gamat 1, és el producte directe dels dos grups.

1.3 Estudi dels grups abelians

1.3.1 Grup abelia lliure

Abans de comencgar, hem de tindre en compte que, com a norma general, quan
treballem amb grups abelians emprarem notacié additiva.

Definicié 1.11. Un grup abelia F' es diu abelia lliure si és isomorf a una su-
ma directa de grups ciclics infinits. Més concretament, existeix un subconjunt
A C F format per elements d’ordre infinit, anomenat base de F', de manera que
F=8,.4(a), ésadir, F=Z P, _,Z.

Teorema 1.12. Siguen F' un grup abelia lliure amb base A, G un grup abelia qual-
sevol i f: A — G una funcio qualsevol. Aleshores, existeix un inic homomorfisme
p: F'— G que extén f, és a dir, que fa commutatiu el diagrama

A—— F
Kf"
G

on ¢ és la inclusid. De fet, siu=">Y mga € F, aleshores up = > myaf.
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Demostracio. Si u € F, per la unicitat de 'expressié u = > mg,a tenim que la
funci6 ¢: F' — G definida com u — > mgaf esta ben definida. A més, ¢ és
clarament un homomorfisme i extén f. Per dltim, també tenim la unicitat perqué
si ¢ fora un altre homomorfisme que extenguera f, ay) = ayp per a tot a € A i dos
homomorfismes que coincideixen en un conjunt de generadors séon iguals. O

Teorema 1.13. Siguen Fy i F5 grups abelians lliures amb bases Ay i As, respec-
tivament. Aleshores, Fy = Fy si, i només si, |A] = |As|.

Demostracid. Suposem primer que |A;| = |Ay|. Aleshores, hi ha una bijeccio
f: Al — Ay C F5 i pel teorema anterior, existeix ¢: Fy — Fy amb ap = af per
a tot a € A;. De la mateixa manera, existeix ¢: Fy — F; amb by = bf ! per a
cada b € As. Ara bé, p1) i ¥ son identitats perqué ambdos fixen els elements de
la base corresponent. Aixi, ¢ és un isomorfisme i F; = F5.

Suposem ara que F} = Fy. Si p és un nombre primer, aleshores V' = F; /pF} és
un espai vectorial sobre Z/pZ. Comprovem que A; = {a + pF, | a € A} és una
base de V: és clar que A; genera V aixi que només hem de veure si és linealment
independent. Suposem que » m,(a + pFy) = 0 per a m, € Z/pZ. Si m, és un
representant de 7, aleshores ) m,(a + pFy) = 0. En F}, aquesta equaci6 vol dir
que > mga € pFy, és a dir, que existeixen enters n, amb Y m,a = Y pnya. Per
la independéncia de la base, m, = pn, i llavors m, = 0 per a tot a € A;, amb la
qual cosa, A; és base de V. Aixi, tenim que dim F} /pFy = |A;| = |A;|. De manera
analoga, dim Fy/pFy = |As|, i com F} = F, implica Fy/pFy = F,/pF5, obtenim el
que voliem: |A;| = |A,]. O

Definici6é 1.14. S’anomena rang del grup abelia lliure F' al cardinal de la seua
base.

Teorema 1.15. Qualsevol grup abelia G és imatge homomorfa d’un grup abelia
lliure de rang |A|, on A és un conjunt de generadors de G.

Demostracio. Siga F' = @, 4(a) grup abelia lliure de rang |A|. Pel teorema 1.12,
donada 'aplicacié inclusio ¢: A — G, existeix un tnic homomorfisme p: F — G
que 'extén a F. Aleshores, ap = a € G i aixi A C Fy. Llavors, com A genera G,

tenim que Fp = G, com voliem. En particular, F// ker p = G. O]
Lema 1.16. Si{ay,...,a,} és una base d’un grup abelia lliure F' i m € Z, alesho-
res per a cada j # i el conjunt {ay,...,aj_1,a; + Ma;, aji1,...,a,} €s també una
base de F.

Demostracid. Es clar que F = (ai,...,aj_1,a; + ma;, ajiq,...,a,) ja que a; =

—ma; + (a; + ma;). D’altra banda, si kyaq + - - - + kj(a; + ma;) + -+ - + kpa, =0
amb k; € Z, aleshores kya; +-- -+ (k; + kym)a; + - - - + kja; + - - - + kpa,, = 0, amb
la qual cosa, cada k; = 0. [
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Teorema 1.17. Si ' és un grup abelia lliure de rang finit n i G és un subgrup

de F' no trivial, aleshores existeizen una base {ai,...,a,} de F, un enter r amb
1 < r < nienters positius dy,...,d. amb dy | dy | --- | d, tals que G és abelia
lliure amb base {dyaq, ..., d.a,}.

[a¥)

Demostracio. Ho provarem per inducci6 sobre n. Sin = 1, aleshores ' = (a1) = Z
i G = (dia1) = Z per a algun d; € N i ja ho tenim. Suposem per inducci6é que el
teorema és cert per a tots els grups abelians lliures de rang menor que n.

Definim S com el conjunt dels enters s tals que existeix una base {b1,...,b,}
de F' i un element de G de la forma sby + koby + --- + k,b, amb k; € Z per a
i =2,...,n. Notem que, en aquest cas, {ba, b1, b3, ..., b,} també és una base de F’

i, per tant, ks € S (i de manera similar, la resta dels k;).

Com G # 0, tenim que S # & i podem prendre d; com el minim enter positiu de
S. A més, per a alguna base {by,...,b,} de F existeix v € G amb v = d1by +koby+
oo+ kpby (ko ..., k, € Z). Per lalgorisme de la divisio, per a cada i = 2,...,n,
k; = dygi+r; amb 0 < r; < dy illavors v = dy(b1+qaba++ - -+Gnbn)+12ba+- - +7,by,.
Si anomenem a; = by + goby + - -+ + @by, pel lema 1.16, W = {aq,bs,...,b,} és
una base de F. Com v € G, r; < d; i qualsevol reordenacié de W és una base de
F, cada r; € S i aleshores la minimalitat de d; implica que ry = --- = r, = 0.
Aixi, v = dyja; € G.

Siga H = (by, bs,...,b,). Aleshores H és un grup abelid lliure de rang n — 1
tal que F' = (a;) ® H. Vegem que G = (v) ® (GN H) = (dyay) & (GN H). Si
u=tya; +toby+---+1t,b, € G (t; € Z), per algorisme de la divisio t; = dyq1 + 11
amb 0 < ry < d;. Llavors, G conté 'element u — q1v = ryay +tsby +- - - +t,b, i per
la minimalitat de d; en S, 1 = 01 aixi u = qu+ (t2bo+- - - +1,b,) € (V) +(GNH).
D’altra banda, com {aq,bs,...,b,} és una base de F, (v) N (G N H) = 0, amb la
qual cosa, G = (v) ® (GN H).

Si GNH =0, aleshores G = (dya;) i el teorema és cert; suposem que G N H # 0.
Per la hipotesi d’induccio, existeixen una base {as,...,a,} de H i enters posi-
tius 7,dy,...,d, amb dy | d3 | -+ | d, tals que G N H és abelia lliure amb base
{dsay, ..., d,a,}.

Com F = (a1) ® Hi G = (dyx1) ® (G N H), tenim que {ay,...,a,} és una
base de F'i {djas,...,d,a.} ho és de GG. Per tant, només falta comprovar que d;
divideix a dy. Per I'algorisme de la divisio, do = qd; + 1o amb 0 < ry < dy. Pel
lema 1.16, {as, a; + qas, as, ..., a,} és una base de F' i com roas + di(a; + qas) =
diay + dsas € G, la minimalitat de d; en S implica que ry = 0, amb la qual cosa,
dy | ds. ]
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1.3.2 Grups abelians finitament generats

Definicié 1.18. Un grup G és finitament generat si existeix un subconjunt finit
A de G tal que (A) = G.

Corollari 1.19. Si G és un grup abelia finitament generat per n elements, ales-
hores qualsevol subgrup H de G és generat per m elements amb m < n.

Demostracio. Pel teorema 1.15, existeixen un grup abelia lliure F' de rang n i un
epimorfisme 7: F' — G. Hr! és un subgrup de F' i per tant és abelia lliure de
rang m < n pel teorema 1.17. Aleshores, la imatge mitjancant m d’una base de
Hn~! és un conjunt de m elements com a maxim que genera Hn 7 = H. O

Nota 1.20. El corollari és fals si ometem la paraula abelia.

Teorema 1.21 (Teorema fonamental dels grups abelians finitament generats).
Tot grup G abelia finitament generat €s isomorf a una suma directa finita de grups
ciclics en la qual els sumands ciclis finits (si hi ha algun) son d’ordre myq, ..., my
ambmy >11imy|mg|---|my.

Demostracio. Si G # 01 G és generat per n elements, aleshores pel teorema 1.15,

existeixen un grup abelia lliure F' de rang n i un epimorfisme 7: ' — G. Si

7 és un isomorfisme, aleshores G = F =2 Z & ) @ Z i ja ho tenim. Si no, pel

teorema 1.17, existeixen una base {aj,...,a,} de F' i enters positius r,dy, ..., d,
amb 1 <r<nid|---|d, tals que {dya,...,d.a.} és base de K = kerm.

Ara, F=3"" (a;) 1 K =)"._ (d;a;), on (a;) = Z 1 (d;a;) = d;Z sota el mateix
isomorfisme. Anomenant d; = 0 per a¢ =r + 1,...,n, podem reescriure K com
K =>"" (d;a;). Aleshores tenim que

F S {ag)
G 1=1 ? ~/
K= Y0 (da) & ZdZ

IIZ

Notem que si d; = 1, aleshores Z/d;Z = Z/7 = 0 i si d; = 0, aleshores Z/d;Z =
7)0 =17

Siguen my, ..., my els d; (en ordre) tals que d; > 1 i siga s el nombre de d; tals
que d; = 0. Aleshores,

GEZ/mZ& - DL/mZ & (Z & ) D7),

amb my >11imy | mg |- | my. O
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Teorema 1.22. Tot grup G abelia finitament generat és isomorf a una suma
directa finita de grups ciclics on cada sumand €s infinit o d’ordre poténcia d’un
primer.

Demostracio. Es suficient aplicar el teorema anterior i tindre en compte que si m
és un enter positiu de manera que la seua descomposicié en nombres primers és
m = pi*---p, aleshores Z/mZ = 7/p\'Z & - -- & Z/pi L. O

Definicié 1.23. Donats un grup abelia GG, un enter m i un primer p, definim els
segiients subgrups de G-

mG = {mg | g € G};

Glm] = {g € G' | mg = 0};

G(p) ={g € G |o(g) =p" per a algun n > 0};
Gt ={g € G| o(g) és finit}.

El subgrup Gt s’anomena subgrup de torsio de G. A més, si G = G es diu que G
és un grup de torsio i si Gt = 0, es diu que G és lliure de torsio.
Lema 1.24. Per a qualssevol enters n > 1 im < n es compleix que:

(1) (Z/p"Z)[p] = Z/pZ.

(ii) p™(Z/p"Z) = L[p" L.

Demostracié. Com Pelement p"~! € Z/p"Z té ordre p, tenim que (p" ') =X Z/pZ i
(p"~1y < (Z/p"Z)[p]. D’altra banda, si u € (Z/p"Z)[p], aleshores pu = 0 en Z/p"Z,
amb la qual cosa, pu = 0 mod p" en Z. Perd que p" dividisca a pu, implica que
p" ! | w. Per tant, en Z/p"Z, u € (p"~') i llavors (Z/p"Z)[p] < (p"~'). Aixi, tenim

Per veure (ii), notem que p™ € Z/p"Z té ordre p"~™. Per tant, p"(Z/p"Z) =
(™) = Z/p" L. O

Teorema 1.25. Siga G un grup abelia finitament generat. Aleshores:

(i) Existeix un tnic enter no negatiu s de manera que el nombre de sumands
ciclics infinits de qualsevol descomposicio de G com a suma directa de grups
ciclics és precisament s.

(i) O bé G és abelia lliure o bé existeix una unica llista d’enters positius (no
necessariament distints) my,...,my amb my > 1 imy |-+ | my tals que

G=Z/mZ&- - ®L/mZ S F,

amb F abelia lliure.
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(111) O bé G és abelia lliure o bé existeix una llista d’enters positius p*, ..., pp*
que és unica excepte per l'ordre dels seus membres, de manera que py, ..., Pk
son primers (no necessariament distints) i oy, ...,y son enters positius (no

necessariament distints) i es té que
G2L/pV LS - DL/py" LD F,
amb F' abelia lliure.

Demostracio. (i) Qualsevol descomposici6 de G com a suma directa de grups ciclics
(almenys n’hi ha una pel teorema 1.21) es pot veure com G = H @ F, on H és
suma directa de grups ciclics finits (potser 0) i F' és abelia lliure amb rang s, el
nombre de sumands ciclics infinits de la descomposicié. Siv: H — H ® F és la
injecci6 canonica h — (h,0), aleshores H és el subgrup de torsio de H & F, i aixi,
H. = G7. Aleshores,

G _HoF

Gr  Hi
Per tant, qualsevol descomposicié de G ens porta a la conclusié que G/GT és un
grup abelia lliure amb rang el nombre s de sumands ciclics infinits de la descom-
posicio. Com que G/GT no depén de la descomposicié concreta, tenim que s esta

1%

F.

inicament determinat.
(#4i) Suposem que G té dues descomposicions, diguem-ne

r d
G=YZ/nZoF i G=Y Z/KLOF,
i=1 j=1

amb cada n;, k; una poténcia de primer i F' abelia lliure. Hem de veure que r = d
i que (després de reordenar-los) n; = k; per a cada i. Notem que Y ., Z/n,Z =
Gt = Z;l:l Z/k;Z. Per a cada primer p, > Z/n;Z(p) és clarament isomorf a la
suma directa dels Z/n;Z tals que n; és poténcia de p. Llavors, com > Z/n;Z(p) =
> Z/k;Z(p) per a cada p, podem suposar sense perdre generalitat que cada n; i
k; és poténcia d'un primer p fix. A més, per simplificar la notaci6, a partir d’ara
anomenarem a G7 com G. Aixi, tenim

r d
SzprzEc=Y 2L
=1 =1

amb1<g; <. <qg,11<¢ << gy
Vegem primer que qualssevol dos descomposicions d’aquest tipus han de tindre
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el mateix nombre de sumands. Pel lema 1.24, tenim que
N ] (r)
Glpl =) (Z/p"Z)p) = Z/pL& - & L/pL
i=1
d
Glpl = (Z/p"Z)[p| = Z/pZ & -

j=1

@ - @B Z/pZ

i per tant, r = d.

Siga v el primer enter tal que a; = ¢; per a tot ¢ < v perd a, # c¢,. Podem
suposar que a, < ¢,. Com p® (Z/p“Z) = 0 per a cada a; < a,, el lema 1.24 implica
que

PGS @ Y 2,
i=1 i=v+1
amb @, —a, < --- < a, —a,. Bs clar que hi ha com amolt 7 — (v+1)+1=7r—v
sumands no nuls. De manera similar, com a; = ¢; per a1 < v i a, < ¢, de la
segona descomposicié obtenim que

'
PG Y Ly,
1=v
amb 1 < ¢, —a, < -+ < ¢ — a,. Obviament, hi ha almenys r — v + 1 sumands
no nuls. Pero aleshores tenim dues descomposicions del grup p*G com a suma
directa de grups ciclics d’ordre poténcia d’un primer amb un nombre de sumands
diferent, el que contradiu el que hem provat al paragraf anterior. Per tant, a; = ¢;
per a tot i, com voliem.
(74) Suposem que G té dues descomposicions

G=Z/mZ& - SZ/mZ&F i GEZ/MZS---BL/kiZ & F,

amb 1 < my | -+ | my, 1 < ky | --+ | kg 1 F abelia lliure. Cada n; i k; té una
factoritzaci6 en nombres primers de manera que, afegint termes de la forma p°
quan calga, totes tenen els mateixos nombres primers pq, ..., p,. Aixi,
1,1 _a1,2 ai,r c1,1_C1,2 c1,r
my = p1 Dy DPr kv =py py e pr
az,1 Q22 az,r _ C21 C22 C2,r
Mo =Py Py P ko=pipy " pr
at.1 Q¢ 2 at,r Cd 1_Cd2 Cd,r
=P1 Py Pr kd— 2 " Dr
Com my | mg | --- \ my, per a cada j tenim que 0 < a1 < agj; < --- < ;. De la

mateixa manera, 0 < ¢ ; <cp; < --- < cqj per a cada j. A més,

ZZ/pj”Z ZZ/mZZ Gr = ZZ/kZ ZZ/])C”Z
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on alguns sumands poden ser 0. Llavors, per acada 7 =1,...,r

t d
D Ly L= Gpy) =2y L/ L.
i=1 1=1

Donat que m; > 1, ha d’haver-hi algun primer p; de forma que 1 < qa;; < --- <
atj, amb la qual cosa, Zﬁzl Z/p?i’j Z té t sumands. Aleshores (ii7) implica que
25:1 Z/p;i’j Z ha de tindre t sumands no nuls, i aixi, t < d. De manera analoga,
k1 > 1 implica que d < t i per tant ¢ = d. D’aquesta manera, per (iii), hem de
tindre que a; ; = ¢;; per a tot 4, j, i aleshores m; = k; per a tot « = 1,...,¢, com
voliem. O

Definici6é 1.26. Si G és un grup abelia finitament generat, aleshores els enters
ma, ..., m; inicament determinats de I'apartat (i7) del teorema anterior, s’anome-
nen factors invariants de G i les poténcies de nombres primers de apartat (i)
s’anomenen divisors elementals de G.

Corollari 1.27. Dos grups abelians finitament generats G © H son isomorfs si, i
només si, tenen els mateizos factors invariants (respectivament, divisors elemen-
tals) i les seues parts lliures G/GT i H/HT tenen el mateix rang.

1.4 Grups lliures i presentacions

1.4.1 Grup lliure

Hem vist que, per a grups abelians, existeix la nocié de grup abelia lliure. A con-
tinuacié, veurem un concepte analeg per a grups no abelians: el concepte de grup
lliure. En aquest cas, prendrem com a definicié una generalitzacié de la propietat
presentada al teorema 1.12.

Definici6é 1.28. Donats un grup F i un conjunt no buit A, es diu que F és un
grup lliure sobre A quan existeix una funcié : A — F tal que, donats un grup G
i una aplicaci6 f: A — G, existeix un tnic homomorfisme de grups ¢: F — G

tal que 1p = f.
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Nota 1.29. De la definici6 de grup lliure podem extraure les segiients conclusions.

(a) La funci6 .: A — F és injectiva: suposem que ajt = ast perd a; # ay. Prenem
un grup G que tinga almenys dos elements distints g; i go i escollim una funcié
f:A— G tal que a1 f = g1 1 asf = go. Pero llavors tenim una contradiccio
perqué, si ¢ és I'inic homomorfisme tal que tp = f, aleshores

g1 =af = aip =anp =af = go
i sabiem que g; # ¢o.

(b) Clarament, F' també és lliure sobre la imatge de ¢: tan sols cal prendre Ia-
plicaci6 inclusié6 de Ac — F'. Per tant, un grup lliure sempre és lliure en un
subconjunt. En aquest cas, es diu que F' és lliure amb base Ac, i dir que el
diagrama és commutatiu equival a dir que ¢ és 'inica extensié de f a F.

El segiient que volem provar és que donat un conjunt no buit, sempre existeix
un grup lliure sobre aquest, perd per fer-ho, abans hem de definir el conceptes de
paraula i paraula reduida sobre un conjunt i dotar-los d’'una operacio6.

Donat un conjunt A, considerem A™' = {a™! | a € A} i anomenem A =
AU AL, Direm que una successi6 finita d’elements de A és una paraula en A i
denotarem el conjunt de totes aquestes com A*. En aquest conjunt també inclourem
la paraula buida, que representarem com 1.

Podem considerar una operacié sobre el conjunt de paraules com segueix: si
w=ajy'.. .4 iv= by ... b°m amb a;,b; € Aig;,d; € {—1,1} son dues paraules
sobre el conjunt A, el seu producte sera la paraula wv = aS' ... aZr bt .. bom.

Donada una paraula w = aj'a3’ ...a5» amb a; € Aig; € {—1,1}, direm que la
seua paraula inversa és w—! = a_ " ... a;"%a; .

Una paraula w = aj'...a5 és reduida si no té dues lletres adjacents de la
forma aa™' o a~'a. Notem que la paraula inversa d’una paraula reduida és també
reduida. A més, per conveni, la paraula buida és reduida.

Una subparaula d’'una paraula w = aj'...aS* és una paraula de la forma
v=a; .. .ajj amb 1 < i < 7 < n o béla paraula buida. Aleshores, v és una subpa-
raula de w si existeixen dues subparaules (potser buides) w’ i w” amb w = w'vw”.

Ara bé, el producte de paraules no esta ben definit sobre el conjunt de paraules
reduides en A perqueé el fet que w i v siguen reduides no implica necessariament
que wv ho siga. Malgrat aixo, podem definir una nova multiplicacié de paraules
reduides: si w i v soén reduides, considerarem el seu producte com la paraula reduida
obtinguda del producte wv anterior després de fer les cancellacions pertinents.
Per ser més precisos, donades les paraules reduides w i v, existeix una subparaula
(potser buida) u de w amb w = w'u de manera que u~! és una subparaula de v

amb v = v~ 10’ i que verifica que w'v’ és una paraula reduida. Aleshores, definim
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el producte de paraules reduides com wv = w'v’. Aquest producte ’anomenarem
Juxtaposicio.

Teorema 1.30. Donat un conjunt A, existeix un grup lliure F' amb base A.

Demostracié. Considerem F com el conjunt de totes les paraules reduides sobre A.
Podriem demostrar que F' és un grup amb 'operacié de juxtaposicidé que acabem
de definir, pero per verificar I’associativitat hauriem d’analitzar molts casos. Enlloc
d’aix0, emprarem el truc de Van der Waerden.
Per a cada a € Aie € {—1,1}, considerem la funcié |a®|: F — F definida
com
ai'as’ ... - g g =g

ai‘as’ . ..a,"

(020 .. ao)|ef| = {ailagz co.agra® osiaf #at
Com |af||a™¢| = |a¢||a®|] = 1p, tenim que |a°| és una permutacié de F' amb
inversa |a~¢|. Siga Sr el grup simétric sobre F' i considerem F el subgrup de Sg
generat per A = {|a| | a € A}. Vegem que F és un grup lliure amb base A. Notem
que hi ha una bijeccié £ : A — A, |a| — a.
Donat un element arbitrari 1 # g € F, podem trobar una factoritzaci6

g =lai'|---lay"] (1.1)

amb ¢; = £1 peracadai=1,...,nide forma que |a?| i |a~¢| no siguen adjacents
(en cas contrari, els cancellem). Observem que a més aquesta factoritzacio és tnica
ja que 1g = a7 ... a5 és el lletreig d’una paraula reduida, que és clarament tnic.

Per veure que F és lliure amb base A, suposem que G és un grup i prenem una
funcio f: A — G. Com que la factoritzacio (1.1) és tnica, laplicacié ¢: F — G
donada per go = (|a$'|f) - (|as"|f) esta ben definida i extén f. Per tant, només
ens falta veure que ¢ és un homomorfisme; la unicitat de ¢ la tindrem perque A
genera J i dos homomorfismes que coincideixen en un sistema generador han de
ser iguals.

Siguen w i v paraules reduides sobre A. En cas que la paraula wv també siga
reduida, és clar que (wv)p = (we)(vy). En cas contrari, escribim w = w'u i

v =4 1 com en la definici6 de juxtaposici6. Aleshores, tenim que

wp = (w'e)(up)
v = (U ) (V'p) = (up) (V')

amb la qual cosa,
(wep) (vp) = (') (up)(up) ' (Vp) = (') (V')

i d’altra banda, com w'v" és reduida,

(w)p = (W' )p = (W) (v'e)
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i aixi, ¢ és un homomorfisme.

Amb a¢o, hem vist que F és un grup lliure amb base A. Ara bé, com 'aplicacid
£: F — F definida com [a$'| - - - [aS"| — a$' ... aS* és una bijecci6, si considerem
en F l'operaci6 induida? per 5 (és a dir, donats wy, ws € F, prenem com a producte
wy - wy = (g192)€, on g1, 9o € F amb g1€ = wy i g2€ = w»), aleshores F és un grup
i € és un isomorfisme. A més, com A = A¢ = A, tenim que F és un grup lliure
amb base A, i A genera F' ja que A genera F. n

Corol'lari 1.31. Qualsevol grup G és un quocient d’un grup lliure.

Demostracic. Construim el conjunt A = {a, | g € G} de manera que f: A — G,
ag — g és una bijeccié. Si F' és un grup lliure amb base A, aleshores existeix un
homomorfisme ¢: FF' — G que extén f. A més, ¢ ha de ser sobrejectiu perqué f
ho és. Per tant, F//ker p = Fp = G. O

Lema 1.32. Si F' és un grup lliure amb base A, aleshores F/F' és un grup abelia
lliure amb base Ay = {aF" | a € A}.

Demostracio. Suposem que G és un grup abelia i que f: Ay — G és una funcio.
Definim f;: A — G tal que af; = (aF")f per a cada a € A. Com F és lliure amb
base A, existeix un homomorfisme ¢: F' — G que extén f;.

A F
N
G

Si prenem w € F’, aleshores existeixen wy,ws € F' de manera que w = [wy, ws].
Llavors, wy = ([wy,ws])p = (wi19) H(wep) Hwip)(wap) = 1 perqué G és abelia.
Per tant, F’ < ker ¢ i podem considerar ’homomorfisme @: F/F' — G definit
com wF’ — wp que extén f: donat aF’ € Ay, (aF")ip = (aF")p = ap = aip =
afy = (aF")f, amb la qual cosa, ip = f.

Ay — F/F
Nk
G

Vegem que @ és tnica i haurem acabat: suposem que 0: F/F' — G és tal
que (aF")0 = (aF")f. Si v: F — F/F’ és 'homomorfisme natural, aleshores
vh: F — G és un homomorfisme amb avf = (aF")0 = (aF")f = ayp per a tot
a € A. Ara, com A és una base de F', v = ¢ = v i com v és sobrejectiu, 0 = ¢.
Aixi, F/F' és abelia lliure amb base A. O

2De fet, aquesta operacié que s’indueix és la juxtaposicié que hem definit préviament.



1.4. Grups lliures i presentacions 15

Teorema 1.33. Siguen Fy i Fy grups lliures amb bases Ay 1 Ay, respectivament.
Aleshores Fy = Fy si, i només si, |A1| = |As].

Demostracio. Comencem suposant que |A;| = |Az|. Prenem les aplicacions injec-
tives 11: Ay — Fi 1 19: Ay — F5 de la definici6 de grup lliure i considerem
una bijeccié a: Ay — A,. Aleshores, existeixen (i i 5 homomorfismes que fan
commutatius els segiients diagrames:

A1L>F1 AQL)FQ

a1 NN
F F

Notem que 131 82 = a 1935 = ™11y = 11, amb la qual cosa, el diagrama
~—~ ~~

atg a1

A1L>F1

N lﬂl%
Fy

és commutatiu. Ara bé, l'aplicacié identitat sobre F; també fa aquest diagra-
ma commutatiu. Llavors, per unicitat, 518, = 1p,. Amb un argument similar,
P25y = 1p, 1 per tant, B; és un isomorfisme i F; = F5.

Suposem ara que F} = F,, amb la qual cosa, F}/F| = F,/F;. Pel lema 1.32,
Fy/F] és abelia lliure amb base Ay = {aF] | a € Ay} 1 per tant, el seu rang és
| Ay 1] = |A1]. Analogament, el rang de Fy/F} és | As|. Aleshores, pel teorema 1.13,
tenim que |A;| = |As|. O

Definici6 1.34. El rang d’un grup lliure és el nombre d’elements de qualsevol de
les seues bases.

Exemple: El grup ciclic infinit, Z, és lliure amb base A = {1}. En canvi, G = ZXZ
no és lliure: suposem que G fora lliure sobre un conjunt A. Clarament, |A| > 2 ja
que en cas contrari Z = 7Z x 7 i per tant, podem agafar a,b € A distints. Ara bé,
ab = ba com a elements de G (denotant la operacié com a producte) perd com a
paraules reduides sobre A séon distintes, amb la qual cosa, G 2% F', on F' és el grup
lliure amb base A. Aixi, G no és lliure. De fet, I'tinic grup que és alhora lliure i
abelia lliure és Z.

Nota 1.35. Després d’haver vist les propietats dels grups lliures i els grups abelians
lliures, veiem que hi ha un clar parallelisme entre ambdues nocions. A¢d es deu
a que es poden veure com a objectes lliures en les categories de grups i de grups
abelians, respectivament.
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1.4.2 Presentacions de grups

Definicié 1.36. Siguen A un conjunt i A una familia de paraules sobre A. Es diu
que un grup G té com a generadors A i com a relacions A si G = F/R, on F és
el grup lliure amb base A i R és el subgrup normal de F' generat per A. A més, el
parell ordenat (A | A) s’anomena presentacio de G.

Nota 1.37. Segons hem vist al corollari 1.31, qualsevol grup G es pot veure
com un quocient F'/R d’un grup lliure F. En particular, qualsevol grup G té una
presentacié (A | A): tan sols cal prendre una base A del grup lliure F' i un conjunt
A que genere el subgrup normal R.

Exemple: Un grup lliure té com a presentacio F' = (A | &), on |A] és el rang de
F'. El grup abelia lliure G de rang |A| té com a presentacio

G = (A|aba b7, per a tot a,b € A).

Exemple: Els grups ciclics admeten la presentacié Z/nZ = {(a | a™), i un grup
G =7Z/nZ x Z/mZ té com a presentaci6 (a,b | a”, b™, aba=1b71).

Exemple: Un grup pot admetre distintes presentacions: per exemple, el grup
simétric d’ordre 4 es pot veure com Sy = (a,b | a?, b?, (ab)?), perdo també com
Sy ={a,b|a® b* (ab)*).

Exemple: Una possible presentacié del grup diédric d’ordre 2n és D,, = {(a,b |
a™, b%, (ab)?), mentre que la presentacio Qg = (i, j, k | i%, 5%, k% ijk) representa el
grup quaterni.

Teorema 1.38 (Von Dyck). Siga A un conjunt i siga R el conjunt de paraules
reduides sobre A. Suposem que el grup G té una presentacid (A | R). Si H és un
grup generat per A que satisfa les relacions de G, €s a dir, per a tot w € R, w =1
en H, aleshores existeix un epimorfisme de grups de G en H.

Definici6 1.39. Direm que un grup G és generat per un conjunt A, o A-generat,
si existeix una aplicacié f: A — G tal que la imatge de f és un sistema generador
de G, ago és, si existeix un epimorfisme ¢ del grup lliure F' sobre A a G.

A—5 F
xyc
G

En aquest cas, per simplificar la notacié, podem identificar els elements de A amb
les seues imatges en G i considerarem que ¢ és fix una vegada donats A i G.

Definici6 1.40. Si G i H son dos grups A-generats amb epimorfismes associats g
i pp, direm que un homomorfisme ¢: G — H manté generadors si pgp = ¢g.
Clarament, aquest homomorfisme ha de ser un epimorfisme.
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Introducci6 a la teoria de grafs

Definicié 2.1. Un graf T' consisteix en un conjunt V(T') de vértexs i un conjunt
E(T") d’arestes juntament amb dues funcions

a: ET) — V(T) i ~: ET)— ET)

de manera que per a qualsevol e € E(I'), € = e i € # e. A més, podem defi-
nir w: E(I') — V(') com ew = éa. Quan I' estiga clar, escriurem simplement
V=V({I)ikE=E®D).

Anomenarem vértex inicial de 'aresta e a eq; ew sera el vértex final i e 'aresta
inversa de e. A més, direm que un graf I' és finit si ho son V(I') i E(I).

Notem que Zs actua lliurement sobre E via la involuci6 e — e, fet que motiva
la definici6 segiient.

Definicié 2.2. Una orientacio de I' consisteix en l'eleccié d’un representant de
cada Zs-orbita, és a dir, de cada parell d’arestes {e, €} s’escolleix exactament una.
Els representants escollits s’anomenen arestes positivament orientades.

Un graf I' junt a una orientacié donada, s’anomena graf orientat o dirigit.

SiT és un graf orientat, denotarem per E*(T") al conjunt d’arestes positivament
orientades. Aleshores, E(I') = ET(I") U EF(I') i la uni6 és disjunta. A més, un graf
orientat estd completament determinat per ET(T") i les funcions « i w.

Normalment, per dibuixar grafs orientats només representem les arestes positi-
vament orientades emprant una fletxa per marcar l'orientacié. S’entén que ’aresta
inversa és la mateixa pero recorreguda en el sentit contrari al que marca la fletxa.

Definicié 2.3. Un cami p de longitud |p| = n en un graf I' és una successio
d’arestes e; ...e, tal que ejw = ej; v pera j =1,...,n— 1. Es diu que el cami p
comenca en pa = ey« i acaba en pw = e,w.

17
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En cas que pa = pw, el cami p s’anomena circuit o cicle. En cada vértex v,
considerarem el cicle buit (de longitud zero) i el denotarem per 1,.

SiT és orientat i tots els e; que formen el cami pertanyen a E*(I"), p s’anomena
cami dirigit. Per conveni, el cicle buit es considera dirigit.

El cami invers d’un cami p és p = €,,...¢;. Notem que pa = pw, pw = pa i
P = p. Per conveni, 1, = 1,.

Quan tenim dos camins p; i po de manera que pyw = pocr, podem composar-
los per obtindre’'n un de nou, 'anomenat cami producte pips, juxtaposant les
successions d’arestes. Clarament, si p; i po son dirigits, p1ps també ho sera. A més,
el producte de dos cicles en un vertex també és un cicle.

La composicié de camins és associativa i els camins buits actuen com identitats
locals, per tant, tenim que els camins en I', II(I"), formen una categoria menuda:
els objectes son els vertexs V(I') i donats dos vértexs vy, ve € V(I'), els morfismes
son els camins de vy a vq, denotats per II(I')(vy, v2). Notem que aquesta categoria
té una operaci6 involutiva: p — p.

Quan I' siga orientat, denotarem per I'* la subcategoria de II(I") consistent en
tots els camins dirigits. Aquesta se sol anomenar categoria lliure generada pel graf
dirigit T.

Definici6 2.4. Direm que I és feblement connez si qualssevol dos vértexs es poden
unir mitjangant un cami. Un graf orientat es diu que és fortament connex si podem
fer el mateix amb camins dirigits.

Una component connexa d'un graf és un subgraf connex maximal i qualse-
vol graf és uni6 disjunta de les seues components connexes. Un subgraf maximal
fortament connex en un graf orientat s’anomena component fortament connexa.

En un graf orientat, direm que el vértex w és accessible des del vértex v, i ho
denotarem per w < v, si hi ha un cami dirigit que va de v a w. Notem que aquesta
relacié és un preordre i que, si considerem la relacié d’equivaléncia associada a
aquest, aleshores v = w si, i només si, estan en la mateixa component fortament
connexa de I'.

2.1 Grup fonamental d’un graf

Donats pi, pa € II(T') (v, v9), direm que p; és homotopic a py, i ho denotarem per
P1 ~ P2, Si py es pot obtindre afegint o esborrant de p, camins de la forma ee.

Com que clarament si p; ~ po i p3 ~ py4, aleshores pips ~ popy, tenim que
aquesta relaci6 d’equivaléncia és una congruéncia. Anomenarem m(I") al quocient
resultant. Notem que, donada [p] la classe d’homotopia del cami p, el seu invers
és [p]~! = [p], i per tant, 7(T") és un grupoide al qual anomenarem grupoide fona-
mental de T'.
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Si v € V(I'), aleshores definim 7 (', v) com 7(I')(v, v), és a dir, com el conjunt
d’elements de 7(I') que comencen i acaben en el vértex v. Cadascun d’aquests
conjunts és un grup que anomenarem grup fonamental de I' en v.

Definicié 2.5. Un cami p € II(I") es diu reduit si no té cap subcami de la forma
ee. De fet, qualsevol cami dirigit en un graf orientat és reduit.

Es pot provar que cada classe d’homotopia de 7 (I") conté un tnic cami reduit.

Definicié 2.6. Un graf és un bosc si els seus cicles reduits tenen longitud zero.
Un arbre és un bosc connex.

Ago és, si I' és connex, I' és un arbre si m(I',v) = 1, per a cada v € V(I'). A
més, pel lema de Zorn, tot graf connex té un subarbre maximal que conté tot els
vertexs.

Teorema 2.7. Siguen I' un graf connex orientat, T C I' un subarbre mazximal i
vo € V(I'). Per a cadav € V(I'), considerem p, com inic cami reduit en T de vy
a v, i per a cada e € ET(T), definim é = pea€Dey. Aleshores, w1 (T, vy) és un grup
lliure generat per {[é] | e & E(T)}.

Gracies a aquest teorema, si I' és finit, podem trobar algorismicament una base
per al grup fonamental de I' en cada vértex: primer construim ’arbre maximal T’
i després calculem els € apropiats.

2.2 Morfismes de grafs i immersions

Definicié 2.8. Un morfisme de grafs ¢: ' — A consisteix en un parell de fun-
cions ¢y: V(I') — V(A) i ¢p: E(I') — E(A), que per facilitar la notacio
denotarem indistintament com ¢, que compleixen:

1. epa = eag, és a dir, el vértex origen de la imatge de e en A coicideix amb
la imatge del vertex origen de e en I'.

2. ep = e, és a dir, la imatge de 'aresta inversa de e en I' coincideix amb
I’aresta inversa en A de la imatge de e.

Direm que un morfisme de grafs és fidel si e;a = ey, eqw = ew i e1¢ = ez
impliquen que e; = es.

Exemple: Podem descriure I’arc estandard de longitud n, A,,, com l'interval [0, n]
subdividit pels enters i amb una aresta positivament orientada de 7 a j + 1 per a
7=0,...,n—1:
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Aleshores, un cami p de longitud n de v; a vy es correspon a un morfisme de
grafs p: A, — I" amb p(0) = v; i p(n) = vs.

Notem que els grafs formen una categoria on els objectes son els mateixos grafs
i els morfismes son els morfismes de grafs. Aquesta categoria s’anomena categoria
dels grafs.

Donats I' i A grafs orientats, es diu que el morfisme ¢ manté ['orientacid si
envia arestes positivament orientades en I' a arestes positivament orientades en
A. Notem que un cami dirigit p de longitud n és un morfisme de grafs que manté
l'orientacié p: A, — T

Si¢: ' — A és un morfisme de grafs i A és orientat, aleshores hi ha una tinica
orientacié de I' de manera que ¢ mantinga l’orientaci6 i s’anomena orientacid de
I' induida per ¢.

Lema 2.9. Siguen I'1, 'y @ A grafs orientats i considerem el diagrama commutatiu
de morfismes de grafs segiient:

I, —— Ty
\Jlﬁ
A

St v 1 B mantenen ['orientacio, aleshores a també ho fa, i si o © f mantenen
[’orientacio, aleshores vy també.

Aleshores, si tenim un graf orientat fix A i considerem tots els grafs amb mor-
fismes a A i els orientem de forma que els morfismes que van a A mantinguen
lorientacio, tots els morfismes entre els distints grafs mantindran I'orientacio.

Definici6é 2.10. Donats un graf I' i un vértex v € V(I'), definim
Star(v) = va' = {e € E(T) | ea = v}.

Si ¢: I' — A és un morfisme de grafs, per a cada v € V(I') tenim aplicacid
induida ¢, : Star(v) — Star(v¢). Llavors, ¢ s’anomena:

1. Immersid, si ¢, és injectiva per a cada v € V(I').
2. Localment sobrejectiu, si ¢, és sobrejectiva per a cada v € V(I).

3. Cobriment, si ¢, és bijectiva per a cada v € V(I').
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Clarament, la composicié d’immersions és una immersio, la composicié de mor-
fismes localment sobrejectius és localment sobrejectiu i la composicié de cobriments
és un cobriment.

Exemple: Si el morfisme p: A, — T representa un cami reduit de longitud n
en un graf I'; aleshores p és una immersio.

2.3 Grafs etiquetats

Definici6 2.11. Donat un conjunt A, definim el ram B4 com el graf amb un tnic
vertex, V(Ba) = {1}, 1 |A] arestes (totes cicles) E(B4) = A = AUA™!. Orientarem
By escollint ET(B,) = A i farem que ™! = a.

Es pot veure facilment que I1(By) = A*, 7(B,) = FG(A), el grup lliure generat
per A, i B} = A*.

Definici6 2.12. Un etiquetatge d'un graf I' sobre A consisteix en un morfisme de
grafs fidel [: I' — Bj,, orientant I' amb l'orientacié induida per [. Si e és una
aresta de I', anomenarem etiqueta de e a el.

Podem generalitzar aco a camins: si considerem |’aplicacié induida
I: TI(T") — A%,

donat un cami p, anomenarem etiqueta de p a pl. Notem que si p és un cami dirigit,
aleshores pl € A*. A més, si pl és una paraula reduida, aleshores p sera un cami
reduit.

Podem pensar en un graf etiquetat com una colleccié de vértexs i arestes ori-
entades de manera que cadascuna d’aquestes tultimes estiga etiquetada amb un
element de A de forma que dues arestes amb els mateixos extrems no tinguen la
mateixa etiqueta. Quan tinguem un graf I" etiquetat amb A I'anomenarem A-graf.

2.4 El graf de Cayley

Definicié 2.13. Donat un grup G A-generat, el graf de Cayley T'4(G) de G amb
respecte a A és un A-graf que té com a vértexs els elements de G, V(I'4(G)) = G,
i com arestes el conjunt E(I'4(G)) = G x A de manera que donada una aresta
(g,a) € E, (g,a)a = g i (g,a)w = ga. Podem veure les arestes de manera més
senzilla: son aquelles de la forma g — ga, on g € G i a € A, etiquetades amb a.

Notem que el graf de Cayley d’un grup A-generat G' sempre és feblement con-
nex.
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Nota 2.14. A I’hora de representar els grafs de Cayley identificarem cada genera-
dor a € A amb un color diferent per tal de poder estalviar-nos escriure 'etiqueta
en cada aresta. Aixi, la representacié grafica és més visual.

Exemple: El graf de Cayley d’un grup lliure sempre és un arbre. Per exemple,
la figura 2.1 mostra el graf de Cayley del grup lliure F' = (a,b | @) de rang 2.

e

et

e

ek

++

Figura 2.1: Graf de Cayley de F

El graf de Cayley del grup lliure de rang 1, Z = (a | &), és simplement el que
mostra la figura 2.2.

_—>——O—O— O—O—

Figura 2.2: Graf de Cayley de Z

Exemple: Un exemple senzill és el que proporcionen els grups ciclics: el graf de
Cayley del grup Z/nZ = {(a | a™) és simplement un cicle de longitud n. La figura
2.3 representa aquest graf per an =7.

Figura 2.3: Graf de Cayley de Z/7Z
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Exemple: El graf de Cayley d'un grup no és tunic ja que depén del conjunt
generador A escollit. La figura 2.4 mostra els grafs de Cayley del grup sime-
tric d’ordre 3 associats a les presentacions Sz = (a,b,c | a3,V % abe, (bc)3) i
S3 = {(a,b | a® b* (ab)?).

(a) Amb 3 generadors (b) Amb 2 generadors

Figura 2.4: Graf de Cayley per a Sj

Exemple: La figura 2.5 representa el graf de Cayley associat al grup alternat
d’ordre 4 amb la presentacio Ay = {(a,b | a®,b?, (ab)?).

Figura 2.5: Graf de Cayley de Ay
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Exemple: La figura 2.6 és el graf de Cayley de Dy = (a,b | a*,b?, (ab)?).

Figura 2.6: Graf de Cayley de D,



Capitol 3

Extensions de grups tipus (Gaschutz

Hi ha un resultat de Gaschiitz que afirma que donat un grup finit A-generat G'i un
nombre primer p, existeix una extensié G* de G i un epimorfisme ¢: G¥ — G el
nucli del qual és un grup p-elemental abelia. De fet, aquesta extensié és universal
sobre tots els grups amb aquesta propietat.

En aquest capitol, estudiarem aquesta extensié universal de Gaschiitz i trac-
tarem d’extendre el resultat per a qualsevol nombre natural m no necessariament
primer. A més, utilitzarem el graf de Cayley del grup G per construir un grup
G4 que sera isomorf a l'extensié de Gaschiitz G¥ . Per tltim, intentarem fer
una extensio tipus Gaschiitz pero infinita i de nou tractarem de construir-la amb
I’ajuda del graf de Cayley.

Ara bé, el primer que farem sera provar el teorema de Nielsen—Schreier sobre
subgrups de grups lliures ja que en la demostracié d’aquest resultat emprarem una
construccié que ens sera molt ttil a 'hora de provar que GA% és isomorf a G*.

3.1 El teorema de Nielsen—Schreier

Notacié 3.1. Suposem que tenim un conjunt A i un grup A-generat G. Siguen
A ={a"|a€ A}, A= AUA" i A* el conjunt de totes les paraules amb lletres
en A. Aleshores, donada una paraula w € A*, denotarem per [w]g ala imatge de w
mitjancant I’homomorfisme natural de A* a G, és a dir, si w = aS'a3? . .. a;r € A
amb a; € A, g; € {1,-1} 1 f: A — G és 'aplicacio tal que la imatge de f és un
sistema generador de GG, aleshores

(Wle = (a1 f)* (asf)? - - - (anf)™ € G.

Ara bé, com hem dit en la definici6 1.39 de grup A-generat, per simplificar la
notaci6, podem identificar els elements de a € A amb les seues imatges en G, af.
Per tant, podem dir simplement que [w|g = ai' - a3? - - - ai".

25
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Teorema 3.2 (Nielsen—Schreier). Siguen F' un grup lliure i H un subgrup de F.
Aleshores, H és lliure.

Si, a més a més, F' té rang n i H té index finit en F, llavors el rang de H és
1+ |F:H|n-1).

Demostracio. Anomenem A a la base del grup lliure F' i considerem el graf I'
amb vértexs {Hw | w € F} i arcs de la forma Hw < Hwa,on w € Fia € A,
etiquetades per a.

Com que el graf I' és feblement connex, té un arbre generador 7. Aleshores,
donat w € F' hi ha un tnic cami de H a Hw en T. Denotarem aquest cami com
Pw- En cas que Hw = H, direm que p,, = 1.

Donats w € F ia € A, siga rgu. = [puap,i]r, és a dir, el cami en T’ format
pel cami en T que va de H a Hw, seguit de I'aresta Hw — Hwa i del cami invers
en T del que va de H a Hwa, vist com un element de F. Analogament, definim
THwa1 = [Pwaflp;;q]zf = ("Hwa-1,0) "

Si Huw % Hwa és un arc de T, aleshores THwa = THwaa-t = 1. En altre cas,
THwa = (era’aq)*l # 1, ja que el cami amb etiqueta p,a que comenca en H conté
una vegada l'arc Hw — Hwa que no pertany a T, mentre que el cami etiquetat
amb p,, que comenca en H només conté arcs de 7.

Notem que donat w € F' tenim que w € H si, i només si, w (vist com element
de A*) és Detiqueta d’un cami en I' de H a H. Siga

B={ryp.|w€F, acA Ho- Hwano é un arc de T}.

Provarem que H és un grup lliure amb base B.

Siga U = (B). Com els generadors de U (vists com a paraules en A*) son
etiquetes de camins de H a H, tenim que U < H. Arasigaw € A* tal que w]r € H.
Llavors, w és la etiqueta d'un cami de H a H. Suposem que w = aj'a5?...a;", on

a; € A, g, € {—1,1}, 1 <i < t. Aleshores

t t

| | ) J— | | ) €ip—1
THail...ajijl,ajl - [pail...a:izl a; pa‘il,,,afi]F

=1 j

=1
= [ailp;;l}F[paila?p;illa;z]F E [pail,,_a?_*llaftp;%mait]F
= [a7’ 'a?]F[p(}l. a|F = [W]F[pojl]F = [w]p.

1 Gy

Aixi w € U perque els factors del producte sén o bé uns o bé generadors de U
o els seus inversos, i per tant H < U. Aleshores, H = U.
t _ S
Suposem ara que [[,_, T Hupa®t = 1, on T Hupalt € Bsig =1o0ry,,

1 =
PR
(eri’a;l)*l €EBsig,=—1peral <i<tit>1ésel més menut possible.



3.2. El graf de Cayley i la construccié de ’extensio de Gaschiitz 27

t : . .
Aleshores, [[;_; 7y, .5 Dot interpretar-se com l'etiqueta d’un cami en I' que
Ay

comenca en H i amb tots els arcs en T excepte els de la forma Hw; — Hw;a; (si
g;=1) 0 Hua;' % Huw; (sie; = —1), peral <i <t

Com el producte és 1, 'operacié de reduir el cami simplificant els productes
de factors consecutius de la forma aa™! o a~'a ha de convertir el cami en un de
longitud zero. En particular, hi ha dos arcs consecutius no continguts en 7' que
se simplifiquen, de la forma Hw; — Hw;a; i el seu invers, o viceversa. Aquests
arcs COITeSponen a I'huw, a; 1 Tgy.a.a-t = (7 Huw,;.a;) " Perd en aquest cas, el producte
d’aquests dos factors és trivial i pzer tant, podem trobar una altra expressio de 1
com a producte de factors de la forma rg, .- amb menys factors, el que contradiu
la minimalitat de ¢. Per tant, H és lliure amb base B.

Suposem ara que A i |F' : H| son finits. Llavors el graf I' té |F' : H| vértexs
i n|F : H| arcs. Aixi, un arbre generador de I' té exactament |F' : H| — 1 arcs.
Aleshores, I' té n|F : H| — (|F : H|— 1) =1+ |F : H|(n — 1) arcs fora de 'arbre
generador de I'. Ara, com H és lliure en un conjunt amb el mateix cardinal que el
conjunt d’arcs fora de I'arbre generador de I', H és lliure de rang 1+ |F' : H|(n—1),
com voliem. ]

3.2 El graf de Cayley i la construccié de I’extensio
de Gaschiitz

El segiient és el resultat classic de Gaschiitz sobre extensions universals que trac-
tarem de generalitzar en els segiients apartats:

Teorema 3.3 (Extensi6 de Gaschiitz). Donat un grup finit A-generat G i un
nombre primer p, aleshores existeizen un grup A-generat G* i un epimorfisme
©0: G* — G que manté generadors el nucli del qual és un grup p-elemental abelid
N amb la segiient propietat universal:

St H és un grup A-generat i v»: H — G €és un epimorfisme que manté ge-
neradors el nucli del qual és un grup p-elemental abelia K, aleshores existeix un
epimorfisme B: G* — H tal que f = .

En la demostracié d’aquest teorema es veu que si F' és un grup lliure sobre A
i R és un subgrup normal de F' de manera que F/R = G, aleshores el grup G* =
F'/R'RP satisfa les condicions requerides. Una de les conseqiiéncies més importants
d’aquest resultat és que el grup G* definit aixi, s'utilitza en la construccié del grup
E: una extensié universal p-elemental de Frattini del grup finit G. E' és un grup
amb un subgrup normal A # 1 p-elemental abelia tal que A < ®(F)i E/A = G.
A més, aquesta extensié E juga un paper important en la prova del teorema de
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Gaschiitz, Lubeseder i Schmid que diu que tota formaci6 saturada pot ser definida
localment per una funcié de formacio.

La resta d’aquesta secci6 la dedicarem a construir, amb l'ajuda del graf de
Cayley, un grup G4 i a demostrar que és isomorf a l'extensié G* que doéna el
teorema 3.3.

Considerem un grup finit A-generat G amb A finit. Si recordem la definicié
2.13, el graf de Cayley de G amb respecte a A és aquell que té com a vértexs els
elements de G i arestes de la forma ¢ — ga, on ¢ € G i a € A, etiquetades amb a.
Anem a anomenar F al conjunt d’aquestes arestes.

Donat un nombre primer p, definim V(E) 'espai vectorial sobre el cos Z/pZ
amb base F, és a dir, si v € V(FE), aleshores v = Zlﬂ mie;, on m; € Z/pZ i
e; € BE={e1,...,ep}

El grup G actua per 'esquerra sobre E com segueix:

sigeGieg=h-3 ha € E, aleshores g-e; = ey = gh — gha € E,
per atots g, h € G, a € A. Notem que aquesta accié la podem extendre de manera
tnica a una acci6 de G sobre V(E):

|E] |E|
sigeGiv= Zmiei € V(FE), aleshores g-v = Zmi(g -e;) € V(E).
i=1 i=1
Amb ago, podem considerar 'homomorfisme o: G — Aut(V(FE)) tal que
go =0, € Aut(V(E)) per atot g € G, onvo, = g-v per av € V(E). Aixi, podem
construir el producte semidirecte (extern) U = [V(E)]G (via ). Si recordem la
definici6 1.3, 'operaci6é binaria que fa que U siga grup és

(v,9)(V', ') = (v + 0’0y, 99"),

per a tots v,v" € V(E), g,9 € G.!
Tot seguit, anem a considerar el subgrup

G = (1% a,a) | a € A)

de U. Per veure quina forma tenen els elements de G4%, vegem primerament com
funciona el producte de dos elements del seu sistema generador:

(1% ar,a1)(1 2 ag,a) = (1 2 ay) + 04, (1 2 ay),a1as)

(12 a)) + (a1 - (1 2 ay)), a1a9)

((]_ il-) (11) + (Cl,l iQ_) alag), alag).

!Notem que emprem notacié additiva en el primer component malgrat que en el segon utilit-
zem notacio multiplicativa perqueé els elements de V' (E) commuten.
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Notem que, en general, aquest producte no és commutatiu:
(1 32—> GQ,CL2>(1 il—> al,al) = ((]. 12—> CLQ) + ((12 11_) CLQCLl),CLQCLl)
#(1% a,a1)(1 2 ag,a9).

Aleshores, com donat u € GA% existeixen ay,...,a, en A (ordenats) amb 7 finit
de manera que u = [[,_,(1 X a;, a;), desenvolupant el producte obtenim que els

elements de G4 sén de la forma
T

u= H(l X i, a4)
i=1
= (1 % a) +(ay B aray) +--+(ay-a_y S ay--a,),a;--a,).

Per tant, podem interpretar cada element u de G4% com un cami del graf
de Cayley de GG que comenca en 1, passa per les arestes que indica la primera
component de u i acaba en el vértex indicat per la segona component.

Considerem ara el segiient epimorfisme:

Y GAb — G
(1% a,a) — a
A continuacio, anem a estudiar les propietats del seu nucli, que anomenarem C.
Donat u = [[I_,(1 <% a;,a;) € GA%, aleshores uyp = [[_,(1 < a;,a:)¢ =
[1;_, a;. Per tant, tindrem que v € C' = ker ) si, i només si, a; - --a, = 1, és a dir,
si u és de la forma
((1 a_1> CL1) + (a1 a—2> CL16L2) + -+ ((11 e Qe a_r> 1), 1)

Notem que u € C' es pot interpretar com el cami en el graf de Cayley de G que
comenca i acaba en 11 que passa per les arestes descrites en la primera component.
Amb ago, com hem definit V' (E) com 'espai vectorial sobre el cos Z/pZ amb
base E, podem veure facilment que C' és p-elemental abelia: donats u,v € C
existeixen ay,...,a,,by,...,bs en A (ordenats) amb r i s finits de manera que

u:((la—l>a1)+(a1a—2>a1a2)+-‘~+(a1~--ar,1a—T>1),1)

0= (18 b))+ (b 2 biby) 4+ -+ (by by 2 1),1)

i llavors,

w= (1% a)+ -+ (a1 a1 2> 1)+ (12 by) + -+ (b by 2 1),1)

(L b)) bt by bey 2 D)+ (1S ag) 4+ (a1 apy 25 1),1) = vu

uf = (]5(1 LN CL1) +]5(a1 22, a1a2) + - +ﬁ(a1 Qe ary 1), 1) = (0, 1)

D’altra banda, com GA% és clarament un grup A-generat,? donada una paraula

2Es suficient prendre f: A — GA% tal que a — (1 % a,a).
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w € A* podem trobar-ne element de G4 associat, [w]av,, com en la nota 3.1.
De fet, si donada una aresta e € F, denotem per w(e) al nombre de vegades (amb
signe)? que passa per aquesta aresta el cami del graf de Cayley de G etiquetat per
w 1 que comenca en 1, i anomenem w,(e) = w(e) mod p, tenim que

Wl = (Z wole)e. MG) .

eceE

Lema 3.4. Suposem que tenim tres grups G1,Gy i G3 de manera que existeixen
epimorfismes a: G — Gy i 8: Gy —> (3. Aleshores, ker(af3)/ ker o« = ker 3.

Demostracid. Vegem que f: ker(af)/ker« — ker f donada per z ker o — za,
amb z € ker(af), és un isomorfisme.
Si z,y € ker(af3), aleshores

rkera = ykera <= zy ' €kera <= (zy a=1<+= ra(ya) ' =1
< (zkera)f = xa = ya = (yker ) f,

amb la qual cosa, f esta ben definida i és injectiva. A més, com a és un homomor-
fisme, f també ho és.

Ara, si y € ker 3, com « és suprajectiva, existeix x € G; de manera que za = y.
A més, zaff = ypf = 11 llavors = € ker(af). Aixi, 'antiimatge mitjancant f de y
és rker v i f és suprajectiva. O

Teorema 3.5. El grup GA% és isomorf al grup G* del teorema 3.5.

Demostracio. Malgrat que en aquesta seccié no ho hem provat ja que més endavant
ho veurem en un cas més general, el grup G* = F/R* amb R* = R'RP, on F és
el grup lliure sobre A i R és un subgrup normal de F' amb F/R = G, verifica les
condicions del teorema 3.3. A més, el nucli N de I’epimorfisme ¢ de I’enunciat és
N = R/R*.

La construccié del Teorema 3.2 per a H = R dbéna un graf I" isomorf al graf
de Cayley de G si identifiquem els elements g € G amb coclasses a dreta Rw
amb w € F. Aixi, escriurem 7,4, en lloc de rpg,,. Per tant, R estd generat per
B={r,alg€G, ac A g ganoestaenT}, on T és un arbre generador del
graf de Cayley de G.

Notem que si associem cada element g € G amb una coclasses a dreta Rw amb
w € F, el neutre 1 de G s’identifica amb R. Aleshores, p,, sera 1'inic cami en T’
que va de 1 a [w]g (en cas que [w]g = 1, direm que p, = 1) i 7y, = [poap,.]r amb
[wle =g (si g = ga és un arc de T, aleshores 7,, = 1).

3Cada vegada que el cami w passa per una aresta e = (g = ga) € E en sentit contrari (una
de les lletres de la paraula w és a™ '), w(e) es redueix una unitat.
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A continuacid, considerem l'epimorfisme j: F — G2 tal que w +— [w]gae, .
Anem a veure que el conjunt B = {Fga | 790 € B}, onT,, denota la imatge de 7y,
sota I’epimorfisme que acabem de definir, és una base del Z/pZ-espai vectorial C,
amb la qual cosa, la dimensié de C sera |B| = |B|.

ComT7,, € B representa un cami en el graf de Cayley que comenca i acaba en
1, tenim que 7y, € C. A més, com cada 7y, té un Gnic arc que no esta en 7', I'arc
g 3 ga, i aquest no forma part de cap dels altres camins de B, tenim que B és
linealment independent.

Donat u € C, existeix w € A* de manera que u = [W]gar, 1 [wW]g = 1. Si
w=ay...a, per acadai=1,...,t, denotarem per w; = a; ...aq; i per g; = |w;lg.
Aleshores, de manera semblant al que hem fet en la prova del teorema de Nielsen—
Schreier,

t t t
Hrgiflvaiﬂ’ = <H r%l@i) H= (H[pwi1aip¢:i1]F> H
=1 =1

— (Wl lpst)e) 1 = [l =

Ara bé, els tnics factors que no son trivials en el producte anterior sén els ry, | o,/
tals que l'arc g; 1 —» g; no esta en T, amb la qual cosa, 7y, , 4/t = Tg_ .0, € B.
Aixi, B és un sistema generador de C' i per tant, n’és base.

D’altra banda, com R/R* és p-elemental abelia, el podem veure com a Z/pZ-
espai vectorial i com el conjunt {r,,R* | r,, € B} n’és un conjunt generador, la
dimensié de R/R* com a Z/pZ-espai vectorial és com a molt |B].

Per la universalitat de G*, existeix un epimorfisme 3: G* — G4 tal que

By = .
GAbp

\l‘”

Per tant, com GA4% = G*/ker 3, si veiem que K = ker 3 = 1, tindrem que G4% i
G* son isomorfs. Pel lema 3.4, tenim que
R/R*  kery

K kerp

= kery =C.

Aixi, veient R/R* i C' com a Z/pZ-espais vectorials, existeix una aplicaci6 lineal
suprajectiva v: R/Rf — C amb nucli K, i llavors

|B| > dim R/R* = dim K + dimC = dim K + |B| = dim K =0,

iaixi, K =kerf = 1. O]
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Exemple: Anem a calcular 'extensié de Gaschiitz amb p = 2 del grup G ciclic
d’ordre 3 de dues formes: treballant com en el teorema 3.3 i calculant el grup GA4%.

1. Sabem que G es pot veure com a quocient del grup lliure de rang 1: G =
Z/3Z. Aixi, si anomenem F = 7Z i R = 3Z, el grup que busquem és
G* = F/(R'R?). Ara bé, com R és abelia, R = 1i R*> = 2(3Z) = 6Z
(emprem notacié additiva perqué estem treballant amb grups abelians). Per
tant, ’extensié que busquem és G* = Z/6Z, el grup ciclic d’ordre 6.

2. La figura 3.1 mostra el graf de Cayley de G. Aleshores, el grup que busquem
és G4 = (1 & a,a)). Anem a comprovar que aquest és el grup ciclic d’ordre

6:

15 a,0)=(13a)+ (a2 ad?),d?);

(15 a,0)’ =((15a)+ (a = a®) + (a® 5 1),1);

135 a0'=(15a)+(a>a®)+(@®>1)+(13a)a)
=2-1%a)+ (@ a®)+(@a® 5 1),a)
= ((a = a) + (a® = 1),a);

(1% a,0) =2 (a2 a®) +(a® 5 1),a?)
= (a* % 1,ad%);

(1% a,a)=(2-(a®51),1) =(0,1)

Figura 3.1: Graf de Cayley de Z/3Z
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3.3 Extensi6 a m del teorema de Gaschutz

Tot seguit, generalitzarem el resultat de Gaschiitz mostrat en l'apartat anterior
per a qualsevol natural m. A continuacié, veurem si existeix alguna relacié entre
aquesta extensio i les que s’obtenen amb les poténcies de nombres primers de la
descomposicié de m. Per acabar, veurem si en aquest cas també podem obtindre
un grup isomorf a l'extensio tipus Gaschiitz mitjancant el graf de Cayley del grup
original.

Teorema 3.6. Donats un grup finit A-generat G' i un nombre natural m, ales-
hores existeizen un grup A-generat G* i un epimorfisme ¢: G* — G que manté
generadors el nucli del qual és un grup N abelia © amb exponent m amb la segiient
propietat universal:

St H és un grup A-generat i : H — G és un epimorfisme que manté gene-
radors el nucli del qual és un grup K abelia amb exponent m, aleshores existeix un
epimorfisme B: G* — H tal que By = o.

Demostracio. Siga G un grup A-generat amb epimorfisme associat pg: F' — G,
on I és el grup lliure amb base A. Aleshores, R = ker ¢ és subgrup normal de F'
iG=F/R.
Construim R* = R'R™ i considerem G* = F/R*. Aleshores, G* és un grup
A-generat perqué
PYat F — Gli
w = whit

és un epimorfisme del grup lliure F sobre A en G*.
Ara podem considerar ’epimorfisme

Q: Gﬁ:F/Rti — G=F/R
wR! —~  wR

el nucli del qual és N = R/R* ja que (wR*)¢ = wR = R si, i només si, w € R.
Anem a comprobar que N = R/R* és un subgrup normal abelia amb exponent m
de F/R*:

(r R*)(ryR*) = riryR'R™ = riry 1y 'r 'ryry R'R™ = ryr  R'R™ = (roR¥) (1 R);

~——
S
(rR™ =r"R' =¢/"R'R" =1-r" RR™ = RR™ = R
€R'R™
A més, ¢ manté generadors perqué si veiem pg com

©Ya - F — G:F/R
w = wR
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clarament pgtp = @g.

Vegem ara que es verifica la propietat universal de ’enunciat del teorema: siga
H un grup A-generat amb epimorfisme associat pp: F — H isiga¢y: H — G
un epimorfisme que manté generadors amb nucli un subgrup normal K abelia i
d’exponent m.

Donat w € R, com ¥ manté generadors, wpgy = wpg = 1. Aixi, en particular,
weg € K. Aleshores, si wy,ws € R, per les propietats de K, tenim que:

(w1, wa])orr = (wi 'wy 'wiws)pr = (wipn) ™ (waon) ™ (wien) (Wopr)
= (wion)(wapn) Hwapn) (wipn) = 1.
(W) on = (wipp)™ = 1.

Donat w € Rf = R'R™, existeixen wy, wy, w3 € R amb w = [wy, wp]wi i, pel que
acabem de veure, la imatge de w en H és

wen = (w1, w2])pu(ws)en = 1.

Per tant, H satisfa les relacions de G* i llavors, pel teorema de von Dyck, existeix
un epimorfisme 3: G* — H que manté generadors tal que B = o. O

3.3.1 Factoritzaci6é en producte subdirecte de ’extensié

Suposem que tenim G un grup finit A-generat i un nombre natural m = myms
on mp i my s6n nombres coprimers. Anem a veure que ’extensié universal an
del teorema 3.6 es pot veure com a producte subdirecte de les extensions G =
F/RY = F/(RR™)i G, = F/R, = F/(R'R™).

Considerem els epimorfismes

e: GA=F/Rl —
wR'R™ >

€

e: GY=F/R, — F
wR' R™2 — W

Aleshores, el producte subdirecte de Gﬁ i Gg amb factor de grup amalgamat F' és
G={(91.9) | 91 € G}, g2 € Gi, g1e1 = goea} = {(wR}, WRY) |w € F}.

Si trobem un isomorfisme entre aquest grup i G? ja ho tindrem. Considerem
I’aplicacio
o G — Gt
(WR'R™ wR'R™) +— wRR™
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Clarament, ¢ és un homomorfisme sobrejectiu i per tant, només ens falta veure
que també és injectiu:

(WR'R™ wR'R™) € ker ¢ & w € R'R™
& w = [ry,ralry" = [ri,ro](ry™)™ = [r1, ro (ry™)™
& we RR™NRR™
o (WR'R™,wR'R™) = (R'R™, R'R™)

Per tant, ker ¢ = {(R}, R%)} i ¢ és un isomorfisme.

Emprant aquest raonament successivament, si prenem un nombre natural m
de manera que la seua descomposicié en factors primers siga m = p{'p3*-- - poin,
'extensio universal G* del teorema 3.6 es pot veure com a producte subdirecte de
les extensions G2, G, ... ,GE on G} = F/R* = F/(R'R") peracadai=1,...,n.

3.3.2 Interpretaci6é en termes del graf de Cayley

A continuacié, anem a veure si podem trobar una interpretacioé en termes del graf
de Cayley equivalent a la vista en la secci6 anterior per a 'extensié G¥ amb m un
nombre natural.

Considerem el graf de Cayley del grup A-generat G amb respecte a A i anome-
nem F al conjunt d’arestes d’aquest. Tot seguit, considerem M el Z/mZ-modul
lliure sobre E. Aixi, si z € M, aleshores existeixen uns tnics m, € Z/mZ tals que

T =) cpMee.
Recordem que el grup G actua per I'esquerra sobre E com segueix:

sigeGie,=h-% hac€ E, aleshores g-e; = ey = gh = gha € E.

Podem extendre ’accié a una accié de GG per 'esquerra sobre M fent
g-z=> meg-e
eck

peracadage Giz e M.

Llavors, tenim que o: G — Aut(M) tal que go = 0, € Aut(M) per a tot
g € G,onzo, = g-xperazr € M, é un homomorfisme. Amb aco, podem construir
el producte semidirecte (extern) U = [M]G amb 'operacid

(z,9)(a',g") = (z + 2’0oy, 99),

per a tots x,2’ € M, g,9' € G.
Seguidament, prenem el subgrup de U definit com segueix:

G = (1% a,a) | ac A).
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Treballant de manera similar al que hem fet per a un nombre primer p, cada
element u € G4 es pot escriure com

r

u = H(l ﬁ) a;, ai)

i=1
= (1% a) + (a1 B arag) +-+(ay- a1 S ay--a,),a;---a,).

per a determinats aj,...,a, en A (ordenats) amb r finit. A més, donada una

paraula w € A*,
hgion = (zwm ) |
eck

on wp,(e) denota el nombre de vegades (amb signe) moédul m que aresta e és
creuada pel cami del graf de Cayley de G que comenca en 1 i té w per etiqueta.
D’altra banda, si considerem ’epimorfisme

(K GAbm — G
(1% a,a) — a

és facil veure que el seu nucli, ker ¢y = C', és abelia i té exponent m: en primer lloc,
u € C' si, i només si, u és de la forma

(15 @) + (5 ma) + oo (o #51),1),

per a determinats ay,...,a, € A ordenats. De nou, els elements de C' es poden
interpretar com camins del graf de Cayley de G que comencen i acaben en 1. Ara,
donats u,v € C' existeixen ay,...,a,,by,...,bs en A (ordenats) de manera que

u:((la—1>a1)—|—(a1a—2>a1a2)+---+(a1'--ar_1a—’”>1),1)

0= (125 b))+ (b 2 biby) 4+ (by -+ by_q 2 1), 1)

i com hem definit M com el Z/mZ-moédul lliure sobre E, tenim que

w=((1% ar)+ -+ (a1 a1 25 1)+ (15 by) + -+ (b by 25 1),1)
(b)) (b by D) LS a) 4+ (a1 a2 1), 1) =vu

m (m(l —> CL1) +m(a1 a_2> CL1G2> + - +m(a1 Q1 a_r> 1),1)2(071)

U
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Teorema 3.7. El grup G és isomorf al grup G*  del teorema 3.6.

Demostracid. Per la universalitat de G* vista al teorema 3.6, existeix un epimor-
fisme 5: Gf — G4 tal que Sy = .

S

Per tant, G4 =~ G* /K on K = ker 8. Pel lema 3.4, tenim que

R/R*  kery
K kerp

= keryp =C.

Seguidament provarem que |R/R*| < m' i |C| > m!, on t és el nombre d’arestes
que hi ha fora d’un arbre generador del graf de Cayley de G. Aleshores, tindrem
que

mt _ |R/R|

K|~ K]
i aixi, [ sera un isomorfisme.

D’una banda, si en la demostracié del teorema 3.2 prenem com a H el grup

R, tenim que el graf I" és isomorf al graf de Cayley de G (identificant els elements
g € G amb coclasses Rw amb w € F). Llavors, R és un grup lliure sobre el conjunt
B={r,alg€G, ac A g ganoestaenT}, on T és un arbre generador del
graf de Cayley de G i clarament, |B| = t. Per facilitar la notacio, podem enumerar
els elements de B; aixi, B = {ry,79,...,7:}. Notem que, donat un element qualsevol
rR* € R/R*, tenim que x es pot veure com una paraula r = s;...s, amb cada
s; € BUB™L. Ara bé, com R/R* és abelia i té exponent m, reordenant els factors
quan calga i tenint en compte que (r; R*)~! = (r;R¥)™~1, tenim que

TR = (s1... sn)Rﬁ = (isﬂ) . (snRﬁ) = (rlRﬂ)‘“ e (rtRu)at

=[Clzm' = 1> |K| = K=1

amb «; € {0,1,...,m} per a cadai = 1,...,t. Llavors, com per a cada «a; hi ha
m possibilitat i aco passa per a tot element de R/RF, tenim que |R/R!| < m!.
D’altra banda, els elements de B es poden veure com a camins del graf de
Cayley de G que comencen i acaben en 1 i amb una tnica aresta fora de I'arbre
generador 7', amb la qual cosa, els podem veure com elements distints de C'. A
més, sir; € C, els elements {r?, v}, ... 7"~ '} sén tots distints ja que si anomenem
w a la paraula en A que dona lloc a 'element ! (0 < j7 < m — 1), llavors en

I’expressio
GAbm = < E wm ) y
eclk



38 Capitol 3. Extensions de grups tipus Gaschiitz

es té que w,,(€) = j, on € és l'aresta de rg que no esta en ’arbre generador. Alesho-
res, els m' possibles elements de C' de la forma r{* - - - r{* amb o; € {0,1,...,m—1}
son tots distints, i aixi, |C| > m/. O

3.4 Extensi6é universal infinita

En els apartats anteriors, donat un grup finit A-generat G = F/R amb F un
grup lliure sobre A (A finit), hem estudiat les seues extensions universals G =
F/(R'R™) per a qualsevol m natural i la seua interpretacié en termes de grafs. Per
aixo, tot seguit estudiarem qué ocorre si considerem 1'extensi6 natural G* = F/R'.

Teorema 3.8. Donats un conjunt finit A i un grup finit A-generat G, aleshores
existeizen un grup A-generat G* i un epimorfisme @: G* — G que manté gene-
radors el nucli del qual és un grup Gf, abelia amb la segiient propietat universal:

St H és un grup A-generat i vv: H — G és un epimorfisme que manté ge-
neradors el nucli del qual és un grup K abelia, aleshores existeix un epimorfisme
B: G — H tal que v = .

Demostracio. Com G és A-generat, podem considerar I’epimorfisme ¢g: F — G,
on F' és el grup lliure amb base A. Aleshores, denotant R = ker g, tenim que
G = F/R.

Considerem G* = F'/R’' i notem que és un grup A-generat ja que

vgr: F — G*
w = wR

és un epimorfisme del grup lliure F' sobre A en G*.
Aleshores, ’epimorfisme

¢: G*=F/R — G=F/R
whR’ —  wR

manté generadors i té com a nucli G = R/ R/, que és abelia: donats ry i 75 en R,
(rR)(r2R') = riraR' = rira[ra, m]R' = ryr R’ = (roR') (1 R').

Vegem ara que es verifica la propietat universal: siga H un grup A-generat amb
epimorfisme associat pg: F' — H isiga ¢: H — G un epimorfisme que manté
generadors (pyt = @) 1 tal que el seu nucli és un grup abelia K.

Si prenem w € R, wpp = wpg = 11 per tant, wpy € K. Aleshores, si
wi,wy € R, com K és abelia,

([whw?])SOH = (WIQDH)_I@‘}QSOH)_I(WISDH)(WQQDH) = 1.



3.4. Extensio universal infinita 39

Per tant, si w € R', existeixen wy,wy € R amb w = [wy, ws] i, pel que acabem
de veure, wpy = 1. Aixi, H satisfa les relacions de G* i llavors, pel teorema de
von Dyck, existeix un epimorfisme f: G* — H que manté generadors tal que

B = . O

A continuacié, anem a tractar de construir I'extensié G* emprant el graf de
Cayley de G. Com en els casos anteriors, utilitzarem el graf de Cayley per obtin-
dre un grup amb les propietats desitjades i seguidament provarem que hi ha un
isomorfisme entre aquest grup i el grup G* del teorema anterior.

Considerem el graf de Cayley de G amb respecte a A i en particular ens fixarem
en el conjunt d’arestes d’aquest, que anomenarem E. A continuacid, prenem el grup
abelia lliure W = €, W, amb base E, és a dir, si « € W aleshores existeixen
uns tnics m, € Z tals que x = ) __pmce.

Llavors, podem extendre 'accié per 'esquerra de GG sobre el conjunt £ donada
per g- (h % ha) = gh = gha a una acci6 de G sobre W fent simplement g -z =
Y ecpMeg - €. Aixi, de manera analoga als casos anteriors, podem construir el
producte semidirecte de W amb G, T' = [W]G, i considerar el subgrup

H={(1%a,a)|acA).

Aleshores, la interpretacio del grup H és la segiient: donada una paraula w € A*,

ecE

on w(e) denota el nombre de vegades (amb signe) que 'aresta e és creuada pel
cami del graf de Cayley de G etiquetat per w.

Teorema 3.9. El grup H és isomorf al grup G* del teorema 3.8.

Demostracio. Comencem prenent el grup U = H NW. Com W és abelia, tenim
que U és un subgrup normal abelia de H. A més, pel segon teorema d’isomorfia,

també tenim que
H _ H ~ HW _ T ~
U HNW w %%
Aleshores, sip: H — G és’epimorfisme amb nucli U, per la universalitat provada
al teorema 3.8, existeix un epimorfisme 3: G* — H que manté generadors i tal

que Sy = .

G*LH

>,
G
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Recordem que ¢ és I'epimorfisme de G* en G que manté generadors i té com a
nucli G§ = R/R’. Notem que com F' és lliure, pel teorema de Nielsen—Schreier, R
també ho és 1 pel lema 1.32, tenim que R/R’ és abelia lliure amb base By = {xR’ |
r € B}. A més, G§ = R/R’ és també finitament generat ja que |By| < |B| i sabem
que | B| és finit perqué com |F' : R| = |G| és finit podem aplicar la segona part del
teorema de Nielsen—Schreier.

Anomenem N = ker 3. Si veiem que N = 1, [ sera un isomorfisme i ja ho
tindrem. Notem que si x € N, aleshores z¢p = xf1 = 19 = 1 i, per tant, tenim
que x € ker p = G§. Aixi, N < G{ i com G} és abelia lliure de rang finit (diguem-
ne n), pel teorema 1.17, existeixen una base {ay,...,a,} de G} i enters positius
dy,...,dgamb 1<k <nid|---|d; de manera que

n k

Go=> (a) i N=Y (da).

i=1 =1

En particular, G /N X Z/d\Z & - - - ® Z/dyZ & Z"F.
D’altra banda, pel lema 3.4, tenim que
Gy keryp
— =——=Kk =U.
N  kerf ey
Pero U, per ser subgrup de W, és un grup abelia lliure finitament generat (diguem-
ne de rang r) i llavors té una descomposicio U = Z". Aleshores, pel corollari 1.27,
r=n—kid,=0peracadai=1,...,k. Per tant, N =1, com voliem. O
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