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Introduccio

El nostre treball se centra en 'estudi dels llenguatges formals. Els llenguatges formals i el concepte
relacionat d’automats formen el nucli teoric de les ciencies de la computacié. La descripcié abstracta de
la informacié manipulada pels automats ha estat un element basic i fonamental per al desenvolupament
d’aquest camp. Per aquest motiu, s’han emprat diferents tecniques per al seu estudi.

Els automats sén una de les ferramentes per a I'estudi de la reconeixibilitat de paraules. Donada
una paraula d’entrada, ’automat recorre els seus estats interns d’acord a les lletres que la componen i
si aquest cami acaba en un estat final, aleshores diem que 'automat accepta la paraula. Direm, aixi,
que un llenguatge L (és a dir, un subconjunt de paraules sobre un alfabet A) és reconeixible per un
automat si totes les seues paraules sén reconeixibles.

Aquesta nocié de computacié admet caracteritzacions equivalents, on les ferramentes basiques
per a discernir si un llenguatge és reconeixible o no deixen de ser automats i passen a ser altres
estructures. Aixi, per exemple, el teorema de Myhill-Nerode [9, 10] afirma que un llenguatge L és
reconeixible si existeixen un monoide finit M i un homomorfisme de monoides f d’A* (el monoide
lliure sobre I'alfabet A) en M de forma que, per a un subconjunt C' d’M, es té que L = f~1[C].
Pel primer teorema d’isomorfisme, aquesta caracteritzacié és equivalent a demostrar ’existencia d’una
congruencia d’index finit sobre A* per a la qual L és un subconjut saturat.

El teorema de Myhill-Nerode explica la relacié que hi ha entre automats i monoides. Podem pensar
un automat com una estructura que canvia d’estat en resposta a 'accié de les lletres d’una paraula
d’acord a la seua configuracié interna. Un automat accepta una paraula si la transformacié induida
per la paraula transforma un estat inicial en un de final. A més, la caracteritzacié dels llenguatges
reconeixibles com a subconjunts saturats per a congruencies d’index finit obre la porta a processos de
minimitzacié, on podem trobar automats equivalents a un de donat perd que tenen menor tamany.
Associat a aquest procés de minimitzacié trobem la nocié de congruéncia sintactica associada a un
llenguatge, que sera la major congrueéncia que satura el conjunt donat i que, per tant, té menor
quocient. Com a conseqiiéncia del teorema de Myhill-Nerode podem afirmar que un llenguatge és
reconeixible si, i només si, la seua congruencia sintactica té index finit.

Donat un llenguatge o familia de llenguatges reconeixibles existeixen certes transformacions que
preserven la reconeixibilitat. Per exemple es pot demostrar que els llenguatges reconeixibles estan
tancats per a les operacions d’unid, interseccid, diferéncia, concatenacié o producte estrela. Aquestes
propietats de clausura permeten trobar una altra caracteritzacié equivalent a la nocié de reconeixi-
bilitat. El teorema de Kleene [6] afirma que un llenguatge és reconeixible si, i només si, admet una
expressio regular, és a dir, si es pot denotar per un terme format a partir de les paraules i les operacions
anteriorment mencionades.

El teorema de Kleene permet un tractament sintactic de la nocié de reconeixibilitat. En aquest
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teorema, una de les implicacions és conseqiiencia de les propietats de clausura anteriors (tot terme
escrit amb estes operacions denotara un llenguatge regular). En canvi laltra implicacié és més costosa
i sol fer-se simulant de forma sintactica les transformacions internes d’un automat que reconega un
llenguatge donat, tot seguint la demostracié estandard del teorema [8], obra de McNaughton i Yamada.

La definicié de llenguatge reconeixible es pot estendre a estructures més complexes com poden ser
els termes per a una signatura algebraica donada, és a dir, subconjunts de l'algebra lliure Tx(X),
per a una signatura . Notem que, en aquest cas, la nocié d’automat continua existint aixi com les
caracteritzacions de reconeixibilitat per a algebres finites (o congrueéncies sintactiques) o mitjangant
expressions regulars, gracies a les corresponents versions dels Teoremes de Myhill-Nerode i Kleene [5]
per a termes. Cal notar que aquests resultats suposen un bot conceptual, ja que aquestes caracterit-
zacions de la nocié de reconeixibilitat en el monoide lliure A* es preserven en ’algebra completament
lliure, o algebra de termes, Tx(X).

En el nostre treball donem un pas més en aquest procés d’abstraccié amb la presentacié d’aquests
resultats per al cas de les algebres heterogenies. Fixat un conjunt de tipus .S, i un conjunt d’operacions
formals heterogenies ¥, una algebra heterogeénia sobre aquesta signatura és un S-conjunt A amb la
corresponent interpretacié d’aquestes operacions formals. La diferencia fonamental entre aquesta nocid
i la noci6é d’algebra usual (la versié homogenia) és la capacitat d’aquestes estructures de modelar
situacions que requerisquen l'utilitzacié d’elements de diferent natura. Aquestes situacions es donen
fonamentalment en el camp de les ciéncies de la computacid, on podem treballar amb variables de
diferents tipus.

Aixi, doncs, en el nostre treball presentarem les nocions fonamentals de les algebres heterogenies,
aixi com les nocions d’homomorfisme, subalgebra, congruencia i algebra quocient. A partir d’aquestes
nocions introduirem el concepte de reconeixibilitat d’un llenguatge en una algebra heterogenia, aix{
com la construccié de la congruéncia sintactica associada a aquest llenguatge. Emprarem aquests con-
ceptes per presentar la versié heterogenia del teorema de Myhill-Nerode, com també les propietats de
clausura dels llenguatges reconeixibles per a les operacions booleanes d’unié, interseccié i complement.

En una segona part, ens centrarem en I'estudi de ’algebra de termes heterogenia i demostrarem
propietats especifiques de clausura de llenguatges reconeixibles en aquesta algebra. En particular
provarem la clausura de la reconeixibilitat per a les operacions de substituci6 i producte estrela. Per
a la demostracié6 d’aquests resultats de clausura ens hem ajudat dels resultats presentats en [3] que
utilitzen una tecnica purament algebraica on, a partir de les congrueéncies sintactiques dels llenguatges
d’entrada, es crea un refinament que és congruéncia, té index finit i satura el llenguatge resultant de
la transformacié dels llenguatges donats.

Aquests resultats ens permetran presentar la versié heterogenia del teorema de Kleene. En primer
lloc presentarem la sintaxi adient per a construir expressions regulars, que estara basada en les ope-
racions de X i en les operacions abans tractades d’unid, substitucié i producte estrela. Aquesta versié
heterogenia del teorema de Kleene és ’aportacié més important d’aquest treball, ja que és la primera
vegada que apareix en la literatura. Per a la seua demostracié en hem basat en el treball de Gécseg i
Steinby [5] i en la seua versi6 del teorema de Kleene per a termes homogenis en una signatura donada.

Hem estructurat el treball en quatre capitols. En el primer capitol, de preliminars, introduim les
nocions de conjunt heterogeni, relacions d’equivaléncia en conjunts heterogenis, el monoide lliure per a
un alfabet donat, les nocions d’algebra heterogenia, subalgebra, homomorfisme, congruencies i algebra
heterogenia quocient. Acabem el capitol introduint la nocié de translacié i la nocié de congruéncia
cogenerada o congruencia sintactica.



En el capitol segon, tractem la nocié de reconeixibilitat en algebres heterogeénies i presentem la
versio heterogenia del teorema de Myhill-Nerode que caracteritza els llenguatges reconeixibles com
a llenguatges saturats per a una congruencia d’index finit. Acabem aquest capitol presentant les
propietats de clausura per a les operacions booleanes d’unid, interseccio i complement.

En el capitol tercer, introduim ’algebra de termes heterogenia Tx(X) i presentem propietats de
clausura de la nocié de reconeixibilitat per a conjunts basics de termes i les operacions de substitucio
i producte estrela.

Finalment, en el capitol quart, presentem la nocié d’expressié regular associada a una signatura
heterogenia i demostrem la versi6 heterogenia del teorema de Kleene per a llenguatges en Ty (X).

En aquest treball assumim els postulats del sistema axiomatic ZFSk per a la teoria de conjunts
i assumirem l’existéncia d’un univers de Grothendieck fixat U. A més, hem adoptat les seglients
convencions. Un ordinal « és un conjunt transitiu ben ordenat per a €, aixi a = {#|8 € a}. El
primer ordinal infinit wy el denotarem per IN, el conjunt dels nombres naturals. D’aquesta manera,
per a cadan € N, n fa referéncia al conjunt n = {0,...,n— 1}. Una funcié d’A a B la denotarem per
(Fy)zea. Denotarem per Sub(A) el conjunt format per tots els subconjunts d’A i si X C A, aleshores
denotarem per 04(X) o A — X al complement d’X en A.
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Capitol 1

Preliminars

En aquest capitol veurem els conceptes basics per poder entendre 1’algebra de termes i les seues
propietats de reconeixibilitat. Hi recopilarem resultats basics de conjunts heterogenis, relacions d’e-
quivaléncia en conjunts heterogenis, el monoide lliure per a un alfabet donat. A més, introduirem els
conceptes d’algebres heterogenies, subalgebres, homomorfisme, congrueéncia i algebra quocient. Per
finalitzar presentem la nocié de translacio i congruencia sintactica.

1.1 S-conjunts

En aquesta seccié definirem el concepte de conjunt heterogeni i donarem la generalitzacié de les
operacions basiques entre conjunts per a conjunts heterogenis.

Definicié 1.1. Siga S un conjunt d’'U. Anomenarem S el conjunt de tipus. Un S-conjunt (també
anomenat conjunt heterogeni o conjunt S-tipificat) és una aplicacié A = (As),.q de S a U.
Si Ai B sén dos S-conjunts, una S-aplicacié és una familia S-indexada (fs),cg on, per a cada
s € S, fs és una aplicacié d’As a B,;. D’aquesta manera una S-aplicacié d’A a B és un element de
[[;cs Hom(Ay, B;) on, per a cada s € S, el conjunt Hom(A,, By) és el conjunt de totes les aplicacions
amb domini A i codomini B,. Denotarem per Hom(A, B) el conjunt de totes les S-aplicacions entre
AiB.

Observem que si el conjunt de tipus S és finit aleshores podriem dir que estem definint una tupla
de conjunts on, cada entrada de la tupla seria d’un tipus s particular.

Farem ara una generalitzacié de les operacions conjuntistes que siguen valides per als conjunts
heterogenis.

Definicié 1.2. Siga I un conjunt d’indexs en U i siga (A%);c; una familia I-indexada de S-conjunts.
Aleshores el producte dels (A);c;, denotat per [Licr A, és el S-conjunt definit de la segiient manera,

per a cada s € S
<HAi> =1 4%
icl s i€l

A'més, per a cada i € I, la i-¢sima projeccié canonica, pr = (pr’)ses, és la S-aplicaci6 de [Licr Al a
A" que, per a cada s € S, envia (a})ier € [[;c; A% a a; € A
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Les altres operacions conjuntistes: x (producte cartesia), [[ (coproducte), |J (unié), U (unié
binaria), (] (interseccié), N (interseccié binaria), 04 (el S-conjunt complementari respecte d’un S-
conjunt A donat), i — (la diferéncia) es defineixen d’una manera similar, component a component.

Exemple 1.3. Siga S =2 = {0,1}. Definim A = (A;)secs de la forma:
] Q sis=0;
As = { Q® sis=1.

Més endavant seguirem amb aquest S-conjunt ja que tindra una estructura d’algebra particular. De-
finim també els S-conjunts B = (Bg)scs i C' = (Cs)ses com segueixen:

B — {a,b,ab,ba,aa,bb} sis=0; c._ N si s =0;
5 1) sis=1. Tl R-Q)? sis=1.

Podem fer la unié i la interseccié d’A i C 1 obtenim:

N sis=0;
g sis=1.

oo ={ & 32 uno.=

Calculem ara el producte cartesia d’A per B.

e = @ =
o] sis=1.

Definim la segiient S-aplicacié d’A a C, f: A — C, per a cada tipus s € S, de la segiient manera:

fo: Ao — Co fi: Q° — (R—Q)?

% — |p’ ($17$275L‘3) — ($1+\/§,7T,8)

Notem que en un conjunt heterogeni pot haver-hi un coordenada buida, com podem observar al conjunt
B, car B; = @.

Definicié 1.4. Un S-conjunt A s’anomena subfinal si, per a cada tipus s € S, card(Ag) < 1. Denotem
per 1%, o a vegades per abreviar 1, al S-conjunt final definit com 1% = (1)ses. I denotem per @5,
abreviat @, al S-conjunt inicial &% = ()ses.

Definici6é 1.5. Siguen A, B dos S-conjunts. Direm que A és un S-subconjunt o, si se sobreentén,
un subconjunt de B si, per a cada tipus s € S, Ay C B; i escriurem A C B. Denotarem per Sub(A)
al conjunt format per tots els S-subconjunts d’A.

Definirem a continuacié un S-conjunt particular com és la delta de Kronecker.

Definicié 1.6. Sigat € S un tipus. Anomenem delta de Kronecker en ¢ al S-conjunt §* = (6%)seg,
definit per a cada s € S, de la segiient manera:

5t — 1 sis=t;
s g sis#t.

10



(5t,X

Siga ara X un conjunt. Denotem per al S-conjunt definit, per a cada s € 5, de la segiient manera:

50X — X sis=t;
S| 9 sis#t

Si X =z, i.e., si X només té un element, aleshores per simplificar la notacié escriurem 6% en comptes
de 651#}, Notem que &' defineix el mateix conjunt que %',

Ara definirem per a una S-aplicacié f, les construccions associades d’imatge directa i imatge
inversa.

Definicié 1.7. Siguen A, B dos S-conjunts i siga f : A — B una S-aplicacié. Definim la f-imatge
directa (o la imatge directa a través de f) a l'aplicacié f[-] : Sub(A) — Sub(B), definida per a
cada X € Sub(A4) com a f[X]| = (fs[Xs])ses € Sub(B). De la mateixa forma anomenem la f-imatge
inversa (o imatge inversa a través de f) a l’aplicacié f~1[] : Sub(B) — Sub(A) definida per a cada
Y € Sub(B) com f7HY] = (f;1[Ys])ses € Sub(A).

S

Definicié 1.8. Siga A un S-conjunt. Direm que A és finit si [[ A = (J,cg As x {s} és finit. Siga B
un altre S-conjunt. Direm que A és un subconjunt finit de B si A és finit i A C B. Denotarem per
Sub¢(B) al conjunt format per tots els S-subconjunts finits de B.

Definicié 1.9. Siga A un S-conjunt. Definim el suport d’A com el conjunt
suppg(A) = {s € S| As # @}.

Observacié 1.10. Un S-conjunt A és finit si, 1 només si, suppg(A) és finit i, per a cada s € suppg(A4),
Ay és finit.

Proposicié 1.11. Siguen A, B dos S-conjunts, I un conjunt d’indexs en U i (A;)ier una familia
I-indexada de S-conjunts. Aleshores:

(i) Hom(A, B) # @ si, i només si, suppg(A) C suppg(B). Consegiientment, si A C B, aleshores
suppg(A) C suppg(B). A més, si f és una S-aplicacio d’A a B 1 X C A, llavors suppg(X) =
suppg (f[X]).

(ii) Si existeiz una S-aplicacio sobrejectiva f d’A a B, aleshores suppg(A) = suppg(B). A més, si
es compleiz que Y C X aleshores suppg(Y) = suppg(f~1[Y]).

(i1i) Les segiient igualtats es compleizen:

Suppg (@S) = O, Suppg (15) =5,
SUppg (U Ai) = suppg (H Ai) = Jsupps(4);
i€l icl icl

sil #:

SUppg (ﬂ Ai) = suppg (H Ai) = [ supps(4);

el el el
suppg(A) — suppg(B) C suppg(B — A).

11



1.2 Relacions d’equivalencia

Introduirem ara el concepte de relacié d’equivaléncia en un S-conjunt. Aquest concepte sera necessari
per poder caracteritzar la nocié de reconeixibilitat en una algebra. A més, donarem la definicié de
conjunt saturat per una relacié d’equivaléncia.

Definicié 1.12. Siga A un S-conjunt. Definim una S-relacié d’equivaléncia (també anomenada
relacié heterogénia o relacié S-tipificada) en A com una relacié ® en A, és a dir, un subconjunt
O = (Pg)ses de A x A = (Ag x Ag)ses tal que, per a cada s € S, &5 és una relacié d’equivalencia
en As. Denotem per Eqv(A) el conjunt de totes les relacions d’equivalencia sobre A i per Eqv(A) el
reticle algebraic (Eqv(A), ). Denotem per V4 I'element maxim d’"Eqv(A) i per A4 I'element minim
d’Eqv(A). Sis € Siaé€ As, denotarem per [a]g, a la classe d’equivalencia de a sobre ®g.

Siguen A un S-conjunt i ® una S-relacié d’equivaléncia en A. Definim el S-conjunt quocient
d’A per ®, A/®, com el S-conjunt (As/®s)ses. Definim pr® : A — A/® la projeccié candnica
d’A a A/® com la S-aplicacié (pr?)es on, per a cada tipus s € S, pr? és la projeccié canonica d’ A
a Ag/®; (que envia cada a € Ay a la seua classe d’equivaléncia en Ag, pr¥(a) = [a],).

Siga X un S-subconjunt d’A i siga ® € Eqv(A). La ®-saturacié de X (o la saturacié de X
respecte de ®), denotada per [X]?, és el S-conjunt definit, per a cada s € S, de la segiient manera:

X)? = fa € A | X, [alo, # 2} = | lalo, = [X.]%.
r€EXg

Siga X un S-subconjunt d’A i siga ® € Eqv(A). Diem que X esta ®-saturat si X = [X]%.
Denotem per ®-Sat(A) el subconjunt de Sub(A) format per tots els S-subconjunts saturats, és a dir:

®-Sat(A) = {X € Sub(4)| X = [X]?}.

A aquest treball ens interessara estudiar i treballar amb les relacions d’equivaléncia d’index finit,
és a dir, aquelles que tenen un nombre finit de classes d’equivaléncia.

Definicié 1.13. Siga A un S-conjunt i siga ® una S-relacié d’equivaleéncia en A. Diem que ® té
index finit si el S-conjunt A/® és finit. Recordem que un conjunt heterogeni A és finit si el seu
suport ho és i si el conjunt en cada tipus és finit.

Veiem aquests conceptes en el segiient exemple perqué quede més clar.

Exemple 1.14. Utilitzarem els S-conjunts definits a 'exemple 1.3. Definim en B la segiient relacio
d’equivaléncia ® = (®), per a cada s € S com segueix:

o — { {(m, y) € By |z comenca per la mateixa lletra que y} si s =0;
N sis=1.

Siga X el S-subconjunt de B definit, per a cada s € S com:

Xs:{ {a,ab} s%s:O;
%] sis=1.
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Llavors quan calculem [X]® obtenim el segiient S-conjunt:

o | {a,aa,ab} sis=0;
Xy = { 1%} sis=1.

Si considerem ara Y = (Ys)ses definit, per a cada s € S:

Ysz{ {b,ba, bb} s%s:O;
1] sis=1.

Aleshores es senzill veure que Y és ®-saturat, car al conjunt de la primera component estan totes les
paraules que comencen per b i a més, no hi ha cap paraula més.

Veiem un altre exemple un poc més general.

Exemple 1.15. Siga S un conjunt de tipus finit i siga A un S-conjunt. Aleshores A/V4 és finit. Siga
s € S. Notem que:
1 sis € suppg(A);
As| _ PPgs 3
Ao/ V7] = { 0 sis¢suppg(A).
Per tant, se segueix que A/VA és bijectiu amb 15PPs(4)

Nota. Siga A un S-conjunt i siga ® € Eqv(A). Aleshores, per la Proposici6 1.11 es compleix que
suppg(A) = suppg(A4/®P).
Nota. Siguen A un S-conjunt, X un S-subconjunt d’A i ® € Eqv(A). Aleshores

[X]® = (pr®) ! [pr®[X]].

Per tant, X és ®-saturat si i només si X D [X]®. A més, X és ®-saturat si i sols si existeix Y C A/®
tal que X = (pr®)~1[V].

Proposicié 1.16. Siga A un S-conjunt i siguen ®, ¥ € Eqv(A). Aleshores
d C U si, i només si, per a tot X C A, [X]Y]* = [X]¥.

Corol-lari 1.17. Siga A un S-conjunt i siguen ®, ¥ € Eqv(A) dues relacions d’equivaléncia tals que
® C W. Aleshores ¥-Sat(A) C ®-Sat(A). A més, siga un tipus s € S i siga un subconjunt L C A, tal
que L = [L]¥s. Si ®; C Wy, aleshores L = [L]®s.

Proposicié 1.18. Siguen A un S-conjunt i X C A. Aleshores X € VA-Sat(A) si, i només si,
X5 = Ag, per a cada s € S tal que s € suppg(X).

Nota. Siguen A un S-conjunt i X C A. Aleshores, per la proposicié anterior se segueix que
@9 A e VA-Sat(A).

A més, per a cada subconjunt 7' C S es té que, [J,op 05 € VA -Sat(A).

Proposicié 1.19. Siguen A un S-conjunt i X C A i siguen ®, ¥ € Eqv(A). Aleshores

(X7 C [X]P U XY
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Corol-lari 1.20. Siguen A un S-conjunt i X C A i siguen ®, ¥ € Eqv(A). Aleshores
®-Sat(A) N P-Sat(A) C (PN WY)-Sat(A).

Tota aplicacié heterogenia f defineix una relacié d’equivaléncia. Aquesta relacié s’anomena nucli
de f i juga un paper important a ’hora de definir la congruencia cogenerada.

Definici6 1.21. Siguen A, B dos S-conjunts i siga f : A — B una S-aplicacié. Definim el nucli de
f, denotat per Ker(f), a la S-relacié definida per a cada s € S com

Ker(f), = Ker(f,) = {(a,b) € A, x A, | fula) = f,(b)}.

Proposicié 1.22. Siguen A, B dos S-conjunts i siga f : A — B una S-aplicacio. Aleshores Ker(f) €
Eqv(A). A més, donada ®, una S-relacié d’equivaléncia en A, el parell (pr®, A/®) compleiz que:

(i) Ker(pr®) = @,

(ii) (Propietat universal) per a cada S-aplicacio f: A — B tal que ® C Ker(f), aleshores ezisteix
una tinica S-aplicacid p®KeW) . A/® — B tal que f = p®Ker) o pr?,

1.3 Monoide lliure

En aquesta seccié introduirem el concepte de monoide lliure i algunes de les seues propietats basiques,
que seran utilitzades més endavant sobretot per definir la signatura d’una algebra i per poder definir
la substitucié en ’algebra de termes.

Definicié 1.23. Siga A un conjunt que anomenarem alfabet i als elements del qual anomenarem
lletres. Definim el conjunt de les paraules d’A, denotat per A*, al conjunt

A* = U Hom(n, A)
nelN

on Hom(n, A) és el conjunt de totes les aplicacions w : n — A. Siga w € A*, denotem per |w| a
la longitud de la paraula, o equivalentment diem que |w| és el domini de w. Siga i € n, aleshores
escriurem wj; per referir-nos al valor que pren w(i), i.e., la lletra (o valor) que ocupa la i-ésima posicié.
A vegades, denotem la paraula w com la successi6 (a;);e|,|, on la lletra a; € A compleix que w(i) = a;.
Denotaren per 7 a I’aplicacié d’A a A* que envia cada a € A a (a) € A*, i.e., I'aplicacié (a) : 1 —> A*
que envia el 0 a la lletra a. A un subconjunt L C A* se’l sol anomenar llenguatge.

Denotarem per A a I'inica aplicacié de @ a A i 'anomenarem paraula buida.

Al conjunt A* el dotarem amb 'operacié binaria anomenada concatenacié A : A* x A* — A*
definida per a cada (w,v) € A* x A* com:

jw|+ o] — A
w A v . Wy, si0<i<|w
i — : .
Vipw| St w] < i< Jw] + [v].

Notem que la concatenacio de dos paraules w,v € A* és el resultat de col-locar primer les lletres de w
i després a continuacié les de v.
A la terna (A*, A, A) se "anomena monoide lliure i el denotarem per A*.
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Definicié 1.24. Siguen w,w’ € A* dues paraules. Direm que w’ és una subparaula de w si existeixen
u,v € A* tals que w = u A w’ A v. El cas en que v = X\ o0 bé v = X no estan exclosos. Podria
passar que una mateixa paraula w tinguera diferents subparaules iguals a w’. En aquest cas, I’equacid
w = u A w' A v tindria més d’una solucié. Siguen w € A* i a € A, direm que a ocorre en w si
existeixen paraules u,v € A* tals que w = u A (a) A v. Notem que a ocorre en w si, i només si, existeix
i € |w| tal que w(i) = a. Denotarem per

wla = card({i € [w| |w(i) = a}) = card(w™"[{a}))

al nombre d’ocurréncies d’a en la paraula w. A més, siga (ia)aaw‘a I’enumeracié en sentit ascendent
de les ocurréncies d’a en w. D’aquesta manera podem definir (iq)qejw|, de forma recursiva:

ip = min{i € |w|, |w(i) = a},
ia+1 = min{i € |w|q — {io, -+ ,ia} | w(i) = a}
per a a € |w|, — {|w|s, — 1}. Si les parelles (u;,,v;,) (on a € |wl,) sén solucions de w = u A (a) A v

acomplint que |u,| < [uiy| < -+ < [Upy|,~1], aleshores (u;,,v;,) determina la i,-esima ocurréncia de
(a) en w i direm que a ocorre en la posicid iq-esima de w.

Veiem totes aquestes definicions al segiient exemple per aclarir els conceptes.

Exemple 1.25. Considerem A = {a,b,c} l'alfabet amb qué treballarem a aquest I’exemple. Siga
w:3 — Aonw0) =a, w(l)=a, iw(2)=0>. Escriurem aquesta paraula com w = aab. Siguen
u = cbaceh i v = baabcee. Aleshores

lv| =7, [v|la =2, |v|.=3,
u A w = cbaccbaab.

Es senzill veure que w és una subparaula de v ja que
v=(b) A w A ccc.

Introduirem una nova operacié al monoide lliure: la substitucié. La idea és canviar les lletres
d’una paraula per unes altres paraules distintes. Aquest concepte ens seguira durant el treball, ja que
és una operacié que també es troba a ’algebra de termes i a més té bones propietats respecte de la
reconeixibilitat. Pero aixo ho veurem a les properes seccions.

Definicié 1.26. Siguen A un conjunt i w € A* una paraula. Denotem per (¢),.4 (w) a I'aplica-
cié de [[,c(A*)®le a A* que assigna, a cada element ((g8)aclw|,)aca € [Toca(A9)la, 1a paraula
((qg)aae‘wla)aeA (w) obtinguda en substituir en w cada ocurréncia « € |w|, de la lletra a per la paraula
g% i aco per a cada lletra a € A. Anomenem a ((qﬁ)aae\w\a)ae,q (w) la substitucié de (¢3)qcpw| PEr a
a en w per a cada a € A i anomenarem a () ., (w) Poperador de substitucié de w.

en substituir en w cada lletra a € A i per a cada ocurréncia a € |wl,, la paraula ¢% per la
ig-ocurrencia d’A en w

Siga ¢ un element d’A. Llavors denotarem per (¢) (w) a Paplicacié de (A*)"le a A* que assigna, per
a cada (¢5)acjuw|. € (A*¥)lwle 1a paraula ((qg);‘wlc) (w) en A* obtinguda en substituir en w la ocurréncia
iq-esima de ¢ per la paraula ¢,, per a cada a € |w|.. Anomenem a ((ﬁ)ofexwu) (w) la substituci6 de
(qg)ae\w\c per ¢c en w.
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Aclarim aquesta definicié al segiient exemple.

Exemple 1.27. Considerem el conjunt A de 'Exemple 1.25. Siga w = abca. Ara hem de considerar
paraules per a cada ocurrencia de cada lletra en w. Per a la lletra a definim les seglients paraules:

q5 = ca, qy = ccba.
Per a les lletres b i ¢ definim les paraules:
qg =10, q5 = bbacab.

D’aquesta manera la paraula resultant de la substituci6 és:

((qg‘);aw\z)xeA (w) = cabbbacabecba,

que és el resultat de substituir la primera ocurreéncia d’A per la paraula ca, la segona ocurréncia per
ccha; Vocurrencia de b per la paraula b; i 'ocurrencia de ¢ per la paraula bbacab.

1.4 Algebres i signatures

A aquesta seccié introduirem els conceptes de Y-algebra i les seues propietats. Aquest concepte
és necessari ja que treballarem amb algebres heterogenies on hi ha operacions que s’apliquen sobre
elements de diferents tipus. Aquesta seccié sera molt important durant el treball, ja que als properes
capitols estudiarem les propietats de reconeixibilitat en una X-algebra.

Definicié 1.28. Una S-signatura (o signatura heterogénia) és una funcié X: S*xS — U que
envia un parell (w,s) € S*xS al conjunt 3, s de les operacions formals d’aritat w, tipus (o
coaritat) s i rang (o biaritat) (w,s). A vegades escriurem o: w — s per indicar que l'operacié
formal o pertany a X .

A partir d’aquest moment fixarem la notacié de ¥ per a una signatura durant tot el treball.

Notacié. Siga A un S-conjunt i siga w € S*. Denotarem per A, al conjunt:

Ay = [T Auw:-

i€|w|

Acabem de definir el S-conjunt d’operacions formals. Ara necessitem saber interpretar-les per a
un conjunt heterogeni concret.

Definicié 1.29. Siga A un S-conjunt. El S*x.S-conjunt de les operacions amb aritat finita d’A
és (Hom(Ay, As))(w,s)es xs- Una estructura de Y-algebra sobre A és una familia (Fy s)(w,s)es*xs
denotada per F, on, per a cada (w,s) € S*xS, F, s és una aplicaci6é des de ¥, s a Hom(A,, A).
Notem que F,, s és la interpretacié en A de les operacions formals d’aritat w i coaritat s. Per a un
parell (w, s) € S*xS i per a una operaci6 formal o € 3, 5, per simplificar notacié, a 'operacié d’A,, a
A corresponent a o mitjangant la interpretacié de Fy, s I’escriurem com Fi,; o bé com o™ en comptes de
Fy (o). Una X-algebra és el parell (A, F'), per abreviar A, on A és un S-conjunt i F' una estructura
de X-algebra sobre A.
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Veiem al segiient exemple tres estructures algebraiques diferents per aclarir la definici6 i la notacié.

Exemple 1.30. Veurem com les signatures de grup i anell es poden generalitzar seguint la notacio
de >-algebra. Aquestes dues signatures algebraiques sén algebres homogenies. Després veurem com
formalitzar la signatura d’espai vectorial que, per contra, és una algebra heterogenia i aixi veurem el
potencial de la definicié anterior i de la seua notacié.

A la signatura de grup només tenim un tipus de conjunt ja que és un algebra homogenia. Aixi, el
conjunt de tipus sera S = 1 = {0}. En una estructura de grup tenim 'operaci6é producte, que és una
operacié binaria, i després tenim 'existéncia d’element invers i d’element neutre. Aquests elements els
formalitzarem com una operacié unaria i una nul-laria respectivament, doncs a la signatura estaran
els simbols d’aquestes operacions. D’aquesta manera la signatura X sera:

{-}  si(w,s)=1(00,0),
o O™ si(we) = 0.0,
e si (w,s) = (A,0),

{1}
@

en altre cas.

Sabem que (Q3, +) és un grup abelia. Ara hem d’interpretar les operacions de la signatura al nostre
conjunt Q. La estructura F' estara definida de la segiient manera:

Foool) : Q@*x Q> — @7,
(r,y) —— z+y
Foo(0™):Q° — @,
Fro(l):1 — Q7
—s (0,0,0).

Aixi (Q3, F) és una Y-algebra. Aquesta estructura en particular és un grup.

Veiem ara quina seria la signatura per a un cos. En un cos tenim més operacions pero totes
necessiten d’un sol tipus, per aixo és una algebra homogenia. Aixi podrem fer servir el mateix conjunt
de tipus S = 1 = {0}. La signatura O sera:

{+7 } s1 (’LU,S) = (00,0),
[s) _ {_7 ()_1} si (w,s) = (070))
o si (w, s) = (X,0),

* ) {0,1}
o] en altre cas.

Siga el S-conjunt A = (As)ses = Ao = Q. L’estructura de ©-algebra amb queé dotarem Q és la
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seglient:

“1y .
G0070(—|—):QXQ . qQ, GO,O(() )Q — Q’g Sjp7£0-
(p,q) — n+tm ¢ {6 sip:()j
Gooo(r) : QxQ — Q,
(p,a) — px*q. Gl : f)g.
Goo(—):Q — @,
D — —p. G)\,O(l) 1 : (Ev

Amb tot agd tenim que (Q, G) és una O-algebra amb la mateixa signatura que un cos.

Per tindre ’estructura de grup o de cos hauriem d’exigir algunes condicions de manera d’equacions
axiomatiques. A¢o no ho farem ja que 'objectiu d’aquest exemple és familiaritzar-nos amb la notacio i
en com interpretar operacions formals. A I'exemple hem vist com formalitzar la seua signatura només.

Ara veurem com formalitzar amb aquesta notacié la signatura d’espai vectorial que és una algebra
heterogenia ja que tenim operacions en un grup abelia i d’altres externes. Per aquest cas necessitarem
que el conjunt de tipus siga S =2 = {0,1}. La signatura {2 sera:

{+:} st (w,s) = (
{= ()7} si(w,s)=(
{0, 1} st (w,s) = (A,0),
{+} st (w,s) = (11,1),
’ {-} st (w,s) = (
{0} st (w,s) = (
{} st (w,s) = (
o

en altre cas.

Notem que un mateix simbol pot fer referéncia a dues o més operacions. AcoO no causa problema
perque coneixem aritat i coaritat de cada simbol.

Definim el S-conjunt A definit, per a cada s € S, com:

_ Q sis=0,
AS_{ Q> sis=1.

Per interpretar les operacions on no hi ha canvi de tipus podem emprar la mateixa F' o GG anterior
depenent de quin tipus es tracte. Interpretem ara 1’'inica operacié que ens queda per interpretar.

Hoii(h): QxQ — @°
(p,U) — (p*U1,p*U2,p*’U3)-
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D’aquesta manera tindrem la segiient estructura de 2-algebra:

Gooo si (w,s) = (00,0),
Goo si(w,s) =(0,0),
Gro si(w,s) =(A,0),
oo Foopo si(w,s)=(11,1),
) Fyoooosi(w,s) =(1,1),
Fro si(w,s)=(\1),
H(]l,l S1 (’LU,S) = (01, 1),
%) en altre cas.

Aixi, (A, H) té estructura de Q-algebra.

Definicié 1.31. Siga A una X-algebra. El suport d’A, denotat per suppg(A), és suppg(A), és a dir,
és el suport del S-conjunt subjacent A d’A.

Definicié 1.32. Siga A una X-algebra. Diem que A és finita si A és finit on A és el S-conjunt
subjacent d’A.

De la mateixa manera que durant la carrera, en estudiar una estructura algebraica nova després
véiem les subestructures i les aplicacions que conservaven l'estructura, ara veurem l’estructura de
subalgebra i d’homomorfismes entre 3-algebres.

Notacio. Siguen A, B dos S-conjunts, f : A — B una S-aplicacié i w € S*. Denotem per f,, a
I'S-aplicacié fu = [[;ejy fw; : Aw —> Buw que envia cada (a;)icjw| € Aw a

fw((ai)ie\w\) - (wa(az))z€|w| € By

Definicié 1.33. Siguen A = (A, F) i B = (B, G) dues X-algebres i siga f : A — B una S-aplicacio.
Diem que f és un ¥-homomorfisme d’A a B si es compleix que, per a cada (w, s) € S* x S, per a cada
0 € Yy 1 per a cada (a;)iciw| € Aw, s té que

fs(FU((ai)ie\w\) = Ga(fw«ai)i€|w|))'

Es a dir, f és un ¥-homomorfisme si conserva totes les operacions de la signatura 3.

Definicié 1.34. Siga A una X-algebra i siga X C A un S-subconjunt. Siga o tal que o: w — s,
i.e, 0 és una operaci6 formal en ¥, 5. Diem que X és tancat per a 'operacié F; : A, — A; si,
per a cada a € X, es té que Fy(a) € Xs. Diem que X és una subalgebra d’A si és tancada per a
totes les operacions de A. Denotem per Sub(A) el conjunt de totes les subalgebres d’A i denotem per
Sub(A) el reticle algebraic (Sub(A, C). Siga B una X-algebra. Diem que B és una subalgebra d’A
si 'encaixament canonic de B en A determina també un encaixament de B en A.

Per poder donar la propera definicié primer necessitarem el lema segiient perque la definici6 siga
consistent.

Lema 1.35. Siguen A una X-dalgebra, I un conjunt d’indexs dU i (B;)icr una familia I-indezada de
subalgebres d’A. Aleshores (\,c; B; és una subdalgebra de A.
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Definicié 1.36. Siga A una X-algebra. Definim 'operador generador de subalgebres, Sgu, a
Poperador Sga : Sub(A) — Sub(A), definit per a cada X € Sub(A), com

Sga(X) = |{W € Sub(A)| X C W}.

Observem que Sga (X) és la menor subalgebra d’A que conté a X. A més, Sga (X) denota 'algebra
determinada per Sga (X).

Siga X C A. Anomenem a Sg (X) la subalgebra d’A generada per X. Siamés, Sgu(X) = A,
aleshores diem que X és un subconjunt generador d’A.

A continuacié enunciarem el principi de prova per induccié algebraica que sera 1util per demostrar
alguns resultats del Capitol 3.

Proposicié 1.37 (Principi de prova per induccié algebraica). Siga X un S-conjunts i siguen A una
Yi-algebra generada per X i Y wun S-conjunt tal que Y C A. Aleshores per provar que Y = A és
suficient provar que: (1) X CY (base de la induccid algebraica) i (2) Y és una subalgebra de A (pas
d’induccid algebraica).

Veiem com es defineix la ¥-algebra producte d’una familia de X-algebres.

Definicié 1.38. Siga I un conjunt d’indexs d'U i siga (A%);c; una familia I-indexada de Y-algebres
on, per a cada i € I, A" = (A", F"). Denotem per [[,.; A" a la S-algebra ([,c; A, F") on, per a cada
o:w— sen ¥, F, és 'aplicacié que envia cada (aa)acjw| € ([Tie; A)w a

Fs((aa)achu)) = (Fy((aa(D))acu)))ier € [ ] At

i€l

el

Es a dir, aplica F a I’element i-esim.

Per a cada i € I, la i-ésima projeccié canodnica, pr’ = (prl)scs, és I’lhomomorfisme de [Licr Al
a A® que, per a cada s € S, envia (a;);c € [Licr Al apri((a;)) = a; € AL. Per una altra banda, si B és
una altra Y-algebra i (f*);c; una familia I-indexada d’homomorfismes, on per a cada i € I, f* és un
homomorfisme de B a A’. Aleshores denotem per (f*);c; a I'inic homomorfisme f de B a [],.; A’
tal que, per a cada i € I, prlof = f°.

il

A continuacié definirem l’algebra heterogénia de parts associada a una algebra heterogenia. Més
endavant, al Capitol 3, definirem un operador de substitucié en 'algebra de parts de l'algebra de
termes.

Definicié 1.39. Siga A = (A, F') una X-algebra. Definim el S-conjunt parts de A com

AP = ( Sub(As))Ses.

A aquest conjunt el dotem de I'estructura de 3-algebra F® on, per a cada (w, s) € S*x.S i cada simbol
d’operacié o € %, 5, F§ és Daplicacié de Af, = [Ticjuw Sub(Aw,) a Sub(As) que envia cada

(Li)icpo) € AL — $ Fo(()iep)) | (@iew € [] Li ¢ € AL

i€|w|

Notem que F¥ (Li)icpw| s la unié de totes les operacions que es poden fer amb elements de Hielwl Ly,.
D’aquesta manera definim a la X-algebra A® = (A%, F¥) la Y-algebra de parts associada a A.
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1.5 Congruencies i algebra quocient

Estudiem els conceptes de congruencia en una Y-algebra i de X-algebra quocient generada per una
congruencia. Aquestes definicions ens serviran per caracteritzar els subconjunts reconeixibles.

Definicié 1.40. Siga A una X-algebra i siga ® una S-relacié d’equivalencia en A. Diem que ® és una
S-congruéncia en (o per abreviar, una congruéncia en) A si per a cada (w, s) € (S*—{\}) xS, per
a cada 0 € Xy s 1 per a cada a = (a;)ieju|, b = (bi)icjw| € Aw tal que, per a cada i € [w], (ai,b;) € Py,
es té que

(Fy(a), F5(b)) € @s.

Denotem per Cgr(A) al conjunt de totes les congruencies en A, per Cgr(A) el reticle algebraic

(Cgr(A), C), per VA I'element maxim de Cgr(A) i per A? I'element minim de Cgr(A).

Definicié 1.41. Siga A una X-algebra i siga ® una congruéncia en A. Definim la X-algebra quocient

d’A per @, denotada A/®, a la X-algebra (A/®, FA/®) on, per a cada o : w — s, l'operacié
A .

F® (4)®)0 — (A/®)s que envia ([ai]s, )icpu| € (A/®)y a

Fa(([ai]¢wi)ie|w|) = [Fo((ai)icw|)]o, € (A/®)s = As/Ps.

Notem que aquesta aplicacié esta ben definida pel fet que ® és una congruencia. La projeccio
canodnica d’A en A/®, pr® : A — A/®, és 'homomorfisme determinat per la S-aplicacié pr® d’A
a A/®d.

Definicié 1.42. Siga A una X-algebra i siga ® una congrueéncia. Diem que la congruencia ¢ té index
finit si la relacié d’equivaléncia subjacent té index finit.

Proposicié 1.43. Siguen A,B dos X-algebres i siga f : A — B un homomorfisme. Aleshores
Ker(f) € Cgr(A). A més, donats una X-dlgebra A i una congruéncia ® en A, el parell (pr®, A/®)
és tal que

(i) Ker(pr®) = @,

(ii) (propietat universal) per a cada homomorfisme f : A — B, si ® C Ker(f), aleshores existeix
un inic homomorfisme p® X! . A/® — B tal que f = p®KerS o pr®.

Proposicié 1.44. Siga A una X-algebra i siguen ®, ¥ € Cgr(A). Aleshores NV és una congruéncia
en A. A més, si ® i U tenen index finit aleshores ® NV també té index finit.

1.6 Translacions i congrueéencia cogenerada

En aquesta seccié donarem la definicié de congruéncia cogenerada. Té la propietat de ser la major
congruencia que satura un conjunt. Per poder definir-la primer hem d’introduir les translacions.

Definicié 1.45. Siga A una X-algebra, siguen ¢,s € S dos tipus i siga 7' € Hom(A, As). Aleshores
diem que T és una t-translacié elemental de tipus s per a A si existeixen una paraula w € S*—{\},
un index ¢ € |w|, un simbol d’operaci6 o € ¥, ,, una familia (a;)je; € [[ Aw,; 1 una altra familia
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(ak)efw|—(@i+1) € er\w\—(i+1) Ay, (notem quei+1={0,...i} ique |w|—(i+1) = {i+1,...,|w|—1})
tal que
T(a:) = Fo’(a/07 ey @1, Ly Q441 - - - ,a|w|,1).
A més, considerarem l'aplicacié identitat id4, : Ay — A;, com una ¢-translacié elemental de tipus t.
Denotem per Etl;(As) el conjunt de les t-translacions elementals de tipus s. El conjunt de t¢-
translacions elementals per a A és el conjunt Etl;(A) = (Etl;(A)s)ses.

Definicié 1.46. Siga A una Y-algebra, siguen ¢, s € S dos tipus i siga T' € Hom(A;, As). Diem que T
és una t-translacié de tipus s per a A si existeixen n € IN —1, una paraula (s;)jen+1 € S, una
familia (T});jen tal que so =t, s, = s, per a cada j € n, Tj € Etlg, (A),, ., i

T=T, 10T, 20---0Tp.

Denotem per Tl;(A)s el conjunt format per les t-translacions de tipus s per a A. El conjunt de
t-translacions per a A és el conjunt Tl;(A) = (TL;(A)s)ses-

Veiem amb el segiient exemple aquestes dues definicions per tractar d’aclarir-les.

Exemple 1.47. Considerem el conjunt de tipus S = 3 = {0, 1,2}. Definim el S-conjunt A per a cada
tipus:

2IN sis=0,
As;=1< 3N sis=1,
5IN sis=2,

Considerem la segiient S-signatura:

{O} si (w,s) =(01,0),
Yws=14 {A} si(w,s)=(20,1),
{o} si(w,s)=(010,2).

Dotem el S-conjunt A amb la segiient estructura de -algebra, F":

F[]ZA()XAl — A(] FA:AQXAl — A1 FU:AQXA1><A0 — A1
(x,y) — z-y (x,y) — 2z+y (x,y,2) +— bz(x+y)

Com que és un exemple la interpretacié de les operacions no serd important, per aixo en comptes
d’escriure F(z,y) escriurem (z(0%%). Considerem l’aplicacié

R- A1 — AO
o — (80%2)

Aquesta aplicacié és una 1-translacié elemental perque existeixen w = 01, i =1 € |w|, O € ¥, 0, una
familia (a;)jei = ap = 8 € Ay, = Ap i una familia (a;) jcjw|—(i+1) = < tal que

R(x) = Fr(ag, ) = 80%z.
Definim ara la seglient aplicacio

H - A1 — A2
' r — o8(16,1,22)
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Aquesta aplicacié també és una 1-translacié elemental ja que existeixen w = 010,71 =1 € |w|, 0 € ¥y 2,
una familia (a;)je; = ap = 16 € Ay, = Ag 1 una familia (a;)pejw|—(i+1) = a2 = 22 € Ay, = Ap tal que

H(z) = F,(ao,z,a2) = 0™(16,2,22).
Veiem ara una aplicacié que siga una translacié. Definim ’aplicacié

A0—>A1

Ty . UA(16,25, [2DA(0A(:U,9,4)AA4>DAA8

T és una O-translacié perque existeixen n = 5 € IN, una paraula s = (s;)jent1 = 021021 € S° i una
familia (Tj);c5 de translacions elementals definides

TO : Ao — AQ, Ty : AQ — Al, T : A1 — A()
r — o®(x,9,4) r — AP r — 204
T3 : A() — AQ, T4 : A2 — A1
r — o”(16,25, ) r — xAAS

D’aquesta manera es té que T =Ty 0 --- o Tj.
Veiem més definicions i les primeres propietats de les translacions sobre un X-algebra.
Definicié 1.48. Siguen A una X-algebra, L C A, s,t€ S, X C A, Y CA;iT € Tl;(A),. Llavors:

(i) T[L] denota el subconjunt d’A definit de la segiient manera: T'[L]; = T[L;] 1 T[L], = @ si u # s.
Per tant T[L] = 6571k,

(ii) T7![L] denota el subconjunt d’A definit com segueix: T [L]; = T~ [Ls] i T ![L], = @ siu # t.
Aixi, T7HL] = 667 [La],

(iii) 7[X] denota el subconjut T[55~].
(iv) T71[Y] denota T—1[§%Y].

Veiem dues caracteritzacions de les congruéncies en una -algebra. Aquestes ens permetran provar
I'existencia de la congruencia cogenerada.

Proposicié 1.49. Siga A una X-algebra i siga ® una relacic d’equivaléncia en A. Aleshores les
seglient afirmacions son equivalents:

(i) ® és una congruéncia en A.

(i) ® és tancada per a les translacions elementals en A, i.e., per a cada t,s € S, per a cada x,y € Ay
tal que (x,y) € @4 i per a cada T € Etly(A)s es compleix que (T'(x),T(y)) € Ps.

(iii) ® és tancada per a les translacions en A, i.e., per a cada t,s € S, per a cada x,y € Ay tal que
(x,y) € @y i per a cada T € T (A)s es compleix que (T(x),T(y)) € ®s.
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Demostracié. Veiem primer que (i) implica (ii). Suposem que ® és una congruencia. Siguen t,s dos
tipus de S. Siga T : Ay — A una t-transformacié elemental de tipus s. Aixi, existeixen una paraula
w € §* — {\}, un simbol d’operacié o € ¥y, s, un index i € |wl|, una familia (a;);e; € [[;¢; Aw, 1 una
familia (ak)rejw—i+1 € er|w\—i+1 Ay, tals que t = w; 1, per a tot x € Ay,

YIS

T(J:) = Fo(a0> sy A1, Ly T 1y - - - 7a|w|—1)'

Siguen z,y € A; dos elements tals que (z,y) € ®;. Hem de veure que (T(x),T(y)) € ®s. Notem que,
per a tot j €41 peratot k€ |w| —i+1,

(aj,a;) € Py, (ak, ar) € Py,
Aleshores, com que ® és una congruencia, se segueix que
(T'(2), T(y)) € ©s.

Provem ara el reciproc. Suposem que @ és tancada per a tota transformacié elemental. Siguen w €
S* — {A} una paraula, s € S un tipus, o € £,, s un simbol d’operacid, (ai)ie‘w‘ una familia d’elements
d’Ay 1 (bi)icpw una altra familia d’A,,. Hem de demostrar que (0((a:)icjw|) 0((bi)icw|)) € Ps. Per a
cada i € |w|, definim la w;-transformacié elemental de tipus s T; : A, — As que envia cada

x € Awi — U(ao, ey Gi—1, X, by, .,b|w|,1) € As.

Observem que
To(bo) = o ((bi)iejuw)); Tiw)-1(apw|-1) = o((@i)icpw))-

Aleshores és suficient provar que (Tj,|—1(@jw|—1); To(bo)) € ®s. Hem suposat que, per a cada i € |w],
(ai, b;) € ®y,. Per tant, per hipotesi, tenim que

(Ti(ai), Ti(b;)) € ®s.
A més, notem que, per a cada i € |w| — 1,
Tj(aj) = Tjt1(bj+1).

En particular (Ty(ag), To(bg)) € ®s. Com que Ty(ag) = T1(b1), Navors (T1(b1),To(by)) € ®s. Com a
conseqliencia que (T1(aq),T1(b1)) € @5 1 per la propietat transitiva, se segueix que

(Th(a1),To(by)) € Ps.
Raonant per induccié arribem a que
(Tw)—1(apw-1), To(bo)) € Ps.
Per tant ® és una congruencia.
Veiem ara l’equivalencia entre (ii) i (iii).

Pel fet que tota transformaci6 elemental és una transformacid, aleshores és evident que (iii) implica

(ii).
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Reciprocament, suposem que ® és tancada per a totes les transformacions elementals. Siguen ¢, s
dos tipus en S. Siga T : A; — A una t-transformacié elemental de tipus s. Aleshores existeixen
n € N —1, una paraula (s;)jent1 € S™*! iuna familia (T}) e, tals que so = ¢, s, = s, Tj € Etly, (A)s,,,
iT =1T,-10---0Ty. Siguen z,y € A; dos elements tals que (x,y) € ®;. Hem de provar que
(T(x),T(y)) € ®s5. Aleshores

(To(2), To(y)) € D

per hipotesi i perque T és una transformacié elemental. Llavors se segueix que

(T1(To(2)), T1(To(y))) € Ps,-

Seguint el mateix raonament arribem a que

(Ton—1(... (To(z))...), Tp—1(. .. (To(y)) . .. ) € Ps.
D’aquesta manera (T'(x),T(y)) € ®s. O

El nostre objectiu ara és trobar una aplicacié Q* de Sub(A4) a Cgr(A) de manera que a cada
subconjunt L d’A li associe una congruencia que sature a L. Aquesta congruéncia és la congruéncia
cogenerada per L. Ens servira per poder caracteritzar els subconjunts reconeixibles dins d’una Y-
algebra.

Comengarem definint una relacié d’equivaléncia que sature a L. Siga A una Y-algebraisiga L C A.
La funcié caracteristica de L, ch” : A —» (2)ses definida, per a cada tipus s € S, com

1 six € Lg;
chf(x):{ 0 sixz ¢ Ls.

El nucli d’aquesta aplicacié defineix una relacié d’equivaléncia Ker(chL ) definida, per a cada s € S,
com segueix:
Ker(chl), = {(z,y) € A% |z € Ly +— y € L}.

Per la definici6 de la funcié caracteristica es té que Ker(ch®) satura L i, a més, és senzill veure que si
® és una relacié d’equivalencia que sature a L aleshores ® C Ker(ch®).

Volem definir una relacié d’equivaléncia que siga un refinament de Ker(ch®) de tal forma que es
comporte bé amb les operacions de la signatura Y i aixi poder ser una congruencia.

Definicié 1.50. Siga A una X-algebra i siga L C A un S-subconjunt de A. Aleshores denotem per
A (L) a la relacié binaria en A definida, per a cada t € S, de la segiient forma:

sﬁwxzﬂaweﬂ

VseSVT € Tl(A)s }
(T(z) € Ls < T(y) € Ls) |~

Proposicié 1.51. Siga A una X-algebra i siga L C A. Aleshores:
(i) QA(L) és una congruéncia en A.
(ii) QA (L) C Ker(chl).

(iii) Per a cada congruéncia ® en A, si ® C Ker(ch) aleshores ® C QA(L).
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En altres paraules, Q™ (L) és la major congruéncia en A que satura a L.

Demostracio. L’afirmaci6 (i) es compleix com a conseqiiéncia de la Proposicié 1.49.

Veiem (ii). Siga t € S un tipus i siga (x,y) € QA(L);. Considerem la transformacié id4, € T1;(A);.
Aleshores, per la definicié de QA (L), = € L; si, i només si, y € Ly. Per tant, Q4(L) C Ker(ch?).

Provem ara (iii). Siga ® una congruéncia en A tal que ® C Ker(chl), i.e., per a cada t € S, i per
a cada parella (z,y) € ®;, es compleix que x € L; si, i només si, y € L;. Hem de veure que, per a
cada tipus t € S, ®; C QA(L). Siga t € S un tipus i siguen (z,y) € ®;. Aleshores, com que ® és una
congruencia, per la Proposici6 1.49, tenim que, per a cada s € S i cada transformacié T € T1;(A)s,
(T'(z),T(y)) € ®s. Per tant, per la hipotesi sobre ®, T'(z) € L, si, i només si, T(y) € Ls. D’aquesta
manera & C QA(L). O

Gracies a aquesta proposicié podem afirmar que QA (L) és una congruencia i per tant podem donar
la segiient definicid.

Definicié 1.52. Siga A una Y-algebra i siga L € A. Anomenem a Q“(L) la congruéncia en A
cogenerada per L (també anomenada congruéncia sintactica en A determinada per L).

La segiient proposicié ens permetra caracteritzar d’una manera senzilla els subconjunts reconeixi-
bles al proper capitol.

Proposicié 1.53. Siguen A una X-algebra, L C A i ® € Cgr(A). Aleshores L € ®-Sat(A), i.e.,
L = [L]® si, i només si, ® C QA(L).

Demostracid. Suposem primer que L = [L]®. Per la Proposicié 1.51, sabem que Q4 (L) és la major
congruéncia que satura L. Llavors se segueix que ® C QA (L).

Reciprocament, suposem ara que ® C Q4(L). Pel Corol-lari 1.17, Q4 (L)-Sat C ®-Sat. Aleshores
L € ®-Sat, ja que L € Q4(L). Per tant L = [L]®. O
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Capitol 2

Reconeixibilitat

La teoria de llenguatges reconeixibles és una branca important dins de les ciéncies de la computacié.
Direm que un llenguatge és reconeixible si és acceptat per una -algebra finita. En aquest capitol
donarem la definicié de subconjunt reconeixible segons un punt de vista algebraic. A més, provarem
el teorema de Myhill-Nerode [9, 10] que relaciona el concepte de reconeixibilitat amb la congrueéncia
sintactica. Acabarem el capitol demostrant que els llenguatges reconeixibles d’una algebra heterogenia
tenen estructura d’algebra booleana.

Definicié 2.1. Siguen A una ¥-algebra, 7' C S un subconjunt de tipus i siga L C Ay = (A¢)ier.
Direm que L és T-reconeixible si existeixen una >-algebra finita B, una homomorfisme f: A — B,
i un subconjunt M de B[, tal que
L=(flp)~'M],

on (fly) M) = (f [M])ter. Denotarem per Recr(A) al conjunt format per tots els subconjunts
T-reconeixibles de Ap.

Si T = S aleshores denotarem per Rec(A) al conjunt Recg(A). Als elements de Rec(A) els
anomenarem reconeixibles.

SiT = {s} per aalgun s € S, aleshores denotarem per Recs(A) al conjunt Recys,(A). Anomenarem
als elements de Recs(A) s-reconeixibles.

Exemple 2.2. Considerem S =1 = {0}. Siga A = {a,b}. Considerem el monoide lliure A*. Sabem
que A* és una X-algebra amb la signatura:
si (w, s) = (00,0),
Tws = 1 si(w,s)=(A0),
& en altre cas.
I amb la segiient estructura de Y-algebra:
A sio=- isi(w,s)=(00,0),
Fus(o)=4¢ XA isio=1, si(w,s)=(A0),
@ en altre cas.
Notem que A* és un conjunt infinit. Siga L el subconjunt de A* format per totes les paraules que

contenen la lletra a, és a dir:

L ={we A*||w|, # 0}.
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Veiem que L és reconeixible. Considerem la Y-algebra B = (Zsg,-,1) on - és el producte habitual en
Zo i1 és la identitat del producte. Definim ’aplicacio:
f: A*Y — 7o,

w s 1 si|w|g =0,
0 en altre cas.

Hem de veure primer que és un homomorfisme. Siguen w,u € A*. Suposem que |w A ul, # 0, aleshores
0 bé |w|, # 0 0 bé |u|, # 0. En qualsevol dels casos es té que

flwdu) =0= f(w)- fu).

Suposem ara que |w A u|, = 0, aleshores |w|, = 0 i també |u|, = 0. Aixi, se segueix que

Flw ku)=1=1-1= f(w)- f(u).

Per tant f és un homomorfisme. Llavors L és reconeixible ja que

L= f~[{0}].

Donarem ara un llenguatge de A* que no és reconeixible. Considerem el conjunt H format per
les paraules que comencen per la lletra a un nombre n de vegades i després per la lletra b el mateix
nombre de vegades. Considerem el conjunt H format per les paraules que comencen per la lletra a n
vegades i després van seguits per la lletra b n vegades també. Per exemple la paraula aabb € H pero
les paraules abab, aabbb ¢ H. Siguen z € A* i n € IN, per simplificar la notaci6 escriurem

n n

——N—
"= A---Ax=%...7.

Si n = 0, aleshores definim z° = A. Amb aquesta notacié podem definir el conjunt H com
H = {a"b"|n € IN}.

Suposem que H és reconeixible. Llavors existiran una Y-algebra finita B, un subconjunt M C B i un
homomorfisme f: A — B tals que H = f~![M]. D’una banda, si n,m € IN sén tals que n # m se
segueix que ab™ ¢ H i per tant f(a™b") ¢ M. Per una altra banda f(a™) = (f(a))™ per a tot n € N
ja que f és un homomorfisme. A més, per a tot n € IN, f(a") = (f(a))™ € B. Com a conseqiiencia
del fet que B és finit, existiran 4,5 € IN amb i # j tals que (f(a))’ = (f(a))’. Pel comentari fet
anteriorment tenim que a’b’ € H perd a't/ ¢ H i llavors f(a/b’) € M perd f(a'bl) ¢ M. Aixi, se
segueix que

M Z fa't’) = f(a) f(V) = (£(a))'(f (b)) = (f(@)’(f(b)) € M.

Arribem aixi a una contradiccié. Aquesta contradiccié ve de suposar que H era reconeixible.

A continuacié provarem la versié heterogenia del teorema de Myhill-Nerode. Es un resultat que
relaciona la nocié de reconeixibilitat amb les congruencies d’index finit. També veurem la connexid
que hi ha entre la reconeixibilitat i la congruencia cogenerada o sintactica.
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Teorema 2.3. Siguen A una X-dalgebra, T' C S un subconjunt de tipus i siga L C Alp. Aleshores les
segiients afirmacions son equivalents:

(i) L és T-reconeizible.

®f

1) Existeiz una congruéncia ® en A d’index finit tal que L = [L|®'T, on ®[p = (Py)ier 1, per a
T

cada t € T, [L)7'T = [L,]%.

Teorema 2.4 (Teorema de Myhill-Nerode). Siguen A una X-dalgebra i L C A. Aleshores les segiients
afirmacions sén equivalents:

(i) L és reconeizible.

(i) Eristeir una congruéncia ® en A d’index finit tal que L = [L]®.

Demostracio. Suposem primer que L és reconeixible. Siguen B la Y-algebra finita, f : A — B el
Y-homomorfisme i M el S-subconjunt de B tals que

L= f[M].

Considerem la congruencia Ker(f). Notem que Im(f) és una Y-algebra finita ja que és una X-
subalgebra de B que és finita. Per tant A/ Ker(f) és finit, pel primer teorema d’isomorfia. D’aquesta
manera Ker(f) és una congruencia d’index finit en A. Falta veure que satura L. La inclusié L C
[L]Ker(f ) és trivial. Veiem laltra implicacié. Siguen s € S un tipus i « € L, Siga a € A, tal que
a € [L)¥ (). Aleshores

(z,a) € Ker(f)s,

és a dir, fs(x) = fs(a). Aixi, fs(a) € M. Perd recordem que L = f~[M], llavors se segueix que
a € L.

D’aquesta manera Ker(f) satura L.

Veiem ara la implicacié inversa. Suposem que existeix una congruencia ® en A d’index finit tal
que L = [L]®. Sabem que pr® : A — A/® és un Y-homomorfisme. A més la Y-algebra A/® és
finita. Siga M el subconjut de A/® tal que

M = pr?[L].

Hem de comprovar que L = (pr®)~![M]. Per definicié6 es compleix que L C (pr®)~![M]. Provem
l'altra inclusié. Siguen s € S i siga a € (pr®)~'[M]. Aleshores, pr®(a) € M,. Per definicié de M,
existeix un element x € L tal que

pi?(2) = pr(a).

Aix0 vol dir que

(z,a) € ®s.
Com que L és ®-saturat i x € Ly, aleshores a € Ls. D’aquesta manera es compleix que
L= (p®) ' [M]
i per tant L és reconeixible. O
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Corol-lari 2.5. Siguen A una S-algebra i L C A. Aleshores L és reconeizible si, i només si, Q*(L)
té index finit.

Demostracid. Suposem que L és reconeixible. Aleshores existeix una congruencia ® en A d’index finit
que satura L. Per la Proposicié 1.51 tenim que

d C QA(L).
Llavors, pel Corol-lari 1.17 se segueix que QA (L)-Sat C ®-Sat. Per tant, per a cada s € S,
|As/QA (L) < |As/®y| < 0.

D’aquesta manera Q4 (L) és d’index finit.
Reciprocament, suposem que QA(L) té index finit. Per la Proposicié 1.51, sabem que QA(L)
satura L. Per tant, com a conseqiiencia de la Proposicié 2.4, L és reconeixible. O

Teorema 2.6. Siguen A una X-dlgebra, s € S i L C As. Aleshores les segiients afirmacions son
equivalents:
(i) L és s-reconeizible.

(i4) Eristeir una congruéncia ® en A d’index finit tal que L = [L]®s.

Corol-lari 2.7. Siguen A una X-dlgebra, s € S i L C A,. Aleshores L és s-reconeizible si, i només
si, QA (051 té index finit.
Com a conseqiiencia dels darrers quatre resultats obtenim la segiient proposicié.

Proposicié 2.8. Siguen A una X-dlgebra, s € S i L C As. Aleshores L € Recs(A) si, i només si,
5% € Rec(A). Per tant, Recs(A) és bijectiv a un subconjunt de Rec(A).

Suposicié. Per al segiient teorema suposarem que el conjunt de tipus S és finit.

Teorema 2.9. Siga A una X-dalgebra i siga L C A. Aleshores L € Rec(A) si, i només si, per a cada
s €S, Ls € Recg(A).

Demostracidé. Suposem primer que L € Rec(A). Aleshores, per les definicions, se segueix que, per a
cada s € S, Ls € Recs(A).
Veiem ara la implicacié inversa. Suposem que, per a cada s € S, Lg és s-reconeixible. Per a cada
s € 5, siguen, B? la ¥-algebra finita, f*: A — B?® el ¥-homomorfisme i My C B; el subconjunt tals
que
Ls = (fg)il[MS]

118

ses

Definim la Y-algebra

Tenim que és una Y-algebra finita per la suposicié previa al teorema i perque, per a cada s € S,
B® és finita. Siga (f®)scs el Y-homomorfisme canonic de A a [],.¢B®. Definim el S-subconjunt
N = (Nt)tes de [[,cq B® = ([1,e5 Bf )tes, per a cada t € S, tret d’isomorfismes com

N=Mx ][] B
seS—{t}
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Aleshores no és dificil comprovar que

L= ({f*)ses) ' [N].
Per tant L és un llenguatge reconeixible. O

En virtut del teorema anterior i pel fet que, per a una Y-algebra A i un S-subconjunt L C A,
L =g §%Ls | se segueix que per estudiar els subconjunts reconeixibles Rec(A) és suficient estudiar,
per a cada s € S, els subconjunts reconeixibles de Recg(A).

Als propers resultats veurem que Rec(A) té estructura d’algebra booleana, és a dir, la unié i
interseccié de llenguatges reconeixibles és un llenguatge reconeixible. A més, ens permetran aconseguir
nous llenguatges reconeixibles.

Suposicié. Per a la segiient proposicié considerarem que el conjunt de tipus S és finit.
Proposicié 2.10. Siga A una S-dalgebra. Aleshores @°, A € Rec(A).

Demostracid. Siga 1 = (15, H') la ¥-algebra finita definida com segueix: per a cada (w,s) € S*x S i
per a cada o € ¥, s, I'operacié estructural associada a o, H! :1, — 15, és laplicacié constant que
pren valor 0. Considerem I’homomorfisme f: A — 1 definit, per a cada s com 'aplicacié constant
0, és a dir, per a cada a € A;, fs(a) = 0. Es senzill comprovar que f és un homomorfisme. D’aquesta
manera tenim que

A=Y o= el

D’aquesta manera tenim que A i @ sén dos llenguatges reconeixibles. O

Teorema 2.11. Siga A una X-algebra i siguen K i L dos subconjunts reconeixibles. Aleshores:
KNL, KUL, K—L € Rec(A).

Demostracié. En virtut del Teorema 2.4, siga ® una congruencia d’index finit en A que satura K i
siga ¥ una congruencia d’index finit que satura L. Llavors sabem per la Proposicié 1.44, que ® N ¥
és una congruencia d’index finit. Veiem primer que ® N ¥ satura K N L. Sempre es compleix que
KNLC[KNL®"Y. Provem laltra inclusié. Siga s € S i siga a € KN Lg. Siga z € [a]p,nw,. Hem
de veure que z € K; N L. Com que z € [a]p,nw, aleshores (z,a) € ®; N Y. Per tant se segueix que
(z,a) € ;. Com que K és P-saturat i a € K aleshores z € K. Analogament es té que (z,a) € V.
Com que L és V-saturat i a € Lg llavors z € L. Aixi arribem a que z € K5 N L, i conseglientment
KNLé &N V-saturat. Per tant K N L és reconeixible.

Veiem ara que K U L és reconeixible. Per fer-ho provarem que K U L és ® N W-saturat. La inclusio
KUL C[KUL]®Y és evident. Siga s € S isiga z € [K U L]®"Y. Aleshores existeix a € KU Lg tal
que z € [a]p,nw,. D’aquesta manera (z,a) € ®sNP,. Sense perdua de generalitat podem suposar que
a € Ky. Com que K és P-saturat i (z,a) € @y aleshores z € K. Si suposarem que a € Ly aleshores
obtindriem que z € L,. Per tant z € K, U Ly cosa que implica que K, U Ly = [K U L]®"Y. Per tant
K U L és reconeixible.

Per finalitzar veiem que K —L és reconeixible. De la mateixa manera que en els casos anteriors
veurem que és ®NW-saturat. La inclusié K —L C [K—L]*"Y és trivial. Siga s € Sisigaz € [K—L]2MY.
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Llavors existeix a € Ks—Lg tal que z € [a]o,np,. Ates que (z,a) € P, NPy C O, i que K és P-saturat
se segueix que z € K. Suposem que z € Ls. Com que (z,a) € Uy i L és U-saturat, llavors tindriem que
a € Lg cosa que és una contradiccié. Aquesta contradicci6 ve de suposar que z € Lg. Per tant z ¢ L
i aleshores z € Ky—Ls. Per tant K—L = [K—L]*"Y i d’aquesta manera K —L és reconeixible. O

Corol-lari 2.12. Suposem que el conjunt de tipus S és finit. Siga A una X-algebra i siga L un
subconjunt reconeixible. Aleshores el complementari d’L en A és reconeixible.

Com a conseqiiencia dels tres resultats anteriors tenim que si A és una Y-algebra aleshores

(Rec(A),U,N,Ca, 2, A) és una algebra booleana. Estudiem algunes altres maneres d’obtenir llen-
guatges reconeixibles.

Proposicié 2.13. Siguen A i B dues X-algebres. Aleshores:
(i) Si T € TI;(A), i L € Rec(A), aleshores T~1[L] = 67 '1Ls] € Rec(A).
(ii) Si f: A — B i M € Rec(B), aleshores f~'[M] € Rec(A).
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Capitol 3

Algebra de termes

FEn aquest capitol introduirem ’algebra de termes. Provarem que els conjunts formats per una variable,
un simbol d’operacié constant o un simbol d’operacié actuant sobre una familia de variables sén
reconeixibles. Definirem diversos operadors de substitucié a I’algebra de termes i provarem que l'accié
d’aquest operador preserva la reconeixibilitat dels llenguatges. Per finalitzar, definirem el producte
estrela i demostrarem que el producte estrela d’un llenguatge reconeixible dona com a resultat un
llenguatge reconeixible.

Definicié 3.1. Siga X un S-conjunt. Denotarem per Wy (X) al S-conjunt

w0 = ([T2u1T¥))

i.e., Iaplicaci6 de S en U que és constantment ((J[[ X[ X)*)ses, on ([IZL[]X)*)ses és el conjunt
de totes les paraules sobre el conjunt [[X II[] X, i.e., el conjunt:

U Swsx{(w 9)}) | x{0} U[(U(szs)> x{l}].

(w,s)€S* xS s€S

Siga s € S isiga x € X;s. Representem per (z) a 'element (((z,s),1)) € (J[[Z T[] X)*, que és
el valor en z de la projeccié canonica de X, en ([[E I [[X)*. Siguen (w,s) € S*xSi0 € Ey.
Analogament, representem per (o) a l'element (((o, (w, s)),0)) € (J[IZ I [] X)*, que és el valor en o
de la projeccié canonica de X, s en ([[EZ ][ X)*.

Dotem el conjunt Wy (X) d’una estructura algebraica F. Per a cada (w,s) € S*x.S, per a cada
simbol d’operacié o € X, 5, l'operacié estructural F, associada a o és l'aplicacié de Wx(X), a
Wx(X)s, que envia

(Piclw] € Ws(X)w = (0) A Nicw| Pi € Wx(X)s.

D’aquesta manera definim ’algebra de Y-files en X com la ¥-algebra W (X) = (Wx(X), F).

Notem que, gracies a utilitzar coproductes en comptes d’unions, podem saber cada element si és
operacié o variable i de quin tipus. Per exemple, a la signatura d’espai vectorial de ’'Exemple 1.30,
(), el signe + representa dues operacions formals diferents. Podem distingir-les vistes en Wq(X), per
un S-conjunt X qualsevol, ja que si + : 00 — 0, aleshores (+) = ((+, (00,0),0)); i si + : 11 — 1,
aleshores (+) = ((+, (11,1),0)).

33



Definicié 3.2. Siga X un S-conjunt. L’algebra de termes o (X-algebra lliure en X), denotada
per Ty (X), és la X-algebra determinada per:

Tx(X) = Sgw,x) (({(2) [ 2 € Xs})ses)-

Denotem per Tx(X) al conjunt subjacent de Tx(X). Siga s € S, anomenarem els elements de Ts;(X)s
termes de tipus s amb variables en X o, simplement, (X, s)-termes.

La segiient proposici6 ajuda a entendre com son els termes de Ty (X)s. A més, ens permetra donar
definicions per recursié algebraica i demostrar alguns resultats per induccié algebraica.

Proposicié 3.3. Siguen X un S-conjunt, s € S i P € Wx(X)s. Aleshores P és un terme de tipus s
st, © NOMES, Si

(1) P = (z), per a una unica variable x € Xg;
(2) P =0, per a un dnic simbol d’operacio constant o € ¥y 4;

(3) P = (o)A A(P;)icjw|, Per a una tinica paraula w € S*—{A}, un tnic simbol d’operacié o € ¥y s,
i una tnica familia de termes (P;)icpw| € Ts(X)w-

A més, les tres possibilitats son excloents dos a dos.

Per facilitar la notacié escriurem z, o i o((Pigjy|)) en comptes de (z), (o), (o)A A (P)igu),
respectivament.
Als proxims exemples tractarem d’aclarir aquestes definicions.

Exemple 3.4. Considerem la signatura definida a I’Exemple 1.47. Recordem que era la signatura
definida com segueix:

{0} si (w,s) = (01,0),

Sus =14 {A} s (w,s) = (20,1),

{o} si(w,s)=(010,2).

Considerem el S-conjunt X definit, per a cada s € S, com:

{z1, 22,23} sis=0,
Xs = {1, v2} sis=1,
{z1,22,23,24} sis=2.

Veiem alguns dels termes amb variables en X. Per la definicié de Tx(X), clarament es té que x; €
Ty (X)oique y; € Ty(X)1. Per tant, per la definicié de X-algebra generada, també es compleix que

O(z1,51) € Tx(X)o.
Pel mateix motiu se segueix que O(0(x1,41),y2) € Tx(X)o. A més,

o(O(O(x1,91), y2,y1, O(21, 1)) € Tg(X)o.

Llavors també es compleix que

Ae(O(O(21,91),y2), y1, (21, 91)), 71) € T (X)1.

Acabem de veure alguns possibles termes en Tx(X) de diferents tipus.
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La segiient proposicié ens presenta la propietat universal en I’algebra de termes. Aix0 ens permetra
definir homomorfismes facilment donant només la imatge de les variables.

Proposicié 3.5 (Propietat universal de Tx(X)). Siguen X un S-conjunt, A una X-algebra i f :
X — A una S-aplicacio. Siga 0~ la inclusic de X en Tx(X), i.e., la co-restriccio en Tx(X) de
Uencaizament canonic de X en Wx(X). Aleshores es compleix la segiient llei universal: existeix un
inic $-homomorfisme f*: Ts(X) — A tal que f = ffonX.

Demostracio. Per a cada tipus s € S i cada terme P € Tx(X), de tipus s definim fg(P) recursivament
com segueix:

(1) fE(P) = fs(z), si P = x per a una unica variable x € Xj.
(2) fg(P) = o®, si P =0 per a un tnic simbol d’operacié constant o € %) ;.

(3) fsﬁ(P) = UA((fBJi(Pi))iemD si P = 0((P;)ic|w|) Per a una tnica paraula w € S* — {A}, un tnic
sfmbol d’operacié o € ¥, s i una tnica familia de termes (F;);c|w| € Tx(X)w-

Comprovem primer que f* és un homomorfisme. Siguen (w,s) € S*xSio € ¥, s un sfmbol d’operacié
formal. Si w = ), aleshores per definici6 de f* es compleix que

fio) = o™

Suposem ara que w # A. Siga (F;);e|| una familia de termes de Tx(X),. Aleshores per definicié

FAP i) = ™ ((F5,(P))ictw))-

Per tant f* és un ¥-homomorfisme.

Notem que ffonX = f.

Falta veure la unicitat. Suposem que existeix un -homomorfisme g : Tx(X) — A tal que
f = gon®. Provem que, per a cada s € S i cada P € Tx(X)s, fﬁ(P) = ¢s(P) per induccié sobre
Pestructura de P. Siga s € S un tipus i siga P € Ty(X)s.

(i) Si P = x per a una unica variable x € X, aleshores
fi@) = fo(@) = (g o n™)s(z) = g(2).

(ii) Si P = o, per a un unic simbol d’operacié constant o € X),. Com que i g sén B-
homomorfismes se segueix que
A
fi(o) = o = gs(0).

(iii) Si P = O’A((Pi)ie‘w‘), per a una Unica paraula w € S — {\}, un unic simbol d’operaci6 o € ¥, s
i una tnica familia de termes (P;);e|,| € Tx(X)w tals que, per a cada i € |w|, fﬁ,i(PZ-) = gu, (P;).
Pel fet que f* i g sén L-homomorfismes tenim que

FE((Picw)) = o™ ((fh, (P))ictul) = 0 (9us (P))iciw) = 950 (Piciw)))-
D’aquesta manera f* és tnica. O
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Lema 3.6. Siguen X un S-conjunt, A una X-algebra i f,g dos X-homomorfismes de Tx(X) a A tals
que fonX =gonX. Aleshores f = g.

Proposicié 3.7. Siga X un S-conjunt. Aleshores Tx(X) és projectiu, i.e., per a cada epimorfisme
f+ A — B i cada X-homomorfisme g: Ts(X) — B, ezisteiz un X-homomorfisme h: Tx(X) — A
tal que foh=g.

Proposicié 3.8. Siga A una X-algebra. Aleshores A és isomorfa a un quocient d’una X-algebra lliure
sobre un S-conjunt.

3.1 Subconjunts reconeixibles en ’algebra de termes

En aquesta seccié estudiarem diferents subconjunts reconeixibles en 'algebra de termes. Introduirem
els distints operadors de substitucio i provarem que si tots els llenguatges sobre els que actua ’operador
son reconeixibles aleshores el llenguatge resultant és un llenguatge reconeixible. Definirem el producte
estrela i provarem que si el llenguatge sobre el que s’aplica el producte estrela és reconeixible aleshores
el llenguatge final també ho és.

Comencgarem donant un exemple d’un llenguatge reconeixible a ’algebra de termes definida a
I’Exemple 3.4.

Exemple 3.9. Considerem l’algebra de termes definida a I’Exemple 3.4. Definim el llenguatge de
tipus 2 definit com

L= {O’(P,Q,K)’P (S TE(X)(),Q c TE(X)l,K c TE(X)()}

Veiem que aquest llenguatge és reconeixible. Considerem la 3-algebra 2 = (2, F') definida com segueix:
F, és laplicaci6 constant a 1 mentre que Fj i Fa sén I'aplicacié constant a 0. Definim la S-aplicacio
f:X —2on, per acada s € S, f, és laplicacié constant a 0. Considerem f* : Tx(X) — 2 I'inic
homomorfisme tal que ffon® = f. Aleshores és senzill comprovar que

L= (f5)~"{1}.
Per tant L és reconeixible.

Al final de la Subseccié 3.1.2 veurem una altra manera de provar que L és reconeixible.

3.1.1 Termes basics

En aquesta subseccié provarem que els conjunts finals que consten d’una variable, una constant o
I’accié d’un simbol d’operacié sobre sobre una familia de variables és reconeixible.

Suposicié. En aquesta subseccié suposarem que el conjunt de tipus .S és finit.

Proposicié 3.10. Siguen ¥ una S-signatura, X un S-conjunt, s € S un tipus i x un element de Xs.
Aleshores el llenguatge {x} C Tx(X)s és reconeizible.
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Demostracid. Denotarem per 2°, o per abreviar simplement per 2, el S-conjunt (2)¢s, on 2 = {0,1}.
Dotem aquest conjunt d’estructura de X-algebra. Siga G l'estructura de Y-algebra on, per a cada
(w,s) € S*x.8, per a cada operacié formal o € ¥,, 5, 'operaci estructural associada a o, Gy : 2, — 2,
és Poperaci6 constant 0. Denotem per 2 la Y-algebra (2, G). Definim la S-aplicacié

f: X —2

tal que fs: Xs —> 2 és chi®}, Daplicacié caracteristica de {z}, iperat e S—{s}, f; és laplicacié
constant 0. Siga
¥ Ty(X) — 2

I"inic homomorfisme tal que f* o nxy = f. Notem que, per a cada P € Tx(X)s, f4(P) = 1 si, i només
si, P =x. Aixi

{a} = (/5 {1)]
i per tant {z} és reconeixible. O

Proposicié 3.11. Siguen X una S-signatura, X un S-conjunt, s € S un tipus i 0 € Xy s un simbol
d’operacid constant. Aleshores el llenguatge {o} C Tx(X)s és reconeixible.

Demostracio. Siga 2 = (2, H) la X-algebra finita definida com segueix: H, és l'aplicacié de 2y, =1 a
2 que envia 'inic membre de 1 a 1, i, per a cada (w,t) € S* x Sicadat € Xy —{o}, Hr : 2, —> 2
és ’aplicacié constant a 0. Definim la S-aplicacid

f:X—2

per a cada t € S, com l'aplicacié f; : X; — 2 constant a 0. Siga f* "inic homomorfisme de Tx(X)
a 2 tal que f* onx = f. Notem que, per a cada P € Tx(X)s, fg(P) =1 si, i només si, P = ¢. Aix{

{o} = (£ {1}]
i per tant {o} és reconeixible. O

Proposicié 3.12. Siguen ¥ una S-signatura, X un S-conjunt, (w,s) € (S* — {\})xS una paraula,
o € Yys un simbol d’operacié i (x;)ic|w| una familia de variables en X,,. Aleshores el llenguatge
{o((zi)icjw))} € Ts(X)s €és reconeiible.

Demostracid. Definim el S-conjunt T format per les variables z;, és a dir, siga t € .S,
Tr={y € X¢|y = mi,i € |w|,z € X3}
Siga k = (k¢)tes el S-conjunt definit, per a cada t € S, com
ky = car(Ty).

Notem que k; és el nimero de variables diferents de tipus ¢ que apareixen a l’operacié o.
Siga ¢ : T — k una S-aplicacio tal que, per a cada t € S, ¢y : Ty — ki és una bijeccié. Definim
el S-conjunt K = (K})icg, per a cada t € S com

. k‘t-f—l Sit;’és,
Kf‘{ ki +2 sit=s.
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Considerem la ¥-algebra K = (K, I) definida com segueix: per a cada (v,t) € S* x Sicada 7 € X4,
si (v,t) # (w,s) o T # o, aleshores I, és laplicacié constant amb valor ky; isi 7 =01 (v,t) = (w,s),
aleshores I, és 'aplicacié

I,: K, — K
' ks +1 sia; =@y, (zi) Vi€ |w|,
(@iiglw| — { ks  en altre cas.

Definim la S-aplicacié f : X — K definida, per a cada t € S, com

ftZXt — Kt

NN wi(z) slz €Ty,
k;  en altre cas.

Siga f* I'tinic S-homomorfisme de Tx(X) a K tal que ffonyx = f. Tenim que, per a cada P € Tx(X)s,
fHP) = kq + 1 si, i només si, P = o((2;)icw). D’aquesta manera

{o((@i)iew)} = (fH 7k +1}]

i per tant {o((2;)icw)} és reconeixible. O

3.1.2 Substitucio

En aquesta subseccid introduirem diferents operadors de substitucié associats a ’algebra de termes.
Acabarem la subseccié provant que I'accié de substituir un llenguatge reconeixible per llenguatges
reconeixibles dona com a resultat un llenguatge reconeixible.

Definicié 3.13. Siguen X un S-conjunt, s € S i P € Tx(X), un terme. Aleshores denotarem per

((xft))(x,t)e]_[X (P) Taplicaci6 de H(m Yel] X Ty (X )l o o Ty (X)s que envia

ot Pl (@D )
((Qa )O‘G‘P">($,t)6HX 6( tl;[]_[XT 2 <( acipla (zt)GL[X(P> € T=(X)s

obtingut de substituir en P, per a cada tipus t € S, cada variable x € X;, i cada ocurréncia o €

it
|P|,, el terme QL' per la iy-ocurréncia de z en P. Anomenarem a ((ngg)g ) ) (P) la
a€|P|g (LL‘,t)EHX

substitucié de (Qﬁ’t)ae‘ph per x en P per a cada t en S i per a cada x en X; i anomenarem
a ((x_’t))(z e[ X (P) 'operador global de substitucié en P.

Siga u € S un tipus i z € X,, una variable. Aleshores denotem per (?) (P) l'aplicacié de Tx(X
a Ty(X)s que envia

)’lup|z

((@2)acirr. ) € To(O — ((@cm, ) (P) € Ts(X),

obtingut de substituir, per a cada ocurréncia a € |P|,, QZ per la i,-ésima ocurréncia de z en P.

Anomenarem a ((Q§)§G|P|Z> (P) la substitucié de Q7 per z en P.
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Tractem d’aclarir aquest darrer concepte al segiient exemple.

Exemple 3.14. Considerem ’algebra de termes definida a I’Exemple 3.4. Siga el terme de tipus 2
P = o(0(0(x1,y1), y2, 91, D(z1, 1)) € Tn(X)2.

Definim la familia de termes ((Qg’t)a€|p|2)( el x per a cada (z,t) € [[ X que ocorren en P de la
x,t)E

segiient manera:
Per a (z1,0) es té que |P|;, = 2. Aixi, considerarem els segiients termes:

Qp’ =3 € Tu(X)o, Q7" =Dwa, Az, 1)) € T(X)o.

Per a (y1,1) es té que |P|,, = 3. Aix{, considerarem els segiients termes:
QY™ =y € Tx(X)1, QU = N(z3,22) € Tx(X)1, QY = y3 € T (X)1.
Per a (y2,1) es té que |P|y, = 1. Aixi, considerarem el segiient terme:
vl — A(o(x1,y2,21), 23) € T (X)1.

Per alarestade (z,t) € [[ X —{(x1,0), (y1,1), (y2,1)}, no cal considerar cap terme ja que |P|; = 0
i cap substitucié podra ser efectuada.
Aixi, el resultat de substituir la familia de termes ((Qﬁ’t)aa p|x> per x en P per a cada

(z,t)e] 1 X
te Sicada x € Xy és el terme

U(D(D($37 y1)7 A(0—<m17 Y2, .’I,'l), x3)7 A(z3a x2)7 D<D(m27 A<247 xl))v y3)) € TZ(X)2

Lema 3.15. Siguen X un S-conjunt, s € S, P € Tx(X)s un terme de la forma P = o((F;)icjw|) per

a una dnica paraula w € S* — {A}, un dnic simbol d’operacid o € ¥y, s i una unica familia de termes
(P)ictw| € Ts(X)w. Aleshores

(@,0) &
. P — x,t PZ
((Qa’t)ae\P\z>(z7t)e]_[X( )=o <<(Qa+2k€ipkz>(l’7t)EHX( )>

El segiient teorema afirma que qualsevol Y-homomorfisme de ’algebra de termes a una algebra
heterogenia és compatible amb 'operador de substitucio.

i€|w|

Teorema 3.16 (Teorema de Substitucié). Siga X un S-conjunt. Siguen s € S un tipus, W €
Ty (X)s un terme de tipus s, A una X-algebra i g un X-homomorfisme de Tx(X) a A. Siguen

<(Pogf7t)a€\W\x> eellx’ ((Qﬁ’t)aewu) el

que, per a cada (z,t) € [[ X i per a cada ocurréncia o € |W |y, g (ng’t> =g (Qi’t). Aleshores

(z,t) . (z,t)
9s <((P§’t)ae|w|z) (z.0)e] [ X (W)> — 9 <<(Q3’t)aew|z> (z.0)e] [ X (W)> '
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Demostracio. Provarem el teorema per induccié algebraica sobre l'estructura de W. El terme W pot
ser de la forma:

(1)

W = z per a una tunica variable z € Xs. En aquest cas, |IW|, = 1 mentre que, per a cada
r€ Xs—{z}, [W|p=01,peracadatecS—{s}icadaz e X;, |W|, =0. Aleshores

(z.0) _ pPZ,8
((Pc’f’t)ae\w\)(z,t)e]_[x W) =17,

(z,t) 2,8
((Qﬁ’t)ae\vv\z>($7t)€]_[x (W) - QO ’

Per tant, clarament es compleix que
gS(P(?S) = gs( Sw)

W = o per a una tnica operaci6 constant o € 3y ;. En aquest cas, no s’efectua cap substitucié
ja que o no té cap variable. Per tant

9s(0) = gs(0).
W = o((Wi)iew|) Per a una tinica paraula w € S* — {A}, un tnic simbol d’operacié o € X, s i

una tnica familia (W;);e|w| de Ts(X)w, per a cada i € |w|, W; compleix I'afirmacié del teorema.
Pel Lema 3.15, tenim que

(x7t) . ($7t) ay
9s (((P(f’t)aelwlx> (z,t)e]] X <W)> = s <((Pff’t)ae|a<(wi)ie|w)m> (el [ X (J(<W’)le|w|)))

(z,t)
=g0s |0 (((Pifzk@ |Wk|z)°‘€Wi|z> well X (Wz)>

Com que g és un Y-homomorfisme, aleshores commuta amb o. D’aquesta maneta

(I7t)
S ) W; =
gs | o <<(Pa+2kei sz)a€|Wi|I>($7t)eL[X( )>

1€|w|

A (z,t) :
g gwl ( (((Paizkez |sz)o‘€W7,|z) (I,t)EHX (Wz)> >

Per al hipotesi d’induccié hem suposat que, per a cada i € |w|, W; complia lafirmacié del
teorema. Aixi

A (a,t) | )
o Gw; <<<(P§izkeika)aelwix>(w,t)eux (WZ)>> =

i€|w|

A (z,t) |
g Guw; ( < <(in2k€z ka)aawiw) (m’t)EHX (WJ) )
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Desfem ara els passos. Pel fet que g és un -homomorfisme, obtenim que

A (=) | _
7 i ((<(inzkeiWk|z)o‘€Wiz>(a;7t)€HX (VVl))) i wl B

(:E’t)
s » W;
g o (((Qa+2keiszz)aelwiz>(x,t)EHX ( )>

i€|w|

Pel Lema 3.15 se segueix que

gs | o IS (Wi) =
(QCH'Zkei ‘Wk‘w)a6|wi|w (m,t)E]_[X

1€|w|

(z,0)
— s & Wi)iciw
g (((Qat)aea((wi)ielwm) (eell X (o((W;) €| )))

~ (ot
=9s <<(Q£’t)a€Wz>(x,t)€HX (W)> ’

Si tornem a llegir totes les equacions, es dona la igualtat desitjada.
D’aquesta manera el resultat queda provat per la induccié algebraica. O

Pel fet que les >-congruencies tenen associat un 3-homomorfisme natural i com a conseqiiencia
del resultat anterior se segueix el segiient corol-lari.

Corol-lari 3.17. Siguen X un S-conjunt, s € S, W € Tx(X)s un terme i ® una congruéncia
. R t [Wle
en Ts(X). - Siguen ((PEaciwt,) oo (@0acmis) oy € Tenerrx TsOOP™ dues

families de termes tals que, per a cada (x,t) € [[X i per a cada a € |[W|,, [Péf’tL) = {ng’t}@ )
t t

Aleshores
(z,t) — (@:t)
[((Pi’t)aawlz)(z,t)eljx (W)} ®, a [QQ?H&GWI)(%QGHX (W)} oy .

A continuacié definirem un altre operador de substitucié, pero primer recordarem l’estructura de
Y-algebra de parts introduida a la Definici6é 1.39. Siga X un S-conjunt i Tx(X) la seua algebra de
termes. Estudiarem com és la X-algebra Tx(X)¥®. El S-conjunt subjacent és

Ty (X) = (Sub(Tx(X)y)), -

L’estructura algebraica és la segiient. Per a cada (w, s) € S*x.S, per a cada simbol d’operacié o € ¥, s,
l'operaci6 estructural associada a o és P'aplicacié 0¥ de Ty (X)) = [Ticpw) Sub(Ts(X)w,) a T (X)s =
Sub(Tx(X)s), que envia cada familia de llenguatges (L;)iejw| en Ts(X)w a

o ((Li)iep) = 4 o™ icpu) | (Picqw € [ Li p € Tu(X)$.

i€|w|
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Definici6 3.18. Per a cada tipus t € S, siga (L;).cx, una aplicacié de X; a Tx(X){ = Sub(Tx (X)),

també escrita, en aquest context, com (7., ) ceX,: Aleshores, per a la S-aplicacio (( L, ) tes de X

)ze
#
en Ty (X)®, denotem per <((wa)w€Xt)tes) a Iinic X-homomorfisme de Tx(X) a Tx(X)¥ tal que

(((i)xext)t&q)ﬂ onNx = ((fm)xeXt)tGS :

Siguen u un tipus de S, z una variable de X, i L € Tx(X){ un conjunt de termes de tipus u.

Aleshores, per a la S-aplicacié (7) de X a Tx(X)¥® definida, per a cada tipus, com: (7), és I'aplicacio
de X, a Sub(Tx(X),) que envia z a Liy € X, — {2z} a {y}; isit € S — {z}, aleshores definim
(7); com l'aplicacié de X; a Sub(Tx(X);) que envia cada € X; a {}. Denotarem per (3)* a I"tnic
Y-homomorfisme de Tx(X) a Tx(X)® tal que:

#
Recordem que ’homomorfisme ((( ) ve Xt) e S) esta definit per recursié algebraica com segueix.

Siga s un tipus de S i siga P € Tx(X)s un terme de tipus s. Aleshores sabem per la Proposici6 3.3
que P és d’una de les segiients formes:

(1) z, per a una unica variable z € Xj.
(2) o per a un unic simbol d’operacié constant o € X ;.

(3) o((Pi)iejw|); Per a una tnica paraula w € S* — {A}, un tnic sfimbol d’operacié o € %, s i una
tinica familia de termes (P;);cjw| € T (X)w-

En el cas (1), tenim que:

(e ses) (P = ((Eaex)ses) (X)) = (2, (2) = L.

En el cas (2), tenim que:
((Eexdies) ) = ((Eeex)res) (@) = {0} = o7

#
En el cas (3), suposant que, per a cada i € |w|, el subconjunt («fi)weXt)tes) (P;) ha estat
w;

definit, tenim que:

(Eexdics) (P) = ((Eaex)es) @ ((Piciun)

_ o (((((fgmexﬂ)tes)ii (P"))@)
{ (Q)icul | (Qdiciw € ] ( L) gcex,g)tes)jj (Pi)}-

1€|w|
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#
Al segiient resultat donarem una manera explicita de calcular la imatge de ((( L) e Xt) e S) (P)
S

t

per a qualsevol terme P € Ty (X)s i qualsevol s € S. Veurem que (((fz)zeXt)tes) (P) es calcula
S

unint totes les substitucions possibles en P de totes les families de termes ((Qg’t)ae‘ Pla)(@t)e] ] X

de H(:c,t)e]_[ ¥ L|QEP|’C que es poden formar. Primer farem un petit comentari. Notem que, com que,
[Pz

per a cada x € X, LIF'" esta encaixat en Tx(X), ™, llavors [ cy, LIPl esta també encaixat en
[Lex, TZ(X)LP|Z. Per tant [, yerpx LIP esta encaixat en e perx TE(X)LHI. D’aquesta manera

la restricci6 de ((wjt))(x el X (P) en [T perpx LIFl* t6 sentit.

Proposicié 3.19. Siguen X un S-conjunt, s € S i P un terme en Tx(X)s. Aleshores, per a tota
S-aplicacid ((gz)weXt)tGS de X a Tx(X)¥®, tenim que

= #
<((Lx).7}€Xt)tES)s (P) = Im (((z,t)) (z,)e][ X (P) rH(z,t)eX LLP|z> .

Demostracio. Siga T el subconjunt de Tx(X) definit, per a cada s € S, com segueix: per a cada
P e Ty(X), P € Ts si, i només si,

. i
<((LI)CE€Xt)t€S>S (P) =Im <((m,t)) ()] [ X (P) fn(m)ex L|ZP|m> .

El resultat quedara provat si veiem que 7 = Ty (X). Per fer-ho, per la Proposicié 1.37, és suficient
demostrar que X C 7 i que T és una subalgebra de Tx(X).
Veiem primer que X C 7. Siga s € S un tipus i z € X, una variable. Aleshores

((E)ex)res) () = Lo

s

Per una altra banda, |z|, = 1, mentre que, per a cada x € Xs—{z}, 2| =01, per acadat € S —{s},
|| = 0. Per tant, per a cada Q € L, tenim que

@ (2) =@

D’aquesta manera

Im <((I'7t))(l'7t)€]_[X (2) [H(N)GX Lzz|m> =1L,

Aixi, els dos conjunts coincideixen i llavors z € T.

Provem ara que 7 és una subalgebra de Tx(X).

Siguen s € S un tipus i 0 € X § un simbol d’operacié constant. Aleshores, com hem comentat
abans, es té que

§
((E)aex)res) (0) = Lo

Per una altra banda, per a cada s € S i per a cada x € X, |o|, = 0. Llavors no es pot efectuar cap
substitucié sobre el terme o. Per tant se segueix que

Im <((m'7t))($7t)eux (cr)[l_[(z’t)ex Lzaz> ={o}.
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Aixi, els dos conjunts coincideixen i llavors o € T.
Siguen (w, s) € (S* —{A}) x S, 0 € Xy s un simbol d’operacié i (F;);e|u| € Tx(X)y una familia de
i

s

termes tals que, per a cada i € |wl, P; € Ty,. Anomenem P = o((P;);cjuw|)- Com que (((Lxx)xext)ms)
és un X-homomorfisme de Ty (X) a Ty (X)®, tenim que

(((Lm.r)zext)tes>i (P)=0o” (((“ihe){thés)f& (Pi)>z‘e|w|> ‘

Per una altra banda, pel Lema 3.15 i per la hipotesi inductiva, tenim que

Im (((”}t))(x,t)eﬂx P e LL”) -7 (<(((i)xext)f€5>ii (Pi))ie|w|> |

Conseqiientment 7 és una subalgebra de Tx(X) i per tant 7 = Tx(X). O

Observacié 3.20. Siguen X un S-conjunt, s € S i P un terme en Tyx(X)s. Aleshores, per a tota
§

S-aplicaci6 ((Lxm)acEXt)tes de X a Tg(X)®, tenim que <((ET)$€Xt)tES) (P) és igual a:
S

» ot |Pls
U <(Q3,t)a€‘%)(x7t)eux (P)' ((Qa )ae\P\x>(m,t)eHX < (x’t)I;[HXLI

Corol-lari 3.21. Siguen s i u dos tipus en S i siguen z € X,, una variable, L € Tx(X)¥ un llenguatge
i P € Ty(X)s un terme de tipus s. Aleshores

(DE(P) =Im () (P)Ipe.) -

Exemple 3.22. Considerem, de nou, la -algebra de termes definida a ’'Exemple 3.4. Substituirem
al terme de tipus 2
P = a(a:l, Y1, D(.Tg, A(Z1, .733))) S TZ(X)Q.

Siga u =21z =z € X3. Considerem el llenguatge
L = {ZQy O-(:Clv Y1, SUQ), 0'(563, A(Z47 D(:’U27 y2))) 331)} g TE(X)2
D’aquesta manera la imatge de P per 'aplicacié (le)jj és el llenguatge:
(1F (P) = {o(w1, 31, D(as, Alz2, 3))), 0@, y1, O(as, Alo(z1,y1,22), 23))),
O'(IEl, Y1, D(st, A(O’(l‘g, A(247 D(CC% y?))a xl)v 563)))} - TE(X)Q,
obtingut de substituir la tnica ocurréencia de z; en P per tots els termes de L.

A continuacié definirem 'operador de substitucié entre llenguatges de 1’algebra de termes. Veurem
que aquest operador manté la propietat de reconeixibilitat.
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Definicié 3.23. Siguen X un S-conjunt i Tx(X) la seua algebra de termes. Siga ((sz)ccEXz)teS una

tp
S-aplicaci6é de X a Tx(X)¥®. Aleshores denotem per (((me)xeXt)teS) a la S-aplicacié de Tx(X)® a
Tx(X)¥® que, per a cada s € S, envia K en Tx(X)§ a

(Baex)ies)” )= U ((F)eex)es)’ (P) € To(X)5.

s PEK

tp
Per tant, <(( L) ve Xt) e S) és I'extensié canonica de la S-aplicacié subjacent del Y-homomorfisme

((E)ex)res) de Tu(X) a Ts(X)7,

Siguen u € S un tipus, z € X, una variable i L € Tx(X)f un llenguatge. Aleshores denotem per
() a Dextensi6 candnica de la S-aplicacié subjacent de ’homomorfisme ()* de Tx;(X) a Tg(X)¥.

Notem que sit,s € S, z € Xy, L € Rec;(Tx(X)) isi K € Recs(Tx(X) aleshores substituir z en K
per L és equivalent a unir totes les substitucions de z en cada terme de K per cada terme de L. Al
proper exemple tractarem d’aclarir aquesta definicié.

Exemple 3.24. Considerem la X-algebra de termes que hem usat als Exemples 3.4, 3.14 i 3.22. Siga
z9 € Xo. Definim el llenguatge de tipus 2

L ={o(z1,y2,22), 24)} € Tx(X)2.
Siga el llenguatge de tipus 1
K = {A(z2,21), Az2,0(23,92))} € Te(X)1.
Aleshores (Zf)gp (K) dona com a resultat el llenguatge
{A(o(x1,y2, 22),21), A(za,21), A(o(@1,y2,22),0(x3,92)), Alze, O(x3,52))} € Te(X)

que resulta de considerar per a cada paraula en K totes les substitucions possibles de z3 per paraules
en L.

Veiem a continuacié una caracteritzacié util per saber quan un terme P de tipus s es troba al
. fp
conjunt (((E;)IeXt)tES> (K).

S

Observacié 3.25. Siguen X un S-conjunt i Tx(X) la seua algebra de termes. Siga ((gﬂc)JiEXt)teS
una S-aplicacié de X a Ty(X)¥. Siguen s € S un tipus, K € Tx(X)s 1 W € Tx(X)s. Aleshores

tp
W e <((Lxm)w€Xt)tes> (K) si, i només si, existeixen un terme P € K, i una familia de termes

T P|z
((Qa7t)a€|P|z) S H(:E,t)GHX LL | tals que

_ (z:t)
W= ((Qi’t)ae\mx) (z,t)e] [ X

(z,)e]l 1 X

(P).

En particular, per a una variable z € X, i un llenguatge L € Sub(Tx(X),), tenim que W € ()" (K)
si, i només si, existeixen un terme P € K i una familia de termes (Q7)ae|p|, tals que

W = (@Qz)ucip.) (P)-
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Tot seguit, provarem el teorema més important d’aquesta subseccié, veurem que la substitucio
entre llenguatges reconeixibles manté la propietat de ser reconeixible.

Suposicié. Per a la segilient prova suposarem que el conjunt de tipus S i el conjunt de variables X
sén finits.

Teorema 3.26. Siguen X un S-conjunt i Tx(X) la seua X-algebra de termes. Siguen s € S
un tipus, K € Recy(Tx(X)) un lenguatge s-reconeizible i (([.,) una S-aplicacio de X a
(Recy(Tx(X)))eg. Aleshores

a:GXt)teS

(((ﬂ)xext)tes)ﬁp (K) € Recy(Tx(X)).

S

Demostracié. Definim la congruencia ® sobre Ts(X) com

ﬂ QTE(X) (5t,Lm) N QTE(X) (5t,K)‘
(z,t)e]1 X

Per la Proposicié 1.44 i pel fet que la interseccié és finita per la suposicié anterior, se segueix que P és
una congruencia i a més, d’index finit. Notem que, pel Corol-lari 1.17, per a cada t € S i per a cada
r € Xy, ®; satura a L,. També tenim que P, satura K.

Per a cada r € S, denotem per k, I'index de la congruencia ®, i per Mg, = {M,;|l € k.} un
conjunt de representant de Tx(X),/®, en Tx(X),. Denotem per k al S-conjunt (k,),cs i per Mg al
S-conjunt (Mg, )res.

Definim ara una nova relacié d’equivaléencia ¥ = (¥,.),cg en Tx(X) com segueix, per a cada r € S,
W, és el subconjunt de Tx;(X)?2 format pels parells ordenats (P, Q) € Tx(X)? tals que:

(i) (P,Q) € .

(ii) Per a cadal € k,

(Pe ((rex)cs)

Notem que, per a cada r € S, ®, és un refinament de ¥, i una relacié d’equivaléncia en Tx(X). A
més, l'index de ¥, en Tx(X), esta fitat per k2% Per tant ¥ és una relacié d’equivaleéncia d’index

tp tp

([Mri)e,) «— Q € (((Lzz)mext)tes>

([Mr,lb,.)) :

s T

finit. L’objectiu ara és provar que és una congruéncia que satura ((( L) ae Xt) e S)ﬁp (K). D’aquesta
manera el resultat quedaria provat. ’

Veiem primer que és una congruencia. Siguen (w,u) € (S*—{A})xSic € ¥, , un simbol d’opera-
ci6 formal. Siguen (P;);cj| 1 (Qi)iejw| dues families de T (X),, tals que, per a cada i € |w|, (P, Q;) €
W, Hem de provar que (o0((P;)icjw|), 0(Qi)icw|)) € Yu. Com que, per a cada i € [w|, (P;, Q;) € Wy,
aleshores (P, Qi) € ®y,. Com que ® és una congruencia, llavors (o((P;)icjw|); 0(Qi)icuw|)) € Pu. Aixi
tenim la condicié (i).

Veim ara que també es compleix la condicié (ii). Siga I € k.. Suposem que

o (Pic) € (E)rex)cs) . (Mutdo,).

T
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Aleshores existeixen un terme W en [M, ]e

u

i una familia de termes ((Uffat)ae\w\z>( el X de
x,t)e

Wz
H(x,t)E]_[X L‘m | tals que

(z,t)

W, 3.1
aeWm)(z,t)GHX>(a:,t)€HX ( ) ( )

O‘((Pi)z‘ehul) = (((Ug’t)

Pot passar que Var(W) N X = & o bé Var(W)N X # @.

(a)

Suposem que Var(W) N X = &. Aleshores, no es pot fer cap substituci6 sobre el terme W. Per
tant o((F;)icjw|) = W. A més, se segueix que, per a cada i € |w|, per a cada t € X i per a
cada z € Xy, |P|, = 0. Llavors, no es pot efectuar cap substituci6 sobre el terme P;. D’aquesta

manera
#p

Pi € (((gz)ibGXt)teS)T ([Pl]q>wl)
Com que, per a cada i € |w|, (P, Q;) € ¥y, aleshores pel la condicié (ii)
tp

Qi€ (((E)eex)es). (Plaw,).

r

Per tant existeixen un terme W; en [P]e, i una familia de termes ((Vof ’t’i)ae|Wi|z)

d
o e (zt)el1X ©
Wi x
e perrx LVl tals que

(x’t) /.
P = x,t,i . WZ ’
Q (((Va )aelwiI)(m,t)EHX>(x,t)EHX( )

Definim el terme W = o((W;)icjw|) € Tx(X)y. Tenim que, per a cada i € |w|, W; € [Pile,,-
Llavors (P;, W;) € ®y,. Com que ® és una congruencia, (o((Pi);cjw|), W) € ®u. Recordem que
W = 0((Py)ieuw|), aleshores W € [M,]s,. Notem que, per a cada ¢t € S i cada x € Xy, [W|, =

i . x,t
2 ictu| |Wilz- Siga <(VB )B€|W|m)

ordre, la familia de termes <<(V;’t’i)aewm)

wnell X Pelement de H(x,t)e]_[XLlﬂﬂm‘ obtingut d’ajuntar, en
w7

. Pel Lema 3.15, tenim que

(I:t)GHX> ZE‘U)‘

(1)

O.((Q,L)Z w ) =0 < ,t,1 . > (W’L)
e| | (Va )ae\Wi\z (mi)eux Z€|’LU|

_ ((E,t) 17
N ((Vg’t)ﬁemx) (z.t)E[ [ X )

tp

Per tant o((Q:)icw|) € <((L$z)a:€Xt)tes) ([Mylo,). L’altra implicacié es prova de manera
T

analoga.

Suposem que Var(W) N X # @. Distingirem dos nous cassos. Pot passar que (b.1) W siga una
variable o que (b.2) W siga un simbol d’operacié actuant sobre altres termes. Notem que W no
pot ser una operacié constant ja que aleshores no estariem en el cas (b).
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(b.1)

(b.2)

Suposem que W és una variable. Aixi, W = z per a una tnica variable z € X,,. En aquest
cas, tenim que

(2.t) @?) 5
ot W = x,t - U 7 :
<((Ua LleWz)(z,t)e]_[X) (Z‘,t)GHX ( ) <((Ua )a€W|z)(z,t)€L[X> (x,t)EHX (Z) 0

Per tant o((P)icjw|) = Uy" € L.. Definim el terme V5" = o((Qi)icw|)- Veiem que
Vo'" € L,. Com que (P;,Q;) € ®y,, per a cada i € |w|, i ® és una congruencia, aleshores

U, Ve"") = (0((Piiciu), o ((Qi)icjw|) € Pu-

Aleshores V™" € L, perque L, és ®-saturat i Uy € L,. D’aquesta manera

o((Qiiciw) = V5" = (vi) (2)-
Llavors se segueix que

itp

o(@ietu) € ((E)rex)res). (Mudla,),

r

com voliem comprovar.

En aquest cas, per ’'Equacié 3.1, només pot ser que W tinga la forma U((Wi)ie‘w‘) per a una
tinica familia de termes (W;);c|y| de Ts(X)y. Com que no es pot efectuar cap substitucié
sobre el simbol d’operaci6 o, aleshores, per a cada i € |w|, i pel Lema 3.15 tenim que

(,t)
‘P’i — z,t WZ ‘
(((Ua+zj€i Wj|1)z€Xt)t€S> (@ t)el T X "

Aixi, se segueix que
ip

Pre (((E))sex)res) , (Wila,,):

Wy

Pel mateix raonament utilitzat anteriorment obtenim que

Qe (((EDex)res) . (Wika,,).

w;

. o = . s t
Per tant, per a cada i € |w]|, existeixen un terme W; i una familia de termes (V" 71)(&2,7,‘)6]_{)(

de Tz ey x LW'”; tals que

(,t) Wi
P = x,t,1 Wl ’
Q (((Va ¢ )xeXz)teS> (z,t)e] 1 X ( )

Definim el terme W = o((W;);ejw|) de Ts(X),. Pel mateix argument emprat anteriorment

arribem a que W € [My]s,. Siga <(V§7t>ﬁ€|W|z) ; Pelement de H(x,t)e]_[XL‘zml

(z.t)el
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obtingut d’ajuntar, en ordre, la familia de termes <((V§’t’i)ae|w. >( ) L[X> . Com a
T mt)e i€lwl
conseqiiencia del Lema 3.15, tenim que

ftp

o(@icu) € ((E)aex)es). (Mudle,):

r

L’altra implicaci6é es demostra de manera analoga.

Acabem de veure que ¥, és una congruéncia. A més, ja hem comentat que és d’index finit. Falta

fp
veure que ¥ satura (((sz)wext)tes> (K). Notem que, per definicié de ¥, per a cada r € S i cada
S
#p
| € K,, el conjunt <((sz>:r€Xt)tes) ([Wrile,) és ¥-saturat. Com a conseqiiencia que K és ®-saturat,
T
existeix un conjunt d’indexs I tal que

K = U[Msvlz]qDS
el
Aleshores i "
(Eaexes). )= ((Euex)res), (Maslo.).
el
ftp
Per tant (((fw)xeXt)tes) (K) és W¢-saturat per ser uni6 finita de llenguatges W-saturats. D’aquesta
S
ftp
manera (((E;)Iext)tES) (K) és reconeixible. O
S

Corol-lari 3.27. Siguen u,s dos tipus en S, z € X,, una variable, L € Rec,(Tx(X)) un llenguatge
u-reconeixible i K € Recs(Tx(X)) un llenguatge s-reconeixible. Aleshores

(£)5" (K) € Recy(Tx(X)).

Al proper exemple veurem una manera alternativa de provar que el llenguatge definit a I’Exemple
3.9 és reconeixible emprant alguns dels resultats demostrats a aquesta seccio.

Exemple 3.28. Recordem el llenguatge definit a I’Exemple 3.9
L={o(P,Q,K)|P € Tx(X)o,Q € Tx(X)1, K € Tx(X)o}-
Per la Proposicié 3.12 sabem que el llenguatge

{o(z1,y1,72)}

és reconeixible. A més, per la Proposicié 2.10, Tx(X)s és reconeixible, per a cada s € S. D’aquesta
manera, podem considerar la S-aplicacié ((iv):cEX)tGS de X a (Recy(Tx(X)))tes definida, per a cada
t € S1icadaxz € Xy, com l'aplicacié constant que envia

x— Tu(X):.

No és dificil comprovar que

!ip(

L= (((sz)xext)tes> {o(@1y1,22)}).

Per tant, pel teorema de Substitucié se segueix que L és reconeixible.

S
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Corol-lari 3.29. Siguen (w,s) € S*xS, o € Xy s un simbol d’operacié formal i siga (L;)ic|w| €
[Ticjw Recw, (T (X)) una familia de llenguatges reconeizibles. Aleshores

o¥((Li)iejw|) € Recs(Ts(X)).

El segiient corol-lari afirma que el S-conjunt format pels llenguatges reconeixibles és una algebra
amb la mateixa signatura que ’algebra de termes original original.

Corol-lari 3.30. El S-conjunt (Recs(Tx(X)))ses €s una subalgebra de Tx(X)¥. Denotarem per
Rec.(Tx(X)) a lalgebra associada canonicament a la subalgebra (Recs(Tx(X)))ses de Tx(X)®.

3.1.3 Producte estrela

En aquesta subseccié definirem el concepte d’iteracié d’un llenguatge respecte a una variable o producte
estrela. Acabarem la subseccié provant que si el llenguatge és reconeixible, aleshores el seu producte
estrela també és reconeixible.

Definicié 3.31. Siga X un S-conjunt. Siguen s € S un tipus, z € X una variable, L € Tx(X)¥ un
llenguatge. Aleshores definim la z-iteracié de L al llenguatge:

[*7 — U Lj,z’

jeN
on (Lj’z)j cn 6s la familia de subconjunts de T (X); definida per recursié com:
L% = (2},
i, per a 7 € N,

i+1,2 _ 17, z \tp
L7755 = L2 U (1h:)y ().
A aquest operador també se ’anomena producte estrela sobre la variable z.
Al proper exemple tractem d’aclarir la definicié de producte estrela.

Exemple 3.32. Considerem 1’algebra de termes T (X) definida a 'Exemple 3.4. Siga xo € Xy i siga
L el llenguatge
L= {D(mhyl)’ 3, D(J:.Q’ A(Z?,,l'g))}.

Aixi, per definicié de xs-iteracid, tenim que
L%%2 = {4},

Notem que
(522)8 (L) = ((z)i (1) = L.

D’aquesta manera la primera xo-iteracié sera:
Lh* = [ U {xg} = {D(ml,yl), s, D(w‘g, A(23,.’L‘3)), 1’2}.
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Es senzill comprovar que

(Lffig)ﬁp (L) = {0(x1,91), w3, O(w2, A(z3, 23)),
D(D(xlyyl)’ A(Zg,ﬂjg)), D(Ig, A(Z?nx?)))v D(D(xQ’ A(Z?nxfi))v A(Z;),,:Cg))}.

Llavors la segona iteracié dona com a resultat el segiient conjunt

LZ’JC2 = {D(xl,yl), xrs3, D(I’Q, A(Zg,l’g)), )
D(D($1,y1), A(Z3>$3))7 D(:U37 A(Zg,l’;;)), D(D(:C?a A(Z3,ZL‘3)), A(z3>x3))}'

Si volguérem calcular la tercera iteracié hauriem de substituir cada ocurrencia de z2 en cada terme
de L per cada terme de L%72.

Observacié 3.33. El llenguatge L** s’obté de la seglient manera. Primer s’afegeix z. Els nous
elements de L** s’obtenen de substituir en un terme de L, cada ocurréncia de z per algun terme que
ja sabem que esta a L*?. Notem que

LY = Lu{z}.

A més, (L7?)jen és una cadena de subconjunts de Tx(X), ascendent, és a dir, per a cada j € IN,
L# C )Tz
Acabarem el capitol provant que el producte estrela d’un llenguatge reconeixible és reconeixible.
Suposicid. Per provar el segiient teorema suposarem que el conjunt de tipus S és finit.

Teorema 3.34. Siga X un S-conjunt. Siguen s € S un tipus, z € X5 una variable i L € Recs(Tx(X))
un llenguatge reconeixible. Aleshores

L** € Recs(Tx(X)).

Demostracio. La idea d’aquesta prova és semblant a la utilitzada a la demostracié del Teorema 3.26.
Definim la congruéncia ® en Tx(X) com

b — QTE(X)((;S:L) N QTE(X)((Ss,z).

Com que L i {z} sén dos llenguatges s-reconeixibles, aleshores, pel Corol-lari 2.7, QTﬁ(X)((SS’L) i
QT=(X)(§%%) tenen index finit. Per la Proposicié 1.44, ® és una congruéncia d’index finit. Notem que
o, satura L i {z}.

Per a cada tipus r € S denotarem per k, a I'index de ®, i per Mg, = {M,;|l € k.} a un
transversal de Tx(X),/®, en Tx(X),. Denotarem per k al S-conjunt (k,),cs i per Mg al S-conjunt
(MCPT)T‘ES .

Definim ara una nova relacié binaria ¥ = (¥,.),cs en Tx(X) com segueix, per a cada r € S, U, és
la relacié binaria en Tx(X), formada per tots els parells ordenats (P,Q) € Tx(X)? tals que satisfan
les condicions

(i) (P,Q) € ;.
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(ii) Per a cadal € ky,
(P € (2 (IMrile,) < Q € (132)E (M)

Notem que, per a cada r € S, ¥, és un refinament de ®, i que ¥, és una relacié d’equivaléncia en
Tx(X),. A més, 'index de U, estd fitat per k2%, Per tant Tx(X),/V, és finit.

L’objectiu de la prova és demostrar que ¥ és una congruencia que satura L*?. D’aquesta manera
el resultat estaria provat.

Siguen (w,u) € (S* —{A}) x S0 € Xy Siguen (F)iciw| 1 (Qi)ig|w| dues families de termes de
Tx(X)y tals que, per a cada i € |w|,

(P, Qi) € Y.
Hem de veure que (0((F)icjw|, 0((Qi)icjw|)) € Yu.

Per la definicié de ¥, tenim que, per a cada i € |w|, (P;,Q;) € ®,,. Com a conseqiiéncia que P
és una congruencia en Tx(X), se segueix que (o((Fi)icw|) 0((Qi)icqw|)) € Pu- Complint-se aixi la
condicié (i).

Comprovem ara que també se satisfa la segona condicié. Siga [ € k,. Suposem que

o ((Picu) € (152) ([Maule,)-
Volem veure que

o (Q0icw)) € (£52)} ((Mu]w,)-
Per I'anterior suposicid, existeixen un terme W € [My ]s, i una familia de termes (UZ)qciw|. de
(L)W= tals que

U((Pi)z'elwl) = ((Ué)aze\vv\z) (W). (3.2)
Distingim dos casos. Pot passar que (a) z ¢ Var(WW) o que (b) z € Var(W).

(a) Suposem que z ¢ Var(W)s. Aquest cas es manera de manera semblant al cas (i) de Teorema
3.26.

(b) Suposem que z € Var(W),. Distingirem dos nous casos en aquest suposit. Pot océrrer que (b.1)
W siga la variable z (amb u = s) o que (b.2) W tinga la forma d’un simbol d’operacié actuant
sobre una familia de termes.

(b.1) Suposem que W = z. Per 'Equacié 3.2 se segueix que

z z

o((Pich]) = (U2)aerw.) W) = (02)aciwy.) (2) = Us-

Per tant o((F;)icjw|) és un element de L*?. Conseqilientment, existeix j € IN tal que
o((Pi)iew|) € L7*. Prenem j € IN com el menor natural que compleix la condici6 anterior.
Notem que j # 0 ja que L%* = {z} i clarament o((Pi)iejw|) nO pertany a aquest conjunt.
Per tant tenim que

o((Piew)) € L% = D174 U (15505 (L),

Per minimalitat de j, obtenim que

o((Pi)icpu)) € (15°1:)% (L).
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Per tant existeixen un terme W1 € L i una familia de termes (UZ)QQWT‘Z de (Lj_l’z)‘W”z

tals que
z

o(Piepw) = (@mpr.) V).
Diferenciem dos casos en funcié del terme WT. Per una banda pot passar que (b.1.7)
z ¢ Var(WT), i d’altra pot passar que (b.1.ii) z € Var(WT),.

En el cas (b.1.i), suposem que |[WT|, = 0. Llavors no s’efectua cap substitucié i aixi tenim
que o ((Pi)iew)) = WT i per tant o((P;);cj|) € L. Definim el terme

Ve = o((Qi)icju))-

Veiem que V§ € L. Tenim que (P;, Q;) € ®y,, per a tot i € |w|. Aleshores, pel fet que
és una congruencia, (o((F;)icjw|), 7((Qi)icjw))) = (U§, V5) € ®s. Ateés que L és Pg-saturat
i U5 € L, obtenim que V5 € L C L**. D’aquesta manera

o((Q)icjw) = (V) (2).

Recordem que estem en el cas (b.1) en que W = z. Aix{ z € [M]o,. Per tant

Q € (152 (Muila,)-

En el cas (b.1.ii), suposem que |[WT|, # 0. Provem que o((Qi)iejw)) € L**. Notem que W

no pot ser el terme z ja que si ho fora tindriem que o/((P;);j) € L7~* cosa que contradiu
la minimalitat de j. L’inica opcié possible és que W1 = a((WZ-T)i€|w|) per a una unica

familia (W‘T)ie\m € Tx(X)w. Per tant, pel Lema 3.15, per a cada i € |w|, tenim que

)

-Pi = U ) ]L e i T .
((Ua+2kei|WzIZ)aewT|z> (WZ) <l )wi ([WZ ]%i)

D’aquesta manera, per a cada i € |w|, Q; € (sz)ffi ([WiT](bwi) ja que (P;,Q;) € ¥y,. Per

tant existeixen un terme W; € [Wz‘T]‘Pwi i una familia de termes (V") aeWil, € (L*=)Wil=

tals que
z

Qi - <(V‘§Yi)a€\Wi|z) (WZ)
Considerem el terme

W = o(Wi)icjw))-

Com a conseqiiencia que, per a cada i € |w|, (W;,Wi) € ®,, i que ® és una congrueéncia,
tenim que (W1, W) € ®,. Aleshores W € L pel fet que L és ¥ -saturat i que W' € L.
Siga (V5),eiw. Velement de (L** )Wl= obtingut d’ajuntar en ordre la familia |w|-indexada

de termes ((VBZ)BGIWAZ) . Com que (V7). s finit, existeix un natural n € IN tal

i€|w|

que, per a cada 3 € |[W|,, Vi € L™*. Aleshores pel Lema 3.15 tenim que

o((Qi)iew|) € (15=)fP (L) € L*2.
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Per tant
o(Qi)icu) = (o(@icrup) (2) € (722 ([a,).

Recordem que estem en el cas (b.1) en que W = z. Aix{ z € [M]¢,. Per tant

Q€ (i) ((My]e,)-

L’altra implicaci6 es prova de manera analoga.

(b.2) Aquest cas es demostra per un argument semblant a 'utilitzat en el cas (ii) del Teorema
3.26.

Acabem de veure que ¥ és una congruencia. Només ens falta comprovar que ¥, satura L**. Per com
esta definida la congruencia W és facil observar que, per a cada r € S i cada | € k., el llenguatge
(sz)g ([My]®,) és ¥ -saturat. Com hem comentat al principi @, satura {z} i per tant existeix [ € k;
tal que {z} = [M;,]o,. Notem que

L** = (7)% ({2}).

Per tant L** és W -saturat i llavors reconeixible. ]
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Capitol 4

Llenguatges regulars

El teorema de Kleene és un resultat important dins de la teoria del llenguatges formals. Per aquest
motiu va ser un dels primers resultats en ser generalitzat per al cas de 1’algebra lliure sobre una
signatura homogenia. Kleene va demostrar el teorema al 1956 [6] tot i que la demostracié estandard
és la donada per McNaughton i Yamada [8]. Aquestes demostracions sén valides només per al monoide
lliure. Més endavant es va generalitzar per tal que el resultat fora valid per a algebres homogenies
com es pot veure a [5]. En aquest capitol generalitzem el teorema per a ’algebra de termes sobre una
signatura heterogenia.

Suposicié. Durant aquest capitol suposarem que el conjunt de tipus S, el S-conjunt de variables X
i la signatura ¥ sén finits.

Definicié 4.1. Siga X un S-conjunt i siga ¥ uns S-signatura. Definim la signatura ©, per a cada
(w,s) € §* x S, com segueix:

Yw,s U{Ds} si (w,s) = A, s),
Yuws U{()*|z e X5} si (w,s) = (s,s),

Ouws =13 Zus U{+TU{(®) () ]|z e X} si(w,s)=(ss,s),
TwsU{(®) () |z e X} si (ui,s) = (t,s) amb t # s,
Yw,s en altre cas.

Considerem la O-algebra de termes Tg(X). Siga s € S. Aleshores als elements de Tg(X)s els
anomenarem expressions regulars de tipus s.

Proposicié 4.2. Rec(Tx(X)) té estructura de ©-algebra.

Demostracio. Pel Corol-lari 3.30 sabem que Rec(Tx (X)) té estructura de X-algebra. D’aquesta mane-
ra, només ens queden per interpretar les operacions de © —X. Siga (w,s) € S*xSisigac € (O—X)y .
En el cas en que 0 = ;. Aleshores @5“ = . Sabem que els buit és s-reconeixible per la
Proposici6 2.10.
En el cas en que 0 = (-)*# per a una variable z € X,. Aleshores interpretarem ’aplicacié o com
I’aplicacié
(.)*Z

de Recs(Tx(X)) a Recs(Tx(X)). Esta ben definida aquesta aplicacié pel Teorema 3.34.
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En el cas en que 0 = +, interpretarem o com 'aplicacié U. Sabem que esta ben definida la unié
de llenguatges reconeixibles pel Teorema 2.11.
En el cas en que 0 = (%) () per a algun z € X; amb (w,s) = (st,s). Interpretarem 'operacié o
com 'aplicacio
)P ().

Sabem pel Corol-lari 3.27 que la substitucié d’un llenguatge reconeixible per un altre llenguatge reco-
neixible és un reconeixible. Per tant, aquesta aplicacio esta ben definida.

Hem donat una interpretaci6 per a cada operaci6é de ©. D’aquesta manera Rec(T'x (X)) té estruc-
tura de ©-algebra. O

Ara veurem com podem crear llenguatges reconeixibles mitjancant expressions regulars.

Definicié 4.3. Siguen X i Z dos S-conjunts tals que X C Z. Definim l'aplicacié [-] de X a
Rec(Tx(X)), per a cada s € S, com:

[]s: Xs — Recs(Tx(X))

Aquesta aplicacié esta ben definida com a conseqiiéncia de la Proposicié 3.10.
Per la propietat universal de Tg(X), existeix un ©-homomorfisme [-]* de To(X) a Rec.(Tx(X))

tal que []*onx = [].
A continuacié definirem una nova categoria dels llenguatges, els llenguatges regulars.

Definicié 4.4. Siga X un S-conjunt. Siguen s € S'i L € Recs(Tx(X)). Aleshores direm que L és un
llenguatge regular si existeixen un S-conjunt Z tal que X C Z i una expressi6 regular { € To(Z)s,
tal que

L = €]~

Les variables de Z — X sén variables auxiliars ja que en cap terme de L tenen ocurrencies.

Notem que el nombre de variables que apareixen en £ és finit. Per tant és suficient en trobar un
S-conjunt Z amb X C Z finit.
Veiem als segiients exemples les nocions de expressio regular i llenguatge regular.

Exemple 4.5. Recordem la ¥-algebra A* definida a 'Exemple 2.2. L’alfabet és el conjunt A = {a, b}
i la interpretacié de les operacions sén la concatenacié A i la paraula buida A. Siga K el llenguatge
format per totes les paraules que només contenen la lletra a. Podem escriure K com

K ={a"|n e N—-{0}}.

Veiem que aquest llenguatge és regular. Considerem el conjunt Z = {a,b,z}. L’element z sera la
variable auxiliar. Considerem 1’expressi6 regular

§=(a) ((x-a)™).
No és dificil comprovar que

[(x - a)*x]]g = {za}** = {z, za,zaa, xaaa, raaaa, . .. }.
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Ara substituim cada ocurrencia de x per la paraula a i tenim que

[[5]]?) = ([[zﬁ]ﬁ) ([(= - a)”]]g) = {a, aa, aaa,acaq, ...} = K.

D’aquesta manera se segueix que K és regular.
Trobem una expressié regular que construisca el conjunt A*. Considerem el mateix conjunt Z.
Siga lexpressié regular
(=) ((z-(a+0))"").
No és dificil veure que

A* = [C]h

Recordem el llenguatge L definit a 'Exemple 2.2 format per totes les paraules que contenen la lletra
A. Siga 'expressié regular

x=1(¢a) ¢

Aleshores
Ix]h = (A* % {a}) ¥ A* = L.

Per tant el llenguatge L és regular. Recordem que també era reconeixible. Més endavant demostrarem
que tot llenguatge reconeixible és regular. Una altra expressio regular per aquest llenguatge podria
ser

v=(¢-§)-¢

Observem que 'expressié regular que defineix un llenguatge no és nica.
Veiem a continuacié un exemple amb una algebra heterogenia.

Exemple 4.6. Considerem la Y-algebra de termes definida a I’Exemple 1.30. Siga L el llenguatge
format per totes els termes de tipus 2 que tenen o com a operacié final. Veiem que és regular. Al final
del capitol veurem que Tx(X)s és regular, per a tot s € S. Per tant podem suposar que, per a cada
s € S, & és lexpressié regular que defineix el conjunt Tx(X)s i Z® el S-conjunt de variables sobre
les quals es defineixen les expressions regulars. Definim el S-conjunt Z = |J, g Z°. Siga l'expressié
regular

¢ =0(&,&1,%) € To(2).

Aleshores es pot comprovar que

L =[5

Estudiem als segiients lemes com aconseguir alguns llenguatges regulars. A més, ens seran ttils
per a la demostracié del teorema de Kleene.

Lema 4.7. Siga X un S-conjunt i considerem la seua dlgebra de termes Tx(X). Siguen s € S un
tipus i P € Tx(X)s un terme. Aleshores el conjunt

L ={P}
és regular.
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Demostracié. Com que P € Tx(X)s, aleshores també P € Tg(X)s. Aixi podem considerar Z = X.
Veiem que {P} = [P]. Ho veurem per induccié sobre l'estructura de P.
Si P = x per a una unica variable z € X,. Aleshores

[P]: = [«]i = [2] = {z} = {P}.
Si P = o per a una Unica operacié constant o € ¥y ;. Aleshores
[o]; = e = {o}.

Suposem que P = o ((F;);c|w|) Per a una tnica paraula w € S* — A, una tnica operacié o € Xy s i

una tnica familia de termes (P;);c|w| € Tx(X)w tal que {P;} = [[PZ]]?,J” per a cada i € |w|. Aleshores

[PDE = [o((Picpu)Is = o™ ([(Piciul ]l ickw) = 0 ({P:})iciw) = {o(Piciw))} = {P}-
D’aquesta manera L és regular. O

Lema 4.8. Siga X un S-conjunt i considerem la seua algebra de termes Tx(X). Siga I un conjunt
d’indezs finit de U i siga (L;);er un familia de llenguatges regqulars de tipus s € S. Aleshores el conjunt

L=|]JL
i€l
és reqular.

Demostracié. Per acadai € I, L; és regular. Per tant, siguen Z; el S-conjunt i §; € To(Z;)s 'expressi6

regular tal que L; = [&]. Definim el S-conjunt Z = J;c; Z;. Considerem l’expressié regular

§=> & eTe(2)
i€l

Notem que si I no fora finit, aleshores £ no seria una expressio regular. Aleshores no és dificil veure
que

L =[]
Llavors L és regular. O

A continuacié estudiarem la relacié que hi ha entre els llenguatges reconeixibles i els llenguatges
regulars. Veurem que tot llenguatge regular és reconeixible i viceversa.

Corol-lari 4.9. Tot llenguatge regular és reconeizible.

Per veure la implicacié inversa primer cal introduir la segiient notacié.

Notacio. Siguen B una Y-algebra i L C B; un llenguatge s-reconeixible. Siga A la seua algebra
reconeixedora. Podem suposar que A = (a;)ics on, per a cadat € S, a; € IN. Siga K un S-subconjunt
de A. Escriurem

K<A
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si K és de la forma (k;)ics amb k; < a; per a cada t € S. Notem que el S-conjunt 'escriurem amb
majuscula i els elements amb minuscula.
Siguen s € S un tipus i [ < as. Notem que

68,[ S A

ja que sit#s, 6f’l:O§atisit:s, 5f’l:l§at.
Definim ara la funcié maxim amb aquests tipus de conjunts. Definim ’aplicacié max: Sub(A) x
Sub(A) — Sub(A), per a cada K, M < A, per a cada ¢t € S com segueix:

max (K, M), = max(k, my).

Efectivament max (K, M) < A.
Siga K < A. Definim el cardinal de K com

1K= k.
teS

Siga K < Aisigar € S un tipus tal que k. # 0. Definim el S-conjunt K", per a cada t € S, com

B kit sit#r,
ET ke —1 sit=r.

Observem que K" < A.
Teorema 4.10 (Teorema de Kleene). Tot llenguatge reconeixible és reqular.

Demostracid. Aquesta prova estad inspirada en la prova quasi estandard del corresponent resultat en
teoria d’automats feta per R.McNaughton i H.Yamada [8].

Siga L € Recs(Tx (X)) un llenguatge reconeixible de tipus s. Aleshores existeixen A una Y-algebra
finita, B C A un subconjunt i f : Ty (X) — A un homomorfisme tal que

L= f7'[B].

Llavors, sense perdua de generalitat, podem suposar que A = (a¢)ies on a; € IN, per a tot t € S.
Veurem que existeix una expressio regular amb variables X U A que defineix L, i.e., existeix una
expressié6 regular £ € To(X U A); tal que L = [¢].
Definim la S-aplicacié h de X IT A a A definida, per a cada tipus ¢t € S, com segueix:
Xt I At — At
hy = i
t . . { fi(2) s1z € Xt,
z size A;.

D’aquesta manera hly = fonx i hf4 = ida. Aleshores considerem I'tinic ¥-homomorfisme h¥ de
Ty (XTI A) a A de manera que

h* o nxiia = h.
Siguen u € S un tipus, C' C A un S-subconjunt, K < Aij € m,. Aleshores definim

Lu(C, K, j)

com el conjunt format pels termes P € Ty (X II C), que compleixen que
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(i) PeTg(XIC),
(ii) h%(Q) € k; per a tot t € S i tot @ subterme propi de P.
(i) nb(P) = j.

Esa dir, L, (C, K, j) és el conjunt de tots els termes de Tx(XI1C'),, que tenen com a imatge mitjangant
h, el valor j i tals que els seus subtermes propis de tipus ¢ € S tenen la seua imatge restringida
mitjancant hg restringida al subconjunt k¢ d’as.

Com que L = f71B] i que hf Ty (x) = [, és compleix que

L=|]J L2, A,j).
jEB

Aixi, és suficient provar que els conjunts L, (C, K, j) sén regulars per a tot u € S, per a tot C' C A,
per a tot K < A1iper a tot j € a,. Ho demostrarem per induccié sobre el cardinal || K| = >, g k.
Suposem fixats u € S, C C Aij € ay.

Comprovem primer que el cas base es cert. Si |[[K| = 0, llavors 'inic valor possible dels k; és
ki = 0 per a tot t € S. Aleshores si P € L,(C, (0)¢es,j) no pot tenir subtermes no trivials ja que si

és un subterme propi, ha de complir que h € 0 cosa que és impossible. D’aquesta manera, P
t
és de la forma

(i) P =z, per a una unica variable x € X,, amb f(z) = j.
(i) P=jsijeC,.
(iii) P = o per a un tnic simbol d’operacié formal constant o € ¥y ¢ amb f(o) = j.

(iv) P = 0((P;)ic|w|) Per a una tnica paraula w € S* —{A}, per a una tinica operacié formal o € ¥,
i una tnica familia de subtermes trivials (P;);e|,|- Per tant P pot ser, per a cada i € |wl, de la
forma

Pie{z|ze Xy} U{r|reCytU{o|oeX\u}
i amb b} (P) = j.

En qualsevol cas, les opcions de triar P és finita i llavors L, (C, (0)tcs,7) és finit. Per tant podem
aconseguir una expressié regular per a L, (C, (0):cs,j) pels Lemes 4.7 i 4.8.

Veiem ara el pas inductiu. Suposarem que, per a cada K’ < A amb ||K|| =n € >, gas, ja
coneguem una expressio regular de L, (C’, K', j') per a cada u € S, per a cada C' C A i cada j' € m,,.
Aleshores hem de provar que, per a cada u € S, cada C C A, cada j € m, icada K amb ||K| =n+1,
L,(C, K, j) admet una expressié regular.

A continuacié provarem que

4 kT tp kT fp - ,
Lu(C, K, j) = U (LT(C,K’",M))U <<Lr(0u5k$w,w,k:)*’“5>u (L“(CU 0 NT’KT’J))) ' (4.1)
res
kp#£0
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Recordem que k" fa referéncia a I’element k, —1 € a,.. Anomenarem L al costat de la dret de ’Equaci6
4.1. T anomenarem, per a cada r € S amb k, # 0,

_ kT fp k;. tp kLr o
Ly = (LT(GKT,k’I))u ((Lr(Cuak?’r,KT,k:)*’“Ou (L“(CLM K ’])> '

Aixi ens queda
Lu(Cava) =L= U L.

res

ky 20
Aco acabaria el pas d’inducci6 ja que si ens fixem al costat dret de I'Equacié 4.1, cada L, és regular
perque ||[K"|| = ||K]|| =1 = n. I, en ser una unié finita, se segueix que L també és regular pel Lema
4.8.

Veiem primer que L, (C, K, j) D L. Per provar-ho primer necessitem els segiients passos.

Pas 1. Per a cada u,r € S, cada j € ay, cadal € a,, cada K, M < A i cada Cy,C1 C A

fip
(Lr(ofhm)) (Lu(C1 U6, M, §)) C Ly, (Co U (Cy = 6"'), max(K, M, 5”“)73') :

u

Demostracid. Anomenarem Co al S-conjunt Cp U (Cy — 6™!), per simplificar notacié. Siga P €
tp

(LT(Cé’K’Z)>u (Ly(C1 U8 M, 5)). Aleshores existeixen un terme W € L, (Cy U™, M, j) i una familia

de termes (Un)aew|, € L. (Co, K, )W tals que

P= ((Ua)ale\W\l> (W).

Hem de veure que P € L, (02, max (K, M, o7+1), j). Es compleixen les segiients propietats:

(i) P és un terme en Tx(X 1T Cy), ja que prové de W que és un terme en Tx (X II (Cy U 6™)), on
s’han substituit totes les ocurrencies de [ en W per termes U, en T'(X II Cp),. Notem que P
tindra ocurrencies de [ si, i només si, [ € (Y.

(ii) Siga @ un subterme propi de P de tipus e € S. Aleshores @ pot ser:
(a) Un subterme propi de W. En aquest cas,
hﬁ@(@) € Me

ja que W € L, (Cy U™ M, 7).

(b) Existeixen un subterme propi W’ de W de tipus e i una subfamilia (Ua, )icjw|, de (Ua)aciw|,
tals que

Q= ((Uai)ile‘wa) (w).

Tenim que per a cada i € [W'[;, Uy, € L (Co, K,l). Per tant, h?n(U) =1 = h&(l). Pel
teorema de Substitucié (Teorema 3.16)

BE(Q) = b (Wi, ) (W) = BE () (W) = BE(W') € .
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(¢) Q ésigual a un U, per a algun «a € |[W|; i per tant e = r. En aquest cas,
hA(Q) = hi(Ua) =1 €l +1.
(d) Un subterme propi de U, per a algun a € |W|;. En aquest cas,
hi(Q) € ke
perque U, € L,(Cy, K, j).
Per tant, hg(Q) € max(ke,me) sie #ri hi(Q) € max(ke, me, [+ 1) sie=r.

(iii) Hem de comprovar que hi(P) = j. Sabem que hi(W) = j. Com que hg(Ua) == h?n(l)7 pel
teorema de Substitucié (Teorema 3.16), tenim que

5 =BEV) = (st ) ) = B (e, ) W) = BE(P).

Amb tot acod tenim que P € L, (02, max (K, M, 5”“),]’) quedant aixi el Pas 1 provat. O
Pas 2. Per a tot tipus u € S, per a tot j € my, per a tot K < A i per a cada C C A, es compleix que
L,(CU§™ K, j)*7 C L, (CUG, max(K,5"I 1), j).

Demostracié. Com que L, (CUS%I, K, j)*I = Unen Lu (CUs™, K, §)™7, aleshores provarem l’enunciat
del pas per induccié sobre n.
Per al cas base, quan n = 0, tenim que L, (C U d“7, K, )7 = {j}. Aleshores, clarament:

(i) 7 és un terme en Tx (X II (C U §%7)),,.
(ii) 7 no té subtermes propis.
(iii) KL (5) = j.

Llavors L, (C' U 6%, K, j)*J C L, (C U 6™, max(K,§"I ), j).
Suposem que per a n € IN es compleix que

L,(CU§™I, K, j)™ C L, (C U™, max(K, 5"+, 5).

Provem l'enunciat per a n + 1. Notem que L,(C U §%J, K, j)"*17 és igual a

o : f i
Lu(CU5U:J7K,]) Ty (LM(CU(SHJ»J"K’]')MJ) (LU(CU(S 7]7K7j))‘

u

Per la hipotesi inductiva tenim que
L,(CUd§™i, K, §)™7 C L, (CU§, max(K,5"™), 7).

; tp .
Aleshores <LU(CU5UJJ7KJ)%J-> (Ly(C U™ K, j)) esta inclos en

u

‘ i o
(Lu(Cuaw',m;x(K,MJH),j))u (Lu(C U™, K, j)).
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Pel Pas 1, se segueix que

- t o y wiite
(Lu(CU(V’j,m;x(K,(s“’j""l),j))u (LU<C U 5%]7 K?J)) - LU (C Ud ’J7maX(K7 0 7j+1)7]) .

Queda aixi provat I’enunciat per a n + 1. Per tant
L,(CUd§™ K, j)* C L, (CUGS max(K,§"/ 1), j).
Aco demostra el Pas 2. O

Amb tot aco ja podem provar la primera inclusié. Siga r € S. Considerem L,. Aleshores pel Pas
2 tenim que

ky. kT i ky. kT .
(LT(CU(ST’k?,KT,k:)*k:) (Lu(c U 5T’ T,Kraj)) g (Lr(Cud’r’kl7maX(K’r,6T’k:+1)7k$)> (Lu(c U 5T7 T7KT'7]))

k. r .
- <LT(CU6T’k£7K7k£)> (LU(C U 5r7kr7KT7]))'

Ara pel Pas 1 se segueix que

ky i rkD per 7k ,
(1 comi sy, LalC UK, §)) € Ly(C U™, K j).

Per tant o
Ly C (Lr(c,KT',k;)> (Lu(C U™ K, j)).

u

Una altra vegada pel Pas 1 tenim que

kT fp e . .
(s (LalC UG K, ) € Lu(C. K, j).

D’aquesta manera B
LT g Lu(Ca Ka])

per a tot r € S tal que k, # 0. I per tant

Z g Lu(CaKaj)v

quedant aixi la primera inclusié demostrada.
Veim ara l'altra inclusié de I'Equacié 4.1. Estavem sota el suposit que ||K|| = n + 1. Per tant
existira r € S tal que k. # 0. Aixi provarem que

L,(C,K,j) C L,.
Siga P € L, (C, K, j). Aquesta inclusié la veurem per induccié sobre I'estructura de P.

(a) En el cas en que P és una variable.
P==z

per a una unica z € (X II C), amb hﬁ(z) = j. Podria passar que z € X, o bé z € C,,.
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- Si z € X, aleshores és senzill comprovar que z € L,(C U d™*r, K" ). A més, |z|kr =0, i
aixi cap substitucié podra ser efectuada. Per tant z € L,,.

- Siz e Cy, com que z = hﬁ(z) = j, I'inica opcid possible és que z = j. Poden passar tres
casos. Sir # u, aleshores |j|xr = 0 i pel mateix argument anterior z € L,. Sir =u perd
J # K], aleshores, [j[ir = 0 i tenim que z € Ly. Sir=wuij =k, aleshores es té que
kr € C. Aixi, kT € L,(C, K", k). A més, k% € L.(C U™ F kI). D’aquesta manera

kT kT
2= (i) () 2)-
Per tant z € L,,.

(b) Suposem que P és de la forma P = o per a un tnic simbol d’operacié formal constant o € Xy ,,
amb hi(c) = j. Aleshores 0 € L,(C U™ K" j). Com que |o|xr = 0, aleshores no es pot
efectuar cap substitucio i per tant o € L,,.

(c) Enelcasenque P = o((Pi)c|w|), Per a una tinica paraula w € S*—{A}, un tnic sfmbol d’operacié
0 € Yy 1 una tnica familia de termes (P;)igjw € Te(X I C)y. Com que P € L,(C, K, j),
aleshores, per a tot i € |w|, es té que

P; € Ly, (C, K, kK, (P,)).

Per la induccié sobre 'estructura de P tenim que

k" fp Kkr fip kT
P e (Lr(C’,KT,km) <(L,«(Cuankl,Knk:)w?)wi <(Lwi(0 Uotr, K7, hﬁ,i(Pi)))) ‘

w;
Per tant, existeixen

1) un terme W; € L,,,(CU 5T’k:",K’",hEUi(PZ-)),

i

2) una familia de termes
(Ué)QGIWﬂk; € (L,(CU 57",ka’ KT, k:)*klﬁ)|W|k;‘

Per simplificar notacié escriurem

k.
U, = <(U};)aewi|k£> (W),

3) i una familia de termes
(Q%)BG\UHW € L. (C,K", k;)lU”k?’

tals que
Ky
2= (@t ) G
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Definim el terme W;, per a cada i € |w|, com segueix:

Wi siw; #r,

W; siw;=rihb,(W;) # k",

KT osiwg =1 i b, (W;) = kT,

P, si P; és un terme no propi de P.

Definim el terme W = o/((W});eju()- Veiem que W € L, (C U 6™k K", j).

(i) W € Tg(XI1(CUd™kr)), ja que cada subterme W; té com a variables el conjunt X IT(C' U
§"*7) i la coaritat de o és u.

(ii) Siga @ un subterme propi de W de tipus e € S. Notem que @ no pot ser un subterme de
un W; en els casos en que r = w; i hgui (W) = k. ni tampoc en el cas en que P; és un terme

no propi de P. En el primer cas, W; = k] no té subtermes propis i W; no és un subterme
propi de W. En el segon cas, si P; és un subterme no propi de P aleshores tampoc ho és de
W. Aixi només ens queden els casos en que w; # r o bé quan w; = r pero hiﬁul(Wz) # k.
Dins d’aquests casos pot passar que (1) @ siga W; quan w; # r; (2) @ siga W; quan w; = r
i thZ(Wl) # k)5 (3) @ siga un subterme propi de W.

- En el cas (1), per definici6 de L, (C U™ KT, hlﬁui(Pi)), tenim que hiﬁul(Wz) = hgui (P).

[

A més, com que P € L,(C,K,j) i P; és un terme propi de P, tenim que:
i, (W;) = B, (P) € ky = k.

La ultima igualtat es compleix perque w; # r.
- En el cas (2), pel mateix motiu anterior i pel fet que hguz(Wl) # k., tenim que

B (W3) = B, (P) € ke — (K]} = k.
- En el cas (3), se segueix directament ja que ) és un subterme propi de W;. Aix{
hi(W;) € kL.
En qualsevol dels casos, sempre ocorre que hg(Q) €kl.
(iii) Falta veure que hﬁ(W) = j. Notem que hEUi (W) = hgui(Pi), per a tot ¢ € |w|. Per tant
(W) = R (o (Wa)icw)) = o (b, (Wi))icw) = o (B, (P2))iciw) = Bi(P) = j.

Ja hem trobat W. Ara hem de cercar termes U, i ()3 per substituir en cada ocurréncia de k;. en
W per tractar de recuper P. Pel Lema 3.15, és suficient substituir en W;. Per tant emprarem
els termes UY i Qg que ja coneixem. Diferenciarem tres casos en funcié de la definicié de W;.
(1) En el cas en que W; = W;, ja coneixem els termes U. i Qg que recuperen F;.
(2) En el cas en qué W; = P;, amb P; un subterme no propi de P. Pot passar que |P;| k=00
bé | P;lgy # 0.
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- En el primer cas, no es pot efectuar cap substitucio.

- En el cas en que |P;[r # 0, només pot ser que P; = k. D’aquesta manera, k. € C. 1
per tant, k7 € L,.(C, K" k") i també kI € L.(C U™ K" kI)*F . Per tant,

fe (2) ((5) )

(3) El cas en qu¢ W; = k" requereix més treball. En aquest cas tenim que w; = r i a més,
hE(B) = hﬂ(VVZ) = kJ. Aleshores

W; € L,(CU§™kr K" k).

D’altra banda, el terme U}, esta en L,(C U™ K" kT)*kr per a tot o € |[Wj|r. Llavors,
existira ¢, € IN, de manera que

Ul € Ly(C U™ K7 k).
Siga ¢ = max{cq | € [Wi|sr }. Llavors
UL € L,(CU&™™ K" k)™

per a tot a € [Wigr. El terme U; s’obté com segueix

R
Ui = (U;)QE\W”k; (Wl)
Per definicié de la iteracié (¢ + 1)-ésima, se segueix que
Ui € L,(CU & K" k)etbh C L.(CUs™ K" kn)*kr,

Considerem ara, els termes Q}}. Tenim que

2= (@it ) @) = (1@t ) ((5) 60

Independentment de la forma de W;, hem trobat termes en L,(C U 8™ K" k)*¥* i termes en
L,(C,K", k) per recuperar P;. Per tant, pel Lema 3.15, si s’ordenen en ordre recuperem P. I
aixi

PelL,.

Queda aixi la segona inclusié provada. Acabem de provar que

Lu(C7 Ku]) = U fr-
resS

Com hem comentat anteriorment cada L, és regular i per tant L,(C, K, j).
D’aquesta manera L, (C, K, j) és reconeixible per a tot u, C, k; i per a tot j. Llavors el llenguatge
L és regular. O
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Conclusions

En aquest treball hem presentat una introduccié a les algebres heterogenies i a la nocié de reconeixi-
bilitat en aquestes estructures. Els resultats més importants d’aquest treball sén les caracteritzacions
de la nocié de reconeixibilitat mitjancant 1'is d’algebres heterogenies finites (o, equivalentment, con-
gruencies sintactiques d’index finit) donada pel teorema de Myhill-Nerode aixi com la caracteritzacié
de la reconeixibilitat en I'algebra de termes heterogenia mitjancant 1'is d’expressions regulars donada
pel teorema de Kleene. Aquesta ultima aportacié és treball de recerca original.
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