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Resumen

En el estudio de las matemaéticas, la btisqueda de la generalizacién y la abstraccién
de distintos conceptos encapsulados en diferentes teorias siempre ha sido primordial para
estudiarlas en la medida en que lo permite el teorema de incompletitud de Goédel. La
teoria de las categorias es una teoria matematica que ofrece un nivel de abstraccién bas-
tante alto que permite estudiar y relacionar diferentes ramas englobandolas en el término
"categorias". En el presente trabajo de caracter expositivo se pretende mostrar, partiendo
de los fundamentos de los estudios de las categorias, un concepto que, aunque presente
en diversas teorias matematicas, no se presenta de forma explicita, el limite y su dual, el
colimite.

In the study of mathematics, the search for the generalisation and abstraction of differ-
ent concepts encapsulated in different theories has always been paramount to study them
to the extent that Goédel’s incompleteness theorem allows. The theory of categories is a
mathematical theory that offers a fairly high level of abstraction which allows to study
and relate different branches encapsulating them in the term "categories". In the present
work of expository nature it is sought to show, starting from the foundations of the studies
of the categories, a concept that, although present in diverse mathematical theories, is not
presented in an explicit way, the limit and its dual, the colimit.

En 'estudi de les matematiques, la cerca de la generalitzaci6 i 'abstraccié de diferents
conceptes encapsulats en diferents teories sempre ha sigut primordial per a estudiar-les en
la mesura en que ho permet el teorema d’incompletesa de Godel. La teoria de categories és
una teoria matematica que ofereix un nivell d’abstraccié bastant alt que permet estudiar i
relacionar diferents branques englobant-les en el terme "categories". En el present treball de
caracter expositiu es pretén mostrar, partint dels fonaments dels estudis de les categories,
un concepte que, encara que present en diverses teories matematiques, no es presenta de
manera explicita, el limit i el seu dual, el colimit.
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Capitulo 1

Introduccion

La palabra categoria parte del griego katégoria, que significa atributo. Desde el punto
de vista filos6fico el primero que empezé a hablar de este concepto fue Aristételes. Para
este filésofo la importancia de las categorias radicaba en el enfoque materialista de este
término como reflejo de las propiedades generales de ciertos fenémenos (Rovira [20172]).
Posterior a esto, diversos filosofos también hicieron sus apuntes y criticas respecto a las
ideas aristotélicas, destacan de ellas las que da el filésofo Immannuel Kant trasladando todo
el concepto materialista y basado en el empirismo de Aristételes a algo donde lo primordial
es lo “puro”, que visto desde un punto de vista matemaético, podriamos relacionar con lo
abstracto, y he ahi justamente lo importante de empezar este trabajo partiendo de los
conceptos filoséficos sobre el término “categoria”, ya que estas ideas de que las matematicas
involucran categorias y relaciones entre cada una de estas teorias se asumia por parte
de estudiosos de diversas areas. Sin embargo, nunca fue algo que se formalizara hasta
mediados del siglo pasado: fue en el contexto de los trabajos que relacionan topologia y
algebra del matematico polaco Samuel Filenberg cuando, en la década de los 40 del siglo
pasado se publico el texto Theory of Natural Equivalences en colaboracion con Saunders
MacLane, donde se definieron por primera vez de manera formal los conceptos elementales
de la teoria de categorias.

Puede darse una definicion informal para introducir a las nociones de categorias, donde
se define la teoria de categorias como la teoria de las matematicas que es capaz de estudiar,
abstraer y relacionar otras teorias matemadaticas. En el presente trabajo se verdn unos
cuantos ejemplos de algunas categorias.

La primera seccién es en efecto una introduccion a algunos de los conceptos mas im-
portantes de la teoria de categorias, partiendo de las categorias a las relaciones entre éstas
(funtores), y las relaciones entre estas relaciones (transformaciones naturales), ademds de
dar algunos casos que ayuden a la comprension del comportamiento de estos conceptos.
Con estas definiciones y conceptos basicos es de interés para el que estudie esta teoria
matematica el pensar en extender las ideas mencionadas sobre como las categorias funcio-
nan como una abstraccién a gran nivel de las deméds teorias matematicas, a pensar si en
si mismo las categorias funcionarian como una categoria, esto cuando se vea el concepto
de 2-categorias. En esta primera secciéon también se llegard a establecer como funcionan
las equivalencias entre categorias, ademas de que lleva a pensar en la existencia de las
categorias de categorias, hecho interesante porque en este punto puede establecerse la
pregunta natural sobre hasta qué punto pueden llegar las categorias.

En la segunda seccién, con todo lo trabajado en la primera seccién, se introduciran los
elementos necesarios para plantear el Lema de Yoneda (como los objetos representables,
en particular el objeto inicial y terminal) y con esto los conceptos de propiedad univer-
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sal y categoria de elementos para finalmente culminar en una relaciéon entre los funtores
representables y las categorias de elementos, lo cual abre paso finalmente a la tercera
seccion.

En esta seccion se estudiarén los limites y colimites en categorias y se daran diversos
ejemplos de ellos, como, el producto, el igualador, el pullback y sus respectivos duales; el
coproducto, el coigualador y el pushout. Posterior a esto, se buscara un caso concreto en
el cual se evidencian estos limites y colimites, en el caso del presente trabajo se estudiara
la categoria de los conjuntos (Set) con el fin de no solo ver algunos limites en esta, sino
de llegar a comprobar cémo esta categoria es completa y cocompleta y cémo pueden
caracterizarse los limites y los colimites que puede haber en la categoria.

En el presente trabajo las categorias se nombrardn como letras en mayuscula sin serifa
(C, D, E, etc.), con el mismo formato se nombrarén algunas categorias en particular (Set,
Mon, Group, etc), los funtores por su parte se denotaran como letras mayisculas en cursiva
(F, G, H, I, etc.), de la misma manera que los funtores se manejaran los objetos (X, Y,
A, B, etc.), mientras que los morfismos seran denotados por letras mintsculas en cursiva
(f, g, h, etc.) los elementos que componen a las categorias y los funtores se nombraran
con la primera letra en maytscula y con estilo roménico (Obj, Hom, etc), finalmente las
transformaciones naturales se denotardan con letras griegas («, 3, 7, etc.).

El trabajo se ha alimentado principalmente del libro “Category in Context” (Riehl
[2014]), del cual se extraen los conocimientos primordiales para la comprension de los
conceptos, ademas de servir de apoyo para diversas demostraciones. También el libro
“Matematicas conceptuales” (Lawvere and Schanuel [2002]) fue de principal apoyo a la
hora de comprender ciertos conceptos y es de hecho bastante recomendable para cualquier
lector que esté en la disposicién de iniciar a explorar esta teoria matematica.



Capitulo 2

Elementos de las Categorias

2.1 Categorias

En el presente capitulo se exploraran las definiciones bésicas que comprenden la teoria
de categorias. Vale hacer la aclaraciéon de que una de las principales dificultades que
pueden llegar a encontrarse a la hora de comprender esta teoria matematica es la notacion
y la nomenclatura de sus conceptos. Esto viene dado porque la teoria de categorias, al
igual que otras ramas matemaéticas que son abstracciones de otras teorias (el analisis puede
verse como la abstraccion del célculo), es a su vez una abstraccion de todas estas teorias,
encapsulandolas en lo que se denominaria como Categorias en el sentido kantiano.

Definicién 2.0.1. Una categoria C se define como:
e Una claseé® de objetos Obj(C).
e Una clase de morfismos para cada X, Y en Obj(C). Se denotard indistintamente
feHome(X,Y), feCX,Y), 0of: X —Y ysedird que X es el dominio de f e
Y el codominio de f.

De manera que cumpla con:

e Para cada objeto X, existe un morfismo que se denominard morfismo identidad,
y se denotard por id™® : X — X.

e Para cada trio de objetos X, Y, Z y morfismos f: X — Y yg:Y — Z, puede
definirse el morfismo composicion que tiene dominio en X y codominio en Z el
cual se denotard por:

gof: X —Z.

Ademds de lo anterior, la composicion tiene que satisfacer lo siguiente:

e Para cualquier morfismo f: X — Y se tiene que:

id¥ o f =1, foid® = f.

“Es necesario aclarar que, aunque algunos conceptos que se usan para definir a las categorias parezcan
conocidos, no debe permitirse la confusién con posibles similes que tengan en otras teorias matematicas;
por ejemplo, no debe confundirse el término “clase” con “conjunto” . El confundir estos dos términos
puede conllevar a un error, a su vez que el término “morfismo” puede ser simil de “aplicacién” o “funcién”
pero no son estrictamente lo mismo.
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e Para cualquier trio de morfismos f : X — Y, qg:Y — Zyh:Z — T, se cumple
la asociatividad esto es:

ho(gof)=(hog)of.

Ejemplo 2.0.1. En la categoria Set los objetos son los conjuntos y los morfismos serian
aplicaciones entre conjuntos. La composicion de morfismos se corresponde con la composi-
cion de aplicaciones.

Ejemplo 2.0.2. En la categoria Group los objetos son los grupos con sus respectivas
estructuras algebraicas y los morfismos serian homomorfismos de grupos.

Ejemplo 2.0.3. En la categoria Top los objetos son espacios topologicos y los morfismos
serian aplicaciones continuas entre espacios topologicos.

Ejemplo 2.0.4. Para un anillo unitario R, la categoria Matg tiene como objetos los
numeros naturales, y dados dos objetos m, n los morfismos

A:m — n,

serian las matrices de tamano n X m cuyos elementos estdn en R.

Ahora, para cada trio de objetos n,m,p € N y dos morfismos A:m —n yB:n — p,
su composicion Bo A : m — p, viene dada por la matriz producto BA, donde lo resultante
de esta composicion es la matriz de tamano p x m. Se tiene también que, para cada objeto
n € N se tiene el morfismo identidad In : n — n que se interpreta como la matriz
identidad de tamano n X n.

Ejemplo 2.0.5. Sea K un cuerpo, se define la categoria de espacios vectoriales Vecty,
cuyos objetos son, valga la redundancia, K-espacios vectoriales y dados dos objetos V, W
los morfismos

f:V—w

son aplicaciones lineales. Se tiene que para cada objeto V en Vecty existe el morfismo
identidad idV : V. — V el cual tambien cumple con ser una aplicacién lineal. Por otra
parte para cada trio U, V., W de espacios vectoriales, se cumple que para los morfismos
f:U—Vyg:V — W, sucomposicion go f : U — W es también una aplicacion
lineal.

Ejemplo 2.0.6 (Categoria Discreta). Sea C una categoria cualquiera. Puede definirse
la categoria discreta Cq, donde: los objetos X, Y, Z ... son todos los objetos en C.
Mientras que los morfismos en Cq son dnicamente los morfismos identidad id* : X — X,
idY .Y — VY, id? : Z — Z y asi para cada objeto en C. Es claro que se cumplen los
axiomas para morfismos.

Ejemplo 2.0.7. Sea C una categoria y C un objeto en C. Se define la categoria coma
o categoria bajo C, denotada C/C, es una categoria donde los objetos en esta categoria
son morfismos con dominio en C, esto es f : C — X en C. Un morfismo del objeto
f:C — X al objeto g : C — Y en C/C, es un morfismo h : X — Y en C de forma
que el sigutente diagrama conmuta,

C
/ \
O
X Y
h
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esto es que ho f = g. Ahora se probard que, en efecto, la categoria C'/C cumple con
las condiciones para ser una categoria.

Morfismo identidad: el morfismo identidad Home c(f, f) va del objeto f : C — X
a st mismo, como en el siguiente diagrama:

C
/}7/ \\Q\
O
X = X

1

de esta manera se tiene que idé/C =idg.

Composicion de morfismos: Sean f:C — X, g: C — Y yh:C — Z objetos
en C/Cyseana: f— g,b:g— h morfismos en C/C asi a y b son dos morfismos en
Cdela formaa: X —Y b:Y — Z, tales que:

aof =y, bog=h.

Se define entonces la composicion de a con b como la composicion en C, asi boa :
X — Z, veamos entones que boa : f — h es un morfismo en C/C. Para ésto se puede
ver lo siguiente:

(boa)o f=bo(aof) (Asociatividad)
:b O g
=h.

Entonces, la composicion boa : f — h es un morfismo tal que el siguiente diagrama

conmuta:
C
f h
O
X aob 4

Se comprobardn ahora los axiomas que cumple la composicion en esta categoria.

Morfismo de identidad: Sean f : C — X y g: C — Y dos objetos en C/C y sea
h: f — g un morfismo en C/C esto es: h: X — Y un morfismo en C tal que ho f = g.
Puede verse entonces que:

id, oh=h, hoidl, = h.

g
c/C /

Asociatividad de composiciones: Esta viene de manera directa por la forma en que se
construyo la composicion y la asociatividad en la categoria C.

Ejemplo 2.0.8. Euxiste la version contraria de la categoria que se definio anteriormente,
se define de la siguiente manera. Sea C una categoria y C' un objeto en C. Se define
la categoria coma opuesta o categoria sobre C, denotada C/C, donde los objetos en
esta categoria son morfismos con codominio en C, esto es f : X — C en C. Un morfismo
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del objeto f: X — C al objeto g: Y — C en C/C, es un morfismo h: X — Y en C
de forma que el siguiente diagrama conmuta,

h
X Z
C
La demostracion de que en efecto C/C es una categoria es andloga a la que se hizo en
el anterior ejemplo.

Definicién 2.0.2. Una categoria es pequenia si Obj(C) es un conjunto y ademds, para
cada par de objetos X,Y en Obj(C), la coleccion de morfismos Home(X,Y) es un con-
Jjunto.

Definicion 2.0.3. Una categoria C es localmente pequeria si para cada par de obje-
tos X,Y en C, cada Homc(X,Y') es un conjunto, sin ser necesario que los objetos de la
categoria conformen un conjunto.

También es importante para trabajar en el contexto de categorias, preguntarse sobre
cémo se pueden comparar objetos, esto se haria a través de los morfismos entre ellos. Por
lo general, en las teorias matematicas puede afirmarse que dos elementos son iguales si
existe un isomorfismo entre ellos, concepto el cual, puede extenderse a las categorias.

Definiciéon 2.0.4. Un isomorfismo en una categoria C es un morfismo f : X — Y
para el cual existe un morfismo g : Y — X tal que go f =idX y fog =idY. Se dice
entonces que X y Y son isomorfos y se denota de la siguiente manera X Y.

En el Ejemplo P07, se mencion6 cémo la demostracion de que C/C' es en efecto una
categoria, era andloga a la demostracion de que C'/C lo era. Esto se tiene basicamente
porque los objetos de ambas categorias pueden verse como morfismos en la categoria Cy
en su opuesto. El siguiente concepto formaliza esta idea con la introduccién de categoria
opuesta donde se “invierten” los morfismos en esta. Esta categoria sera crucial a la hora
de hacer demostraciones sobre categorias que sean opuestas entre si, ya que, como se
menciona en Riehl [2014] “el dual de cualquier axioma para una categoria serd también
un axioma”.

Definicion 2.0.5. Sea C una categoria, la categoria opuesta C°P tiene los mismos
objetos que la categoria original y donde, un morfismo f°° : X — Y en C°P es un
morfismo f:Y — X en C, esto es que, el dominio y el codominio invierten su sentido.
Ademds, se mantienen los axiomas que definen la identidad y la composicion de morfismos
como sigue:

Morfismo identidad: Para cada objeto X en C, el morfismo identidad en C°P es
id&, = idg donde se tiene que

idd : X — X

Composicion de morfismos: Sean X, Y y Z objetos en la categoria C y los mor-
fismos fP : X — Y y g : Y — Z en C°P. La composicion de estos morfismos es
evidente en tanto se tenga en cuenta la composicion de los morfismos f Y — X y
g:7Z —Y en la categoria C, entonces se tiene la composicion

fog:Z — X, (2.1)
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en la categoria C; ahora para la composicion en C°P es necesario invertir el dominio y el
codominio de 2,

(fog)?: X — Z.
Con esto se muestra que la composicion de morfismos existe en C°P, ademds:

g o fP = (fog)™.

2.2 Funtores entre categorias

Se vio anteriormente cémo las categorias son colecciones tanto de objetos como de
morfismos, los cuales son “relaciones” entre estos objetos; ahora se estudiarda cémo las
categorias en si pueden comportarse como objetos y como existe un “nivel superior” para
los morfismos, los cuales se denominaran funtores.

Definicién 2.0.6 (Funtor Covariante). Dadas dos categorias C y D, un funtor covariante
consiste en una asignacion que envia objetos de C en objetos de D y morfismos f : X — Y
en C en morfismos F(f): F(X) — F(Y) en D.

Ademds, es requerido que se cumplan las siguientes propiedades.
o Para cualquier f : X — Y, g:Y — Z en C, se tiene que F(f)o F(g) = F(go f).
e Para cada objeto X en C, se tiene que F (idX) = idFX),

Puede visualizarse la estructura de un funtor, asi como la preservacion de la identidad y
la de la composicion en los siguientes diagramas.

F(Z)
Figura 2.1: Funtor covariante.
Ahora se introducird el concepto opuesto del funtor covariante, que seria el funtor

contravariante. Este establece una relacion entre una categoria y la categoria opuesta tal
como en la Definiciéon 2II8.
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Definicién 2.0.7 (Funtor Contravariante). Un funtor contravariante entre dos cate-
gorias, C y D es un funtor covariante de la forma F : C°? — D.

F:C D
X F(X)
fl } "
Y F(Y)

Figura 2.2: Funtor contravariante

Nota 2.0.1. Para simplificar la presentacion, escribiremos funtor para referirnos a funtor
covariante.

Ejemplo 2.0.9. Uno de los tipos de funtores mds intuitivos de comprender son los que ex-
isten entre categorias como Group o Top y la categoria Set, llamados funtores de olvido,
ya que al relacionar estas categorias hace que se “pierda informacion” Por ejemplo, el fun-
tor U : Group — Set envia grupos a sus conjuntos subyacentes, perdiendo la informacion
de su estructura algebraica. Mientras que los homomorfismos los considera simplemente
como aplicaciones entre conjuntos.

Definicién 2.0.8 (Funtor de composicién). Sean F': C — D y G : D — E dos funtores
covariantes. Se considera la asignacion GoF : C — E definida como se ve en la siguiente

figura,

GoF:C E
X G(F(X))

fl — lG(F(f))
Y

Figura 2.3: Funtor composicion.

Esta asignacion envia un objeto X en la categoria C en el objeto G(F (X)) en E y
un morfismo f : X — Y en el morfismo G(F(f)) : G(F(X)) — G(F(Y)) en E. En
la siguiente proposicion se verd como esta asignacion es en efecto un funtor, el funtor
composicion de G con F.

Proposicion 2.0.1. Sean F: C — D y G : D — E dos funtores covariantes, entonces
G o F :C— E es un funtor covariante.

Demostracion. Para ver que en efecto la composicién de funtores es funtor, debe mostrarse
que la composicién preserva el morfismo identidad y la composicién de morfismos.

Preserva la identidad. Sea X un objeto en C. Consideramos el morfismo identidad
idX : X — X. Entonces se tiene que:

Go F (id¥) = G (F (id¥)) (Composicién)
=G (idF(X)> (F es funtor)
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= jd¢(F(X) (G es funtor)
= jd@eF(X) (Composicién)

Preserva la composicion. Sean f: X — Y y g: Y — Z dos morfismos en C, se
tiene entonces que al aplicar el funtor sobre la composicién se da:

GoF(gof)=G(F(gof)) (Composicién)
=G (F(g)o F(f)) (F' es funtor)
= G(F(g)) o G(F(f)) (G es funtor)
= (Go F)(g)o (GoF)(f). (Composicién)

Ademés de lo anteriormente mencionado, se tiene que la composicién de funtores es
asociativa. O

Ejemplo 2.0.10 (Funtor Identidad). Sea C una categoria. Se considera la asignacion
id® : C — C definido como se ve en la Figura 22,

id€ : C
X

C
X

I
Y

Y

Figura 2.4: Funtor identidad.

esta asignacion envia un objeto X en C en el mismo objeto X y un morfismo f : X —
Y en el mismo morfismo f: X — Y.

En la siguiente proposicion se verd como esta asignacion es en efecto un funtor.
Proposicién 2.0.2. Sea C una categoria, entonces id® : C — C es un funtor.

Demostracion. Debe mostrarse que para una categoria C, el funtor identidad sobre C
cumple con preservar el morfismo identidad y la composicién de morfismos.

Preserva la identidad: Sea X un objeto en C y sea id¥ : X — X el morfismo
identidad a X en C, es claro ver que id® (idX ) =id¥ =id“™0),

Preserva la composicién: Sean f: X — Y, g:Y — Z dos morfismos en C, se
tiene entonces que,

id(go f)=gof (Funtor Identidad)
—id(g) 0 id"().

Ademaés de lo anteriormente mencionado se tiene que el funtor identidad es la identidad
respecto a la composicién de funtores. ]

Ejemplo 2.0.11 (Funtor Constante). Sea D una categoria cualquiera y X un objeto de la
categoria C. Se define el funtor constante KX : D — C como la asignacion que envia
cualquier objeto en D a X y cualquier morfismo a idX como se ve en la Figura BZ:
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KX:D C
X
Fle lidx
X

Figura 2.5: Funtor constante.

En la siguiente proposicion se verd como esta asignacion es en efecto un funtor.

Proposicion 2.0.3. Sean D y C dos categorias y X un objeto en C, entonces la asignacion
KX :D — C es un funtor.

Demostracion. Debe mostrarse que para las categorfas D y C KX : D — C cumple con
preservar el morfismo identidad y la composicién de morfismos.

Preserva la identidad: Para cualquier A objeto en la categoria C, el morfismo
identidad id* : A — A en D se tiene que:

K* (id*) =id* (Definicién KX)
—idK (), (Definicién KX)
Preserva la composicién: Sean f: A — By g : B — C dos morfismos en D,

ademas, el morfismo go f : A — C es morfismo composicién en D. Se tiene entonces
para el funtor que:

KX(go f) =id* (Por definicién de KX)

=id¥X 0id¥ (Por propiedad de la identidad)

=K%(g) o KX(f). (Por definicién de K*)

Con esto se comprueba entonces que, en efecto, K X es un funtor. ]

Vale la pena hacer un paréntesis con el fin de introducir dos conceptos que seran
utilizados en la definicién de los funtores de representacién, ademéas que nos daran el
punto de partida para evidenciar como la Definicion 010 da pie a la introduccion del
concepto de isomorfismo.

Definicién 2.0.9 (Post-composicién y pre-composicion). Sean X y Y dos objetos cua-
lesquiera en la categoria C, y sea f: X — Y un morfismo también en C, entonces:

e Para un objeto fijo C en C y un morfismo h : C — X en C, se define la post-
composicion como

f«: C(C,X) — C(CY)
h — foh

e Para un objeto fijo C en C y un morfismo h : Y — C en C, se define la pre-
composicion como

f* v, C) — C(X,0)
h — hof
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Nota 2.0.2. Sean C una categoria localmente pequena, C', X e Y tres objetos en C y
sean f : X — Y y h : C — X dos morfismos tambien en C. Observemos que, la
post-composicion f, : C(C, X) — C(C,Y) que es la aplicacion definida por fi(g) =gog,
puede también considerarse como un morfismo entre dos conjuntos de morfismos en la
categoria C. De esto se tiene que f. es un morfismo en la categoria Set.

La misma logica puede aplicarse para la pre-composicion f*.

Proposicion 2.0.4. Sea f : X — Y un morfismo, se tiene que las siguientes afirma-

ctones son equivalentes:

1. f es un isomorfismo.
2. Para todo objeto C en C la post-composicion con f define una biyeccion.

3. Para todo objeto C' en C la pre-composicion con f define una biyeccion.

Demostracion. Solo se vera a continuacién la equivalencia entre 1 y 2 ya que la otra es
analoga. Suponemos que f es isomorfismo. De esta manera existe un morfismog : Y — X
en C tal que go f = idX y fog = id". Ahora se tiene que mostrar que f, define una
biyeccién.

La post-composicién es inyectiva: Dados pi, p2 dos morfismos en C(C, X) tal que
se cumpla f,(p1) = f«(p2) de esta manera se tiene que fop; = fopsy, ahora, si se compone
con el morfismo ¢ se tiene que

p1 =id* op,
=gofop
=go fop
=id™ o p
=D2.

La post-composicién es sobreyectiva: Dados p un morfismo en C(C,Y’) y sean
f: X —Yyg:Y — X dos morfismos en C. Se considera el morfismo composicion
gop. Se tiene ademas que fi(gop) = fogop por la definicién de post-composiciéon. Ahora
por la forma en que se defini6 el morfismo g se tiene que f.(gop) = p. En conclusion f,
es sobreyectivo.

Si la post-composicién f, : C(C, X) — C(C,Y") define una biyeccién, en particular lo
serd en el caso de que el objeto C' sea igual a Y. De esta manera se tiene

fe: €Y, X) — C(Y,Y),

es una biyeccion. Ahora bien, con esto se sabe que existe el morfismo idY en C(Y,Y), esto
implica que existe un morfismo g : Y — X en C(Y, X) de forma que

filg) =fog
=id"".
Falta ver que g o f = id™. Se tomar4 el objeto C' en C de forma que sea igual a X, se

tiene que
f« : (X, X) — C(X,Y),

es una biyeccion. Ademas se tiene que fi(go f) = f, por otro lado
fi(id®) = foid®
= f.
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Como f, es inyectiva se cumple que fogo f = foid¥, se tiene que go f = id*. Con
esto se demuestra que f define un isomorfismo. O

Ya que se introdujo el concepto de funtor covariante y contravariante, ademas de
una serie de ejemplos de funtores relevantes y aprovechando la proposicién anterior, que
introduce el concepto de isomorfismos en un categoria, vale la pena preguntarse si los
funtores conservan estos isomorfismos.

Proposicion 2.0.5. Los funtores preservan isomorfismos.

Demostracion. Sean C y D dos categorias cualesquiera y F': C — D un funtor, ademas,
para dos objetos X y Y en Csea f: X — Y un isomorfismo y g : Y — X su respectivo
inverso en C. Aplicamos el funtor F’

F(g)oF(f)=F(go f) (Por ser F' funtor)
=F (idX ) (Por ser isomorfismo)
=idf"X), (Por ser F' funtor)

Asi pues, F(g) : F(Y) — F(X) tiene como inversa a F(f) : F(X) — F(Y) por
izquierda. De manera analoga puede verse que F(f) o F(g) = id"¥), esto es, que F(g)
tiene inversa por derecha. Con esto se concluye que F(f) es isomorfismo también, esto es
que el funtor F' preserva isomorfismos. O

Uno de los funtores mas importante para todo lo que continua de este estudio es sin
duda el que serd introducido a continuacion, debido a que el funtor de representacién
es necesario para definir los funtores representables (vedse la Definicién BII2) y con esto
se introduce un importante resultado del Capitulo B, el Lema de Yoneda.

Definicion 2.0.10. Para una categoria localmente pequeria C y para un objeto cualquiera
C en C, definimos los siguientes funtores de representacion, de la siguiente manera:

c(C,—):C Set C(—,C): C® ————— Set
X C(C, X) X C(X,C)
fl * s« [l I
Y c(c,y) Y C(y,C)

Figura 2.6: Funtores de representacion.

Proposicion 2.0.6. Para una categoria localmente pequeria C y un objeto C' de C se
tiene que las asignaciones C(C,—) y C(—,C) son funtores covariante y contravariente,
respectivamente, de C en Set.

Demostracion. En primera instancia hay que notar que la asignacién envia un objeto X
en la categoria C a C(C, X) en la categoria Set, mientras que, el morfismo f: X — Y
en C es enviado en el morfismo post-composicién f, : C(C, X) — C(C,Y) en Set. Ahora
comprobemos, que esta asignacion es en efecto un funtor:

Preserva la identidad: Para un objeto fijo C' y para cualquier objeto X ambos en
C el morfismo identidad id* : X — X. Por una parte, se tiene que

c(C,—) (id*) = idy.
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Sea h : C' — X un morfismo en C, entonces

Con lo que concluimos que C(C, —) (jdX) — ;idsCX)

Preserva la composiciéon: Sean f : X — Y y g : Y — dos morfismos en C
componibles, entonces se tiene que

C(C, =) (go f)= (g0 f)«

Sea h : C' — X un morfismo en C, entonces

(g0 f)s(h) =go foh=g.fu(h)) = (g« o f)(h).

Con lo que concluimos que C(C,—) (g o f) = C(C, —)(g) o C(C, —)(f).
Con esto se tiene finalmente que la asignaciéon C(C, —) es en efecto un funtor.
La demostracion de que C(—, C) es funtor se hace de manera andaloga. O

Definicion 2.0.11. Para cualquier par de categorias C y D la categoria producto de estas,
denotada por Cx D, tiene como objetos pares ordenados (X, A), donde X es un objeto en C
y A un objeto en D y con morfismos también parejas ordenadas (f,g) : (X,A) — (Y, B)
donde f: X —Y es un morfismo en C y g : A — B es un morfismo en D. Ademds, la
composicion y el morfismo identidad vienen dadas componente a componente.

Proposicion 2.0.7. Dadas dos categorias C y D la categoria producto dada por C x D
define una categoria.

Demostracion. Por la definiciéon dada de categoria producto se pueden comprobar de man-
era directa la existencia tanto la composicién de morfismos como la identidad para los
objetos, asi que solo se comprobara que se cumple la asociatividad y que el morfismo
identidad funciona como neutro.

Asociatividad de morfismos: Dados tres morfismos (fy,g0) : (X, 4) — (Y, B),
(fi,91): (Y,B) — (Z,C) y (f2,92) : (Z,C) — (W, D) en C x D, veamos que la composi-

cién de estos tres morfismos es asociativa:

(f2,92) o [(f1,91) © (fo, 90)] =(f2,92) o (f1 © fo,91 ° go)
Jao fio fo,g2091090)

=(
(
((f2o f1) o fo, (920 91) © 90) (Por asociatividad)
(
[

fao fi,92091)° (fo,90)
(f2,92) o (f1,91)] © (fo, 90)-

Con esto se cumple entonces la asociatividad para los morfismos de la categoria C x D
Composicién con el morfimo identidad: Dado un morfismo cualquiera (f,g) :
(X,A) — (Y,B) en C x D y los morfismos identidad id¥4) y id®5) Veamos que

(f.g) 0id™Y = (f,g)
(f.g) 0id™Y = (f,g) o (id*,id?)

= (f 0id¥X, g 0id?) (Por composicién)
=(f,9). (Por identidad)
La otra ecuacién, id™ o(f,9) = (f,g), se obtiene de manera andloga. Con esto se

demuestra entonces la proposicion. ]
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Con la categoria definida anteriormente podemos construir un funtor que establezca
una relacién directa entre el producto de dos categorias y la categoria de los conjuntos.

Definicidén 2.0.12. Sea C una categoria localmente pequenia. El funtor de representacion
bildtero viene definido por la siguiente figura,

C(—,—):CPxC———> Set
(X,Y) C(X,Y)
(fih) | ———— | (" hs)
(Z,W) C(z,w)
Figura 2.7: Funtor bilatero I.
donde un objeto (X,Y) en la categoria producto C°P x C es enviado al conjunto de
morfismos entre X yY esto es C(X,Y), mientras tanto se toma el morfismo g : X — Y

el cual se pre-compone con f y se post-compone con h tal que: hogo f: Z — W, como
se ve en la siguiente figura.

A
(f* he) (9) = hogof

Figura 2.8: Funtor bilatero II.

Proposicion 2.0.8. Sea C una categoria localmente pequena, entonces la asignacion
C(—,—) de C°P x C en Set es un funtor.

Demostracion. Dado que, C es una categoria localmente pequena, dados dos objetos en
la categoria, se tiene que la coleccion de morfismos entre estos es un conjunto (esto por
definicién).

Solo queda por verificar si en efecto la representacion bilateral cumple con los axiomas
de preservarcion del morfismo identidad y la composicién de morfismos.

Preserva la identidad: Sea (X,Y) € C°? x C y sean (idX)Op X — X eid¥ :
Y — Y los morfismos identidad en C°P y C respectivamente. Entonces,

XxY C(X,Y)
(id*)*" idY ————— | C (id¥,id")

XxY C(X,Y)
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Es evidente que (idX )Op = id¥, lo que conduce finalmente a que,

C ((idX )Op , idy> (9) =id¥ ogo (idX )Op (por defincién de representacién bilateral)
=idY o g 0 id¥ (porque (idX)op = id¥)
=g. (propiedad de morfismo identidad)

Preserva la composicién: Sean (X,Y),(Z,W),(V,U) objetos en C? x C y sean
los morfismos (gop7 f) € HomCOPXC((Za X)7 (Y7 W)) y (iopa h) € HomCOPXC((Zv W)a (‘/'7 U))
Ahora

Cl(g™, f) o (i, h)] (k) =C(g°P 0i®®, ho [) (k)
=ho fokog®oi?P
=ho(fokog®)oi%
o [C (g, f) (k)] o &7
=C (%, h) o C(g°", f) (k).

De igual manera se obtiene la igualdad de la siguiente manera:

C (g%, f) o C(i%, h) (k) =C (¢°P, f) (h o k 0 i)
=fo(hokoi’®)og®
=(foh)oko (i og°)
=C[(i" 0 g°P) , (f o h)] (k)
=C[(i, f) o (g°", h)] (k).

Con lo que se tiene que se preserva la composicion. Finalmente se concluye que la asig-
nacién C(—, —) es un funtor. O

2.3 Transformaciones naturales

Hasta ahora el presente trabajo se ha concentrado en cémo establecer relaciones entre
los objetos dentro de una categoria por medio de morfismos, asi como en establecer relacion
también entre dos categorias por medio de lo que podria verse como una generalizaciéon
del morfismo, el funtor, como se vio en la seccién anterior. Ahora se vera que entre estas
relaciones hay una relacion de “nivel superior”, la transformacién natural. Es de interés
aun mayor estudiar como se comportan estas “relaciones de relaciones” lo cual se vera méas
a profundidad en el momento de tratar el lema de Yoneda.

Definicion 2.0.13. Sean C, D dos categorias y sean F,G : C — D funtores entre ellos,
una transformacion natural’ de F en G, denotada o: F — G, es una coleccion
indezada o = (o) yeonjc), donde los a*: F(X) — G(X) son morfismos en D, tales
que, para cualquier morfismo f : X — Y en C se satisface la conmutatividad en el
stguiente diagrama:

*Aunque las transformaciones naturales al igual que los morfismos y los funtores puedan verse como una
aplicaciéon, en afan de establecer una diferencia clara entre estas dltimas y las transformaciones naturales
se hace uso de la notacién con flecha doble.
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C D

X F(X) = G(X)
floF O G(f)

Y  F(Y) - G(Y)

esto es que o o F(f) = G(f)oaX.

Observacién 2.0.1. Sean C y D dos categorias y sean F,G: C — D dos funtores. Sea
a: F = G una transformacion natural de F' en G, con a = (aX)Xeobj(C). Diremos que
a es un isomorfismo natural si para cada objeto X en C, aX : F(X) — G(X) es un
isomorfismo en D.

Sia: F'= G es isomorfismo natural, escribiremos: a: F = G.

En el ejemplo PO se introdujo la categoria de K—espacios vectoriales, es relevante el
estudio también para la teoria de dlgebra lineal, el cémo se comportan los espacios duales;
sin embargo, la construcciéon y estudio del dual de un espacio vectorial no es tan directo,
debido a que se tiene que tener especial cuidado con la elecciéon de una base para dichos
espacios; sin embargo, esto no ocurre a la hora de estudiar estos comportamientos para el
doble dual, esta transformacién es tomada como natural o candnica y el siguiente ejemplo
mostrara como llegar a construir esa transformacién natural.

Ejemplo 2.0.12. Sean V y W dos K-espacios vectoriales. Entonces
Homy(V,W) ={f:V — W | f es una transformacion lineal} .

tiene estructura de K-espacio vectorial con la suma de aplicaciones y la aplicacion nula
como neutro. Ademds, si dimy(V) =n y dimx(W) = m, se tiene que, Homy(V, W) es un
K-espacio vectorial con dimyx (Homy(V,W)) = nm.

Dado un K—espacio vectorial V' su espacio dual, denotado por V*, es

V* = Homg(V, K).

Por lo que hemos comentado anteriormente y teniendo en cuenta que dimy(K) =1, se
tiene que dimk(V*) = n = dimg(V), por tanto V = V*.

Para establecer la biyeccion entre V' y V* se considera una base en V', por ejemplo
B ={v1,...,u,} y se considera a su vez su base dual, para construir esta base B* se tiene
en cuenta la siguiente aplicacion:

ei: B — K
L sii=g
..
! 0 siij.

Puede extenderse e; a una aplicacion lineal, denotada por e dada por

ef: V. — K

)

v\
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donde v = ¥7_1\je; es la expresion del vector v en la base B. Asi e} es la aplicacion lineal
que devuelve la componente i—ésima de v escrito en B. Con esto se tiene la base dual B*
construida a partir de las transformaciones lineales definidas anteriormente

B* ={e],....e;}

Ahora, si se toma la categoria Vecty, de K-espacios vectoriales y aplicaciones lineales,
existe un funtor contravariante que va de la categoria Vectyk a si misma, también llamado
endofuntor, como se ve a continuacion

(1)* : Vectx ———— = Vecty

1% v
[\ — |
W w

Se comprobard entonces que lo anterior define un funtor. Notamos que si g € W*
entonces es una aplicacion lineal g : W — K. Ademds, una aplicacion f :V — W
es enviada a la aplicacion lineal f* : W* — V™ que es la siguiente pre-composicion,

f*(g) =go [, donde
gof:V—K

Ahora bien, puede verse el funtor descrito de la anterior manera como un funtor de rep-
resentacion contravariante visto en la Definicion 2 10.

Ahora, extendiendo lo que se hizo anteriormente puede construirse el doble dual como
un funtor covariante con las siguientes caracteristicas:

(-)** : Vectx ———  Vecty

Vv A
f A f**
W W**

donde se da que V** = (V*)* = Homy (V*,K) y ademds que si h € V** es una
aplicacion lineal h : V' — K, se cumple lo sigiuente; para cualquier aplicacion lineal
v —wr
h +— hof*

Ahora con esto se tienen dos endofuntores en la categoria Vecty, el doble dual y el
funtor identidad. Con todo esto se puede establecer la siguiente transformacion natural
ev, la transformacion natural de evaluacion, de la siguiente manera
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i dVeCt[K

Vecty ﬂev Vecty,

~_ 7

(')**

donde la transformacion ev es la coleccion indexada ev = (eVV)VGObj(VeCtM)' Para cada

\%

K-espacio vectorial V', la aplicacion ev¥ wviene dada por

ev/: Vo o— U

v o— eV Vr — K
h +— h(v)
Se comprueba fiacilmente que, para cada K-espacio vectorial V la aplicacion evV es un

isomorfismo de K-espacio vectoriales. Ademds se tiene que, para dos K-espacio vectoriales
V y W y toda aplicacion lineal f: V — W se tiene que la siguiente figura commuta.

Vecty Vecty
evV
% %4 Vo
f ! O =
w w W
ev?”

\%

Con esto se muestra finalmente que la transformacion ev’ es un isomorfismo natural.

En el siguiente ejemplo las transformaciones naturales entre los funtores de repre-
sentacion co- y contravariantes vistos en la Definicion BT, pueden construirse a partir de
las funciones entre conjuntos de morfismos. Estas transformaciones naturales seran ttiles
posteriormente a la hora de estudiar los embebimientos de Yoneda, que se verén en el
siguiente capitulo.

Ejemplo 2.0.13. Sea C una categoria localmente pequenia con morfismos f: W — X y
h:Y — Z. La post-composicion por h y la pre-composicion por f definen aplicaciones
entre conjuntos de morfismos.

*

CX,Y) — +~ C(X,2)
[ [

C(W,Y) — W, 2)

*

Para un elemento de C(X,Y), esto es, un morfismo g : X — Y, por lo visto en la
Definicion se tiene que,

[fohig)=hogof:W — Z.
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Ahora, puede considerarse las aplicaciones f*, de forma que esta es la imagen corre-
spondiente a aplicar el funtor de representacion contravariante al morfismo f, es decir
ff=C(,Y) y f*=C(f,Z). Entre estos dos funtores es posible establecer una transfor-
macién natural o : C(—,Y) = C(—, Z) de la siguiente forma

C Set

aX

X CX)Y)————(C(X,2)
f f* I*

w CW)Y) —— C(W,2)
aWv

Figura 2.9: Transformacién natural entre funtores de representacién contravariante.

Por otro lado, considerando las funciones hy como la imagen correspondiente a aplicar
el funtor de representacion covariante al morfismo h, es decir, h, = C(X,h) y h* =
C(W,h), entre estos dos funtores es posible establecer una transformacion natural (B :
C(X,—) = C(W,—) con la siguiente forma

C Set

z CX,2) T C(W,2)

Figura 2.10: Transformacién natural entre funtores de representaciéon covariante.

Corolario 2.0.1. Teniendo en cuenta la notacion del ejemplo previo, se cunple que, para
un par de morfismos paralelos diferentes f : X — Y yg: X — Y, se cumple que
las transformaciones naturarales ay,ay @ C(—,X) = C(=,Y) son diferentes, de igual
manera para las transformaciones B, By : C(Y,—) = C(X, —).

Demostracién. Suponiendo que oy = oy, podria considerarse el elemento idX en C(—, X),

de forma que
C(X,X) — C(X,Y).

Tomando en cuenta que oy = o se tiene que
f=ay (id¥) = a, (id¥) = g,

pero por hipétesis f y g son diferentes, por lo tanto las transformaciones naturales deben
ser diferentes. La demostracién para 3y # 3, es andloga a la anterior. O

En diversas teorias matematicas, uno de los conceptos méas importantes es el que
establece relaciones entre los objetos que lo comprenden, por lo general, se busca conocer
las condiciones para que sean isomorfos. Sin embargo, esto requeriria de condiciones muy
estrictas en algunas ocasiones, por lo tanto, es preferible buscar las condiciones para una
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relaciéon menos estricta. Esto lleva a introducir, en la siguiente definicién, el concepto de
equivalencia de categorias haciendo uso de la Definiciéon PIIL3.

Definicion 2.0.14. Sean C y D dos categorias cualesquiera. Una equivalencia entre
estas dos categorias, es un par de funtores F : C — D y G : D — C, para los que existen
dos isomorfismos naturales n : id* ~ GoF ye: FoG =idP, tal como se ve en el siguiente
diagrama

Con estas condiciones las categorias C y D son equivalentes y se denota como C ~ D.

Con lo anterior ya es posible determinar cuando dos categorias son equivalentes, sin
embargo, a futuro serd preferible establecer esta equivalencia a través del funtor que rela-
ciona las categorias. Es aqui donde se establecerd una caracterizacién de la equivalencia
en base a unas caracteristicas que puede cumplir un funtor.

Definiciéon 2.0.15. Un funtor F': C — D es:

o Pleno si para cada X, Y objetos en C la asignacion C(X,Y) — D(F(X), F(Y)) es
sobreyectiva. Esto es si, g : F(X) — F(Y) es un morfismo en D, entonces existe
un morfismo h : X — Y en C tal que F(h) = g.

o Fiel si para cada X, Y objetos en C la aplicacion C(X,Y) — D(F(X),F(Y)) es
inyectiva. Esto es si, f: X — Y y f': X — Y son morfismos en C tales que
F(f)=F (f') entonces f = f.

e Esencialmente sobreyectivo sobre objetos, si, para todo objeto D en D, existe
un objeto X en C tal que F(X) es isomorfo a D en D. FEsto es que, para cada
objeto D en D existe un objeto X en C, existen ademas morfismos f : D — F(X)
g:F(X)— D con fog=id"™) ygof=idP.

A continuacioén se presenta una proposicién la cual especifica como los funtores con las
propiedades descritas en la Definicién PIITA son capaces de crear isomorfismos.

Proposicion 2.0.9. Sean C y D dos categorias cualesquiera, y sea F': C — D un funtor
pleno y fiel entonces el funtor F, refleja y crea isomorfismos. Esto iltimo quiere decir
que:

1. Si f: X — Y es un morfismo en C tal que F(f) es isomorfismo en la categoria D,
entonces f es un isomorfismo.

2. Si X yY objetos en C tal que F(X) = F(Y) en D, entonces X 2Y en C.

Demostracion. Sea F': C — D un funtor fiel y pleno. Veamos entonces que se cumplen
las dos propiedades.
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1. Sea f un morfismo en C de manera que F(f) es un isomorfismo en D. Entonces,
dado que F' es pleno y fiel, se tiene que para todo morfismo f: X — Y, existe un
tinico morfismo ¢ : Y — X tal que F(g) = (F(f))~!: F(Y) — F(X). Se tiene
entonces que,

F(go f)=F(g) o F(f) (Por ser F funtor)
=(F(f))to F(f) (Definicién de F(g))
—igFx)
=F (idX) . (Por ser F' funtor)

Dado que F es fiel, se tiene que g o f = id¥. De manera anéloga se puede llegar a
que F(fog)=F (idY), donde nuevamente, como F es fiel se tiene que fog =id".
Con esto se tiene finalmente que f es un isomorfismo en C.

2. Como consecuencia de lo anteriormente demostrado y teniendo en cuenta que F' es
pleno se tiene que, si existe un isomorfismo g : F(X) — F(Y) en D, existe un
morfismo en C, f: X — Y, tal que F(f) = ¢g. Ademés de que es isomorfismo en C
entonces se tiene que X =Y.

Con esto finalmente se demuestra la proposicion. O

En la Definicién 2T0T4 se nos introduce el concepto de equivalencia de categorias de
forma tal que es necesaria la construccion de un funtor en una direccién y otro en la direc-
cién contraria, ademas de dos isomorfimos naturales entre las dos posibles composiciones y
las respectivas identidades. Algo maés 1til que esto se da en el siguiente teorema, aplicando
la Definiciéon P18,

Teorema 2.1 (Caracterizacién de la equivalencia de categorias). Un funtor que define
una equivalencia de categorias es fiel, pleno y esencialmente sobreyectivo sobre objetos.
Asumiendo el Axioma de Eleccion, un funtor pleno, fiel y esencialmente sobreyectivo sobre
objetos define una equivalencia de categorias.

Demostracion. Supongamos que C ~ D. Entonces existen funtores, F' : C — D, G :
D — C, también existen isomorfismos naturales, 17 y €, como en la Definicién 2Z014. Con
esto en cuenta se probara que:

F es fiel: Sean X, Y objetos y f, f/ morfismos en C tales que F(f) = F(f’)

F:C D

Y F(Y)

A su vez, el funtor G : D — C cumple lo siguiente,
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F(X) G(F(X))
E(f) |=| F(F)—=G(E(f)) |=| G(E(f)

F(Y) G(F(Y))

De esta manera se tiene que G(F(f)) = G(F(f')). Ahora sea n : G o F = id® el
isomorfismo natural que hemos considerado al inicio de la demostraciéon. Se sabe que
existe por ser C y D categorias equivalentes. Dado que 1 es un isomorfismo natural, se
tiene que 7% es un isomorfismo en C, esto es que, existe un isomorfismo inverso (nX )71

tal que (nX)_l onX =id¥.

G(F(X)) X
G(F(f) |=| GE(f) s
G(F(Y)) Y

con esto se tiene finalmente que:

F=n"oGF(f)o ().

Por otra parte se tiene que
-1
GE(f) = ") o f on™. (2)

Dado que G(F(f)) = G(F(f')) se sustituye una expresién en la otra, entonces

1

f=n"oGE) o (™) (Por 1)
= nY o (ny)_l of'o (nX) o (UX)_l (Por 2)
-

con esto se tiene finalmente que F es fiel.

De manera analoga se puede demostrar que G es fiel.

F es pleno: Sean X e Y objetos en Cy ¢g: F(X) — F(Y) un morfismo en D.
Queremos ver que existe un morfismo h: X — Y de forma que F(h) = g. Aplicamos
G sobre g para obtener G(g): G(F(X)) — G(F(Y)). Como 7:id® = G o F es un
isomorfismo natural, se tiene la existencia del morfismo h: X — Y definido por h =
(n¥)~' o G(g) on*, como se ve a continuacién

X
X ! G(F(X))
h O G(g)
Y - G(F(Y))
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Notamos que ¥ o h o (nX)~! = G(g). De igual forma n¥ o ho (n*X)~! = G(F(h))),
pues 7 es transformacién natural. Por tanto, G(g) = G(F'(h))). Como G es fiel, se tiene
que g = F'(h), como queriamos.

Esencialmente sobreyectivo sobre objetos: Basta con evidenciar que, para todo
objeto A en la categoria D, la transformacién ¢ : F(G(A)) — A es isomorfismo. De lo
que se tiene que F' es esencialmente sobreyectivo sobre objetos por definicién.

Ahora para la otra parte de la demostracién, sea un funtor F' : C — D fiel, pleno y
sobreyectivo sobre objetos. Deberia poder darse un funtor

G:D C
A G(A)
QL
B G(B)

Sea A un objeto en D. Como F' es esencialmente sobreyectivo sobre objetos existe X,
un objeto en C para el que F'(X) es isomorfo a A. Por el Axioma de Eleccién es posible
elegir un objeto de la coleccién {X € Obj(C)|F(X) es isomorfo a A}. A este objeto se le
llamara G(A).

Por construccién F(G(A)) es isomorfo a A, con esto se puede tener el siguiente isomor-
fismo €4 : F(G(A)) — A, para todo objeto A en la categorfa D.

Ahora, sea g : A — B un morfismo en D. Dado que F(G(A)) es isomorfo a Ay
F(G(B)) lo es a B, puede construirse el morfismo entre F(G(A)) y F(G(B)) utilizando el

hecho de que €? y € son isomorfismos, entonces (GB)_l ogoed: F(G(A)) — F(G(B)).

A

A

F(G(4))
| o p
F(G(B))

B

Dado que F es pleno, existe un morfismo G(g) : G(A) — G(B) parael cual F(G(g)) =
(eB )_1 o goe€?, con esto podriamos tener la siguiente situacién

G:D C
A G(A)

gl % G(g)
B G(B)

Ahora falta comprobar que G define un funtor y dar los isomorfismos naturales. Veamos
que G preserva el morfismo identidad y la composicion de morfismos

Preserva la identidad: Sean F (G (idA)) : F(G(A)) — F(G(A)) y F (idG(A)> :

F(G(A)) — F(G(A)) en D. Puede aplicarse el isomorfismo €, haciendo que el siguiente
diagrama conmuta,
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6A
F(G(A)) A
F (G (id*) | | F(1a%) id”
F(G(A)) . A

Con esto se llegaria repitiendo los procedimientos anteriores a que
F (G (ia%)) = F (ia")

y dado que el funtor F es fiel, se tiene que G (idA) =i,

Preserva la composicién: Sean g : A — By h : B — C dos morfismos en
la categorfa D. Puede aplicarse el isomorfismo €, y los isomorfismos F(G(h) o G(g)) :
F(G(A)) — F(G(C)) y F(G(hog)) : F(G(A)) — F(G(C)) en D, que hacen que el

siguiente diagrama conmuta,

F(G(A)) A
F(G(h)oG(g))| |F(G(hog)) hog
F(G(C)) - C

Con lo cual se puede llegar a que
F(G(h)oG(g)) = F(G(hoyg)),

donde al ser F fiel se cumple que, G(h) o G(g) = G (ho g).

Definiciéon del isomorfismo natural: Como F' es pleno y fiel, la transformacion
natural 7 : id® = G o F se define a partir de los componentes %X : X — G(F(X)).
Gracias a la Proposicién 213, puede darse el isomorfismo

Fon®:F(X)— F(G(F(X))).
Dado que F o7 es un isomorfismo, puede definirse un morfismo
"N F(G(F(X)) — F(X)

-1
de forma que F o nX = (eF (X )) . Con esto puede graficarse las componentes de las
transformaciones naturales como se ve a continuacion.

Fo nX F(X)
F(X) —1  PGF(X)) ———~ F(X)
F(f)l F(G(F(f)))L lF(f)
F(Y) F(G(F(Y))) ——— F(Y)




2.4. LA 2-CATEGORIA DE CATEGORIAS 25

Aqui se tiene que el cuadro de la derecha conmuta gracias que € es transformacion
natural y dado que e’ () es un isomorfismo, se cumple que el cuadro de la izquierda
también conmuta. Ahora, como el funtor F es fiel se tiene que 7Y o f = G(F(f)) on™, de
esta manera se tiene que 7 es una transformaciéon natural.

Finalmente se concluye que F' : C — D define una equivalencia de categorias. O

2.4 La 2-categoria de categorias

Hasta ahora se ha estudiado lo que componen a las categorias, objetos y morfismos,
posteriormente se estudi6 algo en un escalén un poco més arriba, el funtor, que seria una
relacién entre dos categorias, hasta llegar finalmente a la relaciones entre estos funtores, las
llamadas transformaciones naturales. Es aqui donde es de interés introducir una categoria
superior, la cual, seria una generalizacién ain mayor de lo que es una categoria. En la
2-categoria las relaciones son de 2 naturalezas, una que relaciona objetos (funtores) y otra
que relaciona morfismos (transformaciones naturales).

Si se interpretan las transformaciones como morfismos entre funtores, podria darse el
caso en que, al igual que ocurre con los morfismos entre objetos en una categoria, en que
sea posible la composicién (cuando el codominio de una coincide con el dominio de otra).
El siguiente lema introduce un simil a ese concepto.

Lema 2.1.1 (Composicion Vertical). Sean C y D dos categorias y sean F,G,H : C — D
funtores entre ellas y o : F' = G y B : G = H transformaciones naturales, tal como se
ven en la siguiente figura,

F G
SN N
C ﬂa D C ﬂﬁ D
\_/ \_/
G H

Hay una transformacion natural oo : F = H, que llamaremos la composicion
vertical de B y «, o también la 1-composicion de B y «.

Figura 2.11: La 1-composicién de transformaciones naturales.

Esta composicion estd definida como sigue

Boa=((Bo a)X)XGObj(C)

_(pX X
=(B" o )XeObj(C)'

Demostracion. Dado que los cuadrados que definen las transformaciones naturales a y
£ conmutan, se tiene de manera directa que el rectdngulo grande de la siguiente figura
también conmuta.
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C D
aX B
X F(X)1 G(X) H(X)
f F(f) O G(f) O H(f)
Y F(Y) ~ G(Y) G H(Y)

Figura 2.12: La 1-composicién de dos transformaciones naturales.

Esto concluye la demostracién. O

Corolario 2.1.1. Para cualquier par de categorias C y D se tiene que Hom(C, D), es decir
los funtores de C' a D y las transformaciones naturales correspondientes con la composicion
vertical, definen una categoria que se denotard por DC.

Demostracion. Para ver que D¢ define una categoria; donde los objetos son F, G, H, ...,
funtores de C en D, mientras que los morfismos son las transformaciones naturales «, (3,
~; es necesario ver que la composicion vertical definida en el lema anterior, cumple con el
axioma de identidad y de composicion. Primero introducimos el morfismo identidad para
un objeto F': C — D en DC.

Existencia de la identidad: Sea F' : C — D un objeto en la categorfa D€. La trans-
formacién natural id®" serd el morfismo identidad para F, tal como se ve a continuacién

C D
id¥
X F(X) 1 F(X)
f F(f) O F(f)
Y F(Y) " F(Y)

Axioma de la identidad: Sea « : F' = G una transformacién natural cualquiera y
sean las identidades id? : F = F y id® : G = G. Se cumple que,

X 1G(X)
F(x) —2 G(x) — G(X)
E(f) O G(f) O G(f)
FY G(Y Y
) () = G
Con esto se tiene que idX) oaqX = X y que id¢MoqY = aY', con lo que se concluye

que id“ o a = .. Por otro lado, se tiene que
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Fox) 9" e o G(X)
F(f) O E(f) O G(f)
F(Y —F) F(Y) % G(Y)
Con lo que se llega a que a~ o idFX) = X y que a¥ o idf) = oY, con lo que se

concluye que o id" = a.

Axioma de composicién: Sean o : F — G, §: G = H y v : H = I tres
morfismos en la categorfa CP. Como consecuencia del lema P, se tiene que puede
definirse la composicién vertical entre ellos. Ademads se tiene que esta composicién es
asociativa, esto es que

vo(Boa)=(yoh)oa
Con esto se tiene finalmente que CP es en efecto una categorfa. O

A diferencia de la composicién vertical (Lema 2Z1), donde la importancia para la
composicion radicaba en que las transformaciones fuesen componibles vistas como morfis-
mos entre funtores, en la composicion horizontal la importancia radica en que los funtores
relacionados por medio de una transformacién vertical, sean los que tengan la posibilidad
de componerse, esto puede verse mejor a continuacion.

Lema 2.1.2 (Composicién horizontal). Sean C, D y E tres categorias, F,G: C — D
funtores de C en D y H, K: D — E funtores de D en E. Dado un par de transformaciones
naturales a: ' =— G y f: H = K de la siguiente manera,

F H
C/@{D/ﬂ\*E
DR
G K

Figura 2.13: 0-composicién.

Hay una transformacion natural B« : Ho FF = J o G, llamada composicion hori-
zontal o también 0-composicion, cuya componente en X, un objeto en C, se define como
el compuesto del siguiente cuadrado conmutativo

BF(X)
H(F(X)) ———— K(F(X))
B * )X
H(o¥) e (™)
HIG(X) — o KG(0X)

Figura 2.14: Componente en la 0-composicién.
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Demostracion. Sean las categorias C, D y E, con los funtores F,G: C — Dy H,K: D —
E y las transformaciones naturales a: FF =— G y f: F = G, como se definen grafica-
mente a continuacién

C D D E
aX BA
X F(X) G(X) A H(A) J(A)
f F(f)L O G(f) f H(f)L O JJ(f)
Y  F(Y) = G(Y) B H(B) 7 J(B)

Ahora se toman los elementos FI(X) y F(Y) en D con el fin de evaluarlas en la trans-
formacioén natural 3

a0 H(F(X)) — K(F(X))
B H(P(Y)) — K(F(Y)).

A su vez, teniendo en cuenta la transformacién natural « sobre dos objetos cualesquiera
X y Y en C se aplica el funtor K que envia objetos de la categoria D a la E

K(a™) : K(F(X)) — K(G(X))

K(a¥): K(F(Y)) — K(G(Y)),

con lo anterior podria construirse entonces el siguiente diagrama que establece una relaciéon
de composicién.

C D E
aX K(aX) o pFX
X  FX) G(X) H(F(X)) ———— K(G(X))
f F(f)l O LG(f) H(F(f))l O K(G(f))
F(Y G(Y HFY)) — K(G(Y
yoR) g () (F) 5 KGOY)
con lo que se llega finalmente a comprobar que
Bra=((Bx a)X)XEObj(C)
- (‘](ax) ° BF(X))XGObj(C) ’
Esto concluye la demostracién. O

Con las dos formas anteriores de composicién de funtores es interesante preguntarse si
afecta en algo, en el caso de cumplir las condiciones adecuadas para poder componer una
serie de transformaciones naturales tanto verticalmente como horizontalmente, el orden
en que estas composiciones se realizan, esto se responde con el siguiente lema.
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Lema 2.1.3 (Intercambios centrales). Dadas las categorias, funtores y transformaciones
naturales como se ve en la siguiente grdfica,

C/ﬁND/ﬁNE
W W

Se cumple que

(Goy)x(Boa)=(dxp)o(y*a)

Demostracion. Para la demostracion se verd en primera instancia la primera posible com-
binacién, asi que se haran primero las transformaciones verticales o a y § o.

BXOOéX (5XO’yX

i
R

Reemplazando las transformaciones naturales y funtores en la Figura EI4 se tendria
el siguiente diagrama conmutativo.

HPW)) e )

~

Ahora se construird la composicion contraria. Para esto se tiene la composicion hori-
zontal,
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C D E
o J(0X) 57 FX)
X FX) G(X) I(F(X)) —— J(G(X))
fl F(f)L O LG(f) I(F(f))l O LJ(G(J”))
Y F(Y) NG G(Y) I(F(Y)) W J(G(Y))
C D E
BX K(p%) 690
X  GX) H(X) J(G(X)) ——— K(H(X))
fl G(f)k O LH(f) J(G(f))l O kK(H(f))
Y G(Y) s H(Y) J(G(Y))W)K(H(Y))

Con lo cual es posible finalmente construir la composicion vertical,

IoF

/M
JoG

C E

KoH

donde, considerando la composicién previa, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

C E

J(aX) x4 FEX) K(B%X) x §6(X)
X 1)) 20 s ) K(H(X))
fl I(F(f))L o IE) o K(H(f))
y HPW) — o J(OW) — e KUH(Y)

Notamos que los dos cuadrados que la componen conmutan, por lo que se puede
concluir por las propiedades de la 1-composicién que el cuadrado de la siguiente figura

conmuta
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I(F(X)) K(H(X))
I(F(f)) O K(H(f))
I(F(Y)) (H(Y))

K(H
(7 (@) #2700) o (K (57) 6%0))

Esto muestra que ambas composiciones de transformaciones naturales llevan a la misma
grafica conmutativa. Con esto se llega a que las composiciones,

(6ov)x(Boa)= (K(ﬁ ca)t x (0 7)F(X))Xeobj(c) ’

(6% B)o(yxa)= (<J (a¥) HF()@) o (K (5%) *5G(X))>

XeO0bj(C)’

son iguales. O






Capitulo 3

Funtores representables, lema de
Yoneda y propiedades universales

En el presente capitulo se tomardn los conceptos definidos en el Capitulo B, con el
fin de introducir las bases necesarias para llegar a la finalidad del presente trabajo. Aqui
se veran tres conceptos primordiales para la construcciéon de los limites y colimites: los
funtores representables (Definicién B1I2), el Lema de Yoneda (Lema BT) y la propiedad
universal (Definicién BT3).

3.1 Funtores representables

Definicién 3.0.1 (Objetos iniciales y terminales). Sea C' un objeto en la categoria C, se
dice que C' es un objeto inicial si para cualquier otro objeto X de la categoria, C(C, X)
es un singleton, esto es que, solo existe un morfismo f:C — X.

De manera andloga, de dice que C' es un objeto terminal si para cualquier otro objeto
X de la categoria, el conjunto C(X,C) es un singleton, esto es que, solo existe un morfismo

f:X—0C.
Vemos a continuacién ejemplos de objetos iniciales y finales en Set.

Ejemplo 3.0.1. EIl conjunto vacio ) es un objeto inicial en Set. Sea X un conjunto en
Set, asi la aplicaciéon vacia es la inica aplicacion de O en X,

0:0— X.

Ejemplo 3.0.2. Cualquier singleton {x} es un objeto final en Set. Sea X un conjunto en
Set. Se define entonces la unica aplicacion f de X en {x} como

f: X — {x}
Tr >

Los objetos iniciales y terminales forman la primera base para la comprensién de las
propiedades universales, ya que nos dan la puerta de entrada al concepto de funtores
representables. Para este fin, la siguiente proposicién mostrard una caracterizacién de
estos conceptos en términos de funtores de representacion covariantes y contravariantes
(Definicién P1I10).

Proposicién 3.0.1 (Caracterizacion de objetos iniciales y terminales). Para una categoria
C y un objeto C' de C se tiene que:

33
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1. C es inicial si y solo si el funtor C(C,—) : C — Set es naturalmente isomorfo al
funtor constante * covariante

Set

{*}

id i+t

{x}

Oy

- ~

Donde el funtor x envia cada objeto en C a un singleton en Set.

2. C es terminal si y solo si el funtor C(—,C) : C°P — Set es naturalmente isomorfo
al funtor constante x contravariante

Set

{*}

igtr

{x}

<A

- ~

Donde el funtor x envia cada objeto en C a un singleton en Set.

La demostracién de estas dos proposiciones que acabamos de enunciar se sigue direc-
tamente de las definiciones.

Proposicion 3.0.2. Dos objetos iniciales, respectivamente terminales, en una categoria
C son unicos salvo isomorfismo unico.

Demostracion. Sean X y Y dos objetos iniciales en la categoria C. Debido a que X es
inicial existe un inico morfismo f : X — Y. De igual forma, como Y es inicial existe un
unico morfismo g : Y — X. A su vez se cumple que

fog=1id¥, go f=id".

Puesto que id¥ es el Gnico homomorfismo que puede existir de X en s{ mismo. Lo
mismo para Y. La demostracién es andloga para objetos terminales. O

En la Definicién P01 ya se habia introducido un funtor que relaciona una categoria
arbitraria con la categoria de conjuntos de sus morfismos. Ahora resulta de interés estudiar
un funtor cualquiera F' con codominio en la categoria Set, de tal manera que tenga un
isomorfismo natural con un funtor de representacion. Resulta de interés esto, ya que
permite tanto como sea posible, implementar el conocimiento sobre la categoria Set en
otras categorias.

Definicién 3.0.2 (Funtor representable). Sea C una categoria localmente pequena. Un
funtor covariante F : C — Set, se dice representable si existe un objeto C de C y un
isomorfismo natural C(C,—) =2 F. Si F es contravariante, diremos que es representable
si eziste un objeto C' de C y un isomorfismo natural F = C(—,C).

Veamos a continuacién un ejemplo de funtor representable.
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Ejemplo 3.0.3 (Monoide Libre). Sea X un conjunto. Denotamos por X* el conjunto de
todas las palabras de longitud n sobre X, esto es aplicaciones de algun n € N en X. Por
ejemplo: sea X un conjunto de tres letras,

X ={z,y,z2}.
Entonces la palabra xxy representa la siquiente aplicacion

xzy 3 — X
0—=x
1—=z
2—y

Ahora, considerando las aplicaciones de n € N en X como Hom(n, X). Tomamos X*

como el siguiente conjunto
X* = | J Hom(n, X).
neN

En X* existe la palabra vacia, denotada por X\, esta es la inica aplicacion de 0 = () en
X, esto es, la unica palabra de longitud 0.

Sean v,w € X* dos palabras de longitud m y n respectivamente, puede efectuarse una
operacion binaria entre ellas denominada concatenacion, tal que vw tiene longitud m +n,
definida como sigue

vw: m+n — X
{v(j) st j En;

w(j—mn) sijenm-—1].

Entonces X* = (X*,-,\) define un monoide no conmutativo, llamado monoide libre
generado por X. El monoide libre X* tiene la siguiente propiedad universal.

Para todo monoide M = (M,-,1) y toda aplicacion f: X — M, eziste un dnico
homomorfismo de monoides ft: X* —s M de forma que f%oinX = f, donde inX es la
inclusion canonica de X en X*, que ve cada letra de X como una palabra de longitud 1,
esto es

in*: X — X*
x — (x): 1 — X
0 — =

Con todo lo anterior se verd que para la categoria Mon, de monoides y homomorfismos
de monoides, podemos considerar el funtor de olvido U con dominio en esta categoria
y codominio en Set.

U:Mon —— > Set

M M
|/
N N

Figura 3.1: Funtor de Olvido sobre la categoria de monoides.
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Se verd entonces que U es representable. Para esto se puede tomar como conjunto el
singleton X =1 con lo que su monoide libre asociado es X* = N en Mon. Veamos como
establecer una isomorfismo natural entre U y Mon(N, —) esto es,

/U\«
Mon ﬂa Set
Mon(N, —)

Definimos la transformacion natural o = (aM)MeMon como sigue. Sea un monoide

M= (M,-,1) y sea m € M un elemento. Si consideramos la aplicacion constante a m,
esto es,

Km: 1 — M
0 — m

Por la propiedad universal del monoide libre N, existe un unico homomorfismo de monoides
mgn: N — M tal que n?n oin' = k,,. Notamos que

n%:N—)M

n — m»

Finalmente, tomamos

oM: M — Mon(N,M)

mv—>/1§n

Notamos que para cada monoide M, la aplicacion o™ es biyectiva. Ademds se tiene
que, para cada homomorfismo de monoides f: M — N, el siguiente diagrama conmuta

Mon Set
oM
M M Mon(IN, M)
f{ ! I«
N N Mon (N, N)
aN

Para ello consideramos un elemento m € M. Entonces se tiene que
aN(f(m)) = &)
=f (/i?n)
= [« (a™(m)) .
Esto demuestra que el funtor de olvido U: Mon — Set es representable.

3.2 Lema de Yoneda

A continuacién se presentara el lema de Yoneda. Es importante recordar al lector la
importancia del funtor de representacién definido en 2Z11. El lema de Yoneda tiene dos
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versiones, al igual que los funtores de representacién y los funtores representables, véase
la Definicién B1I2.

Como tltima anotacién antes de la enunciacién del lema de Yoneda, hay que mencionar
que por mas “inocuo” que parezca dicho lema, este tiene una implicacién muy importante
a la hora de estudiar limites y colimites, ya que afirma cémo un objeto matemaético en
cualquier categoria puede representarse como un funtor valorado en la categoria Set.

Lema 3.0.1 (Lema de Yoneda covariante). Sea C una categoria localmente pequeria y
F : C— Set un funtor, entonces para todo objeto C' de C existe una biyeccion

Hom (C(C,—), F) = F(C).

que asocia a una transformacion natural o : C(C, =) => F el elemento a©(id%) € F(C).
Esta correspondencia es natural tanto en C' como en F.

Demostracion. Dado que C es localmente pequena, consideramos la aplicacién entre con-
juntos & : Hom (C(C, —), F) — F(C) definida de la siguiente manera:

k: Hom(C(C,-),F) — F(C)
Q@ — ac(idc).

Donde la transformacién natural « tiene dominio en C(C, —) y codominio en F.

Y ademas, por ser transformacién natural, hace conmutar el siguiente diagrama.

C Set
oX
X CCX)r F(X)
/ fe O F(f)
y  C(C)Y) = F(Y)

En primera instancia se probaré la biyeccion de la aplicacién & . Para esto se construira
una aplicacion inversa ¥ de la forma

U : F(C) — Hom(C(C, —), F). (3.1)

Esta aplicacién asigna a un elemento X del conjunto F'(C) una transformacién nat-
ural U(X) = (\I/(X)D) donde para cada objeto D en la categoria C se tenga la
componente

DeObj(C)
¥(X)P:c(c, D) — F(D),

de forma que el siguiente diagrama conmute.
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C Set
(X)P
D C(C,D): F(D)
f fe O lF (f)
E C(C,E F(E
(€.B) — o F(E)

Se considerara la siguiente situacion particular

C Set
U(X)¢
c C(C,O) F(O)
f J O F(f)
D C(C,D) TP F(D)

Es claro que id® estd en C(C,C), ademés, su imagen en la composicién inferior
izquierda viene dada por

U(X)? (£ (1d9)) = w(X)P (),
mientras que, su imagen en la composicién superior derecha es:
F(f) (T(X)C (id9)).

Para que V¥ defina una aplicacién inversa para & se tiene que definir ¥(X )C (idc) = X.
Con lo que ¥(X)P(f) se define como F(f)(X). Asi pues,

U : F(C) —s Hom(C(C, —), F).

Ademés se verifica que, para un morfismo genérico f : D — E en C, el siguiente
cuadrado conmuta,

U(X)P
C(C,D) F(D)
i lﬂﬂ
C(C,E) YO F(E)

En efecto, sea g en C(C, D), esto es un morfismo en C tal que g : C' — D. Se tiene
por el lado inferior izquierdo:

(X)) E(f.(9) =0(X)E(foyg) (Por definicién de f,)
=F(fog)(X) (Por definicién de ¥(X)F)
=F(f)(F(9)(X)). (Por ser F' funtor)
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Mientras que por el lado superior derecho
F(H(®(X)P(9)) = F(F)(F(9)(X)). (Por definicion de ¥(X)")

Esto quiere decir que el diagrama conmuta. Esto implica que ¥(X) es, en efecto, una
transformacion natural de C(C, —) a F.

Con esto ahora se buscard probar que W es la inversa para &. Veamos que ¥ es
inversa por derecha de &. Notamos que para a : C(C, —) = F se tiene que V(& (o)) =
¥ (a¢ (id9)).

Ahora, sea D un objeto en C, hay que llegar a que ¥ (ac (idc))D = aP. Por definicién
se tiene b

U (a¢ (id9))”: C(C,D) — F(D)
f —  F(f) (ac (idc))

Dado que « es una transformacién natural, el siguiente cuadrado conmutas:

C Seg
c  CC0) @ F(C)

f L fe F(f)
D C(C,D) - F(D)

Figura 3.2: Diagrama transformacién natural o.

Esto lleva a que,

F(£) (o (1)) =a® (1. (1))
=a”(f).

Por tanto se tiene que ¥( & (o)) = a, esto es que ¥ o & = id"om(CC=)F) gy decir,
que V¥ es inverso por izquierda a & . Por otra parte, para un objeto X en F'(C) se cumple
que

& (U(X)) = (T(X)°) (id°) (Por definicién de &)

=X. (Por definicién de ¥)

Asi se tiene que & oW = id” (©), Con esto se prueba finalmente que la aplicaciéon & define
una aplicacién biyectiva.

Prueba de naturalidad. Para demostrar que & es natural, se buscara, en primer
momento, mostrar que el siguiente diagrama conmuta,

& F

Hom(C(C,—), F) F(C)

B B¢
Hom(C(C, -),G) ——— G(C)

Figura 3.3: Aplicacién lema de Yoneda para morfismos.
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En efecto, para una transformacion natural « se tiene que la aplicaciéon

(£%08)(a) = (Boa) (idc) (Por definicién de &)
= B¢ (ac (idc)) (Por composicién vertical (Lema 2Z17T))
= (£ (o).

Por otro lado, puede tomarse un objeto D en la categoria C y una transformacién
natural v : C(C,—) = F,

B (£ () =% (o (1d9)) (Por definicién de &)
=(Boa)® (idc) (Por composicion vertical (Lema ?7))
=xF(Boa),

con lo que se tiene finalmente que la grafica B2 conmuta.

Para mostrar la naturalidad para el objeto se parte por tomar la transformacién natural
compuesta awo f*: C(D,—) = C(C,—) = F. Entonces para un morfismo f : C — D
en C, el elemento F(D), serfa la componente en D de la composicién de transformaciones
naturales, ademéas F(C) es la componente en C' de la transformacién natural F'. Ahora
con esto se puede construir la siguiente grafica

£ C
Hom(C(C,—), F) — F(C)
(f)" F(f)
Hom(C(D, ), F) % F(D)

Figura 3.4: Aplicacién lema de Yoneda para objetos.

Ahora, tomando una transformacién natural o : C(C,—) — F, la composicién por el
camino inferior cumple que

70 (f) (@) = &P (a0 f7)
= (o f)P (idD)
= aP(f). (composicién)
Por otro lado la composicién por el camino superior cumple con

F(f)o &(a)=F(f) (o (id9) f*)
oP(f). (Por conmutatividad en B2)

Con esto se tiene finalmente que F(f) o & (a) = & o (f*)* () con lo que se cumple
la naturalidad para objetos.
De esta manera queda demostrado el Lema de Yoneda. ]

Lema 3.0.2 (Lema de Yoneda contravariante). Sea C una categoria localmente pequena
y F: CP — Set un funtor contravariante, entonces para todo objeto C de C existe una
biyeccion

Hom(C(—,C), F) = F(C).
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Aunque no se vaya a profundizar mucho en la siguiente proposicién esta sera de suma
importancia a la hora de hablar de limites y colimites, ademas de la preservacién de
estos en el Capitulo B. En primera instancia es importante recalcar cémo el dominio de
la aplicacién & : Hom(C(C,—),F) — F(C) del teorema anterior puede verse como el
funtor G : C°° —» Set®. La justificaciéon completa de este funtor especifico puede verse
en Riehl [2014]. Lo verdaderamente relevante y que se probard a continuacién es c6mo
este embebimiento de Yoneda hace que cualquier categoria pequena C sea isomorfa a la
subcategoria plena Set®”. Dualmente ocurre para el opuesto de estas categorias.

Proposicién 3.0.3 (Embebimiento de Yoneda). Dada C una categoria pequetia cualquiera,
los funtores

G:C Set®™ F:C ——— Set©
Y C(—Y) Y (Y, -)

definen embebimientos que cumplen con ser fieles y plenos.

Demostracion. Hay que ver en primer lugar como estan definidas las relaciones del embe-
bimiento. Para dos objetos X y Y en la categoria C, este es enviado a un objeto en la
categoria Set°? de la forma C(X, —) y para un morfismo f: X — Y en C es enviado a

C(fa _) : C(Y7 _) — C(X7 _)7

dado por el morfismo C(f, Z) para cualquier objeto Z en la categoria definido como sigue:
Cf,Z2)=f:CY,2) — C(X, Z2).

En primera instancia se verifica que para todo morfismo f : X — Y, la coleccién
C(f,—) es en efecto una transformacién natural. Entonces sea g : Z — W otro morfismo
en C, se cumple que la siguiente grafica conmuta

C(X,2) I C(X, W)

h* h*

CY,Z) — = C(Y, W)

*

Ahora, para ver que este es plenamente fiel, se hace uso del lema de Yoneda BT
Existe una relacién biyectiva entre los elementos C(X,Y) y la transformacién natural
a: C(Y,—) = C(X,—). Esto es que, para morfismos f : X — Y en C; si se toma un
objeto en id¥ : Y — Y en C(Y,—), f puede verse como la evaluacién

o (id¥).

Por otra parte, la transformacién natural f* : C(Y,—) = C(X, —) definida por una
precomposicién por f envia el morfismo identidad id¥ : Y — Y a f: X — Y. Lo que
implica entonces que a = f*. ]
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3.3 Propiedad universal

Las propiedades universales estan presentes en diversas teorias matemaéticas y permiten
hacer la descripcion de objetos en estas a partir de los morfismos que estan relacionados
con este objeto. Un ejemplo claro son los objetos terminales y finales (Definicién BT).
Haciendo uso del lema de Yoneda (Lema BTI) la siguiente definicién formaliza el concepto
de propiedad universal.

Definicién 3.0.3 (Propiedad Universal). Una propiedad universal de un objeto C
de una categoria C se expresa mediante un funtor representable F junto con un ele-
mento universal X en F(C) que define un isomorfismo natural (Definicion BIL3) entre
C(C,—) =2 F, o C(—,C) = F segun la naturaleza de F, a través del Lema de Yoneda

().

Ejemplo 3.0.4 (Monoide Libre). Siguiendo con el Ejemplo I3, veremos que N tiene la
propiedad universal. Para ello consideramos el funtor representable de olvido

U : Mon — Set.
Por el lema de Yoneda existe un isomorfismo natural como se ve a continuacion
X : Hom(Mon(M, —),U) = U(M)

El objeto N en Mon tiene la propiedad universal para el funtor de olvido, ya que, para el
elemento 1 € N = U(N) se tiene que, la transformacion natural asociado a 1 siguiendo el
Lema de Yoneda, esto es, U(1)M(g) = U(g)(1) = g(1) cumple que

Mon Set
(M
M Mon (N, M) M
f{ [ f
N Mon(N, N) N
()N

Para ver que el cuadrado de la anterior figura conmuta, se toma un elemento g €
Mon(N, M), entonces para este se cumple por un lado que:

TN (f(9)) = BN 0 g)(1) (Por post-composicién)
=(fog)(1) (Por comportamiento de V)
= f(g(1)),

mientras tanto por otro lado se tiene que:
FEOM(g) = f(g(1). (Por comportamiento de ¥)

Ahora queda ver que V(1) define un isomorfismo natural en Set, esto implica comprobar
que, para cada monoide M, se tiene que ¥(1)M es una aplicacion biyectiva.

Sean g, h dos elementos en Mon(N, M), es decir dos homomorfismos g : N — M y
h: N — M. Supongamos que ¥(1)M(g) = U(1)M(R), entonces queremos ver que g = h.
Esto lo demostraremos por induccion sobre N.
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Notamos que g(0) = h(0) = 1, puesto que g y h son homomorfismos. Ademds, para
n =1 se tiene que:

9(1) = T(1)M(g) = T()M(h) = h(1).

Ahora, asumiendo que para n es cierto, se verd el comportamiento para n + 1,

gn+1)=g(n)g(1) (Por ser g homomorfismo)
= h(n)h(1) (Por induccion y por el caso n = 1)
=h(n+1). (Por ser h homomorfismo)

Por tanto, la aplicacion ¥(1)M es inyectiva.

Ahora, para ver que es sobreyectiva se tomard un elemento m € M, para esto hay que
ver que existe un homomorfismo de monoides g : N — M tal que, ¥(1)M(g) = m.

Este homomorfismo lo podemos definir mediante la propiedad universal del monoide
libre N. Si consideramos la aplicacion

Km: 1 — M
0 — m
Entonces esta aplicacion se puede extender al homomorfismo de monoides siguiente

/ign:N—>M
n — m"

Teniendo en cuenta como se definid la aplicacion ¥ se tiene que:

WOM(E,) = i, (1) = m! = m.
Con lo que se tiene finalmente que la transformacion natural W(1) es un isomorfismo
en Set, esto es una aplicacion biyectiva. Por tanto el objeto N en Mon cumple con la

propiedad universal con el elemento universal 1 € N.

A continuacién se introducird un concepto que funcionara como base para construir el
resultado mas importante que se dara en este capitulo. Basicamente es posible relacionar
el que un funtor F' sea representable con el que una categoria asociada a dicho funtor tenga
un objeto inicial (esto en el caso de ser covariante, en el caso del funtor contravariante
esta categorfa tendria un objeto terminal).

Definicién 3.0.4 (Categoria de elementos). Dado un funtor F': C — Set, definimos la

. . C . .
categoria de elementos asociada, denotada por [~ F, como aquella categoria que tiene como
objetos pares de la forma (C, X) donde C' es un objeto en la categoria C y X es un objeto
en F(C). Ademds, tomando dos objetos (C,X), (D,Y) en la categoria de elementos,
un morfismo de (C,X) a (D,Y) es un morfismo f : C — D en C que cumple que
F(f)(X)=Y.

¢, Xx) ¢ F(C)
f flo F(f)
(D,Y) D F(D)

Figura 3.5: Categoria de elementos.
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Para un objeto (C,X) en fc F, su morfismo identidad id©X) ge define como id®, el
morfismo identidad sobre C' en la categoria C. Notamos que id®: C —s C' y se tiene que

F(d%)(X) = id" ) (X) = X.

Por otro lado si f: (C,X) — (D,Y) yg: (D,Y) — (E, Z) son morfismos en fc F,
se define la composicion de f con g en fc F, simplemente por la composicion go f en C.
Notamos que go f: C — E y ademds

F(go f)(X) = F(9)(F(f)(X)) = F(g)(Y) = Z.

Ahora se comprobard que fc F' cumple las propiedades para ser categoria.

Axioma de identidad: Sean (C,X) y (D,Y) objetos en fCF y sea f: (C,X) —
(D,Y). Entonces de la composicion en C se tiene que f oid® = f yidP o f = f.

Axioma de composicion:  Dados f: (C1,X1) — (Co,X3), g: (C2,X2) —
(Cs,X3) y h: (C3,X3) — (Cy, Xy), de la composicion en C se tiene que (hog)o f =
ho(gof).

Ahora bien, la importancia de la definiciéon de la categoria de elementos viene en la
proposicién que se enunciard a continuacion, ya que esta establecera una relacién directa
entre la representabilidad de un funtor y el hecho de que la categoria de elementos asociada
a dicho funtor tenga un objeto inicial o terminal.

Proposiciéon 3.0.4. Sea C una categoria y sea F' : C — Set un funtor. Entonces F es
representable st y solo si fc F' tiene un objeto inicial.

Demostracion. Supongamos que F' es representable, esto es que existe un objeto C de C
y un isomorfismo « : F' = C(C, —).

Es necesario ver en primera instancia que se cumple que las tres categorias siguientes
son isomorfas.

[CF=[Ccc,-)=0)cC

El resultado final se desprende del hecho que la categoria bajo C, es decir C'/C, tiene
al morfismo identidad id® como objeto inicial.

Para probar que estas categorias son isomorfas entre si, primero se definira un funtor
G: fc F— fc C(C, —) de la siguiente forma

G:fCF—>fCC(Ca—)
(A, X) (A, 04(X))
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donde por propiedades de la categoria de elementos se cumple que F(f)(X) =Y,
ademads la transformacién natural a que relaciona a los funtores F''y C(C, —) viene dado
como la coleccién indexada o = (aA) haciendo que la siguiente figura conmute.

A€O0bj(C) *
C Set
A
A F(A) a C(C, A)
fl F(f) O lf*
B F(B) C(C,B)
aB

Con esto se tiene que el funtor estd de hecho bien definido. Para esto tiene que
cumplirse que para cualquier par de objetos (A, o (X )) y (B,aB(X )) en la categoria
fc C(C, —), el morfismo [ : (A4, aA(X)) — (B, aP(X)) debe cumplir que f (aA(X)) =
aB(Y). Teniendo en cuenta lo anterior se tiene que:

f(@*(X)) = f« (*(X))
= aB(F(f)(X)) (por transformacién natural)
=aB(Y). (porque f es morfismo en fc F)
Ahora hay que ver que la asignacion G es en efecto un funtor. Para esto hay que
comprobar que preserva el morfismo identidad y la composicién de morfismos.

Preserva la identidad. Sea (A, X) un objeto en la categoria [ ‘F , se tiene entonces
el funtor para G para la identidad id%) de la siguiente manera;:

G:[°F S
(A, X) (A4, 0(X))
id(4:X) l | jd(4.e(x)
(A, X) (4,0 (X))

Con esto se tiene entonces que

G (1d(A X)) G (id*) (Identidad en f F)
=id4 (Definicién der G)
= id (4 (X)) (Identidad en [ C(C, —))
= jd¢AX), (Definicién de G)

Preserva composicién. Sean f: (A, X) — (B,Y)yg: (B, Y) — (C,Z) morsfis-
mos en fc F. Se tiene que

G(gof)=gof (Definicién de G)

=G(g) o G(f). (Definicion de G)
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Con esto se tiene que GG es un funtor.
Ahora se construye el funtor H en el sentido contrario, el cual se buscard probar que
es el funtor inverso de G. El funtor H se define como sigue

H: [“c(C, ) [°F

(B,1) (B.(a") ")

Notamos que los objetos de fc C(C, —) son pares de la forma (A, s) con A objeto de C
y s elemento de C(C, A), esto es, un morfismo s: C' — A en C. Como « es un isomorfismo
natural de F' en C(C, —), se tiene que a”, su componente en A, es un isomorfismo de la
forma a?: F(A) — C(C,A). Asi pues, tiene sentido considerar el elemento (ozA)_1 (s),

que es un elemento de F(A). Asi, para cada objeto (A,s) en fc C(C,—) se tiene que
(A, (a?)~1(s)) es un objeto bien definido en fc F.

Ademas, para cada morfismo f: (A,s) — (B,t) en fc C(C, —), esto es un morfismo
f: A — B en C que cumple que C(C, f)(s) = f«(s) = f os =t, suimagen por H es el
propio morfismo f. Notamos que f: A — B es un morfismo en C que cumple que

F(f) (@) (5) = (@) 7" (fuls) (@P o F(f) = fooa?)
= (aB)_l (fos) (Definicién de fy)
= (%) (). (fos=t)

Con todo esto se tiene que la asignacion H esté bien definida. Ahora hay que comprobar
H es en efecto un funtor, para esto hay que comprobar que preserva el morfismo identidad
y la composicién de morfismos.

Preserva la identidad. Sea (A, s) un objeto de fc C(C, —), se tiene que

H(idA%)) = H(id?) (Identidad en f c(c,-))
= id4 (Definicién de H)
—1
= id(A’(aA) (=) (Identidad en f F)
= idH(As), (Definicién de H)

Preserva la composicién. Sean f : (A,s) — (B,t) y g : (B,t) — (C,r) morsfis-
mos en fc C(C,—), se tiene que

H(gof)=gof (Definicién de H)
= H(g) o H(f). (Definicién de H)

Con esto se tiene que H es un funtor.

Se sigue facilmente de la definicion de Gy H que Go H = fc C(C,—)yque HoG =
J € F. Por tanto, il ‘Fx~ J €C(C,-) y tenemos demostrado el primer isomorfismo.

Procedemos ahora a establecer el isomorfismo entre | ¢ C(C,—) y C/C. Definimos a
continuacion la asignacion I : [ ¢ C(C,—) — C/C tal como se ve en la siguiente figura
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I:[°c(c,-) c/C
(4,s) s
floe f
(B,1) t

Recordamos que si f: (A,s) — (B,t) es un morfismo en la categoria fc c(c,-),
se cumple que s: C — Ay t: C — B son morfismos en C y que f: A — B es un
morfismo en C que cumple que t = C(C, f)(s) = f«(s) = fos.

Asi, la asignacion I envia objetos de la forma (A, s) en [ c C(C, —) a su segunda compo-
nente, que recordemos, es un morfismo s: C' — A en C, esto es, un objeto en la categoria
C/C. Por otro lado, el morfismo f se envia a f, que por el razonamiento anterior, cumple
con que fos =t, esto es I envia morfismos f en [ ¢ C(C,—) a morfismos f en la categoria
coma.

Asi I estd bien definido. Falta por ver que la asignacion I es en efecto un funtor, para
esto hay que ver que preserva el morfismo identidad y la composicién de morfismos.

Preserva la identidad. Sea (A, s) un objeto en fc C(C, —), entonces

I (id(A’s)) = 1 (id*) (Identidad en [€C(C,—))
= id4 (Definicién de 1)
=id?® (Identidad en C'/C)
= idf(A), (Definicién de I)

Preserva la composicién. Sean f : (A,s) — (B,t) y g : (B,t) — (C,r) dos
C .
morfismos en [~ C(C, —), se tiene que

I(gof)=gof (Definicién de I)
=1I(g)o I(f). (Definicién de 1)

Con esto se tiene que I es un funtor.

Ahora se construird el funtor J en el sentido contrario al de I, el cual se probarad que
es el funtor inverso de I. El funtor J : C/C — fc C(C, —) se define como se ve en la
siguiente figura
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J:C/C Jece -
s (4, s)
£l f
t (B,t)

Este funtor envia un objeto s de la categoria C'/C, que recordemos es un morfismo
s: C — Aen C, al par (A, s), que es un objeto en la categoria de elementos fc c(c,-).
Por otro lado, si f: s — ¢ es un morfismo en C/C del objeto s: C' — A al objeto
t: C — B, entonces f: A — B es un morfismo en C que cumple que fos = ¢t. Asi,
J envia f al propio f, que en este caso es un morfismo de (A, s) a (B,t) en la categoria
i ¢ C(C, —) por lo que acabamos de comentar.

Ahora hay que ver que la asignacién J es en efecto un funtor. Para esto hay que
comprobar que preserva el morfismo identidad y la composicién de morfismos.

Preserva la identidad. Sea s : C' — A un objeto en C/C, se tiene que

J (id*) = J (id*) (Identidad en C'/C)
=id4 (Definicién de J)
= idA») (Identidad en [ C(C, —))
=id’®), (Definicién de J)

Preserva la composicién. Sean f:s — ¢ty g : ¢t — r morfismos en C'/C, entonces

J(gof)=gof (Definicién de .J)
=J(g) o J(f). (Definicién de J)

Con todo esto se tiene que J es un funtor.

C

Se sigue de la definicién de I y J que I o J = idc/c yque Jol = id/ Ce-),

Finalmente comprobamos la siguiente propiedad.

C'/C tiene un objeto inicial. Consideramos el morfismo identidad a C' en C, esto es
id® : ¢ — €. idY es un morfismo que tiene dominio en C, por tanto es un objeto de la
categoria C'/C.

Para ver que es un objeto inicial en C'/C se toma un objeto cualquiera s : C — A
en C'/C. Existe entonces un tinico morfismo de id® en s, siendo este precisamente s, pues
s0id” = s como se ve en la figura

C

id¢ s

C A

Supongamos entonces que existe otro morfismo ¢ de id® en s, este morfismo tendria
que cumplir que t 0id® = s, asi pues t = s. Concluimos que id® es un objeto inicial de

c/C.
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Ahora, dado que tenemos isomorfismos entre las categorias C/Cy [ . , como id® es
objeto inicial en C'/C entonces [ € F también tiene un objeto inicial. O






Capitulo 4

Limites y colimites categoriales

En este capitulo se buscard probar que la categoria de conjuntos Set, cumple con ser
completa y cocompleta, con este fin se hard un recorrido por los conceptos relacionados
con los limites y colimites partiendo de conceptos que se han ido construyendo en los
capitulos anteriores. Se dardn también una serie de ejemplos en la categoria Set que
pueden ser ya conocidos para el lector como: productos, igualadores, productos fibrados y
sus respectivos colimites; coproductos, coigualadores y sumas amalgamadas. La primera
seccion del presente capitulo introducird una serie de conceptos necesarios para cumplir
el objetivo de demostrar la completitud de Set y la segunda seccién construird dicha
demostracion.

4.1 Limites y colimites

Los limites y colimites pueden presentarse en cualquier categoria, este concepto encap-
sula a su vez otros conceptos estudiados previamente, como el de funtores representables o
el de propiedad universal. A continuacién se presentaran unas definiciones que funcionaran
como introduccién al concepto de conos.

Definicion 4.0.1. Un diagrama en una categoria C es un funtor F : J — C donde el
dominio J, denominado categoria de indices, es una categoria pequeria.

Para dejar mas clara la definicién anterior, se construira el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.0.1. Sea J una categoria de indices con tres objetos y morfismos no triviales
entre ellos. Sea F': J — C el diagrama representado a continuacion

h
00— 2 X——7
F
—_—
\ / x /

1 Y
Se cumple que F(0) = X, F(1) =Y y F(2) = Z, donde X, Y y Z son objetos en
la categoria C, mientras que los morfismos resultantes del funtor cumplen que h = f o g.

Entonces con esto se tiene que en efecto la imagen del funtor F es un diagrama en la
categoria C.

o1
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Nota 4.0.1. Como se verd en todos los ejemplos que trabajaremos en este capitulo, la
categoria de indices J no tendrd una estructura especialmente complicada, simplemente
servird para indexar. Para remarcar este hecho utilizaremos las letras i, j,k, . .. para deno-
tar los objetos de J, mientras que para sus morfismos, si hubiera necesidad de denotarlos,
utilizariamos las letras f,g,h,.. ..

Proposicién 4.0.1. Para una categoria de indices no vacia J, una categoria C y un objeto
X de C, el funtor constante (Ejemplo ZII11), define un embebimiento

K:C c
X KX
fl % Jx)
Y KY

donde K(f) seria la transformacion natural constante K(f) : KX = KY, esto es,
K(f) = (K(f)’);eonj), donde para cada objeto j de J, la componente K(f)7 = f.

Demostracion. La asignacién K estd bien definida ya que K(f) : KX = K" define una
transformacion natural como se ve en la siguiente figura:

J C

l Ly
idX O id¥

’ T

Es fécil ver que K define un funtor.

Si J es una categoria con objetos, entoces se tiene que K es fiel debido a que, para
dos morfismos f, g en C(X,Y) tales que K(f) = K(g), si consideramos un objeto j de J,
llegamos a que K(f) = K(g)?, as

Esto concluye la demostracién. O

A partir del concepto de diagrama se puede construir la nocién de cono, esto es impor-
tante para esta seccién, ya que los limites pueden expresarse como un cono universal para
un diagrama.

Definicién 4.0.2 (Cono). Un cono sobre un diagrama F : J — C con cima X € Obj(C)
es una transformacion natural X : KX = F con dominio en el funtor constante a X. La
transformacion natural A = ()\j)j€Obj(J) que constituye el cono se puede ver en la siguiente
grifica conmutativa.
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J C
i X A Pi)
9 id* O F(g)
F
j X v ()

Aqui las componentes de la transformacion natural son llamadas piernas del cono.
Entonces para cada morfismo g : i —> j se tiene que el siguiente tridngulo conmuta.

X
X N
O
F(i) o) F(j)

g

Figura 4.1: Cono con cima X.

Un morfismo de un cono A\: KX = F a un cono u: K¥Y = F es un morfismo
f: X — Y en C de forma que para cada indice j de J se tiene que i/ o f = M.

Dualmente, un cono sobre un diagrama F : J — C con nadir X € Obj(C), también
llamado cocono, es una transformacion natural \ : F = KX con codominio en el funtor
constante a X. La transformacion natural A = ()‘j)jeObj(J) que constituye el cono se puede
ver en la siguiente grdfica conmutativa.

J C
i F(i) X X

g F(g) O idX
j F(j) Y X

Aqui las componentes de la transformacion natural también son llamadas piernas del
cono. Entonces para cada morfismo g : i —> j se tiene que el siguiente tridngulo conmuta.

F
F (i) YW ry
\ ’ /
Al Y
X

Figura 4.2: Cono con nadir X.

Un morfismo de un cocono A\: F => KX a un cocono p: F = KY es un morfismo
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f: X —Y en C de forma que para cada indice j de J se tiene que fo N = /.

Veamos a continuacion un ejemplo en el que el conjunto de los nimeros enteros puede
servir de categoria de indices para un cono indexado en los enteros.

Ejemplo 4.0.2. Sea (Z,<) la categoria de asociada al conjunto ordenado, esto es, los
objetos de Z son los numeros enteros y, si n, m son numeros enteros, decimos que existe
un unico morfismo no trivial de n a m siempre que n < m.

Sea C una categoria. Consideramos un diagrama F : Z — C. Entonces tendremos un
cono sobre el funtor F con cima en X, objeto de C, siempre que tengamos una coleccion
de morfismos A = (A")pez, con A\ : X — F(n), para cada entero n € Z. Esta coleccion
tendra que cumplir que, para cada n < m, entonces el siguiente diagrama es conmutativo

X
A AT
O

Se puede expandir el cono anterior en todos los posibles conos que resultan del funtor
indexado, de modo que todos los tridngulos representados a continuacion conmuten.

X
//%0 \\
s —— F(-1) F(0) F(1) —— -

Con la nocién de cono de la Definicién B2, construimos un funtor que envia objetos
de una categoria a la categoria de conos.

Proposicién 4.0.2. Dado un diagrama F : J — C, existe un funtor contravariante
Conos(—, F') que envia un objeto X de C al conjunto de conos con cima X, como se ve en
la Figura .3,

Conos(—, F') Set

:C
X Conos(X, F')

fl e TConos(f,F)
Y Conos(Y, F)

Figura 4.3: Definicién del funtor Conos(—, F').

Donde, para cada X objeto de C, el conjunto Conos(X, F') en Set viene definido por
Conos(X, F) = {\: KX = F | X transformacién natural}.

Dualmente, para un diagrama F : J — C, existe un funtor Conos(F, —) que envia un
objeto X de C al conjunto de conos con nadir X, como se ve en la Figura g3,
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Conos(F,—): C Set
X Conos(F, X)
fl —_— Conos(F, f)
Y Conos(F,Y)

Figura 4.4: Definicién del funtor Conos(F, —).

Donde, para cada X objeto de C, el conjunto Conos(F, X) en Set viene definido por
Conos(F, X) = {\: F = K~ | X transformacién natural}.

Demostracion. Presentaremos unicamente la demostracién para el funtor Conos(—, F').
La otra demostracion es analoga.

Vamos a definir la imagen de un morfismo f: X — Y en C mediante la asignaciéon
Conos(—, F'), esto es Conos(f, F'). Sea p una transformaciéon natural en Conos(Y, F'), es
decir, una transformacién natural p: K¥Y = F. Notamos que pu = (u’ )je0bj(J) €s una
familia de morfismos en C de la forma (1/: Y — F(j));conj) tal que, para cada par de
indices 7 y j en J y para cada morfismo g: i — j en J se tiene que el siguiente diagrama
commuta

J C
i Y a F(q)

g WY O F(g)
j Y 7 F(j)

Figura 4.5: Transformacién natural pu.

Definimos Conos(f, F')(¢) como la familia
Conos(f, F)(1) = (Conos(f, F)(1) conyo

donde Conos (f, F)(u)? = p’/ o f. Notamos que, para cada indice j en J se tiene que
w o f: X — F(j). Ademads, para cada par de indices ¢ y j en J y para cada morfismo
g: 1 —> j en J se tiene que el siguiente diagrama commuta

J C
7 X wof F(i)
g idX O F(g)
J . F(j)
p o f

Figura 4.6: Transformacién natural Conos(f, F')(u).
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La commutatividad se sigue de la siguiente cadena de igualdades

F(g)outof=id" opfof (w1 es transformacién natural.)
=1/ o foid¥. (Por id*.)

Con esto se tiene que la asignacion Conos(—, F') esta bien definida, ahora se vera que
es un funtor contravariante, esto es, que preserva el morfismo identidad y la composicion
de morfismos.

Preserva la identidad: Sea X un objeto en C y sea id®: X — X el morfismo
identidad a X en C. Sea p un cono en Conos(X, F'). Entonces se tiene que, para cada
indice j en J se tiene que

Conos(id*, F)(pn)? = ! 0idX = pf.
Asi, Conos(id”*, F)(i) = p, para todo cono p en Conos(X, F). Con ello tenemos que
Conos(idX, F) = idConos(F),

Preserva la composicién: Sean f: X — Y y h:Y — Z un par de morfismos
en C. Sea v un cono en Conos(Z, F') y sea j un indice en J. Asi

Conos(ho f, F)(y)) =7 oho f (Definicién de Conos(h o f, F))
Conos(h, F)(7) o f (Definicién de Conos(h, F))
= Conos(f, F')(Conos(h, F)(*y))y (Definiciéon de Conos(f, F))

Asi, Conos(hof, F')(y) = Conos(f, F')(Conos(h, F')(v)), para todo cono y en Conos(Z, F).
Con ello tenemos que

Conos(h o f, F') = Conos(f, F') o Conos(h, F).
Por tanto, la asignacién Conos(—, F') es un funtor contravariante. O

El limite de un diagram F' se puede describir simplemente como el cono universal sobre
el diagrama F', mientras que el colimite se puede describir como el cono universal bajo el
diagrama F'. Esto se resume en la siguiente definicién.

Definicién 4.0.3 (Limites y colimites). Para un diagrama F: J — C, un limite de F
es un elemento C que representa al funtor contravariante Conos(—, F'). Por el Lema de
Yoneda BT, un limite consiste en un objeto en C, denotado lim F', junto con un cono
unwersal A: lim F = F llamado el cono limite, que define un isomorfismo natural

C(—,lim F') = Conos(—, F).

De manera dual, un colimite de F es un elemento C que representa al funtor co-
variante Conos(F,—). Por el Lema de Yoneda BT, un colimite consiste en un objeto
en C, denotado colimF', junto con un cocono universal A\: F' = colimF' llamado el cono
colimite, que define un isomorfismo natural

C(colimF, —) = Conos(F, —).

Existe otra forma de entender los limites y los colimites, que viene como consecuencia
de la Proposicion BT, donde como se vid anteriormente que también pueden ser definidos
como el objeto terminal e inicial, respectivamente, en una categoria de elementos adecuada.
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Definicion 4.0.4. Para cualquier diagrama F : J — C, un limite es un objeto terminal
para la categoria de conos sobre F, esto es, fc Conos(—, F'). Un objeto en la categoria de
conos sobre F es un cono sobre ' junto con su respectiva cima. En particular un objeto
terminal en la categoria de conos consiste en un objeto limite de C junto con un cono
limite especificado. El objeto limite im F' es un objeto terminal para esta categoria, esto
es, lim I’ junto con su cono limite especificado sobre F cumple que, para cualquier otro
cono sobre ' con cima X, existe un unico morfismo de conos del cono con cima X al cono
con cima lim F'.

Dualmente, un colimite es un objeto inicial para la categoria de conos bajo F', esto
€s, fc Conos(F, —). Un objeto en la categoria de conos bajo F', o de coconos, es un cono
bajo F' junto con su respectivo nadir. En particular un objeto inicial en la categoria de
coconos consiste en un objeto colimite de C junto con un cono colimite especificado. FEl
objeto colimite colimF' es un objeto inicial para esta categoria, esto es, colimF junto con
su cono colimite especificado bajo F' cumple que, para cualquier otro cono bajo F' con nadir
X, existe un unico morfismo de coconos del cono con nadir coimFE al cono con nadir X.

Proposicién 4.0.3 (Unicidad de limites y colimites). .Para cualquier diagrama F : J —
C st el limite o el colimite existen entonces son unicos salvo isomorfismo unico.

Demostracion. Se sigue de la Definiciéon B0 y a la Proposiciéon B3, pues los objetos
terminales o iniciales de una categoria son tnicos salvo isomorfismo tnico. O

4.2 Ejemplos de limites

FEn esta seccién se vera la construccion de algunos limites, los cuales estdn presentes en
la categoria Set. Para este capitulo hemos seguido la referencia Vidal [2000]. M4s adelante
se verd que los resultados que aparecen en esta seccién servirdn para garantizar que Set
tiene todos los limites para cualquier diagrama sobre una categoria de indices pequena.

Definicién 4.0.5 (Producto). Un diagrama F: J — C indexado por una categoria disc-
reta J, véase Ejemplo 2, es una coleccion de objetos en C indexada por J, esto es
(F'(j))jes- Un cono sobre este diagrama con cima Z es una familia J-indezada de morfis-
mos (N : Z — F(j))je.-

Si el limite de este diagrama existe, se denota por HjeJ F(j) y se llama producto de la
familia (F(j))jcy. Las piernas del cono limite son aplicaciones llamadas proyecciones.

<7Tk ey F(G) — F(k))keJ .

Se tiene entonces la propiedad universal del producto, la cual afirma que para cualquier
Z objeto de C y para cualquier coleccion de morfismos (N : Z — F(j))jey, esto es un
cono sobre F' con cima Z, se tiene que existe un unico morfismo k: Z — [[.., F(j) en
C de forma que el Diagrama BT conmuta.

jed
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Figura 4.7: Propiedad universal del producto.

Vemos a continuacién como se define el producto en la categoria Set.

Ejemplo 4.0.3. En Set los productos arbitrarios sobre conjuntos de indices arbitrarios
existen. Sea J un conjunto de indices y sea (A;);jc)® una coleccion J-indexada de conjuntos.
Se define el producto de (Aj)jey como el conjunto

[1jes 4 = {f:J — Ujes 45 | V) € 4, £(5) eAj}.
Se tiene para cada indice j en J la proyeccion j-ésima es la aplicacion

T HjeJAj — Aj

f — f()

El producto de conjuntos tiene la siguitente propiedad universal.

Propiedad universal del producto de conjuntos. Sea (Aj)jey una coleccion
J-indezada de conjuntos, entonces HjeJ
cualquier otro conjunto C y para cualquier famdlia de aplicaciones (A\j : C — Aj)jey,
existe una unica aplicacion

Aj es el tunico conjunto que cumple que, para

(Ajrjes: C — HjeJ Aj,

que cumple que, para todo j € J, mj o (Aj)jey = Aj.

Para demostrar la propiedad universal del producto, sea C' un conjunto y sea (\j :
C — Aj)jecy una familia de aplicaciones. Se define la aplicacion (\j);cy de la siguiente
manera:

N)jes: € — Tljes 4y
c > (Aj)jes(e),

donde a su vez, para cada ¢ € C, se define la aplicacion (\;)jey(c) de la siguiente manera:

(Ajjes(e): I — UjeJAj
Jo o).

Es facil ver que (\;)jey estd bien definida, es tinica y cumple las propiedades que hemos
visto antes.

Introducimos a continuacién la nocién de igualador.

*Como es habitual en conjuntos, utilizaremos subindices en lugar de superindices.



4.2. EJEMPLOS DE LIMITES 59

Definicién 4.0.6 (Igualador). Se considera la categoria de indices dada por el par par-
alelo, esto es, la categoria J con dos objetos y dos morfismos de la forma

0
E——

1
Dar un diagrama de J a una categoria C es equivalente a dar dos objetos X eY de C
junto con dos morfismos paralelos f,g: X — Y. Entonces, un cono sobre el diagrama

con cima el objeto Z de C viene dado por dos morfismos \° : Z — X y A\ : Z — Y
sujeta a la conmutatividad del siguiente diagrama.

A
0 z—20 . x
id% fllg
1 f ———>Y
A1

Esto es, que foX = A y que go A0 = X. Como esta condicion obliga a que
foA? = goAY, dar un cono sobre este diagrama con cima Z es equivalente a dar inicamente
un morfismo h: Z — X en C de forma que ho f = hog.

Si el limite de este diagrama eziste, se denota por Eq(f,g) y se llama igualador de f
y g. La pierna del cono limite se llama inclusion.

in: Eq(f,g9) — X.

Se tiene entonces la propiedad universal del igualador, la cual afirma que para cualquier
objeto Z de C y cualquier morfismo h: Z — X que cumple que ho f = ho g, existe un
unico morfismo k: Z — Eq(f,g), de forma que el Diagrama =1 conmuta.

A
% b
. O f
Eq(f,9) ———X Y
1n g

Figura 4.8: Propiedad universal del igualador.

Vemos a continuacién como se define el igualador en la categoria Set.

Ejemplo 4.0.4. En Set los igualadores existen. Sean A y B conjuntos y sean f,g: A —
B dos aplicaciones paralelas. Se define el igualador de f y g como el conjunto

Eq(f,g9) ={z € A| f(z) = g(2)}

Notamos que Eq(f,g) C A, por lo que podemos considerar la aplicacion inclusion
in: Eq(f,g9) — A.

El igualador de un par de aplicaciones paralelas tiene la siguiente propiedad universal.

Propiedad universal del igualador. Sean f,q: A — B dos aplicaciones paralelas,
entonces Eq(f,g) es el inico conjunto que cumple que, para cualquier otro conjunto C' y
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para cualquier aplicaciéon h: C —> X que cumple que ho f = h o g, existe una dnica
aplicacion

corest(h): C' — Eq(f,9)

que cumple que corest(h) oin = h.

Para demostrar la propiedad universal del igualador, sea C' un conjunto y sea h: C —
A que cumple que ho f = hog. Se tiene entonces que la aplicacion h puede correstringirse
a Eq(f,g). Es facil ver que corest(h) estd bien definida, es unica y cumple las propiedades
que hemos visto antes.

Presentamos el iltimo ejemplo de limite en este caso el pullback, también llamado en
otras fuentes producto fibrado.

Definicién 4.0.7 (Pullback). Se considera la categoria de indices dada por el par de
entrada, esto es, la categoria J con tres objetos y dos morfismos de la forma

1—0+—2

Dar un diagrama de J a una cateogria C es equivalente a dar tres objetos X, Y y Z de C
junto con dos morfismos f: X — Z yg: Y — Z. Entonces un cono sobre el diagrama
con cima el objeto W de C viene dado por tres morfismos \': W — X, N\2: W — Y y
N W — Z sujeta a la conmutatividad del siguiente diagrama.

)\1
W ——m

)\2

J =
N~<~—
~

)~<

Esto es, que foAl = A y que go A2 = A\°. Como estas dos condiciones obligan a
que fo X = go A2, dar un cono sobre este diagrama con cima W es equivalente a dar
unicamente dos morfismos u: W — X yv: W — Y tales que fou=gow.

Si el limite de este diagrama existe, se denota por X Xz Y y se llama el pullback de
f v g. Las piernas del cono limite se llaman proyecciones canénicas

i X xz Y — X; 2 X xzY —Y.

Se tiene entonces la propiedad universal del producto fibrado la cual afirma, que para
cualquier objeto T de C y cualquier par de morfismosr: T — X y s: T — Y tales que
for =gos, exriste un dinico morfismo k: T — X Xz Y, de forma que el Diagrama F-3
conmuta
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Y —— 7
Figura 4.9: Propiedad universal del pullback.

Vemos a continuaciéon cémo se define el pullback en la categoria Set.

Ejemplo 4.0.5. En Set los pullbacks existen. Sean A, B y C conjuntos y sean f: A — C
y g: B — C dos aplicaciones. Se define el pullback de f y g como el conjunto

AxcB={(a,b) € Ax B[ f(a) =9(b)},

y las proyecciones candnicas m : AXg B — A ymy: Axe B — B.
El pullback de un par de aplicaciones tiene la siguiente propiedad universal.
Propiedad universal del pullback. Sean f: A — C y g: B — C, entonces
A xX¢ B es el dnico conjunto que cumple que, para cualquier otro conjunto D y para
cualquier par de aplicaciones u: D — A yv: D — B que cumplen que fou = gowv,
existe una unica aplicacion
(u,v)c: D — A xc D

que cumple que (u,v)com =u y {(u,v)c 0 Ty = V.

Esta aplicacion se construye utilizando la propiedad universal del producto en Set. Es
facil ver que (u,v)c estd bien definida, es iunica y cumple las propiedades que hemos visto
antes.

4.3 Ejemplos de colimites

Las siguientes definiciones representan los duales para los limites presentados en la
seccién anterior, también se presentaran las construcciones concretas en la categoria Set de
estos colimites. Para este capitulo también hemos seguido la referencia Vidal [2010]. Més
adelante se vera que los resultados que aparecen en esta seccién servirdn para garantizar
que Set tiene todos los colimites para cualquier diagrama sobre una categoria de indices
pequena.

Definicién 4.0.8 (Coproducto). Un diagrama F : J — C indexado por una categoria
discreta J, es una coleccion de objetos en C indexada por J, esto es, (F(j));c,- Un cono bajo
este diagrama con nadir Z es una familia J-indexada de morfismos (/\j cF(j) — Z)jeJ‘

Si el colimite de este diagrama eziste, se denota por HjeJ F(j) y se llama copro-
ducto de la familia (F(j))jcy. Las piernas del cocono limite son aplicaciones llamadas
inyecciones.

(5 Fk) — T1es FO))

ked
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Se tiene entonces la propiedad universal del coproducto, la cual afirma que para cualquier
Z objeto de C y para cualquier coleccion de morfismos ()\j :F(j) — Z)jeJ’ esto es un
cono bajo F con nadir Z, se tiene que existe un unico morfismo k : HjeJ F(j) — Z en
C de forma que el Diagrama B-10 conmuta.

Figura 4.10: Propiedad universal coproducto.

Veamos a continuacién como se define el coproducto en la categoria Set.

Ejemplo 4.0.6. En Set los coproductos arbitrarios existen. Sea J un conjunto de indices
y sea (Aj) ;e una coleccion J-indezada de conjuntos. Se define el coproducto de (A;)je,
como el conjunto

ey 45 = Ujes (45 x {5} -

Se tiene que para cada indice j en J la inyeccién j-ésima es la aplicacion

Lj: Aj — HjeJAj
a — (a,j)

El coproducto de conjuntos tiene la siguiente propiedad universal.

Propiedad universal del coproducto de conjuntos. Sea (Aj)jeJ una coleccion
J-indexada de conjuntos, entonces HjeJ Aj es el inico conjunto que cumple que, para
cualquier otro conjunto C y para cualquier familia de aplicaciones (Aj: Aj — C)
existe una unica aplicacion

JjeJ’

Niljes : Hjey A5 — C,
que cumple que, para todo j € J, [Ajljey0t; = Aj.
Para demostrar la propiedad universal del coproducto, sea C' un conjunto y sea (\; :
Aj — C)jey una familia de aplicaciones. Se define la aplicacion [\j|jey de la siguiente
manera:
Niljes: jes 4 — C
(a,5)  +— Ajla)
Es facil ver que [\j]jey estd bien definida, es tinica y cumple con las propiedades vistas
antes.

Introducimos a continuacién la nocién de coigualador.

Definicién 4.0.9 (Coigualador). Se considera la categoria de indices dada por el par
paralelo, esto es, la categoria J con dos objetos y dos morfismos de la forma

0 -1



4.3. EJEMPLOS DE COLIMITES 63

Dar un diagrama de J a una categoria C es equivalente a dar dos objetos X eY de C
junto con dos morfismos paralelos f,g: X — Y. Entonces un cono bajo el diagrama con
nadir el objeto Z de C viene dado por dos morfismos N : X — Z y A\ 1Y — Z sujeta
a la conmutatividad del siguiente diagrama

AO
0 X———7
I9 id”
1 Y —— 7
)\1

Esto es, que \'o f = A y que A' o g = A°. Como esta condicion obliga a que
Mo f = Aog, dar un cono bajo este diagrama con nadir Z es equivalente a dar dnicamente
un morfismo h:Y — Z en C de forma que ho f = hog.

Si el colimite de este diagrama existe, se denota por CoEq(f, g) y se llama coigualador
de f y g. La pierna del cono limite se llama proyeccion candnica.

m:Y — CoEq(f,9).

Se tiene entonces la propiedad universal del coigualador, la cual afirma que para
cualquier objeto W de C y cualquier morfismo h 'Y — W en C que cumple que
ho f =hog, existe un unico morfismo k : CoEq(f,g) — W, de forma que el Diagrama

G117 conmuta.

f
X 7Yy ——— CoEq(f,9)
3
L :El.k‘
~+
w

Figura 4.11: Propiedad universal del coigualador.

A continuacién introducimos la nocién de coigualador. Para ello, introducimos previ-
amente la nocién de nicleo de una aplicacién.

Nota 4.0.2. Sean A y B dos conjuntos y sea f : A — B una aplicacion. Entonces se
define el Kernel o nicleo de la aplicacion f como el conjunto

Ker(f) = {(a,b) € A x A| f(a) = f(b)}..

Entonces, Ker(f) es una relacion de equivalencia sobre A, y hay una unica aplicacion
inyectiva f': A/Ker(f) — B, tal que para la proyeccion prieys : A — A/Ker(f), se
cumple que f' o priesy = f-

Ejemplo 4.0.7. En Set los coigualadores existen. Sean A y B conjuntos y sean f,g :
A — B dos aplicaciones paralelas. Se define el coigualador de f y g, denotado por
CoEq(f,g), como el conjunto cociente B/R, donde R es la relacion de equivalencia gen-
erada por el conjunto

{(f(a), gla) € B x B | ac A}.
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Notamos que CoEq(f,g) € B x B, por lo que podemos considerar la proyeccion candnica
7m: B — CoEq(f,g).

El coigualador de un par de aplicaciones paralelas tiene la siguiente propiedad univer-
sal.

Propiedad universal del coigualador. Sean f,g: A — B dos aplicaciones parale-
las, entonces CoEq(f,g) es el inico conjunto que cumple que, para cualquier otro conjunto
C y para cualquier aplicacion h : B — C que cumple que ho f = ho g, existe una unica
aplicacion

ast(h) : CoEq(f,g9) — C,
que cumple que ast(h) om = h.

Para demostrar la propiedad universal del coigualador, sea C' un conjunto y sea h :
B — C que cumple que ho f = hog. Entonces, como {(f(a),g(a)) | a € A} C Ker(h)
se tiene que R C Ker(h). Por la forma en que esta construido el nicleo, se tiene que este
es una relacion de equivalencia para B ademas existe una unica aplicacion

ast(h) : CoEq(f,g) — C,

la astriccion de h, que cumple que ast(h) om = h. Es facil ver que ast(h) estd bien
definida, es unica y cumple las propiedades que hemos visto antes.

Presentamos el iltimo ejemplo de colimite en este caso el pushout, tambien llamado
suma amalgamada.

Definicién 4.0.10 (Pushout). Se considera la categoria de indices dada por el par de
salida, esto es, la categoria J con tres objetos y dos morfismos de la forma

1+—0—2

Dar un diagrama de J a una categoria C es equivalente a dar tres objetos X, Y y Z de C
junto con dos morfismos f 1 Z — X yg: Z — Y. Entonces un cono bajo el diagrama
con nadir el objeto W wviene dado por tres morfismos \' : X — W, A2 :Y — W y
N Z — W sujeta a la conmutatividad del siguiente diagrama

f

J —> X
)\O

Y 2 w

Esto es, que N o f = A0 y que X209 = X0 . Como estas dos condiciones obligan
que N o f = X2 o g, dar un cono sobre este diagrama con nadir W es equivalente a dar
unicamente dos morfismosu: X — W yv:Y — W tales que uo f =wvog.

Si el colimite de este diagrama eziste, se denota por X llz Y y se llama el pushout
de f y g. Las piernas del cocono limite vienen dadas por

X — X1, Y 2 Y — X1I,Y.

Se tiene entonces la propiedada universal de la suma amalgamada la cual afirma, que
para cualquier objeto T de C y para cualquier par de morfismosr: X — T ys:Y — T
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tales que r o f = s o g, existe un dnico morfismo k : X Iz Y — Y, de forma que el
Diagrama G123 conmuta

Figura 4.12: Propiedad universal del pushout.

Veamos a continuacién como se define el pushout en la categoria Set.

Ejemplo 4.0.8. En Set los pushouts existen. Sean A, B y C conjuntos y sean f : C — A
yg:C — B dos aplicaciones. Se define el pushout de f y g como el conjunto cociente
(ALl B)/R, donde R es la relacion de equivalencia sobre A1l B generada por

{(ea(f(c), w(g(c))) | c € C},

y los morfismos resultantes de la composicion de las inclusiones candnicas de A y B en
AIl B y de la proyeccion candnica AUl B en Allg B, esto es, 11 : A — Allg B,
andlogamente, 1o : B — Allg B.

El pushout de un par de aplicaciones tiene la siguiente propiedad universal.

Propiedad universal del pushout. Sean f : C — A yg: C — B, entonces
Allg B es el unico conjunto que cumple que, para cualquier otro conjunto D y para
cualquier par de aplicaciones u : A — D yv: B — D que cumplen que uo f =vog,
existe una unica aplicacion

[u,v]c : Alle B— D

que cumple que 1y o [u,v]c =u y L3 0 [u,v]c = v.
Esta aplicacion se construye utilizando la propiedad universal del coproducto en Set.
Es facil ver que [u,v]c estd bien definida, es unica y cumple las propiedades vistas antes.

4.4 Limites y colimites en la categoria Set

En esta seccién se daran algunas caracteristicas propias de la categoria de conjuntos
referentes a los limites y colimites, en concreto que Set admite todos los limites y colimites
pequefios, a su vez que estos pueden resumirse en ser expresados exclusivamente por dos
limites y colimites muy concretos.

Definicion 4.0.11. Un diagrama se denomina pequenio si éste es indexado por una
categoria pequena.

Definicién 4.0.12 (Categoria completa y cocompleta). Una categoria C se dice completa
st para todos sus diagramas pequenos existen todos los limites que se describieron en la
Seccion B, mientras que, la categoria C es cocompleta si para todos sus diagramas
pequenos existen todos los colimites sobre C.
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Teorema 4.1. La categoria Set es completa.

Demostracion. Un limite la categoria Set, tal como se vio en la Definicién BT, con-
siderando un diagrama pequeno F : J — Set es una representacién

Set(X,limF') = Conos(X, F')
Ahora, para un singleton 1 se tiene que
limF = Set(1,limF') = Conos(1, F).

Ahora, a partir de lo anterior, puede definirse el limite de un diagrama pequeno como
lim F' = Conos(1, F'). Ahora bien, hay que recordar que

lim F' = Conos(1, F') = {p | 1 = F : p es transformacion natural}.
Ademés, para cada j € J podemos definr la aplicacién M : lim F — F(j) como

M: limF — F(j)
ool
Aqui hay que entender a p7 : 1 => F(35), como un elemento en F(j). Ahora se buscar

comprobar que la familia indexada ()\j clim B — F( j))j ¢, hace que para cada morfismo
f:j — k en J hay que comprobar que el siguiente diagrama conmuta:

lim F

N
FO) =g F®)

Sea 1 € lim F', donde como se vio anteriormente p : 1 = F' es una transformacién
natural y considerando el singleton canénico 1 = {0}, donde 0 = (), entonces se tiene el
diagrama

J Sgt
J
7 1 a F(j)
floidt O F(f)
i1 - F(k)

Con esto puede verse entonces que

F(f) ()\j (M)) =F(f) (,uj) (Definicién de )\j)
=u (Por transformacion natural p)
=\*(p) (Definicién de A¥)
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Propiedad universal: Sea G : X = F un cono, hay que ver que existe una tnica
aplicacién k : X — lim F' que sea morfismo de conos. Todo elemento 2 € X puede verse
como una aplicacién x : 1 — X. De esta manera puede considerarse el cono (* : 1 = F
definido como la restriccién del cono ¢ sobre la aplicacién x. Teniendo en cuenta que ¢ es
una transformacién natural, puede verse la restriccion a x en el siguiente diagrama:

J Set A
J
i1 < X ¢ F(5)
floidt O idX J O F(f)
i1 _ X C’“ F(k)

El diagrama anterior justifica que ¢ : 1 = F' es en efecto una transformacién natural.
Ahora, se define la aplicaciéon entre conos r : X — lim F' de la siguiente manera:

r: X — limF
X — ("

Esto define un morfismo entre conos. Ahora, si fijamos un objeto j en la categoria J, se
tiene que

X (r(z)) = M (¢Y) (Definicién de r)
= (¢"); (Definicién de M)
= ox (Por restricciéon a x)

Ahora solo falta ver que en efecto esta aplicacién r es la tnica que cumple con la
propiedad universal. Se asumird que existe otra aplicacién v’ : X — lim F' que cumple
que M (r'(z)) = ¢/ o z. Por la definicién de M se tiene que M (r'(x)) = r'(z)! = (T ox =
(¢*)? = (r(z));j. Con esto se tiene como consecuencia que 7’'(x) = r(x) para todo elemento
x en X es decir r = 1. O

Teorema 4.2. Todo limite pequerio en Set se puede expresar como el igualador de un par
de aplicaciones entre productos.

Demostracién. Por el Teorema BT los elementos del limite del diagrama F' : J — Set se
corresponden con conos de cima 1 sobre F. Esto consiste en una familia de aplicaciones
M del limite para cada F(j) indexado por el elemento j en la categoria pequefia J. La
familia ()\j )j ¢y s un cono si para cada f:j — k morfismo en J,

fr0—k%

1
N
F(j) ) F(k)
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Consideramos la siguiente notacién. Para un morfismo f se denominardn dom(f)
y cod(f) al dominio y el codomio respectivamente. Se tiene entonces que el siguiente

diagrama conmuta,
j/ \{)d

)\do
F(dom(f —> F(cod(f

con lo cual se tiene que, F ()\dom(f )) = \°d(f), Con la informacién anterior es suficiente
empezar a construir un igualador entre dos productos. En primer lugar se tendria el
producto de los F(j) definido de la siguiente manera:

HjeObj(J) F(j) = {(/\j)jeJ}

Ahora, considerando el producto [] fetom() ¥ (cod(f)), puede construirse un par de apli-
caciones paralelas ¢,d : [[;coni) £'(5) — Il eom) £'(cod(f)). Donde un objeto en el
dominio de los morfismos paralelos, entendidos como las piernas de un cono de 1 en F', es
enviado por medio de las aplicaciones de dos manera distintas como se ve a continuacién,

¢t Jlieowyn FG) —  Ilicnom) F(cod(f))

<)‘j>j€J — (ACOd(f))feHom(J) ’

d: Iliconjy FG) — Iljenom(y) F(cod(f))
Wjer = (B D)) fpgomy

Ahora el igualador de ¢ y d puede verse como a continuacion:

Eq(c,d) =N e [ FO) c(Aj) =d(N;) ¢,

donde Eq(c,d) es subconjunto de []scop;y) £'(j)- Lo anterior, junto con las formas en
cémo se han explicitado anteriormente cémo funcionan los productos e igualadores en
la categoria Set, se prueba finalmente que limj F' es el igualador de ¢ y d, y tendria la
siguiente estructura.

C
limy F — [Liconj) £0) ——Z I jetiom) F(cod(f)).
d

Esto concluye la demostracién. ]

Ahora bien, existe una forma de realizar una generalizacién del teorema anterior a
categorias ademaés de Set, habria que entender los morfismos ¢ y d como parte de las
proyecciones de limite producto 7y, tal como se ve en la siguiente gréfica:
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F(cod(f))
Tcod(f
Tf
limy F — [Lconj) £) _C> [ tetiom) £ (cod(f))
d
Tdom(f) s
F(dom(f)) ) F(cod(f))

Figura 4.13: Componentes de limites en Set.

Ahora bien, lo anterior nos muestra cémo todos los limites para diagramas dentro de la
categoria Set pueden expresarse como el limite igualador de dos productos y con esto junto
con el Teorema B0 se tendrian dos formas de en que esta categoria es completa. Ahora es
de interés también estudiar la forma en que se pueden construir todos los colimites dentro
de esta categoria.

En primera instancia se definird como es el comportamiento entre funtores y limites
en diagramas.

Definicién 4.2.1. Para toda clase de diagramas K : J — C y para un funtor F' : C — D,
se dice que F'

1. Preserva limites: Si, para cualquier diagrama K : J — C y un cono limite sobre
K, la imagen de este cono define un cono limite sobre el diagrama composicion
FoK:J—D.

2. Refleja limites: Sitodo cono sobre un diagrama K : J — C para el que su imagen
mediante F' es un cono limite para el diagrama composicion F o K : J — D es un
cono limite para K.

3. Crea limites: Si siempre que la composicion F'o K : J — D tiene un limite en D,
hay un cono limite sobre F'o K que puede alzarse a un cono limite sobre K, ademds,
el funtor F refleja los limites en la clase de diagramas.

Es aiin mas importante el comprender cémo la definicién puede dualizarse para de-
scribir lo que significa el que un funtor preserve, refleje y cree colimites®
Se considera la siguiente proposicién.

Proposiciéon 4.2.1. S7 F : C — D crea limites para una clase particular de diagramas en
C y D tiene los limites de esos diagramas, entonces C tiene los limites de esos diagramas
y F los preserva.

Demostracion. Sea K : C — D un diagrama en la clase. Sea ademas p: D = F o K un
limite en D. Dado que F' crea los limites, entonces existe un cono limite A : C =— K en
C para el que su imagen mediante F' es isomorfo a p. Esto dice que C tiene estos limites,
en otras palabras, el funtor refleja los limites.

*La definicién. B2 puede también generalizarse para otros comportamientos que afectan a los fun-
tores, como en la Proposiciéon EOIAE se ve como los funtores preservan isomorfismos.
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Ahora, para analizar si F' preserva los limites, se considera un cono limite \' : ¢/ = K
por la Proposicién B3, los conos A y A son isomorfos en C. Entonces por la definicién
B2 y al ser F' un funtor este preserva isomorfismos.

De esta manera F(\') : F(C') = F o K y la imagen mediante F' de A\ : C = K,
que ya se habia visto previamente que era isomorfo a p : D = F o K, son isomorfas.
Finalmente, con lo anterior se tiene que la imagen de X' : ¢’ = K mediante F es un
limite en D. Con lo que se concluye que F' preserva limites. O

Teorema 4.3. Para cualquier diagrama F :J — C cuyo limite existe en C, donde esta
categoria es localmente pequena, hay un isomorfismo natural

C(X,limyF) =2 1imC(X, F )
Este isomorfismo natural expresa la propiedad universal de representabilidad del limite.

Demostracion. Se fijard un diagrama pequeiio F' : J — C en una categoria localmente
pequena y un objeto X de C. Se considera la composicién de funtores

C(X,—)oF:J— C— Set,
de la siguiente mannera
C(X,F ):J— Set

Esto es un diagrama en la categoria Set. Debido a que la categoria Set es completa entonces
el diagrama C(X, F' ) admite un limite.
Ahora, un elemento en el conjunto lim;C(X, F' ) es un elemento del limite producto

[1;es C(X, F(5)),

esto es, una tupla de morfismos ()\i, )\j,F(f)), donde (N : X — F(j))jes donde tiene
que cumplirse que el siguiente diagrama conmute

X
O
F(j)WF(i)

Con lo anterior se ve que, un elemento de lim;(X, F' ) es precisamente un cono sobre
F con cima X. Entonces con esto se cumple el isomorfismo

lim;C(X, F' ) = Conos(X, F).

Falta por ver que este isomorfismo es natural en X. Dados X, Y un par de objetos en
Cy dado h: X — Y un morfismo en C, se construye el diagrama de la transformacién
natural como sigue

C Set
X
X lim;(X, F ) Conos(X, F')
h| limy(h,F ) O Conos(h, f)
Y limy(Y, F ) Conos(Y, F)



4.4. LIMITES Y COLIMITES EN LA CATEGORIA Set 71

Hay que mostrar en primer lugar que la aplicacién limyC(_, F_) cumple con ser un
funtor. Para los objetos se tiene que, siendo Y un objeto en C este es enviado por el funtor
al objeto lim;C(Y, F') donde sus elementos tienen la forma que sigue

(WY — F(j) ey

ahora, el morfismo h es enviado al morfismo lim; C(h, F') definido como sigue

limyC(h, F) (1) = (pj o h: X — F(j)) ¢,

Ahora se verd que la aplicacion esta bien definida. La coleccién de transformaciones
naturales (u; : Y — F(j)),c, estd condicionada a satisfacer la condicién de que. para
cada f:j — k en J. el siguiente diagrama conmuta

Y
N
F(j) ) F(k)

Ahora se verd que (pjoh: X — F(j));c, también es un elemento de limyC(X, F" ).
Sea f:j — k un morfismo en la categoria J puede construirse el siguiente diagrama

X
h
Y
X
F(j) ) F(k)

F(f)o(u/ oh)=(F(f)ou’)oh (Por transitividad)
=uFoh.

Puede notarse que

Con lo anterior, se tiene que limj;C(_, F'_) estd bien definido.

Ahora hay que probar que la aplicacién lim;C(_, F'_) es en efecto un funtor, para esto
se comprobara que preserva la identidad y la composicién.

Preserva la identidad: Sea idY : Y — Y el morfismo identidad para Y en C. A
continuacién se vera como se comporta el funtor al aplicarsele este funtor queda tal que,
lim;C(idY, F) = p? 0id¥ : Y — F(j), en el siguiente diagrama se puede ver como es el
cono resultante
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Y
idY
Y
N
F(j F(k
(4) ) (k)

limyC(id", F) (u) = (1’ : Y — F(5))
= lim,y C(Y, F)
_ jQlimCF) (),

Con lo que se llega a que

por lo tanto se tiene que el funtor preserva la identidad.
Preserva la composicion: Sean h : X — Y y g : Y — Z morfismos en C. En
primera instancia la siguiente grafica muestra el funtor de la composicién lim;C(goh, F') (1)

X
goh
Z
N
F(j) ) F(k)

limyC(g o h, F) (n) = pjo(goh): X — F(j)

Con lo anterior puede deducirse que

Por otra parte puede evidenciarse que existe una transformaciéon natural (77 : Y — F(j)
que cumple que 7 = (u? o g) obteniendo asi que:

lim;C(h, F') o lim;C(g, F') (1) = limyC(h, F) ()
=mloh: X — F(J).

Con lo que se comprueba que la asignacién preserva la composicion, y finalmente esta es
un funtor.
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Ahora, se verd que en efecto el diagrama que representa la transformacién natural o
conmuta. Tomando un elemento en el funtor lim;C(Y, F'_), esto es, (uj : Y — F(j))
se tiene entonces que

jel

a® olimyC(h, F) (n) = () o b : X — Fj)jey
= Conos(h, f)oa¥ (n).
Lo cual comprueba finalmente que el isomorfismo es una transformaciéon natural.
Ahora, como el limite de F se define como un objeto que representa el funtor Conos(__, F),
esto es, un objeto denotado limF, para el que C(_,lim F) = Conos(_, F'), con lo que se

concluye finalmente que
C(X,lim, F) = limC(X, F_).

Esto concluye la demostracion del teorema. O
Lema 4.3.1. Un funtor fiel y pleno refleja limites y colimites.

Demostracion. Sea F': C — D un funtor fiel y pleno. Sea K: J — C un diagrama. Sea
A : X = K un cono sobre C de forma que F(\) es un cono limite en la categoria D.
Asumimos que existe otro cono « en C de forma que F'(k) es un cono en D, de esta manera
por la propiedad universal de F'(\) en D se tiene que existe un tinico morfismo

d: F(k) — F()\).

Ahora bien, como el funtor F es fiel, se cumple que existe un tnico morfismo f : kK — A
en C tal que F(f) = d, con esto se tiene que A tiene la propiedad universal de ser también
un cono limite en C. Con esto se concluye que el funtor F' refleja limites.

La demostraciéon para colimites es analoga. O

Proposicion 4.3.1. Sea C una categoria localmente pequena, los funtores representables
covariantes F' : C — Set preservan limites que existen en C y los envian a limites en Set.

Demostracion. Sea X un objeto en C. El Teorema dice que la imagen bajo C(X, —)
de un limite de un diagrama F': J — C es un limite en Set del funtor composicién

C(X,—)oF:J— Set.

Ademas, el funtor C(X, —) preserva las piernas del cono limite porque, por construccion, el
isomorfismo natural del Teorema B=3 conmuta con las aplicaciones naturales del producto.

limC(X,F_) = Conos(X,F) = C(X,limyF)

HjeJ C(X, Fj)

Esto concluye la demostracién. O

Una segunda interpretacion del Teorema B=3, nos dice que el funtor de representacién
contravariante C(—,limF’) asociado al limite, cuando se considera como un objeto de la
categoria Set®™, es el limite del diagrama compuesto

GoF:J—C—sSet”

los objetos de esta composicién son funtores representables C(—, F'(j)). Esto lleva a con-
cluir que, el embebimiento de Yoneda G : C —s Set®” preserva todos los limites.
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Teorema 4.4. Sea C un categoria localmente pequena, para esta se cumple que:

1. Los funtores representables covariantes C(X, —) preservan todos los limites que exis-
ten en C.

2. El embebimiento de Yoneda G : C —» Set®”" preserva y refleja limites.

Fl siguiente teorema funciona como un dual para el Teorema B=3, en este caso relacio-
nando el funtor de representacién

Teorema 4.5. Para cualquier diagrama F : J — C cuyos colimites existen, hay un
isomorfismo
C(colimy F, X) = limjop C(F_, X)

Demostracion. Dualizando la forma de construir el funtor representable para limites a
partir de lo visto en el Teorema B=3, puede obtenerse el funtor de representaciéon para
colimites. Sea F' : J — C un funtor y X un objeto en C, ademéds del funtor C(—, X) :
C°P — Set puede considerarse el funtor de composiciéon

C(F_,X):JP — Set.

Debido al Teorema BTl se tiene que existen los limites para la categoria Set y el Teorema
B2 da la estructura para construir estos limites. Un elemento en limjopr C(F__, X)) es un
elemento del producto

[T cF6),x).

jedop

Los elementos dentro del producto son una familia de morfismos (M : F(j) — X)je;
sujeto a la condicién de que para cada morfismo f : j — k en J hace que el siguiente
diagrama conmute

F

F(j) /) F(k)
N

X

Aqui se ve que precisamente un elemento de limjop C(F__X) es un cono bajo el diagrama
F con base X. Con lo que se concluye que

limjop C(F_, X)) = Conos(F, X) = C(colimy, X).
Esto concluye la demostracién. O
El teorema B puede encontrar su dual en el siguiente:

Teorema 4.6. Sea C un categoria localmente pequena, para esta se cumple que:

1. Los funtores representables contravariantes C(—, X)) lleva colimites en C a limites en
Set.

2. El embebimiento de Yoneda G : C°° — Set® preserva y refleja limites.
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Un ultimo enunciado importantes antes de llegar a mostrar el Teorema B=4, dice que
una categorfa de funtores CP “hereda” los limites y colimites que esten en la categoria C.

Proposicion 4.6.1. Si D es una categoria pequeria, entonces el functor de olvido U :
CP — COPID) creq estrictamente todos los limites y colimites que existen en C. Estos
limites se definen por objetos, esto es, que para cada D € D, el functor evp : C® — C
preserva todos los limites y colimites existentes en C.

Demostracion. Asumiendo que la categoria de funtores COPI(P) eg isomorfo al producto
Obj(D)—indexado de la categoria C consigo misma visto como la categoria producto
(Definicién 201d). Ahora bien, los productos categoriales definen a su vez productos
como limites.

HDEObj(D) cP

!
TD P

CD A CD’

A partir de la propiedad universal de los productos un diagrama F' : J — HObj(S) C

es realmente una familia Obj(S)—indexada de diagramas (F D.J— C) dado que

DeObjD’
COPID) g5 isomorfa al producto, cada uno de los limites de ambos coincide.

En particular evP : COPIP) 5 C preserva todos los limites.

Una forma alternativa de analizar el hecho de que el funtor evp : C® — C, preserva
los limites y colimites se puede dar con un razonamiento grafic. Partiendo del siguiente

diagrama conmutativo

CD L CObj(D) ; HObj(D) C

D
evp T

C

donde 7p es la proyeccién D-ésima del producto en la categoria C. Un diagrama
GP:.J)— HDEij(D) tiene limites si todos los diagramas (FD ) — C)DeObj(D)’ tienen
limites y estos cumplen con

lim,GP = H lim, FP.
DeObj(D)

En particular se tiene que la proyeccién 7 preserva los limites.

Asi se tiene que para un diagrama F' : J — C, tal que U o F tiene un cono limite,
éste es enviado a traves de la composicién de los funtores de la parte superior de la grafica
anterior. Por la conmutatividad de esta grafica se tiene entonces que, este limite tambien
se conserva al ser enviado por el funtor evp.

Ahora, para mostrar que U : CP — COM(D) crea todos los limites, debemos mostrar
que para cualquier diagrama F : J — CP la familia Obj(D)-indexada de objetos limF(5)(D)
extiende a un funtor en D evaluado en C, donde las propiedades universales del limite es



76 CAPITULO 4. LIMITES Y COLIMITES CATEGORIALES

usado para definir el comportamiento del funtor en un morfismo f : A — B en D. Con
lo anterior se tiene el funtor F' : J — CPhace el siguiente diagrama conmutativo.

lim, F(5)(A) lim F'(5)(B)
I (A) 7/ (B)
F(j)(A) ) F(j)(B)
Esto concluye la demostracion. O

A partir de los teoremas previos se llega a otro resultado importante, donde, al igual
que para los limites puede generalizarse la construccion de los colimites para verlos como
una relacién entre coigualadores y coproductos.

Teorema 4.7. El colimite de todo diagrama pequeno F :J — C se puede expresar como
el coigualador de un par de morfimos entre coproductos, tal como sigue

C
[;coniy F(dom(f)) 7 Tsenomy F'(f) — colimy F
d

Demostracion. Considerando el diagrama F' : J — C y partiendo de la grafica dual de la
vista en la Figura B713

F(dom(f))
Ldom(f
Ly
limy F <—— [1;conj) £0) ; [ fettom(y) F'(dom(f))
d
Lcod(f)T Ly
F(cod F(dom
(cod(f)) ) (dom(f))

Figura 4.14: Componentes de colimites en Set.

La componente de d en un morfismo f en J es la inclusion tqom(s), mientras que la
componente de ¢ en un morfismo f en J se define como la composicién de F(f) con la
incluion teoq(y)-

Ahora, por la hipétesis en C, el coigualador de ¢ y d existe en C. Se busca llegar a
que el objeto define un colimite en C. Gracias al segundo apartado del Teorema B4 el
embebimiento contravariante de Yoneda G : C°° — Set® envia el diagrama de coigualador
del anterior diagrama al diagrama del igualador en Set©
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C (F(dom(f)), X)

C(W C e, X)
C(c, X)

C(C’ X) C (HjEObj(J) F(j))X) c (d X) C (erHom(J) F(dom(f)),X)
C(Lcod(f),X)Jl C(Trf,X)
C(F(cod(f)), X) CED)X) C (F(dom(f)), X)

Ahora, por el primer apartado del Teorema B se cumple que, para los funtores con-
travariantes en el diagrama anterior, los limites son enviados a limites tal como se ve en
el siguiente diagrama isomorfo

C (F(cod(f)), X)

Teod(f) 7
CC, X) —— HjeObj(JOP) C(F(5),X) ; erHom(Jop) C (F(cod(f)), X)
Wdom(f)l ﬂ'f,X
C (F(dom(f)), X) — )X C (F(cod(f)), X)

Figura 4.15: Diagrama de componentes de Limites.

Cuando X estd fijo la Proposicion 61 nos afirma que el funtor evaluacion
evy . Set¢ — Set,

donde podria verse este funtor como la flecha que conecta el funtor de representacién y el
del producto,
evx : C(—, X) — HjeObj(JOp) C(F(), X),

lo anterior hace que la Figura 13 defina un diagrama de igualador en Set.

Por el Teorema =2 aplicado al funtor C(F__, X) : J°P — Set, puede verse en el dia-
grama de la Figura B3 como el diagrama cuyo igualador que define el limite limjop C(F'__, X).
Entonces se tiene el isomorfismo

hmJopC(F_, X) = C(C, X)

para cada objeto X en C. Estos isomorfismos, estan definidos de forma que para cada
objeto X en C, se juntan en un isomorofismo en SetOPI(©) para el que nuevamente puede
aplicarse la Proposicion 61 con el funtor de olvido

U : Set® — SetObj(C),

para llegar a que C(C,—) es limite del diagrama J°P-indexado de funtores covariantes
C(C,—). Ahora, el Teorema B3 dice que que el coigualador de C es el colimite del diagrama
F:J—C. O
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Finalmente con esto se llega al otro gran resultado del presente trabajo, el cual es
consecuencia directa del teorema previo.

Corolario 4.7.1. La categoria Set es cocompleta.

Demostracion. En consecuencia del teorema anterior y del hecho de que la categoria Set
tiene coproductos y coigualadores, se tiene que todos los colimites pueden construirse a
partir de estos dos colimites. O
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Conclusiones

Para concluir el presente trabajo, vale la pena destacar cémo se logré el objetivo
planteado inicialmente, que era hacer un recorrido en un area del conocimiento tan ab-
stracto como lo es la Teoria de Categorias. Partiendo de una adecuada construcciéon de
las bases necesarias para la comprension del lector que plantee iniciarse en esta teoria.
Los ejemplos y sobre todo las graficas que reflejan los comportamientos de los elementos
explorados ayudan a facilitar esta comprension. Valdria la pena mencionar lo importante
de la libreria tikzcd de IATEX para poder realizar todas las graficas necesarias de forma
sencilla y visualmente agradable.

Puede afirmarse que se logré también introducir de manera adecuada las bases nece-
sarias para la construccion de los limites y colimites categoriales. Se comprende céomo,
a partir del capitulo B, el seguimiento del trabajo puede tornarse mas complicado para
un lector poco avezado en el area, por lo cual, se hace mas importante el uso de las gra-
ficas que reflejen claramente las ideas de lo que se esta construyendo; y como dificultad
en la realizacion del presente trabajo, que vale que quede como reflexién, queda el hecho
de la suma importancia del cuidado a la hora de la construcciéon de ciertos funtores y
transformaciones naturales.

Se destaca la importancia que tuvo para la segunda seccién el concepto de funtor
representable que se desprende del funtor de representacién que se da en la seccién intro-
ductoria, con este se pudo construir el primer resultado interesante del trabajo, el Lema de
Yoneda, el cual da pie a las propiedades universales. Este ultimo siendo base fundamental
para el concepto de los limites.

Como reflexién final, en el presente trabajo no solo se estudié de manera totalmente
abstracta el concepto de los limites y colimites, sino que en primer lugar, se mostré una
serie de ejemplos en la categoria Set (producto, suma amalgamada, igualador, y sus duales)
para finalmente comprobar como, para la categoria de conjuntos Set, es posible hallar todos
los limites. con esto se llega afirmar como esta categoria es completa; para estos casos
de limites en conjuntos se usé el texto Vidal [2010]. Ademés de lo anterior, se llega a
evidenciar como cualquier limite en la categoria de conjuntos puede expresarse como un
igualador entre dos productos. A partir de esto ultimo también se llegb a analizar como se
crean estos limites para ciertos funtores, con el fin de dualizar el resultado de la completitud
de Set, para poder a afirmar que esta categoria es cocompleta, es decir, que admite todos
los colimites y estos pueden expresarse como el coigualador de dos coproductos.

El trabajo fue una exploracién interesante a la teoria de categorias, sin embargo, hay
otras formas de ahondar en esta teoria por ejemplo, explorando la relacién de dos categorias
como el caso de la geometria algebraica, tambien puede hacerse una exploracién mas
completa del comportamiento de limites y colimites en categorias como la topoldgica,

79
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anillos o grupos, aunque no se haya estudiado en este trabajo, existen diversos textos que
el lector puede explorar donde se ahondan conceptos para diversas categorias por ejemplo
en Vidal [2000] y también en Riehl [2074] se ven ademas ejemplos de limites para entre
otras categorias, Top y también como esta es completa.
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