DISTRIBUCIONES MULTIDIMENSIONALES DE
PROBABILIDAD

Funcion de distribucion ( conjunta ) de un vector aleatorio
Funcion de cuantia ( conjunta) de vectores aleatorios discretos
Funcion de densidad (conjunta) de vectores aleatorios continuos
Distribuciones marginales
Distribuciones condicionadas
Independencia estocastica entre variables aleatorias
Esperanza y operador esperanza en distribuciones multidimensionales
Indicadores :
ESPERANZA, VARIANZA,COVARIANZA Y CORRELACION,
VECTOR DE MEDIAS, MATRIZ DE VARIANZAS,REGRESION

Notacion matricial.transformaciones lineales.

Operador esperanza

Operador varianza
Otros resultados

FUNCION DE DISTRIBUCION CONJUNTA DE UN VECTOR
ALEATORIO

* En vectores aleatorios discretos y continuos:
F(xy) =P(X<x,Y <y)=P[(XY) € ]-0 x] x]-0 y] ]
F(X1, X2 ,...,Xn) = P (X1 < X1, Xoc Xo,..., Xn < X)) =
=P[ (X1 Xz, Xp) € 1-00, Xq] x ]-00, Xg] X ...x 00, Xq]]
Propiedades
1-0<F(xy) <1

0 <F(X1, X200, Xn) <1
2.- F(o0 ,0)=1

F(o0 0 ,...,0)=1
3.- F(-0 ,y)=0;; F(X,-0 )=0
F(-0,X2,....Xn) = 0;; F(Xg, -0 ,....Xn )= 0;; F(X1, X2,..., -0 )=0

4.- Essiempre No decreciente paratodasy cada unade las componentes
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5.- Es siempre continua por la derecha : graficamente

mi J:u;_r; J'Hmfm""'"#m R,

Hf.'!ﬂt.m,tm T Irm-n
R ;ﬁﬁ}ﬁ?ﬁ?ﬁg}?ﬁ:

FUNCION DE CUANTIA CONJUNTA de vectores aleatorios discretos
P(x,y) = P(X=x,Y=Yy)
P (Xl, X2 ,...,Xn) =P (Xl = X1, X2: X2,..1y Xn = Xn)

Propiedades

1.- Fix,y) = XZ ; PLX.T

Pl x.,n)= > > 0 > PXELX,,. LX)

.X|£?f| X-;S?f-z .Z:‘S?f
2-P(x,y) =0

P (X1, X2 geeesXpn ) = 0

ZZP(xy)-l
Zz ZP(;:I %, %) =1

LETIE Y

Asi su representacion seria:

Rl
05

)

0z

Rk

0,00

J.Lejarza & |.Lejarza


http://www.pdfmachine.com?cl

FUNCION DE DENSIDAD CONJUNTA de vectores aleatorios continuos

I

&
Flx, %, .,x,)

Jlxy)= [F(x,5)]

L

" aa )]
thy oo oy,

Propiedades
1.- f(x,y) > 0
f(Xl, X24ge0eq Xn) >0

2.- xo
Fayy= [ [ f(xy)drdy

—w -

F(xl,xg,...,xxj=‘ll‘ ‘Ii‘l‘ Flaxg, o ox)de drydx,

3.-
Flx ¥idedy=1

—_

T

-

1
=}

w

J

- -

Jlm. %y, o dnde. dr, =1

—_—
—

g
g

Su representacion seria

R RSNV
R

RN
i
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DISTRIBUCIONES MARGINALES DE PROBABILIDAD

CASO DISCRETO:

BIDIMENSIONAL MULTIDIMENSIONAL

R =S Py B =S >3 Pla.x.x,)
Wy

TEy TH T,

B =D P(x,y) Blx) =2 > > Pla,xg..x,)

"i"?fl L

Blx) =D >0 Pla,xenx,)

TE T
CASO CONTINUO:

BIDIMENSIONAL MULTIDIMENSIONAL

Ji(x) =I Flxy)dy Sz = I I I Flx g, %y )dxy,....dx

w "Ry WXy WK,

fglgy:l=j Flx ) dx Falxy) = I II Flxx, x)dx, . dx

LEME A

DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS

CASO DISCRETO: BIDIMENSIONAL

XIY (XiY=y) Pxi¥=y)-= P;;y;)
1]

VIX (YIX=x) PylX=x)= P;?Ei,,;)
0

CASO CONTINUO : BIDIMENSIONAL

XY flxly) - fﬁ;:;:'

YIX  flyix - fﬁx‘;)

J.Lejarza & |.Lejarza


../hipestat original/hip3/base/descriptiva/tablas.htm
../hipestat original/hip3/base/variable aleatoria/vdiscreta.htm
../hipestat original/hip3/base/variable aleatoria/vcontinua.htm
../hipestat original/hip3/base/probabilidad/condicionada.htm
../hipestat original/hip3/base/variable aleatoria/vdiscreta.htm
../hipestat original/hip3/base/variable aleatoria/vcontinua.htm
http://www.pdfmachine.com?cl

INDEPENDENCIA ESTOCASTICA

Dosvariables aleatorias X e Y se dice que son estocasticamente independientes cuando
las distribuciones condicionadas y las marginales coinciden :

Laindependencia estocastica puede caracterizarse de una forma mas operativa como :
X e Y son independientes < P(x,y)= P(x) P(y), en e caso discreto,

o bien, X e Y son independientes < f(x,y)=f(x) f(y) , en el caso continuo

ESPERANZA MATEMATICA EN DISTRIBUCIONES n-DIMENSIONALES.

Dado un vector aeatorio n-dimensional (v.a. n-dimensiona), X1,X»,...,X, y dada una
funcion cualquiera g(X1,X2,...,Xn) llamaremos esperanza matematica de g(Xi,X2,...,Xp)
alaexpresion:

E[g(Xl,Xz,...,Xn)] =

L) L= L=

_I I ..J‘g(xl,xj,...,xx)f(xl,xg,...,xx]l drdxn,  dx,

- -

Caso continuo

:Z 2 2 9(X1,X2,-+-,Xn).P(X1,X2,...,Xn) caso discreto

Si lafuncion g( ) no es completa ( no afecta a todas las variables ) la expresion del
operador solo dependera de las variables afectadas. Asi por ejemplo:

E[Xl] guedaria tan s6lo como la esperanza tomada sobre la distribucion marginal:

caso continuo

E[Xl]: } x Al dx

caso discreto

E[Xl] — Z X1P1(X1)
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INDICADORES FUNDAMENTALES DE UNA DISTRIBUCION
n-DIMENSIONAL

Al igual que ocurria en el caso de distribuciones de frecuencias los indicadores
fundamentales de la distribucion son unicamente los que se pueden obtener a partir de
las distribuciones marginales unidimensionales ( media, varianza, etc.) y de cada par de
variables (covarianzay coeficiente de correlacion).

COVARIANZA Y CORRELACION,
VECTOR DE MEDIAS,

MATRIZ DE VARIANZAS,
REGRESION

COVARIANZA Y CORRELACION ENTRE VARIABLES ALEATORIAS

Lacovarianza entredosv.a. X eY se define como:

O = E[(x-10(y-1y)] = E[x.y] - sy
siendo E[x.y] € momento ordinario mixto de orden 1,1 ( ouy.1):

Eyl= [ [ 2 () dxdy

Caso continuo

E[xy]:z Z xy P(xy) caso discreto

La covarianza nos informa de la covariacion conjunta de las dos variables,
anilogamente a como ocurria en el caso de distribuciones de frecuencias.S6lo hay que
considerar aqui que la covariacion hay que entenderla en términos de probabilidad y no
de frecuencia: una covariacion positiva seria el que a valores altos de una de la variables
le corresponden "con mayor probabilidad” valores atos de la otra y a valores bajos
valores bajos.(Una covariacion negativa , inversamente).

Al igual también que en el caso de las distribuciones de frecuencias puede obtenerse un
indicador de la correlacion. ( covariacion estandarizada, relativizada y que permite la
comparacion al estar acotada):

. . e )
Se define, entonces e coeficiente de correlacion como: p =p x= id

TpTy
Indicador que viene atener al mismo sentido que en las distribuciones de
frecuencias y que igualmente esta acotado entre -1y 1.
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Si dos variables a eatorias son estocasticamente independientes su coeficiente de
correlacion ( 'y su covarianza es cero).

Sin embargo € resultado reciproco no es necesariamente cierto (dos variables
Incorrel acionadas no tienen porqué ser independientes, por lo general)

VECTOR DE MEDIAS ( centro de gravedad) de unadistribucion de
probabilidad

vector de medias:Es € vector columna formado por las medias de las distribuciones
marginales univariantes:

H

M= Fa

Fa

MATRIZ DE VARIANZA (DEVARIANZASY COVARIANZAS; DE
COVARIANZAS O DE MOMENTOS) Y DE CORRELACION

matriz de varianzas:Es |lamatriz nx n formada por las varianzas y covarianzas:

2
1 Tz Uiy

2

g a

21 2

I =

3
':r?el ':rﬂ ':r?e

matriz de correlacion:Es lamatriz nx n formada por |os coeficientes de correlacion:

1oy o on

'D?el 'D:ﬂ : 1

REGRESION DE VARIABLES ALEATORIAS

Al igual que en estadistica descriptiva se puede concebir la regresion como un
procedimiento de expresar una variable como funcion de otra u otras.

Analogamente a como ocurria alli:
Laregresion Y/X en sentido estricto se define como: E[Y/X]

Laregresion X/Y en sentido estricto se define como: E[X/Y]
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y laregresion en sentido estricto puede gjustarse a algunafuncion analitica. En € caso
lineal (y por el método de minimos cuadrados ) resulta que:

regresion lineal Y/X: Y*=py+ (p/62(X-1)
regresion lineal X/Y : X*=p,+ (p/Gzy(y'My))
ESPERANZA DE UN VECTOR .Linedidad

El operador esperanza puede extenderse para que actiie sobre un vector aleatorio, sin
mas que considerar que |a esperanza de un vector es el vector formado por las
esperanzas. x

De estamanera: dado €l vector adleatorio ¥ = %2

A

Eix)
. _ B(x)
laesperanza del vector vendra dada por: E(X) =
E(x,)
PROPIEDADES:

Si serealiza unatransformacion lineal del vector X de manera que el nuevo vector
aleatorio k-dimensiona Z sea:

Z=AX+Db
donde dyp - dp &
A= L S T b _ by
g g - Ay by,

entonces E[Z]= A E[X]+b :

LA ESPERANZA DE UNA TRANSFORMACION LINEAL DE UN VECTOR
ALEATORIO ES LA TRANSFORMACION LINEAL DE LA ESPERANZA DEL
VECTOR

VARIANZA DE UN VECTOR . OPERADOR VARIANZA

El operador varianza puede generalizarse para aplicarse sobre un vector aleatorio de
forma que se podra definir como:

vx) = E | x-ExX) X-Ex) ']
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El resultado de aplicar el operador a un vector aeatorio es, obviamente lamatriz de
varianzas-covarianzas.

PROPIEDADES:

Si seredliza unatransformacion lineal del vector X de manera que el nuevo vector
aleatorio k-dimensional Z sea:

Z=AX+b
gy @ o dp &y
donde: A - @ay gy . gy b- By
gy ga - A by,

RESULTADOS COMPLEMENTARIOS IMPORTANTES:

1)Dada dos 0 mas variables aleatorias independientes si las sumamos obtendremos una
nueva variable aeatoria cuya F.G.M.(F.C.) sera el producto de las F.G.M. (F.C) de las
variables originales.

2) Distribuciones reproductivas por adicion .

Un modelo de probabilidad ( distribucion-tipo de probabilidad) univariante se dice que
es reproductivo por adicion o que verifica el teorema de adicion cuando se cumple la
propiedad siguiente:

Dadas dos 0 mas variables aleatorias que tengan por distribucion ese modelo de
probabilidad y que sean (todas) independientes, la suma de ellas es una nueva variable
aleatoria que tiene ese mismo modelo de probabilidad y cuyos parametros son la suma
de los parametros

M odel os que cumplen la reproductividad aditiva (Teoremade adicion):

BINOMIAL ( para € parametro n ): la suma de dos o mas variables binomiales
Independientes es una binomial de parametro n la suma de los parametros n .

POISSON (para e parametro A ): la suma de dos 0 mas variables de poisson
independientes es una variable de poisson con parametro A , la suma de |os parametros
A

NORMAL ( paralamediay la VARIANZA): la suma de dos 0 mas variables normales
independientes es una variable normal con media la suma de las medias y con varianza
la suma de |as varianzas ( con D.Tipica la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de
las desviaciones tipicas).

Todas estas reproductividades pueden probarse facilmente utilizando el resultado 1) y
teniendo en cuenta el efecto caracterizador delaF.G.M (odelaF.C.)
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3) PROPIEDAD FUNDAMENTAL (TEOREMA FUNDAMENTAL) DE LAS
DISTRIBUCIONES NORMALES."Una combinacion lineal cualquiera de variables
normales independientes es también normal y tendra por media la misma combinacion
lineal de las medias y por varianzala combinacion , con los coeficientes al cuadrado, de
las varianzas. En caso de no ser independientes tendriamos que si

x= N[,ux;ax] e y:N[uy;ay] cono, yp,, conocidos

tendriamos que Z = Ax +By seria:

z—> N[Ayx + B,uy;\/ 02 + Bzayz -24Bo,, J o bien:

z— N[Ayx +B,uy;\/A20-f +BZO-f ~24Bp, o, 0, }

gemplo:
El ratio comercia A se distribuye segiin una N[12,4] um. Y el ratio B como otra
normal de media 10 y varianza 25 , Entre ambos ratios existe una correlacion de 0,8 .

Segun estudios realizados el mejor indicador econdmico que debemos utilizar es uno tal
cuya estructura es R=5A+2B+1.

a)Calcular la probabilidad de que dicho ratio R tome €l valor 83 .

b)Calcular |a probabilidad de que R tome vaores superiores a 84 .

a) A—> N[124] ¥y B N[10,5] siendo 0 =038

R=5A+2B+1 combinacion lineal de normales no independientes luego

2 2 2 2
R_;,N[j.ﬂl+2ﬂ3+];1/5 .JA+2 -JB+2'5'2"'{?;.1' Jgigﬂj]

R serd Normal luego 7 — N(B 1 22,75) asi podremos calcular
probabilidades para R

P(R=83)=imposible6 0 ; R esunadistribucion normal , por tanto continua , luego los
valores concretos no existen por 1o que esimposible calcular la probabilidad para un
valor concreto.

84 —81
2276

b) P(R>84) =P[f, > ;1) - P[: > ] = P> 0,132)=1- F(0,132)= 04

10
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