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Capitulo 1

Experimento,
Probabilidad y Medida

1.1 Experimento, espacio muestral y c-algebra
de sucesos

Supongamos que estamos llevando a cabo un experimento bajo
ciertas condiciones que conducen a una serie de posibles resultados.
Al conjunto formado por todos estos resultados posibles lo llamare-
mos espacio muestral, ), y a un subconjunto de €2, que cumpla
determinadas propiedades que mas tarde detallaremos, suceso. Si el
resultado elemental w del experimento pertenece al suceso A diremos
que A se ha producido o ha tenido lugar.

Ejemplo 1.1 (Numero aleatorio uniforme en el intervalo unitario).
Un experimento algo irreal que todos conocemos consiste en producir
un valor en el intervalo unitario (0,1] de modo que sea uniforme sobre
el mismo, esto es, que el punto no tenga no tenga preferencia de unos
subintervalos frente a otros. Si repetimos un gran nimero de veces el
experimento obtendremos un conjunto de puntos distribuidos homogé-
neamente sobre el intervalo. Es evidente que no estamos hablando de
un experimento concreto. Existen muchos experimentos posibles que
admiten una descripcion como la dada.

En lo que sigue pretendemos dar una definicién formal de qué es
un experimento y trataremos de obtener informacién sobre los mismos
que no sea evidente a partir de la mera observaciéon de una o varias
repeticiones de los experimentos.

Dado un experimento raramente el observador tiene interés en to-
dos los posibles sucesos. Es mas habitual estar interesado en unos
ciertos sucesos. En el ejemplo anterior parece natural plantearse si
el nimero aleatorio pertenece a cada uno de los posibles subinterva-
los del intervalo unitario antes que, por ejemplo, si la parte entera
de veinte veces su valor es divisible por dos. Denotemos por 7 a esa
familia de sucesos interesantes.

También es razonable el siguiente hecho: si nos interesa conocer si
se produce un cierto suceso A, es logico plantearse el hecho de que no
se produzca A, es decir, A°. Si tenemos interés en dos sucesos A y B
es razonable considerar si se produce A y B, AN B, y si se produce A
oB, AUB.
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Las operaciones légicas entre sucesos nos obligan a ampliar nues-
tra familia de sucesos T a una familia que sea estable frente a las
operaciones conjuntistas de complementacion, unién e interseccion.

Definicién 1.1 (o-dlgebra de sucesos). Sea A una familia de subcon-
juntos de Q. A es una o-dlgebra de sucesos si:

1. Qe A
2. Si Ae A entonces A° € A.
3. Si{Ap}tn>1 C A entonces Up>14, € A.

A partir de la definicién es inmediato que si {A,},>1 C A en-
tonces Np>14, = [Un>145]° € A. Ademds si se dan las dos primeras
condiciones de la definicién entonces el conjunto vacio estd en A por
lo que para Aq,..., A, € AU A = U A UDUD...e Ay
NP A = [UP, A5]¢. Resumiendo: una o-dlgebra es estable para la
union e interseccién de una cantidad finita de elementos de la misma.
Exigir la estabilidad frente a uniones e intersecciones de solo un ni-
mero finito de elementos de A nos conduce a una teoria excesivamente
limitada.

En lo que sigue las familias de sucesos con las que vamos a trabajar
supondremos que son o-algebras. A los elementos de una o-algebra los
llamaremos conjuntos medibles.

Partiendo de nuestros sucesos interesantes 7, jcudl es la menor
familia de subconjuntos de €2 tal que es o-algebra y contiene a 77

Definicién 1.2 (o-dlgebra generada). Dada T, una familia de sub-
conjuntos de Q definimos la o-dlgebra generada por T, o(T), como la
interseccion de todas las o-dlgebras que contienen a T .

o(T) es o-élgebra, contiene a T y cualquier otra o-dlgebra que
contenga a 7 también contiene a o(7).

Ejemplo 1.2 (Numero aleatorio uniforme). Si T = {(a,b] con a,b €
(0,1} entonces o(T) = B((0,1]) recibe el nombre de o-dlgebra de
Borel o tribu de Borel en el intervalo unitario.

Ejemplo 1.3 (Namero aleatorio real y o-algebra de Borel R). Si
suponemos que nuestro experimento tiene como posibles resultados los
nimeros reales (no necesariamente en (0,1]) y consideramos T =
{(a,b] con a,b € R} entonces o(T) = B(R) o simplemente B si
sobreentendemos el espacio muestral. B es la o-dlgebra de Borel en la
recta real. Es fdacil comprobar que:

B =o((—00,a] con a € R) = o((b,+00) con b € R).

Ademds, B((0,1]) = BN(0,1] = {B C (0,1] : B € B siendo BN(0,1] =
{BN(0,1] con B € B}.

(Q,A), par formado por un espacio muestral, , y una o-dlgebra
de sucesos en 2, A, lo denominaremos espacio medible.

1.2 Medida de probabilidad

Volvamos sobre el experimento consistente en obtener un ntimero
aleatorio uniforme en el intervalo unitario. Hasta ahora conocemos:



1.2. MEDIDA DE PROBABILIDAD 3

e Los resultados que puede producir: el espacio muestral (0,1].

e« Hemos decidido qué cosas queremos conocer del experimento: si
cada suceso de la o-dlgebra tiene lugar o no.

Responder de una forma categérica a lo anterior es demasiado ambi-
cioso. Es imposible predecir en cada realizacion del experimento si el
resultado va a estar o no en cada conjunto medible. En Probabilidad
la pregunta se formula del siguiente modo: ;qué posibilidad hay de
que tenga lugar cada uno de los conjuntos medibles? Nos falta pues
un tercer elemento que nos proporcione esa informacién: Una funcion
de conjunto P, es decir, una funciéon definida sobre la o-dlgebra y
que a cada suceso le asocie un valor numérico que exprese la mayor
o menor probabilidad o posibilidad de producirse cuando se realiza
el experimento. Esta funcién de conjunto se conoce como medida de
probabilidad.

Fue A.N.Kolmogorov en 1933 quien propuso la siguiente definicién
generalmente aceptada.

Definicién 1.3 (Medida de probabilidad). P funcidn de conjunto
definida sobre la o-dlgebra A es una medida de probabilidad si:

1. (No negativa) P(A) > 0 para todo A € A.
2. (La probabilidad del espacio muestral es uno) P(2) = 1.

3. (Numerablemente aditiva o o aditiva) Si {A,}n>1 €s una suce-
sion de sucesos disjuntos de A entonces

P(Un>14,) = > P(An).

n>1

A la terna (€2, A, P) la llamaremos espacio de probabilidad. Un
espacio de probabilidad es una descripcién del experimento que nos
informa de cudl es el conjunto de posibles resultados del experimento,
€, de los sucesos cuya realizacién nos interesa, los conjuntos medibles
A, y nos permite cuantificar la incertidumbre de que se produzcan los
sucesos que nos interesan, la medida de probabilidad P.

Ejemplo 1.4 (Espacio de probabilidad discreto). Supongamos un
espacio muestral, ), numerable y como o-dlgebra la familia forma-
da por todos los posibles subconjuntos de ). Sea f una funcion no
negativa definida sobre Q0 y wverificando: )’ .o f(w) = 1; entonces
P(A) =3 ca f(w) nos define una medida de probabilidad. Todas las
propiedades dadas en la anterior definicion son inmediatas salvo la
tercera que es una consecuencia del teorema de Dirichlet (Billingsley,
pdgina 571).

Dado un entero positivo n y p € [0,1] un espacio de probabilidad
binomial con estos pardmetros es aquel con Q@ = {0,...,n} y p(w) =
(&)pe (L =p)=e.

Dado un real estrictamente positivo, A, un espacio de probabilidad

Poisson es aquel con Q = Z, (enteros no negativos) y p(w) = e_’\%.

Ejemplo 1.5 (Medida de probabilidad discreta). Si el espacio me-
dible, (2, A), es arbitrario pero la medida de probabilidad P verifica
que existe un subconjunto numerable de Q, {witr>1, Y una sucesion
de valores no negativos, {pytr>1, tal que: P(A) =3_ , Pk entonces
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se dice que nuestra medida de probabilidad es discreta. Sea (R, B) y
consideremos wy, =k para k =0,...,n ypr = ( ) F(1—p)n=F. Tene-
mos una medida de probabilidad dzscreta binomial. Analogamente lo
hariamos en el caso de Poisson.

De la definicién de medida de probabilidad se deducen algunas
propiedades de la misma que son muy ttiles.

La probabilidad del vacio es cero: Q = QUOUPU...y por o
aditividad, P(Q) = P(Q) + >_,~; P(0) de modo que: P(#) =0

Es finitamente aditiva: Si A;,..., A, son elementos disjuntos
de A aplicando la o aditividad y la propiedad anterior tendremos:

n

P(UPAi) = P(UL A UDU .. = > P(A).

En particular para A € A: P(A°) =1—P(A).

Es monétona Si A,B € A, A C B entonces P(A) < P(B). No-
temos que P(B) = P(A) +P(B — A).

Probabilidad de una unién cualquiera de conjuntos medi-
bles: Si A4,...,A, € A entonces

P(UiL1Ai) =

ZH:P(Ai) - ZP(AZv NA)+ ...+ (=1)"T"P(AN...NA,).

i<j
Para n = 2 es cierto pues por ser la probabilidad finitamente aditiva:
P(Al U Ag) + P(Al N Ag) = P(Al) + P(AQ)

El caso general se prueba por inducciéon.

Subaditividad: Dados Ay, ..., A, conjuntos medibles no es in-
mediato qué relaciéon existe entre la probabilidad de la unién de los
A; v la probabilidad de cada uno de ellos. Es la siguiente:

P(ULA) <Y P(A).

Veamos su prueba: sean By = 41y B; = A, — (U iilA ;) para i =
2,...,n. Los B; son disjuntos y Uj;B; = U}, A;. Por la aditividad
finita y la monotonia de P se tiene

P(UL, A;) = P(UL

Il
i-
)

n
<> P(A).
i=1
Dada una sucesién de conjuntos medibles, {A4,,},>1, con una prueba

analoga se sigue:
(Un>14,) <) P(A

n>1

Continuidad de la medida de probabilidad: Sea {4,},>1
una sucesién de conjuntos medibles y A otro conjunto medible tal
que: A, C Ap41 para todo ny Up>14, = A; en lo que sigue esto
lo denotaremos A, T A (A, es una sucesién creciente de conjuntos
convergente a A). Es cierto que si 4,, T A entonces P(A4,) es una
sucesién creciente convergente a P(A): P(Ay,) T P(A) (continuidad
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desde abajo); ya que si definimos la sucesién de conjuntos medibles:
B,=A4, — ?:11/11 A, — A, 1 paran>1y By = A; entonces:

P(A) = P(Un>145) = P(Up>1By) ZP

n>1

lim ZP(Bj):nngP(uylej): lim P(A,).

n—-+4oo

Diremos que {4, },>1 es una sucesiéon decreciente de sucesos al
suceso A, A, | A, si A 1 A°. También es cierta la siguiente afirma-
cién: si A, | A entonces P(A,) | P(A) (continuidad desde arriba).
Su prueba es consecuencia de la continuidad desde abajo y de que
P(B¢) =1— P(B) para todo B de A.

1.3 Medida

Supongamos un conjunto 2 formado por N elementos (N > 1),
Q = {w1,...,wn}, y consideremos como conjunto medible cualquier
subconjunto de Q. Sea p(A) el cardinal de A, es decir, el ntimero de
elementos de A. Es inmediato que la funcién de conjunto p verifica
que es no negativa y o aditiva as{ como que u() = 0. Sin embargo,
no es una medida de probabilidad puesto que u(Q) = N.

Definicién 1.4 (Medida). Dado un espacio medible, (Q, A), una fun-
cion de conjunto p sobre A es una medida si:

1. (No negativa) 1(A) > 0 para todo A € A.
2. (El vacio mide cero) u(0) = 0.

3. (Numerablemente aditiva o o aditiva) Si {A,}n>1 es una suce-
sion de sucesos disjuntos de A entonces:

(Un>145) Zu

n>1

La terna (€, A, 1) recibe el nombre de espacio de medida. Si
#(2) es un numero finito diremos que la medida es finita (las de
probabilidad lo son). La medida anterior, conocida como medida de
conteo, es finita porque € lo es.

Supongamos que 2 es un conjunto infinito numerable: Q = {wy, }n>1;
como conjuntos medibles seguimos considerando cualquier posible sub-
conjunto de Q y u la medida de conteo. En este caso la medida de 2
es infinita y por lo tanto la medida de conteo no es finita. Observemos
que las propiedades de la medida dependen tanto de su definicién
como del espacio medible sobre el que estd definida. No obstante,
Q= Up>1{wn} v p({wn}) = 1 que es un valor finito. En definitiva
que nuestro espacio de medida es tal que podemos recubrir {2 con una
coleccién numerable de conjuntos medibles cada uno con medida fini-
ta. Esta propiedad es de una gran trascendencia cuando estudiamos
medidas que no son de probabilidad.

Definicién 1.5 (Medida o finita). El espacio de medida, (Q2, A, 1),
se dice o finito o que p es una medida o finita sobre (0, A) si existe
una sucesion {A,}n>1 de elementos de A tal que p(A4,) < +oo y
UnZlAn =Q.
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Las mismas pruebas que hemos utilizado para medidas de pro-
babilidad son validas para probar que una medida cualquiera, u, es
monoétona, numerablemente subaditiva y continua desde abajo. Tam-
bién es casi continua desde arriba, concretamente, si A, decrece a
A entonces p(A,) decrece a u(A) siempre que exista un ng tal que
1(An,) < 0.

1.4 Extension de medidas

Volvamos al experimento consistente en generar un nimero aleato-
rio uniforme en el intervalo unitario (0, 1]. Los posibles resultados los
conocemos. También hemos fijado cudles son nuestros sucesos intere-
santes, saber si el punto aleatorio estd o no en cada uno de los subin-
tervalos de (0, 1]. Por razones de conveniencia matemédtica trabajar
con estos sucesos es excesivamente limitado y hemos de considerar la
o-dlgebra de Borel. Falta el tercer elemento del espacio de probabili-
dad: cuando hablamos de ntimero aleatorio uniforme, ja qué medida
de probabilidad P nos estamos refiriendo? Obviamente sabemos que
P((0,1]) =1y para un intervalo (a, b] parece razonable que su proba-
bilidad dependa exclusivamente de su tama no y no de su posicién den-
tro de (0, 1]. Concretamente, P((a,b]) = P((a + ¢,b+ ¢]) siempre que
ambos intervalos estén contenidos en el intervalo unitario. Mas ade-
lante veremos formalmente algo que es intuitivo: P((a,b]) = k(b — a)
con k una constante positiva, es decir, la probabilidad de que el pun-
to aleatorio esté en un intervalo es proporcional a su longitud. Pero
P((0,1]) = 1 de donde k = 1. En definitiva, el modelo uniforme razo-
nable seria aquel en el que la probabilidad de que el punto aleatorio
pertenezca a un subintervalo cualquiera viene dada por la longitud
del mismo. No todo estd hecho. Hemos de definir la medida de proba-
bilidad sobre toda la tribu de Borel. ;Cudl es la probabilidad de que
el punto aleatorio esté en un boreliano A cualquiera? Parece natural
definirla como la longitud de A, A(A4). No es trivial la cuestién. Medir
la longitud de un intervalo (a, ] es sencillo, b — a, la diferencia de sus
extremos. Si consideramos la unién de un ndmero finito de interva-
los disjuntos, U, (a;, b;], puesto que A ha de ser finitamente aditiva

=
hemos de definir

n n

MU (ai b)) = Y M@ bi]) = D (s — as);

i=1 i=1

ademads es facil comprobar que esta segunda definicién es correcta (si
Uil (ai, bi] = UJLy(cj, d;] entonces 357 (b — ai) = 3272, (dj — ;).
Pero en la tribu de Borel existen conjuntos que no son intervalos o
uniones de intervalos, jcémo definir la longitud en estos casos?. El
objeto de este tema es responder las dos preguntas siguientes:

1. (Existe una medida de probabilidad sobre ((0, 1], B(0,1]) que a
los intervalos les asigne la diferencia entre sus extremos?

2. (Es tnica?

Una respuesta afirmativa nos permitird hablar de la longitud de los
subconjuntos de Borel de (0,1] o con mayor precisién de su medida de
Lebesgue.
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El intervalo unitario es un subconjunto de la recta real. Parece
bastante artificioso definir la longitud solamente sobre dicho inter-
valo. También veremos en este tema que los mismos resultados que
responden afirmativamente las preguntas anteriores nos van a permitir
afirmar la existencia de una tnica funcién de conjunto sobre (R, B),
N, tal que M (a,b] = b— a para a y b en R: la medida de Lebesgue
sobre la recta real. La siguiente pregunta es obvia: jcoinciden ambas
funciones de conjunto sobre los borelianos del intervalo unitario?

Los resultados que vamos a tratar en este tema podriamos enun-
ciarlos y probarlos para medidas de probabilidad. Es una limitacién
innecesaria. Salvo algun detalle menor las pruebas para medidas son
las mismas y la generalidad que obtenemos la utilizaremos mas ade-
lante.

En los ejemplos antes comentados tenemos dos elementos comunes:

1. Una familia sencilla de conjuntos medibles que genera toda la
o-dlgebra de interés y sobre la cual es facil definir la medida (los
intervalos).

2. Una funcién de conjunto sobre esa familia verificando unas cier-
tas propiedades que la hacen candidata a poderla extender a
una medida sobre la o-algebra.

La familia de conjuntos no puede ser una cualquiera.

Definicién 1.6 (Semianillo). Una clase de subconjuntos de A es un
semianillo si verifica:

1. DeA;
2. 8i A,B € A entonces ANB € A;

3. A,B e Ay A C B, entonces ezisten Cy,...,Cy en A y disjuntos
tales que B — A = Up_,C}.

Es facil comprobar que los subintervalos del intervalo unitario o
de R son semianillos. Otro ejemplo importante de semianillo es el
formado por los conjuntos de la forma:

d
H(ai,bi] con a;,b; € R,

i=1

a los que llamaremos rectangulos de R<.

1.4.1 Medida exterior

Partimos de una funcién de conjunto, u, definida sobre un semi-
anillo Ay, verificando las siguientes condiciones: toma valores no ne-
gativos, en el vacio vale cero, es finitamente aditiva y numerablemente
subaditiva. Una medida verifica también estas propiedades.

(,Coémo podemos extender la funcién p a la o-algebra engendrada
a partir de Ay de modo que dicha extensién sea una medida?

Empecemos definiendo la posible extensién sobre cualquier posible
subconjunto del espacio muestral 2.

pH(A) =inf > p(An) (1.1)
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donde el infimo anterior se toma sobre todas las sucesiones finitas
o numerables de conjuntos A, de Aj tales que A C U, A,. Cuando
no exista ningin recubrimiento como el descrito el infimo anterior
suponemos que vale +o0.

La idea es simple: para medir el conjunto A elegimos buenos re-
cubrimientos {A,}, es decir, recubrimientos tales que no hay mucho
solapamiento entre los conjuntos y que recubran préacticamente solo
al conjunto A. Asignamos al conjunto A la suma de los valores p(A,,).
Estamos midiendo desde el exterior al conjunto A. pu* definida como
ecuacion 1.1 recibe el nombre de medida exterior de A.

Supongamos por un momento que u es una medida finita sobre
(Q, A). Entonces verificaria la siguiente igualdad: p(A¢) = u(Q) —
wu(A). Si pretendemos medir desde el interior el conjunto A, teniendo
en cuenta este ultimo comentario parece natural definir la medida
interior de A como:

1(A) = () — p* (A9). (1.2)

En principio las medidas interior y exterior de un conjunto cualquiera
no tienen porqué coincidir. Parece razonable considerar aquellos con-
juntos donde ambos valores coinciden. Si A es uno de esos conjuntos
verificard la igualdad:

1 (A) + i (A°) = (). (13)

Vamos a exigir la condicién anterior no solamente para todo el espacio
muestral sino para cualquier subconjunto de dicho espacio.

Definicién 1.7. Un subconjunto A diremos que es medible respecto
wosi
W(ANE) + i (A° N E) = 1" (E) (1.4)

para todo subconjunto E de Q. Denotamos por M(u*) la familia de
los conjuntos medibles respecto de y*.

M (u*) son aquellos conjuntos suficientemente suaves sobre los
cuales la funcién p* tiene algunas propiedades de una medida.

Teorema 1.1. S7 p* la definimos como en ecuacion 1.1 entonces
M(p*) es una o-dlgebra y p* definida sobre M(u*) es una medida.

Previo a la prueba del teorema necesitamos el siguiente resultado.
Proposicion 1.1. u* verifica:

1. p*(0) =0.

2. (No negativa) p*(A) > 0 para cualquier A C Q.

3. (Mondétona) Si A C B implica pu*(A) < u*(B).

4. (Numerablemente subaditiva) p*(U,Ayn) < >, ¥ (4,).

Prueba. Solo necesita prueba la ltima propiedad: dado € > 0, para
cada n existe un cubrimiento { A, }m>1 de A4, verificando

« €
(AR + 5 = ) i Anm)-
m>1
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{Anm}n,m>1 constituyen un cubrimiento numerable de U,,;>1 A, y por
lo tanto:

B (Unz1An) € 303 alAun) < 3 (0 (Au)+57) = e+ D' (4

n>1m>1 n>1 n>1

Lo anterior es cierto para cualquier e positivo de modo que p*(Up>14,,) <
D ons1 W (An). O

En lo que sigue, siempre que utilicemos p*, solamente necesitare-
mos que verifique las propiedades que aparecen recogidas en la anterior
proposicién. Notemos que por ser p* numerablemente subaditiva un
conjunto A pertenece a M (p*) siy solo si:

(AN E) + 1 (A° N E) < ()
para cualquier subconjunto E de €. Ya podemos probar el teorema.
Demostracion del teorema 1.1

M(p*) es una o algebra.

o Es facil comprobar que 2 € M(u*) y la estabilidad de
M(u*) frente a la complementacion.

o M(u*) es estable frente a uniones finitas: si A, B € M(u*)
y E C Q entonces
p*(E)=p (BNE)+p" (B°NE) =
p(ANBNE)+u* (A°NBNE)+p*(ANB°NE)+
pw(A°NB°NE) > (AUBNE)+ p* ((AUB)°NE)
por lo que AU B € M(p*). Por induccién se completa la
prueba.

o M(u*) es estable bajo uniones numerables disjuntas: sea
{An}n>1 € M(p*) donde los A, son disjuntos. Veamos
que Up>14, € M(p*).

Empezamos probando la siguiente igualdad:

siECQ p (ENUL Ay) =Y p'(ENA,).  (15)

La igualdad es inmediata para m = 1. La suponemos cier-
ta para m y vamos a probarlo para m + 1. Notemos que
ur_ A, € M(p*) por lo que

u*(E n Um+1A ) _
pH(ENUMEA, NUT_ AL + 5 (ENUTHE A, 0 (U7 A,)6) =
L (ENnupL )+M(EﬂAm+1)

uMs

Tenemos probada la ecuacién 1.5. Vamos a particionar F
utilizando U)"_; A,

pr(B) = pr(ENULL An) 4+ (B0 (UL, An)°) =

Zu (BN A+ 1 (B0 (U A,)°) >

n=

D (ENAL) + p (BN (Un>14,)%).
n=1
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Tomando m — 400 se sigue:

pHE) > Y (ENA)+p (BN (Upz14,)°)

n>1

> p(EN (UnZIAn)) +u (BN (UnZIAn)c)

Es decir, Up>1 4, € M(un*).
e Es estable bajo uniones numerables cualesquiera.
Sea {A,}n>1 C M(p*). Definimos By = A; y B, =
A, — (U2 A;) para n > 1. Pero M(u*) es estable bajo la
complementacién y uniones finitas por lo que B,, € M(u*)
para todo n. Ademds U,>1 4, = Up,>1B, € M(p*) ya que
los B,, son disjuntos.
p* definida sobre M(p*) es una medida.

Si tenemos en cuenta los dos primeros apartados de la proposi-
cién anterior solo tenemos que ocuparnos de la ¢ aditividad de

*

wr.

o p* es finitamente aditiva: si A, B € M(u*) disjuntos en-
tonces:

p(AUB) = p* (AN(AUB)) 4" (A“N(AUB)) = p*(A)+p*(B)

y por induccién completamos la prueba.

o p* es o aditiva: si {A,}n>1 C M(p*) disjuntos entonces
ZN*(An) =p (U Ay) < p*(Up>1Ay) paratodom > 1.
n=1

En consecuencia: ), <, p*(4,) < p*(Up>14,) y por subadi-
tividad de p* se completa la prueba.]
1.4.2 Teorema de extensién de Caratheodory
Nuestro resultado de extension basico es el siguiente teorema.

Teorema 1.2 (Un teorema de extension). Sea p una funcion de con-
junto definida sobre el semianillo Ay verificando:

1. u(A) € [0, +00] para A € Ay;
2. u(0) =0;
3. u es finitamente aditiva;
4. 1 es numerablemente subaditiva
entonces existe una medida sobre o(Ap) que coincide con 1 sobre Ag.

Prueba. Necesitamos, como resultado previo, comprobar que pu es

mondétona. Si A, B € Ay, A C B, entonces existen Cj,...,C,, dis-

juntos tales que B — A = U}_,C;. Por ser p finitamente aditiva

w(B) = pu(A) + >0, 1(Cs) > u(A) ya que p es no negativa.
Definamos p* sobre los subconjuntos de €2 como:

pr(A) =inf > p(Ay)

n>1
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siendo {4, }»>1 un cubrimiento de A mediante elementos de Ag. Por
el teorema anterior (Q, M(u*), u*) es un espacio de medida.

Ao estd contenido en M(p*): sea A € Ay y E C €; queremos
probar que p*(E) > p*(ANE)+p*(A°NE). Si p*(E) = 400 es inme-
diato. Para E tal que p*(F) es finito y € > 0 tomamos un cubrimiento
{Antn>1 C Ag de E tal que: Y, o, u(A,) < p*(E) + €. Ay es semi-
anillo por lo que B, = ANA, € Agy A°NA, = A, — B, = U Cpi,
siendo Cpi con k = 1,...,m, elementos disjuntos de Ay. Ademas
ANE CUp>1B, y AN E CUp>1 Uy Crg. Se tiene:

WANE) + (AN B) < Y u(Ba) + 305 i(Cos) =
n>1 n>1k=1
S ((Ba) + S (O = 3 i(An) < 1" (B) + ¢
k=1

n>1 n>1

y esto es cierto para cualquier € positivo. En definitiva A € M(u*).

@ coincide con p sobre Ag:si A, A, € Apg con A C Up>14, ya
que suponemos g numerablemente subaditiva y hemos probado que p
es monotona se sigue que

p(A) <D (AN A) <D u(An)

n>1 n>1

de donde p(A) < p*(A). La desigualdad contraria es inmediata.

El remate final: Ay C M(u*) pero M(u*) por el teorema anterior
es una o algebra de modo que o(Ag) C M(p*). p* es una medida
sobre M(p*) por lo que seguird siendo medida sobre o(A), o-dlgebra
incluida en M (pu*). Ademds esta medida p* coincide con p sobre Ag.[]

O

Ejemplo 1.6 (En la recta existe al menos una longitud). Estamos
en R con su o-dlgebra de Borel. Nada mds fdcil que definir by (a,b] =
b—a. Ao = {(a,b] con a,b € R} es un semianillo. ;N\ wverifica
las condiciones del teorema? Comprobar las tres primeras condiciones
es trivial. La cuarta lo parece pero mo lo es. En el tema siguiente
lo veremos. Una prueba simple puede verse en Billingsley, pdgina 24.
Por el teorema anterior sabemos que existe al menos una medida sobre
(R, B) verificando que coincide con N sobre Ajg.

Si suponemos que estamos en ((0,1],B(0,1]) lo dicho sigue siendo
vdlido y al menos existe una medida en este espacio medible que sobre
los intervalos nos da su longitud.

sSon tdnicas estas medidas?

1.4.3 Unicidad de la extensiéon: Teorema de Dyn-
kin

Enunciado de un modo simple en esta seccién nos ocupamos del
siguiente problema: si tenemos dos medidas, p y v, sobre un mismo
espacio medible, (2,.4) pretendemos determinar qué condiciones han
de verificar estas medidas y sobre qué subfamilia de conjuntos de A (lo
mas sencilla posible en el sentido de que contenga pocos sucesos y las
condiciones que intervengan en su definicién sean féciles de verificar)
han de coincidir i y v para tener asegurada la igualdad de p y v sobre
toda la o-algebra A. Por el teorema de extensién que hemos propuesto
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en la seccién anterior parece que esa familia en donde coinciden p y v
debiera de ser al menos un semianillo. Vamos a ver que es suficiente
con que sea un m sistema.

Definiciéon 1.8. 7 es un w sistema si:
A, B e T implica ANBeT

Una respuesta suficiente al problema planteado es la siguiente:

Teorema 1.3 (Teorema de unicidad). Sean p y v medidas sobre o(T)
donde T es un w sistema verificando que:

1. p y v coinciden sobre T;

2. pyv son o finitas sobre T, es decir, existen {Ap}n>1 C T con
Un>14n = Q y u(A,) = v(4,) < +oo para todo n

entonces p y v coinciden sobre o(T).

Para probar el teorema necesitamos definir un nuevo concepto, A
sistema, y un resultado conocido como teorema m — A de Dynkin.

Definicién 1.9 (A sistema). Una clase de conjuntos L se dice que es
un A sistema si:

1. QelLl.
2. St A€ L, entonces A € L.
3. Si {An}n>1 C L disjuntos, entonces Up,>14, € L.

El siguiente resultado es esencial en la prueba de muchos resultados
de probabilidad incluyendo el anterior teorema.

Teorema 1.4 (Teorema w — A de Dynkin). Si T es un 7 sistema y
L es un A sistema tales que T C L entonces o(T) C L.

La demostraciéon del resultado puede encontrarse en Billingsley,
pagina 37.

Demostracion del teorema de unicidad
Sea B € T verificando u(B) = v(B) < +00 y consideremos:

L(B)={A€a(T),n(ANB) =v(AN B)}.

Sin dificultad se comprueba que £(B) es un \ sistema; pero 7 C L(B
lo que implica o(7T) C L£(B). En resumen: si B € T con u(B) =
v(B) < 400 entonces u(ANB) = v(AN B) para cualquier A de o(T).

1y v son o finitas sobre 7 de modo que existird una sucesion
{Bn}n>1 de elementos de T tales que Up>1B, = Q vy u(B,) =
v(B,) < 4+o00. Si A € o(T) entonces

H((U2y By) N A) = p(Ul, (B, N A)) =

iu(BmA)— > wBiNBNA)+...
i=1

1<i<j<n

La dltima igualdad la probamos para medidas de probabilidad pero es
igualmente valida para medidas cualesquiera siempre que la medida
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de los conjuntos sea finita. La misma cadena de igualdades la podemos
escribir cambiando p por v.

T es un = sistema de modo que B; N Bj, B; N Bj N By, ... son
elementos de 7 de medida finita y, por lo visto anteriormente: p(B; N
B;NA) =v(BiNnBjNnA), u(B,NB;NB,NA) =v(B;NB; N
BN A),.... Haciendo tender n a 400 se sigue (U B;)N A1 A de
donde p((U_;B;) N A) 1 1(A) (lo mismo para v) y en consecuencia
w(A) =v(A).O

Ejemplo 1.7. Estamos en el espacio medible (R, B). Sabiamos de la
existencia de al menos una funcidn de conjunto X' tal que N ((a,b]) =
b — a. sCudntas N existen? Ay = {(a,b] con a,b € R} es un «
sistema que engendra B. Si X' es una medida sobre (R,B) tal que
XN'((a,b]) =b—a = N((a,b]) entonces por el teorema de unicidad N
y X' han de ser iguales.

Consideremos el espacio medible ((0,1],B((0,1])). En este espacio
también podemos probar la existencia de al menos una medida que a
los intervalos asocie su longitud. Por el mismo razonamiento que aca-
bamos de utilizar esta medida es tunica. Pero B((0,1]) ={A € B, AC
(0,1]} de modo que X' estd definida sobre B((0,1]). ;Coinciden X y N’
sobre B((0,1]) 2 Es inmediato que si. Esta dnica medida es la formali-
zacion matemdtica del concepto intuitivo de longitud y se la denomina
medida de Lebesgue en R o unidimensional y la denotaremos por A.

1.5 Ejercicios

1. Si T es una familia de sucesos; comprobar que o(7) es la o-
algebra mas pequena que contiene a 7.

2. Demostrar que B = o((—00,a] con a € R) = o((b,+00) con b €

3. Prueba las siguientes igualdades B((0,1]) = BN (0,1] = {B €
B: B cC (0,1]} siendo BN (0,1] ={BnN(0,1] con B € B}

4. (a) Demostrar que una funcién de conjunto que sea finitamente
aditiva y continua en el vacio (si A, | () entonces P(A,,) |
P(0) =0)) es o aditiva.

(b) Dar una definicién de medida de probabilidad en la que no
aparezca la condicién de o aditividad.

5. De acuerdo con la subaditividad finita de la probabilidad, en la
férmula de la inclusién-exclusién el primer sumando (la suma
de las probabilidades de los sucesos) constituye una cota supe-
rior de la probabilidad de la unién. Esta es la primera de una
serie de desigualdades de Bonferroni. La siguiente desigualdad
consiste en considerar los dos primeros sumandos (suma de las
probabilidades de los sucesos menos las probabilidades de las
intersecciones dos a dos) que constituye una cota inferior de la
probabilidad de la unién. Se pide:

(a) Probar que: P(U_ A;) > >0 P(A;) — >oicj P(AiNAj).

(b) Siguiendo con esto, demostrar que si anadimos el tercer
sumando de la férmula de la inclusién-exclusién, es decir,
>icjer P(A; N Aj N Ay), obtenemos una cota superior;



14CAPITULO 1. EXPERIMENTO, PROBABILIDAD Y MEDIDA

6.

10.

11.

12.

13.

14.

anadiendo el cuarto tendremos una cota inferior y asi su-
cesivamente.

Comprobar que si P es una medida de probabilidad sobre un
espacio medible, (2, .4), entonces no puede contener una familia
no numerable de conjuntos disjuntos con probabilidad estricta-
mente positiva.

Consideremos la siguiente funcién de conjunto definida sobre
el dlgebra, By, de la uniones finitas disjuntas de subintervalos
de (0,1]: P(A) = 1 si existe e > 0 tal que (3,2 +¢ C Ay
0 en otro caso. {Es P finitamente aditiva? ;Es una medida de
probabilidad?

. Dada una sucesién de sucesos {Ay },>1 definimos el limite infe-

rior de la sucesién como liminf, A, = U, Ng>n Ak y el limite
superior de la sucesién como limsup, 4, = N, Ug>n Ak. Una
sucesion de sucesos se dice convergente cuando coinciden su li-
mite inferior y su limite superior y a este conjunto se le llama
limite de la sucesién, lim,, A,. Se pide demostrar que:

(a) liminf, A, C limsup,, A,.

(b) liminf, A¢ = (limsup,, A,)°.
(¢) Si A, 1 A entonces lim, A,, = A.
(d

) Si A, ] A entonces lim, A, = A.

. Supongamos que P(limsup,, 4,) = 1y P(liminf, B,) = 1. Pro-

bar que P(limsup,, A, N B,) = 1. ;Qué sucede si la condicién
sobre los B,, es debilitada a que P(limsup,, B,,) = 17

La coincidencia de dos medidas de probabilidad sobre una clase
de conjuntos dada no siempre implica su coincidencia sobre toda
la o-algebra que engendra la clase. Encontrar un ejemplo que
pruebe la veracidad de esta afirmacién.

Suponemos que 4 es una medida sobre (R,B) finita sobre los
conjuntos acotados e invariante bajo traslaciones (u(A + z) =
u(A) para cualquier conjunto de Borel Ay x € R con A+ z =
{a +z : a € A}). Demostrar que p(A) = aA(A) para algin
a>0.

(©, A, P) es un espacio de probabilidad. Demostrar que:

(a) P*(A) =inf{P(B): AC B,B € A}.

(b) P.(A) =sup{P(C):C C A,C € A}.

(c) Demostrar que el infimo y el supremo siempre se alcanzan.
Sea Q= {(z,y) : 0<z,y<1}; A={{(z,y) iz € A,0<y <
1}; A€ B}y P(A) = A(A). Demostrar que:

(a) (2,.A,P) es un espacio de probabilidad.

(b) Si A={(z,y) : 0 <a<1,y=1} entonces P(A) =0y

P*(A) = 1.
Supongamos que la ecuacién P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C)
se verifica para conjuntos fijos B y C'y para todos los A de un

7 sistema A tal que Q@ = U, 4,, con {A,},>1 C A. Demostrar
que la ecuacién se verifica para todos los A de o(A).



Capitulo 2

Medidas de
Probabilidad en
Espacios Euclideos.
Funciones de
Distribucion

2.1 Espacio de Probabilidad sobre R

En el capitulo anterior hemos trabajado con espacios de probabi-
lidad abstractos (©2,.4,P). En este capitulo suponemos que nuestra
medida de probabilidad esta definida sobre R dotado con su corres-
pondiente o dlgebra de Borel, B. Nuestro espacio de probabilidad sera
pues (R, B,P). El interés de trabajar en R viene justificado porque en
muchas ocasiones el resultado de nuestro experimento es un valor real
y ademds porque, como veremos en el proximo capitulo, una variable
aleatoria nos permitird siempre trasladarnos de un espacio de proba-
bilidad abstracto a (R,B,P) en el que resulta mucho més cémodo
trabajar.

Una medida de probabilidad es un objeto matematico de una gran
complejidad. Por esta razén una de las cuestiones béasicas es definir
objetos mas simples que caractericen la medida de probabilidad: la
funciéon de distribucién de la medida de probabilidad es el primer
ejemplo.

2.1.1 Funcidon de distribucién asociada a P

A partir de la medida de probabilidad podemos definir sobre R
una funcién puntual mediante

F(z) = P((—o0,x]), Yz € R. (2.1)
Asi definida esta funcion tiene las siguientes propiedades:

Monotonia: De la monotonia de la medida se deduce facilmente que
F(z1) < F(x9) si x1 < zo.

15
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Continuidad por la derecha: Consideremos una sucesion z,, | z,
la correspondiente sucesién de intervalos verifica Ny, (—o0, z,] =
(=00, z], y por la continuidad desde arriba de P respecto del
paso al limite tendremos lim,, |, F(x,) = F(x).

Observemos por otra parte que (—oo, z] = {x}Ulim,,—, 1 o (—00, x—
%], lo que, al tomar probabilidades, conduce a

Fa)=P({r}) + lm_Flz—>)=P({})+ Fz-), (22)

A partir de 2.2 se sigue que F'(z) es continua en x siy solo si
P{z}) =0.
Valores limites: Si z,, T +00 0 z,, | —oco entonces (—oo0,z,] TRy
(—o0,x,) 4 0 y por lo tanto
F(+00) = lim F(x,)=1, F(—o0) = lim F(z,)=0.

TpTH00 Tpd—o00

Una funcién F' que verifica las tres propiedades anteriores recibe el
nombre de funcion de distribucidn de probabilidad (en lo que sigue
simplemente funcién de distribucién).

La funcién de distribucién asociada a una medida de probabili-
dad P constituye una descripcién de la misma. ;Es una descripcién
completa? ;Dos medidas de probabilidad P; y Po diferentes pueden
tener la misma funcion de distribucion asociada? No. Estas medidas
verificarian la siguiente igualdad:

Pr((=00,2]) = Pa((—00,2]),

para cualquier = real. Pero los intervalos {(—oo,z] : € R} constitu-
yen un 7 sistema que engendra la o dlgebra de Borel y aplicando el
teorema de unicidad del capitulo anterior se sigue que P; y P2 son la
misma medida. En resumen: si F' es una funcion real de variable real
para la cual sabemos que existe una medida de probabilidad que la
tiene por funcién de distribuciéon entonces dicha medida viene carac-
terizada por F. Queda una pregunta por responder: dada F', jcémo
podemos saber si existe una medida de probabilidad para la cual F
es su funcién de distribucion? El siguiente apartado se ocupa de dar
la respuesta a esta pregunta.

2.1.2 El problema inverso

A partir de una funcién de distribucién F, definimos sobre el se-
mianillo T de los intervalos acotados semiabiertos de R una funcién
de conjunto mediante

p((a,b]) = F(b) — F(a).

El teorema 1.2 del capitulo anterior seria de aplicacién a la hora de
extender p a la o dlgebra de Borel engendrada por 7T, extensién que,
dadas las caracteristicas de F', serd una medida de probabilidad. La
aplicacién del mencionado teorema requiere que nuestra u verifique
sus cuatro hipétesis, siendo las tres primeras de facil comprobacién y
requiriendo la cuarta, la subaditividad numerable, mayor atencién. Los
dos teoremas que siguen demuestran que p es no solamente subaditiva
sino ¢ aditiva.
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Teorema 2.1. Sil = (a,b] y I; = (a;,b;], i =1,...,n, son elementos
de T, entonces

1570 (L) < p(I) siUPyI; C I ylos I; son disjuntos,
2 wll) < X0, () si U L > 1, y
83 (L) = p(l) si I =UPI; ylos I; son disjuntos.

Prueba. Como el caso n = 1 es obvio supondremos en lo que sigue
que n > 1.

1. Suponiendo que a < a; < by < ay < ... < a, < b, < b,
podemos escribir

= S IFB) — Fla] + Y [Flasn) ~ F0)] 2

2. Sin pérdida de generalidad puede suponerse que los I; son un

cubrimiento minimal de I verificaAndose, si a1 < as < ... < an,
que a1 < a < by, ap < b < by y a1 < by < bipq para i =
1,2,...,n— 1. Tendremos entonces

u(I) = F(b) - Fla) <

= [F(b;) — F(a;)] = ZM(L')-

3. Es una consecuencia inmediata de los dos resultados anteriores.

O

El segundo teorema permite extender la aditividad a familias nu-
merables de intervalos disjuntos.

Teorema 2.2. Con la notacion anterior, silos I;, i > 1 son disjuntos
y se verifica I = U;>11;, entonces p(1) = 3,5, p(1;).

Prueba. Una primera desigualdad es inmediata a partir del teorema
anterior pues Uj_, I; C I, Vn, y de aqui )., u(L;) < p(1).

Para establecer la desigualdad contraria, sea € > 0 tal que a+€ < b,
entonces [a + €,b] Cla,b]. La continuidad por la derecha de F' nos
permite encontrar para cada i un b, tal que b; < by y u(I,) < pu(I;) +
€/2¢, con I, = (a;,b;]. Como [a + €,b] C U;s11;, por el teorema de
Heine-Borel la familia finita I;l,...,I;m cubrird a [a + €,b], y por el
apartado 2 del anterior teorema

plla+eb]) <3 p(l) < 3 pll) +e

La continuidad por la derecha de F' hace el resto para e cada vez mas
pequenio. O
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Es importante notar que en la demostracién de los dos teoremas
anteriores no hemos utilizado los valores limites de una funcién de
distribucién en —oo y +o0. Todo se mantiene valido quitando esa
propiedad salvo que la extensién que obtenemos sea una medida de
probabilidad. En particular, si tomamos F'(x) = z se tiene p((a,b]) =
b — a, es decir, la medida de Lebesgue de (a,b] y los dos teoremas
anteriores constituyen la prueba de que esta funciéon p verifica las
condiciones del teorema 1.2 y tiene pues sentido hablar de medida de
Lebesgue en R.

Por otra parte la unicidad de la extensién nos permite establecer
una correspondencia biunivoca entre la medida de probabilidad P,
definida sobre R, y su funcién de distribucién asociada.

2.2 Tipos de funciones de distribucién

Las peculiaridades de la medida de probabilidad quedan reflejadas
en la forma de la funcién de distribucién asociada. Hay dos situaciones
de especial interés que describimos a continuacion.

2.2.1 El caso discreto

Cuando P es discreta existe un conjunto D, llamado soporte de
P, D ={a; :i>1} con P({a;}) >0y P(D) = 1. En este caso su F’
asociada viene dada por

F(z)= Y P{ai}). (2.3)

a;<x

De acuerdo con esto, si a@;) vy a(i41) son dos valores consecutivos,
cualquier x tal que a) < & < agyy, F(z) es constante e igual a
F (a(i)) y por lo tanto continua. Por otra parte, como cada a; acumula
masa de probabilidad, la funcién es discontinua en cada uno de los
puntos de D con un salto cuyo valor es, de acuerdo con 2.2, F(a;) —
Flai-1)) = P({a}).

Se trata por lo tanto de una funcién escalonada, cuyos saltos se
producen en los puntos de D, y que denominaremos funcion de dis-
tribucion de probabilidad discreta.

A la medida de probabilidad discreta podemos asociarle una nueva
funcién puntual que nos serd de gran utilidad. La definimos para cada
x € R mediante

flx)= { P{a}), sie=a,

0, en el resto,

funcién que es conocida como funcion de cuantia o de probabilidad y
cuya relacién con la funciéon de distribucién es evidente a través de
2.2y 2.3.

Ejemplo 2.1. La distribucion de Poisson de pardmetro o es una de las
distribuciones de probabilidad discretas mds conocida. Se caracteriza
por que a los elementos de D = {0,1,2,3,...} les asigna la probabilidad

—a N

€ «

P({n}) =

)

n!



2.2. TIPOS DE FUNCIONES DE DISTRIBUCION 19

de manera que su funcion de distribucion viene dada, como es bien
sabido, por

—x N

2.2.2 El caso continuo

Si la medida de probabilidad definida sobre los borelianos de R es
tal que P({z}) = 0, Vx, de acuerdo con 2.2 la funcién de distribucién
asociada es continua y asi la designaremos.

Ejemplo 2.2. La distribucién uniforme en el intervalo [a,b] viene
dada para cada conjunto de Borel, A, por

AMAN]a,b
P(A) = W,donde A es la medida de Lebesgue.
—a
Su funcion de distribucion es de la forma,
0, r<a
Flz)=4¢ =4 a<z<b
1, x > b,

que es efectivamente continua en todo .

2.2.3 Densidad de probabilidad

En ocasiones existe una funciéon f, no negativa e integrable Riem-
man, verificando ffooo f(x)dx =1y tal que

P((a,b]) = / F(@)dz, (2.4)

para a y b reales cualesquiera. A esta funcién se la conoce como la
densidad de P. La medida de probabilidad P sobre toda la tribu de
Borel esta determinada por los valores de la ecuacién 2.4, es decir, por
la probabilidad de los intervalos y consecuentemente la medida de pro-
babilidad estd determinada por la funcién de densidad. Sin embargo,
por estética y por facilidad de manejo de las medidas de probabilidad
que verifican relaciones como la dada en la ecuacién 2.4 es conveniente
obtener alguna expresién directa que nos de la probabilidad de cual-
quier boreliano A en términos de la funcién de densidad. Observando
2.4, es de esperar que la probabilidad sea la integral sobre cada con-
junto medible de la densidad. Sin embargo, la integral de Riemann
solamente estd definida pra intervalos con extremos finitos o infini-
tos. Necesitamos un concepto de integral mas amplio. En el capitulo
siguiente trataremos esta cuestion.

(,Cémo es la funcién de distribucién de una medida de probabilidad
cuando existe una funciéon de densidad? A partir de 2.4 y por las
propiedades de la integral de Riemann,

) = [ " (2.5)

de donde F'(z) = f(z) si z es un punto de continuidad de f. Con
esta definicién de F' a partir de una densidad, F' es continua (es ficil
comprobar que P({z}) = 0,Vz). En realidad es mis que continua
como se deriva del siguiente resultado, cuya demostracién veremos en
el capitulo 8.
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Teorema 2.3. Si I viene definida por 2.5, F' es absolutamente con-
tinua, es decir, para cada € existe un ¢ tal que para cada familia finita

disjunta de intervalos [a;,b;],i =1,...,k
k k
Z |F'(b;) — F(a;)| <€ si Z(bl —a;) <0.
i=1 i=1

2.3 El caso k-dimensional

La generalizaciéon inmediata de (R, B, P) es la probabilizaciéon de
R¥ mediante el espacio de probabilidad (R, B*, P), donde B¥ es la
correspondiente o algebra de Borel que puede venir engendrada, entre

( k
otros, por los rectangulos (a,b] = [[;_;(ai, b;], con a = (a1,...,ax),

b= (b1,...,bg) y —00 < a; <b; <—+oc.

e La funcion de distribucién asociada a la medida de probabilidad
en R* se define para cada punto = = (21, ..., ;) mediante

k
F(Q?) = F(xl’ s 7xk) = 7)<S$> = P(H(_CX%J;Z‘Dv

i=1

donde S, denominado regidn suroeste, es igual a Hle(foo, x4].
Esta funcién posee propiedades analogas a las del caso unidimen-
sional.
1. Es monétona creciente para cada componente.
2. Continuidad conjunta por la derecha. Si z(") | z,
entonces F(z(™) | F(z),
3. limeiT—i-oc F(zl, ‘e ,xk) =1 y limﬂri¢—oo F(xl, . ,xk) =
0.
4. Si para a; < b;, Ag,p, representa el operador diferencia,
actuando de la forma
Aai,bqu(x17 Tt :I:k) =
= F(xl,...7xi_1,bi,...,xk) — F(xl,. ..,xi_l,ai,...,xk),

sucesivas aplicaciones del mismo conducen a
AG,bF(x) = Aahbl’ ] Aak»bkF(xh s vxk) = P((av b])v

y siendo la probabilidad mayor o igual que cero, la siguiente
desigualdad es siempre cierta,

Aa_’bF(ZL') Z 0,
Va,b € R*, con a; < b;.

e Podemos, como hicimos antes en R, proceder a la inversa. Si
tenemos una funcién F verificando las propiedades anteriores,

la definicién
P((a,b]) = AgpF (),

permite obtener sobre la ¢ 4lgebra B* una medida de probabi-
lidad que es ademads unica. La demostracion de este resultado
puede ser objeto de un ejercicio complementario de practicas.
En cualquier caso, buenas exposiciones del mismo pueden con-
sultarse en los textos de Billingsley y Shiryayev.
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e Por ultimo, como en el caso unidimensional, una segunda fun-

cién puede asociarse a la medida de probabilidad,

a) En el caso discreto se trata de la funcion de cuantia o pro-
babilidad y su valor en cada punto de RF viene dado por

[ PHaDY}), six=(x1,...,21) =a?
Fan, o) = { 0, en el resto,
donde los a?, i € N, son los elementos del soporte de P.

b) En ocasiones existe una funcién f, la funcién de densidad de
P, tal que

be by
P((a,b})z/ flze, ..., xg)dzy ... dag.

1

En particular,

F(x):P(Sz):/jk [ Flta,. - te)dty . dty.

2.4 Ejercicios

1.

Demostrar que una funcién de distribucién tiene a lo sumo una
cantidad numerable de puntos de discontinuidad.

. Sean Fy y Fy funciones de distribucién en R y sea F(x1,x2) =

Fy(x1)Fa(z2). Demostrar que F' es una funcién de distribu-
cién en R2. Sean P, P; v P» las medidas de probabilidad co-
rrespondientes a F, Fy y Fb. Demostrar que P(A; x Ag) =
P1(A1)P2(Az) para conjuntos de Borel arbitrarios Ay y As.

. Si F es una funcién de distribucién en R* entonces verifica que

Ay pF > 0 para a < b puntos de RE. Esta propiedad para k = 1
supone simplemente que F' es monénota creciente. Parece natu-
ral esperar que si k > 1 se verifiquen las siguiente afirmaciones:

(a) Si F verifica la propiedad anterior sera tal que si considera-
mos la funcién que se obtiene fijando todas las componentes
salvo una de F' entonces sea monotona creciente.

(b) Una funcién F que sea mondtona creciente en cada com-
ponente verificara la propiedad anteriormente indicada.

Determinar contraejemplos que muestren que no son ciertas las
anteriores afirmaciones.

Demostrar que dos funciones mondtonas crecientes y continuas
por la derecha, Fy y F, tales que Fy(b) — Fi(a) = F5(b) — Fx(a)
para cualesquiera a < b difieren en una constante. ;Es cierto
el resultado si suponemos que Fy y Fy verifican AgpF; > 0
y si ™ | z entonces Fy(z(™) | Fij(x) para i = 1,2 y que
Ay pFy = Ay pFy para a,b € RE?

. Sea G una funcién no decreciente y continua por la derecha y

definamos F(z,y) = min{G(x),y}. Demostrar que F verifica
que Ay F' > 0y que es continua desde arriba. Ademas que la
curva C' = {(z,G(x)) : « € R} soporta la medida asociada a F'
y que el area de C es nula.
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Capitulo 3

Variable Aleatoria.
Esperanza

3.1 Aplicaciéon medible

3.1.1 Aplicaciones medibles: Definicién general

Definicién 3.1. Sean (21, A1) y (22, A2) dos espacios medibles. Una
aplicacion f: Qy — Qo se dice que es medible, si para todo elemento
Ay de Ay se verifica que f~1(As) € Aj.

Una consecuencia inmediata de esta definicién es que la composi-
cién de aplicaciones medibles es medible, tal como se enuncia en la
proposicién siguiente cuya demostracién omitimos por sencilla.

Proposicién 3.1. Sean (1, A1), (Q2, 42) v (23,As) tres espacios
medibles y f1: Q1 — Qo y fo: Qo — Q3 sendas aplicaciones medibles.
La composicion de f1 y fo, faof1: Q1 — Q3 es también una aplicacion
medible.

Conocer si una aplicacién es medible exige por tanto saber que
las antimagenes de todos los elementos de la o &dlgebra del espacio
imagen estan en la o algebra del espacio de partida. La siguiente
proposicién nos da una caracterizacion de la medibilidad en términos
de una familia més reducida.

Proposicién 3.2. Sean (21, A1) y (Q2, As) dos espacios medibles y
sea C una familia de partes de Qs tal que As es la o dlgebra engendrada
por C. Una aplicacion f : Q1 — Qo es medible si y solo si VC €
C, fﬁl(c) € A.

Prueba. Obviamente si f es medible f~1(C) € A;, VC € C. A la
inversa, si VO € C, f~1(C) € Ay, podemos escribir que f~1(C) C A y
también lo estara la o algebra que engendra. Pero siendo la antiimagen
de A, una o dlgebra que coincide con la engendrada por f~!(C), como
facilmente se comprueba, la medibilidad de f estd demostrada. O

Si f es una aplicacién de un espacio medible arbitrario, (€2,.4) en
(R*, B¥) entonces tendremos asegurada su medibilidad simplemente
comprobando que f~1((a,b]) € A para cualquier rectangulo (a, b].

23
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3.1.2 Funcién medible

Un caso de especial interés es aquel en el que espacio medible ima-
gen es la recta real o la recta real ampliada. Por recta real ampliada,
R*, entendemos R U {—oo} U {400} y la o algebra de Borel en R*
la definimos como la engendrada por los conjuntos de Borel en R,
{—=o0} v {+o0}. Entonces, f : @ = R o g : Q — R* cuando son
medibles, reciben el nombre de funcion medible. La medibilidad de
las funciones, en el caso méas general, puede caracterizarse mediante
el siguiente resultado:

Teorema 3.1. Sea [ una funcién de (Q,A) en (R*,B*). Entonces f
es medible si y solo si f~1([—o0,a]) € A, Va € R*.

Facilmente se comprueba que B* puede ser engendrada a partir de
la familia de conjuntos [—oo, a] con a € R*.

Observacién 3.1. La condicion f~'([—oco,a]) € A puede también
expresarse escribiendo que {w : f(w) < a} € A, Ya € R*, forma en
la que serd también utilizada con frecuencia.

Esta nueva forma de escribir la condicién nos conduce a un resul-
tado interesante del que también haremos uso posteriormente.

Teorema 3.2. Si f y g son dos funciones medibles {w : f(w) <
g(w)} € A.

Prueba. Si {rp}n>1 representa los racionales, el complementario del
conjunto puede escribirse como

{w: flw)>gWw)} =Us1l{w: flw)>r}n{w: gw) <r,},

y por la observacién anterior el conjunto estd en A. O

3.1.3 Sucesiones de funciones medibles

En este apartado estudiaremos la medibilidad de las distintas fun-
ciones limite asociadas a una sucesién de funciones medibles. En todo
cuanto sigue supondremos que las funciones medibles toman valores
en la recta real extendida.

Teorema 3.3. Sea f,, n > 1, una sucesion de funciones medibles,
entonces:

1. las funciones f =inf, f, y g = sup,, fn son medibles,

2. las funciones liminf f,, ylimsup f,, son medibles y, en particular,
lim f,, cuando existe, es medible,

3. el conjunto {w: Flim f,,(w)} € A,
4. si f es medible, el conjunto {w : lim f,(w) = f(w)} € A.
Prueba. 1) Como facilmente se comprueba,

{w: sup faw) <a} =Np>1{w: folw) <a},

y siendo cada miembro de la interseccién un elemento de A, Va, la
funciéon f = sup,, fn serd medible.
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Para el infimo podemos proceder de igual manera, teniendo en
cuenta que

{w: inff,(w) <a} = ({w: inf f,(w) > a})C,

n n

vy que este ultimo conjunto puede escribirse
{w: inf f,(w) > a} = Np>1{w: fun(w) >a}.

2) Es una consecuencia inmediata de los resultados anteriores pues-
to que

limsup f, =infsup f,, y liminff,, =sup inf f,.
k n>k k n=k
Por otra parte lim f,, = limsup f,, = liminf f,, cuando existe.
3) El conjunto en cuestién se puede escribir de la forma

{w: Flim f,(w)} = {w: liminf f,,(w) = limsup f,,(w)},

y siendo liminf f,, y limsup f,, medibles, del teorema 3.2 se deduce el
resultado.
4) Como en en el caso anterior basta escribir el conjunto como

{w: lim fo(w) = f(w)} =
={w: liminf f,,(w) = f(w)} N{w: limsup f,(w) = f(w)}.

O

Finalizaremos el apartado con un teorema de caracterizacién para
las funciones medibles. Este resultado junto con el teorema de la con-
vergencia mondtona de Lebesgue, que veremos mas tarde en este mis-
mo capitulo, configuran una metodologia que nos ha de ser muy util
en gran nimero de demostraciones posteriores.

Necesitamos primero introducir el concepto de funcién simple.

Definicién 3.2. Una funcion simple en una funcion medible con
rango finito.

Si s es una funcién simple con rango {aq,...,a,} entonces admite
la siguiente expresién.
n
s = E a;ly,,
i=1

donde {4;, i = 1,...,n} en una particién de {2 mediante elementos
de su o algebra A, y 14, la funcién indicatriz de A;. A la inversa,
toda funcién que pueda ser representada de la forma anterior es una
funcién simple, por lo que en ocasiones la expresién anterior se toma
como definicion.

Nos ocupamos ahora del teorema de caracterizacién:

Teorema 3.4. La funcion f es medible si y solo si existe una sucesion
{sn} de funciones simples que la tienen por limite. En concreto se tiene

0< su(w) T f(), i fw) 20
0> sp(w) ) flw), sif(w)<O0.
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Prueba. Para cada entero positivo n definimos sobre 2 la siguiente
funcién,

-n, si —oo < f(w) < —n,

7(7;71), si 0 < flw) < =D ] < < p2n

Sn (W) =

(mQ:l), st 7"2;1 <flw) < gr, 1<m<n2

n, sin < f(w) < oco.

La sucesion que se obtiene al variar n es la buscada como facilmente
pero de forma laboriosa se puede comprobar. O

3.2 Variable aleatoria y vector aleatorio

3.2.1 Variable aleatoria

Definicién 3.3. Una variable aleatoria X es una funcion medible
definida sobre un espacio de probabilidad.

El interés de una variable aleatoria reside en permitirnos obviar el
espacio de probabilidad abstracto y trabajar sobre la recta real conser-
vando las caracteristicas probabilisticas originales. En otras palabras,
una variable aleatoria nos permite trasladar la informacién probabi-
listica relevante de €2 a R a través de una medida de probabilidad
inducida mediante X y que se conoce como la distribucion de proba-
bilidad de X. Esta probabilidad inducida actua sobre los borelianos
de R de la siguiente forma,

Px(A) = P(X~L(A)), VA € B.

Es facil comprobar que Px es una medida de probabilidad sobre la
o algebra de Borel, de manera que (R, B, Px) es un espacio de pro-
babilidad al que podemos aplicarle todo cuanto se dijo en el capitulo
anterior. En particular podemos hablar de F'x, funcién de distribu-
cién asociada a Py, a la que denominaremos funcion de distribucion
de X y de acuerdo con su definicién,

Fx(z) = Px(] — 00,2]) = P(X < x).

Si la probabilidad inducida por X es discreta, fx, funcion de cuantia
o de probabilidad X, representard fx(x) = P(X = x), mientras que si
dicha probabilidad es absolutamente continua respecto de la medida
de Lebesgue en R, fx, funcion de densidad de probabilidad de X, nos
permitird obtener

Px(A)=P(X € A) :/Afxd/\, AcB.

Las relaciones entre Fx y fx son las que se indicaron el capitulo
anterior.

Partiendo de una variable aleatoria hemos probabilizado R, pero
es también posible proceder de manera inversa como nos muestra el
siguiente teorema de existencia.
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Teorema 3.5. Si sobre los borelianos de R tenemos definida una
medida de probabilidad P, existe sobre algun espacio de probabilidad
una variable aleatoria X, tal que Px = P.

Prueba. Basta considerar X = I, la aplicacién idéntidad, y comprobar
que sobre el 7 sistema de intervalos de la forma ]a, b], que engendra la
o algebra de Borel, Px y P coinciden. El teorema de extension hace
el resto. O

Observacion 3.2. Inducir probabilidades, como se habrd ya intuido,
no es virtud exclusiva de las variables aleatorias. A partir de cualquier
aplicacion medible f, entre (1, A1, p1) y (Q2, A2), podemos inducir
una medida en el espacio imagen mediante una definicion andloga a
la anterior,

pi(A2) = pi(f71(A2)), YAz € As. (3.1)

Observacion 3.3. Cuando no exista riesgo de confusion prescindi-
remos del subindice X en todo cuanto haga referencia a la variable
aleatoria X .

3.2.2 Vector aleatorio

Definicién 3.4. Un vector aleatorio X = (X1,...,Xy) es una apli-
cacion medible, a valores en RF, definida sobre un espacio de proba-
bilidad.

Es posible caracterizar la medibilidad del vector en términos de
las de sus componentes. En efecto,

Teorema 3.6. X = (X1,...,X) es un vector aleatorio si y solo si
cada una de sus componentes es una variable aleatoria.

Prueba. Los conjuntos S, = Hle] — 00, x;] del capitulo anterior for-
man un 7 sistema que engendra la o algebra de Borel en RF. Por otra
parte podemos escribir

{Xes,}= ﬂle{Xi <z}, (3.2)

y la medibilidad de cada X; implicarda la de X. Para demostrar el
inverso bastara fijar un x; y haciendo x; = n, ¢ # j al tender n a co
los conjuntos 3.2 tienden a {X; < x;} y por tanto X; es medible. O

Distribuciones conjuntas

Al igual que en el caso unidimensional induciremos sobre los bo-
relianos de RF, a partir del vector X, una medida de probabilidad
que denominaremos distribucion de probabilidad conjunta del vector
X. Lo haremos mediante

Px(A) =P(XYA) = P((X1,...,Xx) € A), VA € B~

Conseguimos que (R¥, B¥ Px) sea un espacio de probabilidad al que
podemos aplicarle todo cuanto se dijo en el capitulo anterior referente
al caso k-dimensional. La funcién de distribucién Fx asociada a Px
representa ahora,

Fx(x) :Fx(.’ltl,...,l‘k) :'Px(sm) =
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y se denomina funcion de distribucion conjunta del vector X

Si la probabilidad inducida por el vector X es discreta, fx, fun-
cion de cuantia o de probabilidad conjunta del vector X, representara
fx(x) =PX =2) = P(X; = x;, i =1,...,k), mientras que si
dicha probabilidad es absolutamente continua respecto de la medida
de Lebesgue k-dimensional, fx, funcion de densidad de probabilidad
conjunta del vector X, nos permitird obtener

Pr(A) = P(X € 4) = /AfXdAk, Ae B,

Las relaciones entre Fxy y fx son las que se indicaron el el capitulo
anterior.

Distribuciones marginales

Cada componente X; del vector es una variable aleatoria, tendra
por lo tanto su distribucién de probabilidad a la que denominaremos
distribucion marginal de X; para distinguirla de la conjunta del vector.
De la misma forma, las funciones asociadas Fx, y fx, se las conoce
como las correspondientes marginales.

El concepto de marginalidad se aplica en realidad a cualquier sub-
vector del vector original. Asf, para [ < k, si X! = (X;,,...,X;,) es
un subvector de X, podemos hablar de la distribucion conjunta mar-
ginal de X'. Por otra parte, si en la relacién 3.2 fijamos z;,, ...,z
igualamos las restantes componentes a n y hacemos tender n a oo en
todas ellas, obtendremos

(X'eS,u}= lim {Xe€S,} (3.3)
i

Relacién que nos permite obtener la funcién de distribucién marginal
a partir de la conjunta sin mas que tomar probabilidades,

Fxi(ziy,...,ziy) = lim  Fx(xy,...,2). (3.4)

En particular la marginal de cada componente se expresa

Fx,(z;) = ljlgll Fx(z1,...,2zk). (3.5)
Zj —r 00

Si la distribuciéon del vector X es discreta también lo seran las margi-
nales de cada componente. Si por D y D, designamos los correspon-
dientes soportes, tendremos la siguiente expresiéon para la funciéon de
cuantia marginal de X; en términos de la conjunta,

in(mi): Z fX($17~-~733k); (36)

z;€D;, j#i

cuya obtencién es sencilla si recordamos el significado de fx,. Para la
funcién de densidad marginal de X;, la correspondiente expresion es

sz(‘rZ) =
:/ fx(xl,...,xi_l,xi,xiﬂ,...,J;k)d)\k_l,
Rk—1

para cuya justificacion necesitamos un resultado del préximo capitulo:
el teorema de Fubini.
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3.3 Integracion de funciones medibles

3.3.1 Funciones no negativas

Definicién 3.5. Sea (2, A, 1) un espacio de medida y f : Q@ — R*
una funcion medible no negativa. Sea A € A y para cada particion
finita {E;, j=1,...,n} C A de A definimos la suma

n

> inf f(w)u(Ey), (3.7)

weE;
j=1

siempre bien definida si convenimos que 0 x co = 0. Al supremo de
las sumas obtenidas sobre C 4, familia de todas las posibles particiones
medibles finitas de A, le llamaremos integral de f sobre A respecto de
w. Es decir,

/ fdu—sup{z inf () n(E,)). (3.8)

Ejemplo 3.1. Sea s = Y_"  a;14, una funcion simple no negati-
va y vamos o calcular su integral sobre A. Sea {E;, j = 1,...,n}
una particion finita cualquiera de A y B; = inf,cp; s(w). La suma
correspondiente a esta particion es

> Bin(E;) = Biu(E; N A).
J ij
Si E;NA; # 0 entonces B; < a; y podremos escribir
Zﬂju <Zazu (E;NA) Zaiu(AﬂAi).

ij

La integral, como supremo de estas sumas, estd mayorada por el su-
matorio de la derecha, pero dicho valor se alcanza si tomamos como
particion de A, {ANA;, i=1,...,m} y el valor de la integral serd

/sd,u Zaz,u ANA;).
A

Un caso especialmente interesante es cuando s = 1p, es la funcion ca-
racteristica del conjunto B € A. De acuerdo con el anterior resultado

Jilpdp=p(ANB).

Propiedades de la integral de una funcién medible no nega-
tiva

Mientras no indiquemos lo contrario las funciones son medibles y
no negativas.

Teorema 3.7. Se verifica:

1. Si Ay C Ay entonces fA1 fdu < fAz fdu.

2. Si f < g entonces [, fdu < [, gdpu.

Demostraciéon
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1. Si B! € Ca, es una particién de A; bastard anadirle el conjunto
Ay — Ay para obtener E? € C4,. La suma correspondiente a E'!
serd menor o igual que la de E? y al tomar supremos tendremos
la desigualdad buscada.

2. Siendo f < g tendremos inf,ep, f(w) < inf,cp, g(w), desigual-
dad que se mantendra para la suma de cada particion. Al tomar
supremos aparecera la desigualdad buscada.[]

Sien [, fdu fijamos f y variamos A a través de la o dlgebra A
tenemos definida una funcién sobre la o dlgebra que como acabamos de
ver en el teorema precedente es no negativa y monétona. En realidad
se trata de una medida sobre A como vemos a continuacion.

Teorema 3.8. La funcién vy(A) = [, fdp, definida sobre los con-
juntos de A, en una medida.

Prueba. Como de la definiciéon de integral se deduce facilmente que
vf(0) = 0, solo nos queda por demostrar la aditividad numerable para
comprobar que se trata de una medida. Para ello, sea {A,,, m > 1}
una familia disjunta de elementos de A y sea A = U, A,,,. Considere-

mos una particién medible finita de A, {E;, j = 1,...,n}, que genera-
rd por interseccién particiones para cada Ap,, {E;NAm, j=1,...,n}.
Se verifica

/ fdu>z inf (wW)p(B;NAy), m=1,2,...,

w€eE;NA,

que al sumar sobre m conduce a
> / fdu> Z inf f E;).
m>1

Desigualdad que es valida para cualquier particion de A, por lo que
al tomar supremos

n;/mfdu>/fdu (3.9)

Para obtener la desigualdad contraria elegimos, dado € > 0, particio-

nes para cada Ay, {E]", j=1,...,n,}, verificando
€ -

——< inf E™

J, T g <3 ng @)

que al sumar sobre m conduce a

Z/ fdu—e<zzwggm W(E™).

m>1 m>1j=1

Por otra parte, la familia {{£]"}/™ }7,_; en una particién finita del

conjunto U* _; A, que estd 1nc1u1d0 en A, Vk. La monotonia de la
integral y operaciones sencillas nos proporcionan la desigualdad

> [ gdu-e< [ pan

m2>1
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que junto con 3.9 nos permite finalmente escribir

Vf(UmAm) = Z I/f(Am).

m>1
O

Ejemplo 3.2. Una situacion interesante, que nos serd util posterior-
mente, es la integracion de funciones respecto de medidas discretas.
Si p es discreta su soporte D = {w1, wa, ...} acumula toda la medida,
de manera que (D) = 0. En el supuesto que cada w; sea medible, es
decir, {w;} € A, Vi, para f no negativa tenemos [, fdu = [, fdu,
y st tenemos en cuenta que D es numerable y que la integral es una
medida,

Jram= [ de= 3 seontn. Gw)

w; EAND w; EAND

Las dos propiedades que siguen demuestran que la integral actua
como un operador lineal.

Teorema 3.9. Se verifica:

1. Para a constante no negativa, [, of dp= o [, fdp.

2. [4(f+g)du= [, fdu+ [,gdu.
Demostraciéon

1. Es evidente sin mds que tener en cuenta que inf{af(w)} =

ainf f(w).

2. Para e > 0 los conjuntos {w : (1+€)" ! < f(w) < (14+€)"}, n=
0,£1,£2,..., {w: f(w)=0}y{w: f(w)= 400}, constituyen
una particion del espacio €. La interseccién de cada uno de ellos
con A dard lugar a una particion {E}},>1. Sustituyendo f
por g obtendremos una nueva particién de A, {EJ},>1- A su
vez, de la interseccién de ambas se obtendrd {Ej}i>1. Como
vi(A) = [, fdu es una medida,

[+ a)dn-

=/ (f +g)du = Z/ (f +9)du <
Ur>1Ek Ey

k>1

< (sup flw)+ sup g(w)) p(Er)- (3.11)

k>1 “EEk

Por construccién de las particiones iniciales, se tiene en cada
we {Bf},

(1+e)" ! <inff(w) <sup f(w) < (1+e)" =
=(1+e)(1+e)" " < (1+e) inf f(w),

y recordando la definicién de Fj, para cada w € Ej se cumple

sup f(w) < (1+€) inff(w), supg(w) < (1+¢) infg(w).
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Sustituyendo en 3.11, como la sucesién {B,, = U}_, Ej} es ex-
pansiva, obtendremos

/A<f+g>du§<1+e>{/Afdu+/Agdu}, (3.12)

Para obtener la desigualdad contraria, a partir del € inicial po-
demos encontrar una particién de A, {E;, j = 1,...,n} verifi-

cando
n

> feuE) = [ fan-,

Jj=1
y también
n

> inf o) n(By) = [ gdn=5,

wekE;
g=1"""

Ambas desigualdades conducen facilmente a

/A(f‘|‘9)dMZ/Afdu+/Agdu—e,

que junto con 3.12 nos proporciona la igualdad enunciada.l]
Es inmediato ahora el siguiente corolario:

Corolario 3.1. Para o y 8 constantes no negativas, fA(aerﬂg) dp =
of, fdu+B [, gdp.

Las siguientes propiedades muestran como afectan al valor de la
integral algunas relaciones casi por todas partes, cpp, entre las fun-
ciones. Una relacién cpp es aquella que se verifica sobre todo €2 salvo
en un conjunto de medida nula. Todas estas propiedades se basan en
la primera de ellas: que los conjuntos de medida p-nula no aportan
nada al valor de la integral

Teorema 3.10. 1. SiA € Aestal que n(A) = 0 entonces [, fdu =
0, V7.

Si f < g cpp entonces fAfdunggd,u, VA € A
Si f =g cpp entonces [, fdu= [, gdu, VA€ A.

Si f=0 cpp entonces [, fdu=0, VA € A.

Sro e

Si [, fdu < 400 entonces f < +oo cpp.

Todas ellas son de facil demostracion.

3.3.2 Funciones cualesquiera

Definicién 3.6. Sea f una funcion medible cualquiera, diremos que
[ es integrable en A si las funciones f* = sup(f,0), parte positiva de
f.y f~ =—inf(f,0), parte negativa de f, verifican [, f+du < +oc y
fA [~ dup < 4+o0. La integral de f sobre A se define entonces mediante

/Afdu=/Af+du—/Af‘du~
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Observacion 3.4. Para la definicion de la integral de f hubiéramos
podido elegir cualquier otra descomposicion de la forma f = f1 — fo,
con f1 y fa no negativas. Cumpliéndose las condiciones anteriores la
integral de f seria ahora

[ﬁwzéﬁw—ﬁhm

y como la descomposicion de f no es unica la definicion puede parecer-
nos incoherente. No hay tal incoherencia, pues si f = fT—f_ = fi—fo
entonces fT + fo = f1 + f~ de donde por lo visto anteriormente

1ﬁ++mw=Aﬁ+fw%

Aﬁw+Aﬁw=Aﬁw+Aﬁw7
[ rvau= [ rau= [ pau= [ g

Observacién 3.5. Cuando la funcion es no negativa, a diferencia de
lo que ocurre en el caso general, su integral estd siempre definida atin
cuando pueda valer 400, pero solamente diremos que es integrable
cuando dicha integral sea finita. Como para f > 0, f~ =0, obvia y
coherentemente, [, fdu= [, f*du.

es decir,

y finalmente

Como |f| = f* + f~, una consecuencia inmediata de la defincién
es que la integrabilidad de una funcién y su médulo son equivalentes:

Corolario 3.2. f es integrable si y solo si |f] lo es.

Propiedades de la integral de una funcién medible cualquiera

Aquellas que se derivan de las demostradas en el caso de funciones
no negativas nos limitaremos a enunciarlas.

Teorema 3.11. 1. 87 f y g son integrables en A y a y B son
dos reales finitos cualesquiera, entonces af + Bg es integrable y

Jalaf+Bg)du=a [, fdu+5 [, gdu.

2. Si f y g son integrables y f < g cpp en A, entonces fA fdu <
Jagdp.

La desigualdad que demostramos a continuacién se la conoce con
el nombre de desigualdad modular.

Teorema 3.12. Si f es integrable en A, se verifica

\/AfdMIS/AIf\dw

Prueba. Basta recordar la monotonia de la integral y la cadena de
desigualdades —|f| < f < |f]- O
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3.3.3 Teoremas de convergencia

En este apartado estudiaremos las condiciones bajo las cuales es
posible permutar la integracién y el paso al limite. Comenzaremos con
sucesiones de funciones no negativas con un resultado que se conoce
como el teorema de la convergencia mondtona de Lebesgue.

Teorema 3.13. Si {f,}n>1 una sucesion de funciones tales que 0 <
fo 1 f cpp, entonces VA € A

lim fndu = / fdu.

Prueba. Supongamos en primer lugar que la sucesién es monoétona y
converge en todo €2. La funcién limite, f, serd medible, no negativa y
se verificard VA € A, fA fndp < fA fdp y al tomar limites

n— oo

lim fn dp < /Afd,u. (3.13)

Buscaremos la desigualdad contraria.

Si [, fdp = 400 entonces Is = Y7 vipu(A;) = +oo con v; =
inf,ca, f(w), siendo los {A;} una particién de A, y podremos encon-
trar un v;, y un 4;, tales que v;,u(A;,) = +00, bien porque v;, = +00
o porque u(A;,) = +oo. Supongamos que 0 < z < v;; < +o0,
0 <y < p(ldy) <4ooysea A;n, = {w € Ajy; fu(w) > x}, como
fn T f esto supone que A;,, T Ai, y Ing tal que u(A;n) >y, ¥n > ng.
Entonces

/ fudp > / fudp > 2p(Aign) > 2y, ¥ > 1o

y lim,, fA fndp > xy. Si v, = +oo al hacer x — 400 tendremos que
lim,, [, fndp = 400, si pu(A;,) = +00 entonces haremos y — +oo y
tendremos el mismo resultado.

Nos ocupamos ahora del caso en que [ 4 Jdp < +oo. A partir de
un €, 0 < e < 1, definimos la sucesién A, = {w € A : fo(w) >
(1 —€)f(w)}, cuyos elementos son medibles y verifican A,, C A,11 y
limy, oo An = A. Para cada A,, tenemos [, f,, dp > fAn fadu > (1—
) [ A, fdu, vy siendo la sucesion expansiva y la integral una medida,
al tomar limites se obtiene la desigualdad

n—roo

lim fndu> (I—e /fdu7

que siendo véalida para todo €, junto con 3.13, demuestra el teorema.
Para demostrar ahora el teorema con toda generalidad consideremos el
conjunto B = {w : Ing, frny (W) > fretr1(w)FU{w : limy, 400 fr(w) #
f(w)} y definamos la sucesién auxiliar {g,} cuyos miembros coinci-
den con los de la original sobre B¢ y valen 0 en B. Con igual criterio
definimos la funcién g respecto de f. Estas nuevas funciones verifican
las condiciones anteriores, y por tanto el teorema, sobre el conjunto
AN B¢; pero como el conjunto B tiene medida nula sus integrales coin-
cidirdn con las de las funciones originales sobre A, lo que demuestra
el teorema. O

Los dos corolarios que siguen son consecuencias inmediatas del
teorema.
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Corolario 3.3. Si {f,}n>1 una sucesion de funciones tales que 0 <
fn L f cpp, entonces VA € A con fA fidy < 400 el teorema se
verifica.

Corolario 3.4. Sea {f,}n>1 una sucesién de funciones no negativas
ysea f=32,51 fn, entonces [, fdu=73", 5, [4 fudp, YA€ A

Ejemplo 3.3 (La integral en un espacio numerable). Sea (92, A, 1)
en espacio de medida con Q = {1,2,...}, numerable, A = () y p
la medida de conteo que asigna a cada conjunto el nimero de puntos
que contiene. En este espacio una funcion medible no es mds que una
sucesion de reales, f = {x1, x2,...}, cuya integral queremos calcular.
Para ello consideremos la sucesion de funciones

_ _ Tpm = Tm, SIMIN
Fo = {Znm}m = { 0, sim >mn,

que también puede escribirse como f, = Z:;J;ll Tnmla,,, con Ay =
{m}, sim<nyA,1={n+1, n+2,...}. La integral de f, sobre
Q waldrd [, fodp =3 Tmp(Am) =30 | Tm.

St nuestra f inicial es no negativa, la familia f, T f y aplicando
el teorema de la convergencia monotona podemos escribir fQ fdu =
lim,, fQ fadu=7>", <, Tm. Para el caso general, una sucesion de tér-
minos cualesquiera, la funcion f serd integrable si la serie Y < |Tm]
es convergente.

La convergencia para sucesiones de funciones cualesquiera, que
abordaremos a través de dos teoremas, requiere previamente un re-
sultado conocido como el lema de Fatou.

Lema 3.1. Sea {f.}n>1 una sucesion de funciones no negativas,
entonces VA € A se verifica

/ liminf f,, dp < lim inf/ fndu.
A n—-+4oo n—-+4oo A

Prueba. El liminf, o fr, = supy g con {gx = inf,>k fn}r>1 una
sucesiéon mondtona creciente cuyo limite, sup; gr = liminf, .4 fn.
Como para k fijo, g < fn, VYn > k, podemos escribir

/g;~C dp < inf/ fndp < liminf/ fndu.
A n>k A n——+00 A

Pasando al limite para k y aplicando el teorema de la convergencia
mondtona se obtiene la desigualdad enunciada. O

El primer resultado relativo a sucesiones de funciones cualesquiera
se conoce con el nombre de teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue.

Teorema 3.14. Sea {f,}n>1 una sucesion de funciones integra-
bles en A tales que lim, 1o frn = f cpp. Si existe g, integrable
en A, wverificando |f,| < g, Vn, entonces f es integrable en A y

limy, o0 [y fndp= [, fdp.



36 CAPITULO 3. VARIABLE ALEATORIA. ESPERANZA

Prueba. La integrabilidad de f se deduce de |f| < g ¢pp. Como |f, —
fl < 2g cpp, a la sucesién {29 — |fn — f|}n>1, cuyo limite es 2g,
podemos aplicarle el lema de Fatou para obtener,

/dilug/diuflimsup/ | fr — fldu,
A A n—+oo J A

y deducir de aqui que lim, 1o [, [fn — fldp = 0, que combinado
con la desigualdad modular demuestra el teorema. O

La funcién g que domina a la sucesién puede ser sustituida por
una constante M a condicién de que el espacio tenga medida finita.
Obtenemos asi, como corolario del teorema, el llamado teorema de la
convergencia acotada de Lebesgue.

Corolario 3.5. Sea {f,}n>1 una sucesion de funciones integrables en
A definidas en un espacio de medida finita y tales quelim,_, o fr, = f
cpp. Si existe una constante M, de manera que | f,| < M, ¥n, entonces

[ es integrable en A ylim,_, o [, fudp= [, fdp.

3.3.4 Cambio de variable. Densidades

Cambio de variable en una integral

Si f, entre (1, A1, 1) y (Q2,.Az), es un aplicacién medible, 3.1
nos permite inducir sobre As una medida. Si ademds g es una fun-
cién medible definida sobre 25, la composicién g o f serd una funcién
medible sobre 2;. La relacién entre sus integrales respecto de u; y
iy, respectivamente, se recoge en el siguiente teorema del cambio de
variable.

Teorema 3.15. Una funcion g es integrable en Ag respecto de iy si
y solo sigo f lo es en f~1(Asg) respecto de 1, y en ese caso se verifica

/ o(f(wn)) dpy = / glw) dpss. (3.14)
f=1(Az2) Az

Si g es no negativa 3.1/ es siempre cierta.

Prueba. Si g = 1p, 3.14 se reduce a 3.1. Si g es ahora una funcién
simple no negativa, 3.14 también se verifica por linealidad de las inte-
grales. Para g no negativa basta aplicar el teorema de la convergencia
mondtona a la sucesién de funciones simples que crecen hacia ella. Asi
pues 3.14 es siempre cierta para funciones no negativas.

La afirmacién acerca de la integrabilidad de una g cualquiera se
deduce aplicando 3.14 a |g|. La aplicacién a g7 y g~ de 3.14 permite
su extensién a g. O

Integracién bajo densidades

Hemos visto en el capitulo anterior que, bajo ciertas ocasiones que
estudiaremos en le capitulo 8, las medidas de probabilidad poseen
densidades respecto de la medida de Lebesgue. En general, dadas dos
medidas v y p definidas sobre el mismo espacio medible, decimos que
[ es la densidad de v respecto de p, si v(A) = [, fdp, VA € A, con
f>0.

Las integrales respecto de medidas ligadas a través de una densidad
guardan una sencilla relacion.
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Teorema 3.16. Siv posee una densidad f respecto de p, una funcion
g es integrable en A respecto de v si y solo si gf lo es respecto de p,
Y en ese caso se verifica

Ang=Agfdu. (3.15)

Si g es no negativa 3.15 es siempre cierta.

La demostracién la omitimos por ser analoga a la del teorema an-
terior. Este método de demostracién, basado en el teorema de carac-
terizacion de las funciones medibles y en el teorema de la covergencia
monoétona, es una herramienta potente y de facil manejo a la que
recurriremos con frecuencia.

3.3.5 Esperanza de una variable aleatoria

Definicién 3.7. Si X, variable aleatoria definida sobre el espacio de
probabilidad (2, A, P), es integrable en ) respecto de P diremos que
existe su esperanza o valor esperado que se define como

mm:éxw.

Sea g es una funcién medible definida sobre (R, BB), entonces g(X)
es una nueva variable aleatoria cuya esperanza suponemos que existe.
Si aplicamos 3.14, la férmula del cambio de variable en la integral,
con f =Xy py =Px tendremos

E[g(X)]:/Qg(X)dP:/RgdPX, (3.16)

expresiéon que nos permite obtener la esperanza como una integral
sobre R. Audn asi, 3.16 no es operativa y solamente observando las
caracteristicas de la distribucién de probabilidad de X obtendremos
expresiones manejables. En efecto,

Px es discreta De acuerdo con 3.10, que nos da la integral respecto
de una medida discreta, si D es el soporte de Px

Blg()) = [ gaPx = 3 glw)Px(faih) = 3 gw)P(X =
R z;€D z,€D
(3.17)
Si en 3.17 tomamos para g la identidad obtendremos

B(X)= Y a/P(X =)

z, €D

Px posee densidad Si f es la densidad de Py respecto de la medida
de Lebesgue en R, 3.15 nos permitira escribir

Elg(X)] = /R gdPx = /72 of dA. (3.18)

Cuando, como ocurre con frecuencia, gf es integrable Riemann,
3.18 adopta la forma de la correspondiente integral de Riemann
Elg(X)] = f+oo g(x) f(z)dz, que para el caso particular g(z) =

— 00

x nos proporciona la E(X) = fj;o xf(z)dx.

(,Ci).
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Observacién 3.6. Es costumbre escribir también 3.16 de la forma

Blo(¥)] = [ a(X)aP - /R gdFy,

que se justifica porque Px es la medida de Lebesgue-Stieltjes engen-
drada por Fx.

Momentos de una variable aleatoria

Para g(X) = | X|* la E(]X|F) recibe el nombre de momento abso-
luto de orden k de la variable aletoria X. Si g(X) = X* hablamos de
momento de orden k. Diremos que X posee momento de orden k si
| X|* es integrable.

Si X posee momento de orden k como | X9 < 1+ |X|* j <k,
poseera también todos los momentos de orden inferior.

El interés de los momentos de una variable aleatoria estriba en
que son caracteristicas numéricas que resumen su comportamiento
probabilistico. Bajo ciertas condiciones el conocimiento de todos los
momentos nos permite conocer completamente la distribucién de pro-
babilidad de la variable. Especialmente relevante es el caso k = 1, cuyo
correspondiente momento coincide con la esperanza de la variable y
recibe el nombre de media, que a su vez da lugar a una nueva fami-
lia de momentos, los momentos centrales de orden k, E[(X — m)¥],
donde m es la media de X. De entre todos ellos cabe destacar la
varianza, Var(X) = 0% = E[(X — m)?], que verifica la relacién
Var(X) = E[(X —m)?] = E[X?] — m?. El siguiente resultado nos
ofrece una forma alternativa de obtener la E(X) cuando X > 0.

Proposicién 3.3. 5i X >0,

B(X) = 0+°° PX > t)dt = 0+OO P(X > t)dt. (3.19)

Prueba. Dada X > 0 existe una sucesion de funciones simples veri-
ficando 0 < X, T X y por el teorema de la convergencia mondtona,
E(X,) 1 E(X). Ademés {X,, >t} 1 {X > t}, V¢, por lo que al tomar
probabilidades f,(t) = P(X, > t) T f(t) = P(X > t), Vi y el teorema
de la convergencia monétona también les serd de aplicacion. Si 3.19
se cumple para las funciones simples, el teorema estard demostrado.
Veamoslo.

Sea X = 2?21 xila,, ; >0, i =1,...,n y supongamos que los
x; estdn ordenados de menor a mayor, entonces f(t) = P(X > t) =

Z?:i—i—l P(A;j), z; <t < z;11. Al integrarla se obtiene,

4o n n n
/0 fOydt =S (w1 —z) 3 P(A)] =3 wP(A) = B(X),
1=0 Jj=i+1 =1

donde zy = 0.

Senalemos por ultimo que las funciones P(X > t) y P(X > t)
difieren a lo sumo en una cantidad numerable de valores de ¢ y son
por lo tanto iguales cpp respecto de la medida de Lebesgue, lo que
justifica la igualdad en 3.19. O



3.4. EJERCICIOS 39

Desigualdades
Para X > 0, de 3.19 tenemos

+00 « +oo
E(X)= PX >t dt:/o P(X >t)dt + P(X >t)dt,

0 «

pero P(X > t) > P(X > a) para t € [0,a], por lo que E(X) >
aP(X > «) +f:oo P(X >t)dt y como f:oo P(X >t)dt > 0 tendre-
mos que E(X) > aP(X > «a) y de aqui la desigualdad

E(X)

<
PX >a)< "

(3.20)

Si en 3.20 sustituimos X por | X |* obtenemos una nueva desigual-
dad,

P(X| > ) = PUX| > o) < L BIXP),  (321)

conocida como la desigualdad de Markov. Un caso especial de 3.21 se
conoce como la desigualdad de Chebyshev y se obtiene para k = 2 y

X =X - E(X),

P(IX —E(X)| 2 a) < %VQT(X). (3.22)

3.4 Ejercicios
1. Se pide:

(a) Demostrar que una variable X es medible respecto de una
o algebra G siy solo si 0(X) C G.

(b) Demostrar que si G = {(, Q} entonces X es G medible si y
solo si es constante.

(¢) Demostrar que si P(A) es 0 o 1 para cualquier A de Gy X
es G medible entonces P(X = ¢) = 1 para una constante c.

2. Demostrar que m = EX minimiza E(X — m)?2.

3. Sea A una o &algebra en R. Demostrar que A contiene a los
conjuntos de Borel en R si y solo si cada funcién continua es
A medible. En definitiva, que la tribu de Borel es la menor o
algebra respecto de la cual todas las funciones continuas son
medibles.

4. Demostrar que si f es medible respecto de o(A), entonces existe
una subclase numerable Ay de A tal que f es medible respecto

o(Ay).
5. Si| f | es A medible, jes cierto que f es también A medible?

6. Dar un ejemplo de dos funciones, g1 y g2, que no sean medibles
pero tales que g1 g2 si que sea medible.

7. Una o algebra se dice separable si viene engendrada por una
familia numerable de sucesos. Demostrar que la ¢ dlgebra de
Borel en la recta real es separable. Demostrar que una condiciéon
necesaria y suficiente para que la o algebra A sea separable es
que exista alguna variable aleatoria X tal que A = o(X).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

CAPITULO 3. VARIABLE ALEATORIA. ESPERANZA

. Sea g una funcién medible no acotada. Demostrar que no puede

ser limite uniforme de una sucesién de funciones simples.

. Sean X e Y variables aleatorias con funciones de distribucion

F y @ respectivamente. Demostrar que si P(X > Y) =1 en-
tonces F'(z) < G(z) para cualquier z. jEs cierto el reciproco
suponiendo que X e Y estan definidas sobre el mismo espacio
de probabilidad?

Si f es acotada y A medible entonces existen funciones simples
A medibles tales que s, convergen a f uniformemente.

Sea f una funcién real de variable real. Demostrar que si f es
mondtona creciente entonces es medible.

Demostrar que variables aleatorias equivalentes tienen la misma
distribucién pero el reciproco no es cierto.(Nota: Dos variables
aleatorias se dicen equivalentes si P(X #Y) = 0).

Una funcién real de variable real se dice semicontinua superior-
mente en x si para cada € > 0 existe § > 0 tal quesi |z —y |[< ¢
entonces f(y) < f(z) + €. Demostrar que si f es semicontinua
superiormente en R entonces es medible.

Sea A un conjunto medible tal que u(A) < coy a < f < cpp
sobre A. Demostrar que: au(A) < [, fdu < Bu(A).

Si X es una variable aleatoria tal que con probabilidad uno es
menor o igual que uno entonces para € > 0, P(| X |> ¢€) >
EX? ¢,

Probar que si f,, es una sucesion de funciones no negativas que
convergen cpp a f verificando fQ fndp < a < oo entonces f es
integrable y [ fdu < a.

Sea f una funcién no decreciente. Demostrar que si existe F(f(X —
EX)) entonces P(| X — EX |>¢) < w

€

Supongamos que la medida y es el limite de una sucesién crecien-
te de medidas u,, definidas sobre un espacio medible comin. De-
mostrar que si g es integrable respecto p entonces lim,, | 5 9dpn =

e 9dn.

Demostrar que una funciéon medible f es integrable sobre un
conjunto medible E siy solosi ) - u({z:| f(z) [>n)NE) <
oo. Nota: suponemos que el conjunto E tiene medida finita.

Probar el teorema de Poisson: si A1, Ao, . .. son sucesos indepen-
dientes y P(A,) = pn, si my,, = BE=te ygi N = S0 14,

entonces P(| &= —m,, [>€) — 0.

Supongamos que la variable aleatoria X toma los valores m — «,
m y m+« con probabilidades p, 1 —2p, p. Demostrar que se veri-

fica la igualdad en la desigualdad de Chebyshev (P(| X —EX |>
a) < %(QX) En consecuencia, la desigualdad de Chebyshev no

puede ser mejorada si no hacemos hipotesis adicionales sobre X.



Capitulo 4

Independencia y medida
producto

4.1 Independencia de sucesos y variables
aleatorias

4.1.1 Dos sucesos independientes

Desde el punto de vista del observador de un experimento el espa-
cio de probabilidad, (2,4, P), representa su descripcién del mismo.
Sea A € A un suceso cualquiera y supongamos que antes de realizar la
experiencia preguntamos al observador, ;qué probabilidad crees que
hay de que se produzca el suceso A? Si es consecuente con su des-
cripcién debe responder P(A). Si una vez realizado el experimento le
damos la siguiente informacién parcial sobre lo ocurrido, el resultado
del experimento pertenece al conjunto medible B tal que P(B) > 0,
y volvemos a preguntar al observador, ;qué probabilidad crees que
hay de que se haya producido el suceso A? ;Cuél podria ser una res-
puesta légica por su parte? Sabe ahora que w no pertenece a Q) — B.
Si P(A|B) denota la probabilidad que el observador le asigna a A
dado su nivel actual de informacién entonces para A C B¢ es inme-
diato que P(A|B) ha de ser nula. Si AN B # () entonces es 1dgico
que P(A|B) = P(AN B|B). Lo que estamos haciendo basicamente
consiste en quitar los resultados que no estan en B; ;jpor qué no de-
finir P(A|B) = P(A N B)? La respuesta es una pregunta, jcudl es
la probabilidad de B dado B, P(B|B)? Légicamente ha de ser uno
pues el observador sabe que B ha ocurrido. Sin embargo, utilizando
la anterior definicién se sigue P(B|B) = P(B), que no tiene porqué
valer uno.

Definicién 4.1 (Probabilidad condicionada de un suceso a otro). Si
A, B € A con P(B) > 0, definimos la probabilidad condicionada del
suceso A al (o dado el) suceso B como

P(ANB)

PAIB) = =55

(4.1)

Facilmente se comprueba que verifica las exigencias anteriores. Y
lo que es mas importante, si tomamos dos subconjuntos medibles de
B, C1 y Cy, si P(Cy) = aP(C3) con a un nimero real no negativo
entonces P(C1|B) = aP(C;|B). Dicho de otro modo el observador no

41
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ha mejorado su conocimiento del experimento dentro de B. Si C era
« veces tan probable como Cy antes de saber que w € B sigue siendo
« veces tan probable como Cy después de conocer que w € B.

Notemos que la expresion 4.1 solamente tiene sentido si el suceso
B tiene probabilidad estrictamente positiva. En un capitulo poste-
rior generalizaremos las ideas aqui presentadas de modo que podamos
definir la probabilidad condicionada a sucesos de probabilidad nula.

Se comprueba sin dificultad que (€2, A, P(.|B)) es un espacio de
probabilidad.

Si P(A|B) # P(A) es porque la ocurrencia de A estd ligada a la
ocurrencia de B, A depende de B. Si P(A|B) = P(A) significa que al
observador no le aporta ninguna informacién sobre A saber que B ha
tenido lugar. A es independiente de B, pero entonces

P() = P(alE) = P,
es decir,
P(AN B) = P(A)P(B). (4.2)

Lo que justifica la siguiente definicién.

Definicién 4.2. Dos sucesos A y B de A son independientes cuando
verifican la ecuacion j.2.

Si Ay B son independientes y P(B) > 0 entonces P(A|B) = P(A).
Si Ay B son independientes y P(A) > 0 entonces P(B|A) = P(B).

Observemos que con la definicién dada de independencia estamos
englobando la situacién donde o bien P(A) o bien P(B) es nula.

Una familia finita de conjuntos medibles {A1, ..., A, } se dice que
son independientes cuando

m

P(Ak, NN Ag,) = [[P(Ax) (4.3)

i=1

siendo {ki,...,kn} C {1,...,n} y los k; distintos. Estamos expre-
sando para n sucesos la misma idea que para dos, si de los n sucesos
tomamos dos subcolecciones finitas disjuntas ninguna de ellas nos dice
nada sobre la otra. Observemos que la independencia de n sucesos su-
pone que han de verificarse (7) + (") + ...+ (5) = 2" —n -1
ecuaciones del tipo dado en 4.3. En principio parece posible que si se
dieran las igualdades que implican dos elementos las demas se verifi-

quen por anadidura. Esto no es cierto.

Ejemplo 4.1 (Un experimento sencillo). Tenemos un tetraedro con
una cara de color rojo, otra de color negro, la tercera blanca y la cuarta
tiene los tres colores. Nuestro tetraedro estd bien construido de modo
que cuando lo tiramos sobre una mesa tenemos la misma probabilidad
de que se apoye sobre cada una de las cuatro caras (%) El experimento
consiste en lanzar el tetraedro y ver en que posicion ha caido. A, B y
C son los sucesos consistentes en que sale color rojo, negro y blanco
respectivamente en la cara en que se apoya el tetraedro. Es inmediato
que son independientes dos a dos pero mo son independientes.

Una coleccion infinita de sucesos diremos que son independientes
cuando cualquier subcoleccion finita lo sea.
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4.1.2 Independencia de clases de sucesos

Sean A y B dos conjuntos medibles independientes. A no nos da
informacion sobre si se ha producido B. Parece légico que tampoco
nos diga mucho sobre si B no se ha producido. ;Son A y B¢ indepen-
dientes?

P(ANB°)=P(A)—P(ANB) =
P(A) — P(A)P(B) =P(A)(1 —P(B)) =P(A)P(B°). (4.4)

Como era de esperar. Del mismo se comprueba que A€ es indepen-
diente tanto de B como de B°.

Las clases de sucesos Lq,...,L, C A se dicen independientes si
para cualesquiera A; € £; con i = 1,...,n los sucesos {A1,...,A,}
son independientes. Lo que hemos probado anteriormente es que {4, A°}
y {B, B} son dos clases de sucesos independientes.

Notemos que no pedimos que los elementos de cada clase £; sean
independientes entre si. Por ejemplo, A y A° no tienen porque serlo
(para que lo fueran la probabilidad de A ha de ser cero o uno).

Definicién 4.3. Una coleccion infinita de clases de sucesos diremos
que es independiente o que las clases son independientes cuando cual-
quier subcoleccion finita lo sea.

Volvamos al caso en que tenemos dos sucesos A y B indepen-
dientes. Hemos comprobado que {4, A¢} y {B, B°} son clases inde-
pendientes. Pero el conjunto vacio y el espacio muestral son siem-
pre independientes de cualquier otro suceso, P(Q2 N A) = P(A) =
PAYPQ) y PN A) =P®) =0=PMP(A). Es inmediato que
a(A) ={0,A, A%, Q} y o(B) = {0, B, B¢,Q} son independientes. Esto
era previsible, la informacién que nos da A¢ es redundante con A; si A
se produce no se produce A€y viceversa. El conjunto vacio y el espacio
muestral son sucesos que no aportan ninguna informacién, sabemos
que 2 siempre se produce mientras que el conjunto vacio nunca puede
darse.

4.1.3 Independencia de variables y vectores alea-
torios

La definicién de independencia entre variables nos da un ejemplo
concreto que justifica la definicién dada de independencia entre clases.

X e Y denotan dos variables aleatorias definidas sobre el mismo
espacio de probabilidad, (€,.4,P). Una realizacién del experimento
nos da un w concreto y dos valores de las variables, X(w) = z e
Y(w) = y. {Qué conocemos ahora de w? Dos valores numéricos, z e
y. El conocimiento del valor que toma X para un w dado, ;cambia
nuestro conocimiento del valor que toma Y'?

(Qué informacién nos proporciona X? Toda variable aleatoria X
engendra una o-dlgebra, ox, definida mediante’

ox ={X"Y(H), H € B}.

Asi, dado el valor de la variable podemos conocer para cada bore-
liano H si X € H o X € H°. Del mismo modo tenemos interés en

1El concepto de o-dlgebra engendrada es, como se imagina el lector, més general
y puede definirse a partir de cualquier aplicacién medible
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conocer acerca de Y las probabilidades de los elementos de o(Y"). El
concepto de independencia entre variables formaliza la idea de que la
informacion que X nos proporciona no cambia las probabilidades que
nos interesan acerca de la variable Y.

Definicién 4.4 (Variables aleatorias independientes). Las variables
aleatorias X e Y se dicen independientes si las o-dlgebras o(X) y
o(Y') son independientes.

Es decir, X e Y independientes equivale a
P(Xe€eH YeH)=P(XeH)P(XeH)VHH €B. (45)

La independencia de un niimero finito o infinito de variables alea-
torias se define andlogamente a partir de la independencia de las co-
rrespondientes o-algebras engendradas.

Comprobar que dos variables son independientes mediante 4.5 es
practicamente imposible. Necesitamos poder determinar de un modo
mas sencillo la independencia de variables. El problema lo resolvemos
con el siguiente resultado.

Teorema 4.1. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad. Entonces,

1. SiTi,...,Tn C A sonw sistemas independientes entonces o(T1), . - .

son o-dlgebras independientes.

2. SiTg C A para § € © es una familia de w sistemas independien-
tes entonces o(Tg) con 6 € © son o-dlgebras independientes.

Prueba. Sea S; = T; U {Q}. Los S; siguen siendo 7 sistemas inde-
pendientes. Tomamos By € So,...,B, € S, fijos y consideramos la
familia

L={Bi€o(S): P(BiN...nB,) = [[P(B)}.

Es inmediato comprobar que £ es un A sistema que contiene al 7 siste-
ma S;. Por el teorema w—\ de Dynkin se sigue que £ = o(S1) = o(Tq).
Es decir, hemos probado que o(77), Sa, ..., S, son independientes. De
un modo andlogo probamos que o(71),0(72),Ss...,S, son indepen-
dientes y asi sucesivamente.

La segunda parte del teorema es un corolario de la primera si
tenemos en cuenta que la independencia de cualquier coleccién infinita
de clases de sucesos se comprueba a partir de subcolecciones finitas.

O

Utilizando este resultado obtenemos una caracterizacién simple de
la independencia entre variables aleatorias.

Independencia y funciéon de distribucién

Sean T; = T2 = {(—00, 2], £ € R} que como vimos son 7 sistemas
tales que o(7T1) = o(7T2) = B, es decir, generan la tribu de Borel. Por
el anterior teorema X e Y son variables aleatorias independientes y
se verifica

P(X <z Y<y)=PX<z)P(Y <y)Vz,y € R, (4.6)
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pero si lo que se verifica es la igualdad anterior, observemos que
o(X)=c(XYT))y oY) =c(Y(T2)), y al tomar A € X~1(T7)
yBeY Y T2),A={X <z}y B ={Y <y}, por lo que de la aplica-
ci6n (4.6) se deduce la independencia de o(X) y o(Y). En definitiva,
la relacién (4.6) es una manera alternativa de definir la independen-
cia de la variables aleatorias X e Y. Si tenemos en cuenta que dicha
relaciéon no es mas que

F(z,y) = Fi(x)Fa(y) Y,y € R, (4.7

podremos también afirmar que X e Y son independientes si y solo si
se verifica (4.7).

Del mismo modo podemos afirmar que si X1,...,X,, son n varia-
bles sobre el mismo espacio de probabilidad serdn independientes si y
solo si

F(z1,...,xy) = Fi(z1) ... Fr(zy)

para cualesquiera ntmeros reales x1, ..., %y, siendo F la funcién de
distribucién conjunta de (Xi,...,X,) y cada F; la correspondiente
marginal de Xj;.

Independencia de una cantidad finita o infinita de vectores

Se define andlogamente en términos de la independencia de las
o-algebras engendradas por dichos vectores.

Supongamos que Z1, ..., Z, son vectores independientes y sea X;
una de las componentes de Z;: json Xi,..., X, variables aleatorias
independientes? Facilmente se comprueba que si.

Notemos que en la definicién anterior no hacemos ninguna exi-
gencia acerca de la dependencia o independencia entre las distintas
componentes de un mismo vector.

4.1.4 Funciones de variables independientes

Si X e Y son dos variables aleatorias independientes y f, g de-
notan dos funciones medibles parece natural que las nuevas variables
aleatorias f(X) y g(Y) sigan siendo independientes ya que las trans-
formaciones f y g que les aplicamos son deterministas. Esto es cierto.
De la independencia de X e Y se sigue que o(X) y o(Y) son inde-
pendientes, pero o(f(X)) C o(X) y o(9(Y)) C o(Y). Extender el
resultado al caso en que tenemos cualquier cantidad de variables o de
vectores es inmediato, funciones de variables o vectores independientes
siguen siendo independientes.

4.2 Espacio producto

Sean X e Y dos variables aleatorias independientes definidas so-
bre el mismo espacio de probabilidad, (£2,.4,P) ; P; y P2 denotan sus
distribuciones de probabilidad respectivas. Si consideramos conjunta-
mente las dos variables tenemos el vector Z = (X,Y) de (Q,A,P)
en (R?,B?) y cuya distribucién de probabilidad denotamos por Pis.
Vamos a fijarnos en este espacio de probabilidad, (R?, B2, P1s).
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En primer lugar consideremos los conjuntos medibles, B2, que he-
mos definimos como la menor ¢ dlgebra que contiene a los rec-
tangulos (a, b] con a,b € R?. Consideremos la siguiente o- alge-
bra sobre el mismo espacio

BxB=c(AxB: A/ BebB)

a la que vamos a llamar o- algebra producto de B por B.
Estamos hablando de la misma o &lgebra.

Lema 4.1. B x B = B2,

Prueba. Es inmediato que B? C B x B. Veamos la inclusién
contraria. Sean a,b € R y definamos £ = {B € B, (a,b] x B €
B?}. L es un A-sistema que contiene al 7-sistema {(a,b] : a,b €
R}. Aplicando el teorema m — A de Dynkin tenemos £ = B.

Fijamos B € By definimos £’ = {A € B: A x B € B2?}. Del
mismo modo que en el caso anterior llegamos a que £' = B. [

A los conjuntos de la forma A x B con A y B conjuntos de
Borel los llamaremos rectidngulos medibles. Es decir, B? es
la menor o- dlgebra que contiene a los rectdngulos medibles.

Observacion 4.1. Una demostracion andloga sirve para probar
que B" = Bx .7, xB siendo Bx .7. X3 la o- dlgebra engendrada
por los rectdngulos medibles Ay X ... X Ay,.

En segundo lugar vamos a plantearnos qué relacion liga Pio con
P1y Po. Si tomamos el rectangulo medible A x B entonces,

P12(A x B) = P1(A)P2(B), (4.8)

que en términos de las variables X e Y no nos dice mas que
P(X € AY € B) =P(X € A)P(Y € B). {Es P12 una medi-
da de probabilidad? Si, puesto que P12(C) = P(Z~1(C)) para
C € B? y Z es una aplicacién medible. Olvidémonos por un mo-
mento que existen las variables X e Y y por lo tanto podemos
definir Z. Supongamos que tenemos tnicamente los dos espa-
cios de probabilidad (R,B,P1) v (R, B,P2) y que pretendemos
definir en el espacio medible (R x R, B x B) una funcién de con-
junto que denotamos por Ppo verificando 4.8. La pregunta que
pretendemos responder es, ;jpodemos extender P4 sobre B x B
de modo que tengamos una medida de probabilidad? El proble-
ma planteado no es artificial puesto que pretendemos mostrar
como cuando tenemos dos variables aleatorias independientes,
X e Y, la distribucién conjunta de las mismas se puede obte-
ner a partir de las marginales de cada variable. Las marginales
determinan a la conjunta bajo la hipétesis de independencia.

4.2.1 Medida producto

Sean (£, A;, ;) con i = 1,2 dos espacios de medida o-finitos.
Consideremos el espacio medible (€21 x 22, 41 x A) siendo Ay x Ay =
oc(Ax B, A€ Ay y B € Ay) la o- élgebra producto de A; y As y
A X B un rectangulo medible.

En este apartado respondemos las siguientes preguntas:
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1. ;Existe sobre el espacio medible (1 x Q2,41 x A2) alguna me-
dida tal que a los rectdngulos A x B le asocie el valor p(A) x

p2(B)?
2. ;Es tnica?

Todo lo que sigue estd basado en Billingsley y alli se puede encontrar
material complementario. Necesitamos un resultado previo.

Lema 4.2. Se verifica,

1. SiE € Ay x Ay entonces {x1 : (x1,22) € E} € A; para cualquier
x9 € Qo y {x2: (z1,22) € E} € Ay para cualquier z1 € Q.

2. Si f denota una funcién medible definida sobre (1 xQa, A1 X As)
entonces la funcion que obtenemos fijando un valor de xo y
haciendo variar x1 es medible sobre (21,.A1). Andlogamente si
fijamos x1 y variamos xo obtenemos una funcion medible sobre

(QQ7A2)‘

Prueba. Sea z1 € ; fijo. Denotemos E,, = {z3 : (z1,22) € E} para
Ee A xAy. Sea L={FE € A x Ay : E;, € As}. Es inmediata la
comprobacion de que £ es un A-sistema. Si E =Ax Bcon A€ Ay y
B € A; entonces E,, = Bsixzy € Ao () sixz € A°. En definitiva £
contiene a los rectangulos medibles. Por el teorema 7w — A de Dynkin,
L= Al X .AQ.

Sea fy, : Q2 — R definida como f,, = f(x1,22). Para H € B,
fol(H) = [fHH)]ay - O

Antes de definir la medida producto justifiquemos con un ejemplo
su definicién. Supongamos que estamos en (R xR, Bx ) y suponemos
definida la medida de Lebesgue, A, en cada uno de los espacios factores
(11 = pe = A). Consideremos el rectdngulo [a,b] X [c,d]. Entonces
{zg : (z1,22) € [a,b] X [¢,d]} = [¢,d] si 1 € [a,b] y D en otro caso.
Por tanto, ps({zs : (z1,22) € [a,b] X [¢,d]}) = A[e,d]) = d — ¢ si
x1 € [a,b] y cero en otro caso de modo que

/Q pa({aa + (21,5 € [0, 6] X e, d]})dpa (1) =
/ A{z2 : (z1,22) € [a,b] X [¢,d]})dA(z1) =
R
/[ Med)idez) =0 ad—o. (49)

Anélogamente,

/Q 1 ({1 + (21, 32) € [a,6] X [e, d)})dpaa(2) =

» A[a,b))dA(z2) = (b—a)(d —c). (4.10)

Dicho de otro modo, la medida producto del rectangulo la obtenemos
integrando la medida de las secciones y ademds son intercambiables
los papeles de los dos espacios coordenados. En este hecho tan simple
se basa el concepto de medida producto.
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Definicién de medida producto

Sea E € A; x As. Supongamos primero que g1 y po son finitas.
Por el lema anterior la funcién que a cada x; de €4 le asocia ua{xs :
(x1,22) € E} y que podemos denotar fr estd bien definida. Ademés
es medible, porque si E es el rectangulo medible A x B entonces fg =
1a(z1)p2(B) que es medible. £ ={F € A; x Ay : fp es medible} es
un A-sistema que, por lo que acabamos de comprobar, contiene a los
rectangulos. Por el teorema m — A de Dynkin, £ = A; x As. Tiene
sentido definir la siguiente funcién de conjunto,

12 (E) = /Q jo{ws ¢ (z1,00) € Bddpa(z1).  (4.11)

De hecho, por las propiedades de la integral y considerando que s es
una medida, es inmediato que 7(*?) es una medida finita (por serlo ji;
y u2) definida sobre A; x As. Anédlogamente,

(E) = /Q pi{zy : (w1, 22) € EYdpg(x2) (4.12)

es también una medida finita sobre A; x As. Pero 712 (A x B) =
7CY(A x B) = p1(A) x po(B)y como el 7-sistema formado por los
rectangulos medibles que engendra la o-dlgebra producto, aplicando
el teorema de unicidad, 712 y 7(21) coinciden también sobre A; x As.

Supongamos p1 y e medidas o-finitas en sus espacios respecti-
vos; existen particiones {Ay}n>1 de Q1 y {Bp}m>1 de Qo tales que
p1(Ay) < 400y p2(By) < 400 para todo n y m. Por ser particiones
p2(B) = >,,»1 p2(B N By,). En el integrando de (4.11), definicién
de 7(1?) | tenemos una suma de funciones medibles y por lo tanto una
funcién medible. Andlogamente con 721,

Si ﬂ%ﬁi) denota la medida del tipo (4.11) que definimos utilizan-
do las medidas pu1 (AN Ay) y p2(B N By,) entonces es inmediato que
712(E) = > nm ) (E) y por lo tanto 7(*?) es una medida. Anélo-
gamente tendriamos 7V (E) = Y nm 7T»E127711)(E) Ademis, 712 (E) =
Zn,m 777(37%) (E) = Zn’m m(f%) (E) = 7CY(E) ya que nglnzq) = 7T§L27,11). Te-
nemos pues definida una tnica medida. Pero 7(12)(Ax B) = > mm H1(AN
Ap)p2(B N Br) = p(A)pz(B).

Denotaremos esta medida producto de p1 v pio pOr p1 X fho. i1 X o
es o finita ya que { A, X By, }rom recubren Q4 X Qo y g X po (An X By,) =
w1 (Ap) X pu2(By) que es finita.

11 X pe es la tnica medida que a los rectangulos le asocia el pro-
ducto de la medida de sus lados. Esta afirmacion es evidente pues

cualquier otra medida seria o-finita sobre el 7-sistema de los rectén-
gulos medibles.

Ejemplo 4.2 (Distribucién conjunta de variables independientes). i
X e Y son variables independientes y P1,Pa, P12 son sus distribu-
ciones marginales y conjunta respectivamente entonces, X e Y son
independientes si y solo si P1a = P1 X Pa. sHemos ganado algo? En
Probabilidad no interesan tanto las variables en si mismas como las
distribuciones que inducen. Variables que tienen diferentes definicio-
nes pero con la misma distribucion son, probabilisticamente hablan-
do, una misma cosa. Mediante la construccion propuesta tenemos la
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distribucion conjunta, P12, de cualquier par de variables aleatorias
independientes cuyas distribuciones marginales sean, P1 y Po.

Un ejemplo de lo anterior. Si ((0,1],8((0,1]), A) representa el ex-
perimento consistente en obtener un punto aleatorio uniforme en el
intervalo unitario y k es un entero positivo mayor que la unidad en-
tonces ((0,1]%,B((0,1])x 5. xB((0,1]), Ax .*. x)) representa el ex-
perimento consistente en obtener un punto aleatorio uniforme en el
cubo (o hipercubo) (0, 1]*.

Ejemplo 4.3 (Otra construccién de la medida de Lebesgue en R¥).
La medida de Lebesgue de dimension k (con k > 2), A, fue definida
como aquella tal que

k
Ai((a,b]) = H(bZ — a;) siendo a,b € R*.
i=1

Lo que la anterior igualdad afirma es que A\, ((a,b]) = Ax...xA((a,b])
y como {(a,b] : a,b € RF} es un w-sistema que engendra B* tenemos
que A\p = A X ... X A

4.2.2 Teorema de Fubini

En este apartado pretendemos justificar el sentido de una frase
célebre en Matematicas que afirma que la integral doble es igual a las
integrales iteradas.

Como en el apartado apartado anterior, (£2;,.A;, ;) coni = 1,2 son
dos espacios de medida o finitos y f una funcién medible definida en
el espacio producto (£21 x 22, 41 X Ag). Formalmente la frase anterior
se expresa con las dos igualdades siguientes

/leszg f(x1, x2)dp (21) X dpz(72) :/ [ o, f(x1,$2)dﬂ2($2):| dpa (1),

“ (4.13)
/ f(1, xo)dp (21) xdpz(z2) = / [ f($1,$2)dl£1(96‘1)} dpo(x2).
Q1 xQ9 Q. L/, (4.14)

La integral doble se refiere al miembro de la izquierda en las dos
igualdades, la integral de la funcion f respecto de la medida pro-
ducto, mientras que las integrales iteradas hacen referencia a los dos
miembros de la derecha en 4.13 y 4.14. Vamos a ocuparnos de 4.13.
La prueba de 4.14 es similar.

Aparece la integral respecto p; de la siguiente funcién de xq,

f(z1,22)dpa(z2). (4.15)
Q2

Como vimos en el lema previo la funcién que estamos integrando
(con x variable) es medible por lo que la integral tiene sentido. Una
vez hemos integrado respecto po tenemos una funcién de ;7 que puede
tomar valores finitos, valores infinitos o ni tan siquiera estar definida.
Nuestro primer problema es imponer condiciones a la funciéon f para
que 4.15 como funcién de z; esté definida (aunque tome un valor
infinito), sea medible (respecto A ) y, por tltimo, verifique la igualdad
4.13.
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e Sif=1g con E € A; X As entonces 4.15 es po{xs : (x1,22) €
E} que ya comprobamos que era medible y 4.13 no es més que
una de las definiciones de la medida producto.

o Si f es una funcion simple no megativa entonces 4.15 es una
combinacion lineal de funciones medibles y por lo tanto medible.
Por lo visto para funciones indicatrices y la linealidad de la
integral se tiene 4.13.

e Si f es una funcién medible no negativa entonces sabemos que
existe una sucesién no decreciente de funciones simples que con-
verge a f. Tanto la medibilidad de 4.15 como la igualdad 4.13 son
consecuencias inmediatas del teorema de la convergencia mono-
tona. En ninguno de los casos considerados hasta ahora hemos
afirmado que 4.15 tome valores finitos (pueden tomar el valor
+00) ni que 4.13 sea por lo tanto una igualdad entre valores
finitos (podemos tener la igualdad +o0o = 400).

e Si f es una funcién integrable entonces |f| también lo es. Se
verifica 4.13 para |f|, es decir,

/Ql UQ |f(x17x2)|du2(x2)} dp (1) < +o0, (4.16)

de donde fm |f(21,22)|dus(x2) es finita sobre un subconjunto
Ay de Q4 tal que p1(21 — A1) =0. Si z; € Ay entonces

f(x1, x0)dps(22) = er(xl,302)Cl,u2(332)—/Q [ (21, w2)dpz(22).

Qo Q2

(4.17)
Notemos que por lo visto para funciones no negativas las integra-
les de la derecha en 4.17 son funciones sobre A; (considerando la
restriccién de la o- dlgebra A; a Ap) y ademds a valores finitos.
Por tanto 4.15 es medible sobre A;. Integrando los dos miembros
de 4.17 sobre A; por lo demostrado para funciones no negativas
se sigue 4.13 sustituyendo €27 por A;.

Ya que Ay x Q5 tiene medida producto nula se tiene
|t xdiste) = [ fdne)xdi(zs).
Q1 XQo A1 XxQ2

Si a 4.15 le damos un valor constante arbitrario sobre ; — Ay
entonces es medible sobre A; y

/Q1 { o, f(xl,xz)duz(mz)] dpa (1) = /A1 { o, f(z1, z0)dpa(z2) | duy (1),

lo que prueba que 4.13 es cierta.

Teorema 4.2 (de Fubini). (Q;,A;, p;) con i = 1,2 son dos espacios
de medida o-finitos entonces,

1. Si f es una funcion medible no negativa sobre 1 x Qo las fun-
citones

A f(@1,22)dpo(z2) y A f(@1, z2)dpa (1) (4.18)

son medibles sobre (1, A1) y (Qa, As) respectivamente. Ademds
se verifican las igualdades 4.13 y 4.1/.
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2. Si suponemos f una funcion integrable respecto py X po entonces
las funciones /.18 son medibles y finitas sobre conjuntos Ay y
Ao respectivamente tales que uy (A§) = pa(AS) = 0. Son ciertas
las igualdades 4.13 y 4.1/.

4.3 Independencia entre variables y fun-
cion de densidad

X e Y son dos variables aleatorias discretas sobre un mismo espacio
de probabilidad. f, f1 y fo son las funciones de probabilidad conjunta y
las marginales de X e Y respectivamente. Si X e Y son independientes
entonces P(X = xz,Y =y) = P(X = 2)P(Y = y), es decir, f(z,y) =
f(2)f2().

. Es cierto el reciproco? ;Si podemos factorizar la funcién de pro-
babilidad conjunta como producto de marginales entonces son inde-
pendientes las variables? Para A, B € B,

PXeAYeB) = SN fay =3 Y A@fy)

€A yeB €A yeEB
= > fix) Y faly) =P(X € AP(Y € B).
z€A yeB

Supongamos ahora que X e Y son tales que su distribucién conjunta,
P12, tienen densidad f respecto de la medida de Lebesgue de dimen-
sién dos, Ag. Las funciones fi(z) = [ f(z,y)dy, f2(y) = [ f(z,y)dz
son finitas casi por todas partes En los valores que no lo sean les da-
mos un valor constante positivo. Bajo las condiciones indicadas se
tiene el siguiente resultado.

Proposicién 4.1. X e Y son independientes si y solo si f(x,y) =

f1(z) f2(y) cpp.

Prueba. X eY son independientes es equivalente con P(X € A,Y €
B) = P(X € A)YP(Y € B) para todo A, B € B. Expresandolo en
términos de las funciones de densidad tenemos

/AXBf(x,y)d:Edy = /Afl(x)dx/Bfg(y)dy, VA, B € B.

Por el teorema de Fubini,

/A fi(@)ds /B fo(y)dy = /A B faly)dady,

de modo que la independencia de X e Y es equivalente a

/ flx,y)dxdy = / f1(x) f2(y)dxdy, YA, B € B. (4.19)
AxB

AxB

Tenemos pues que que las medidas de probabilidad P y P’, con densi-
dades f y f1 X fo respectivamente, coinciden sobre el m-sistema de los
rectdngulos {Ax B : A € B, B € B} y, al ser ambas finitas, coincidirdn
sobre la o-algebra engendrada por dicho 7-sistema que es la o-algebra
producto B2. Tendremos pues

/ flz,y)dzdy :/ fi(x) fo(y)dxdy, VE € B2,
E E
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y aplicando un conocido resultado que afirma que para f y g no ne-
gativas y p o-finita, si [, fdu = [, gdu, VA € A, entonces f = g cpp,
se sigue el resultado. O

Resumiendo, las variables aleatorias Xi,...,X, con funcion de
densidad conjunta (respectivamente variables discretas con funcion de
probabilidad conjunta) f(xy,...,2,) y marginales fi(x1),..., fn(zn)
son independientes si y sélo si

flxr, ..o xn) = fi(zr) ... fo(zn)
cpp (respectivamente para todos los x1,...,xy).

Ejemplo 4.4 (Una sucesién de variables aleatorias independientes).
Consideremos el espacio de probabilidad correspondiente a la eleccion
de un punto al azar en el intervalo unitario, ((0,1],B((0,1]), ). Si
w € (0,1], X,(w) denota el n-ésimo elemento del desarrollo binario
dew, Portantow =3 -, ngf*’) con X, =0 ¢ 1. No siempre es inico
el desarrollo binario de un ndmero, por ejemplo si w = 1/2 podemos
tomar o X1(w) =1y X, (w)=0paran >10X;(w) =0y X,(w) =1
para n > 1. Cuando se plantea esta situacion tomamos como desarro-
llo el segundo. gSon las funciones X,, variables aleatorias? y si lo son
sson independientes?

X1 =1u21, Xo=1a/a1/203/4,1] - -

y por lo tanto las X,, son efectivamente variables aleatorias. También
son independientes pues

= Ty - T 1
{Xl:xla---an:xn}:<Zi7 z+n]
i=1 2 =1 2 2

siendo x; = 0 ¢ 1. De esta igualdad, y porque w es uniforme en
(0,1], deducimos A\({X1 = x1,...,Xn =x,}) = AMX1 =21,..., X, =
Tp) = 2% Por la expresion vista para las X; se tiene que P(X; = x;) =
%. Se verifica pues la igualdad P(X1 = x1,..., X, = z,) = P(X;1 =
x1)...P(X, = x,) de donde deducimos que las X; coni=1,...,n
son variables independientes y esta afirmacion es cierta para cualquier
n finito que tomemos. Estamos diciendo que la sucesion { X, }n>1 estd
formada por variables independientes.

Para ver la utilidad de esta sucesion supongamos que mediante
algin procedimiento generamos un punto aleatorio uniforme en (0, 1],
w. Dado ese w tenemos determinados todos los valores X,,(w). Tam-
bién tenemos una moneda bien construida, esto es, que tiene la misma
probabilidad de cara y cruz. Lanzamientos sucesivos e independientes
de la moneda pueden de un modo natural identificarse con la sucesion
de los X, (w) si interpretamos X, (w) =1 como que el n-ésimo lanza-
miento ha producido el resultado de cara y X, (w) =0 como cruz en
dicho lanzamiento. Para que esta identificacion tenga sentido es pre-
ciso que las X, sean independientes (lanzamientos independientes) y
P(X,(w) =0) =P(Xn(w) =1) = % (moneda bien construida). Utili-
zando esta identificacion podremos responder prequntas sobre el juego
como, st lanzamos un gran numero de veces la moneda, tendremos
aproximadamente el mismo numero de caras que de cruces?
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4.4 Algunas aplicaciones

4.4.1 Estimacion del volumen de objetos tridimen-
sionales

Un animal ha muerto como consecuencia de un cancer de higado.
Se pretende evaluar el grado de desarrollo que habia alcanzado la en-
fermedad estimando el volumen total ocupado por la zona afectada
dentro del higado, C. Uno de los métodos mas utilizados es el siguien-
te: elegimos una direccién cualquiera en R3, por ejemplo, la del eje
de abscisas. Sea S el plano ortogonal a la direcciéon dada y que pasa
por el origen, en nuestro caso el plano determinado por los dos ejes
restantes. Nuestro problema es estimar el volumen de C, A3(C). Para
ello tomamos una serie de planos paralelos al plano S equidistantes
entre si una distancia hg. Si S, = S+ (0,0, h) entonces S, NC denota
la seccién de C' mediante el plano S,. Vamos a seccionar el higado
mediante los planos Sy, con h, = nhg y n € Z,. Sobre la seccién
S, medimos el drea que ocupa la zona afectada, A\o(C' N Sp). Con
los valores {A2(C'N Sy, )} y utilizando algin algoritmo de integracion
numérica podemos estimar

/ Xo(C O S)dh,
R

pero

/R/\Q(CﬂSh)dh:/R/R/Rlc(x,y,h)dacdydhz/\3(0).

4.4.2 Covarianza de variables independientes

Sean X e Y dos variables independientes con distribuciones margi-
nales respectivas P; y Po y conjunta P75 tales que existen los valores
esperados de X, Y y XY. Aplicando el teorema de Fubini se tiene,

E(XY) = /722 a:ydPlg(x,y)

_ /R /R 2ydPy () dPa(y)
- EX /R ydPs(y) = EXEY,

por lo que cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 0. En particular el
coeficiente de correlacién de Pearson
5 cov(X,Y)
P var(X)Y2var(Y)1/2

también se anula para X e Y independientes. El reciproco no es cierto
en general.

Dos variables aleatorias cuyo coeficiente de correlacién es 1 o -1
verifican que una es funcién lineal de la otra.

4.4.3 Una igualdad muy practica

Sean X e Y dos vectores aleatorios independientes de dimensiones
respectivas n y m y cuyas distribuciones denotamos por P; y Po.
(X,Y) es pues un vector a valores en R"".
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Proposicién 4.2. Si B € B"™™ entonces

P((X,Y) e B)

o P({w: (X(w),y) € B})Pa2(dy)

/n P{w: (x,Y(w)) € BY)P: (dx).

La prueba es inmediata si consideramos que la distribuciéon del
vector (X,Y) es P; X Py. Veamos una aplicaciéon importante de esta
proposicién.

4.4.4 Problema de la aguja de Buffon

Lo planted el naturalista Buffon en 1777 dentro de su libro Essai
d’ arithmétique moraley es el siguiente. Consideremos en R? una serie
de lineas paralelas ortogonales al eje x y separadas entre si por una
distancia fija d. Tomemos una aguja de coser no muy larga (I < d) y
la lanzamos aleatoriamente sobre el plano. ;Cudl es la probabilidad
de que la aguja toque alguna de las lineas?

Cuando Buffon usa la palabra aleatoriamente esta queriendo de-
cir que puede caer de cualquier forma y en cualquier sitio. Hemos de
definir con precisién qué entendemos por caer aleatoriamente. La si-
tuacién de la aguja queda caracterizada si conocemos la posicion de
su punto medio (z,y) y su orientacién o dngulo que forma con el eje
de abscisas #. Asumiremos en primer lugar que ninguna banda tiene
una especial predisposicién a que la aguja caiga en ella. Podemos su-
poner por tanto que (z,y) estd en la delimitada porel z =0y z = d.
Observemos que el valor de y no influye a la hora de considerar si la
aguja toca alguna de estas lineas. Sea X la variable aleatoria que nos
da la abscisa del punto medio.

También vamos a asumir que son independientes la posicién en
la que cae con la orientacién. Si © denota la orientacién aleatoria
de la aguja estamos asumiendo en realidad la independencia de ©
y X. Por ultimo, dentro de los valores que puede tomar X y © no
debe de haber subconjuntos que con la misma longitud tengan mas
probabilidad uno que otro. En definitiva, X la suponemos uniforme
en [0,d] y © uniforme en (-3, +3].

L Qué valores (z,0) son tales que la aguja toca a una de las dos
lineas? Son los valores que constituyen el siguiente conjunto,

B={(x,0):0<z< cosHod—%cosQSde}.

N | =~

Aplicando la anterior proposicién la probabilidad que buscamos es

P((X,0) € B)

21
/ P(X €0, é cosf] U [d — %cos 0,d])do

T

+£
" leosodg = 2L
d

I
2=
i

[NE]

4.5 Ejercicios

1. La independencia condicional de sucesos no implica su indepen-
dencia. Dar un contraejemplo que lo demuestre.



4.5.

10.

11.

12.

13.

14.
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. Consideramos un espacio de probabilidad y una coleccién finita

de conjuntos medibles Aq,...,A,. Obtener una condicién ne-
cesaria para que estos sucesos sean independientes y recubran
todo el espacio muestral.

. Sean Xi,...,X, variables aleatorias independientes y con la

misma distribucién y sea m una permutacion de (1,...,n). De-
mostrar que P((X1,...,X,) € H) = P(Xra), - Xam)) € H)
para cualquier boreliano H € B™.

. Sea X una variable aleatoria y sea f una funcién medible. De-

mostrar que X y f(X) son variables aleatorias independientes
si y solo si f(X) es casi seguramente constante.

. El coeficiente de correlacién maximal entre dos variables X e Y

se define como p*(X,Y’) = sup,, p(u(X),v(Y)) donde el supre-
mo lo tomamos sobre todas las funciones medibles v y v para
los cuales el coeficiente de correlacién esta definido. Demostrar
que X e Y son independientes si y solo si p*(X,Y) = 0.

. Si X e Y son variables aleatorias independientes y X + Y es

degenerada entonces tanto X como Y son degeneradas.

. Si{X,, }n>1 es una sucesién de variables aleatorias independien-

tes y si {% > n_; Xk} converge casi seguramente demostrar que
S P(| X, |> 1) < +oc.

. Si{A,}n>1 es una sucesién de sucesos independientes con P (A,,)
=1

1 para cualquier n y P(U; /> A,,) = 1 entonces P(limsup 4,,)

. Demostrar que si {X,},>1 es una sucesién de variables aleato-

rias independientes entonces las variables lim sup X, y lim inf X,
son degeneradas.

Si {X,}n>1 son variables aleatorias independientes, demostrar
que P{lim X,, = 0} = 1 si y solo si > P(| X,, |> €) < +oc.

Sea Q1 = Qg = {1,2,...} y sobre estos espacios consideramos las
o-algebras formadas por todos los posibles subconjuntos y las
medidas de conteo. Sea la funcién f(wy,ws) = n si w; = ws = n;
—n siw; =n,ws =n+1y0 en el resto. Comprobar que no se
verifica el teorema de Fubini.;Por qué?

Si F' es una funcién de distribucién de probabilidad entonces
+oo
/ (F(x+c¢) — F(x))dx = c.
Sea F' una funcién de distribucién de probabilidad. Probar que

+oo 1
/ F(z)dup(x) = 3

— 00

(a) Demostrar que un espacio de probabilidad discreto no pue-
de contener una sucesion infinita de sucesos independientes,

Az, Ag, ..., con probabilidad 1/2.
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(b) Supongamos que 0 < p,, <y sea «, = min{p,,1 — p,}.
Demostrar que si ), o, diverge entonces ningin espacio
de probabilidad discreto puede contener sucesos indepen-
dientes A1, Ao, ... tales que A,, tiene probabilidad p,,.

15. Sea (Q, A, u) un espacio de medida o-finito y sea f una funcién
medible no negativa definida sobre Q. Sea: Ay = {(z,t) € Q x
R; 0 <t < f(x)}. Demostrar que Ay es un subconjunto de
QxR yquepxAAf) = fQ fdu donde A denota la medida de
Lebesgue.



Capitulo 5

Sucesiones de Variables
Aleatorias. Leyes de los
Grandes Numeros

Los capitulos anteriores no han permitido familiarizarnos con el
concepto de variable y vector aleatorio, dotandonos de las herramien-
tas que nos permiten conocer su comportamiento probabilistico. En
el caso de un vector aleatorio somos capaces de estudiar el compor-
tamiento conjunto de un ntmero finito de variables aleatorias. Pero
imaginemos por un momento los modelos probabilisticos asociados a
los siguientes fenémenos:

1. lanzamientos sucesivos de una moneda,

2. tiempos transcurridos entre dos llamadas consecutivas a una
misma centralita y

3. sucesion de estimadores de un parametro cuando se incrementa
el tamafio de la muestra.

En todos los casos las variables aleatorias involucradas lo son en can-
tidad numerable y habremos de ser capaces de estudiar su comporta-
miento conjunto y, tal y como siempre sucede en ocasiones similares,
de conocer cuanto haga referencia a su comportamiento limite. El
objetivo de este y posteriores capitulos es dar respuesta estas necesi-
dades.

5.1 Convergencia en probabilidad

Sobre un espacio de probabilidad (€2, .4, P) consideremos la suce-
sién de variables aleatorias {X,,} y la variable aleatoria X,

Definicién 5.1. Decimos que {X,} converge a X en probabilidad,
Xn P, X, si para cada § > 0,

h}ln’P{w X (w) — X(w)| > 6} =0.

Al igual que ocurre con otros tipos de convergencia también ahora
se verifica la igualdad de los limites, si bien casi seguramente.

o7
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Teorema 5.1. Si X, i> X y X, i) Y entonces X =Y a.s..

Prueba Sean A ={w : |Y(w) — X( )N > 1} Apn = {w: [Y(w) —

Xp(w)] > 52}y Bin = {w : [ X (w)— ( )| > 5} Por la desigualdad
riangular, [V () — X(@)| < [V () — Xn(@)| + X (@) — Xa(w)], se
verifica Ay C Agy U Bgpn, Vn, y en consecuencia P(Ay) < P(Agn) +
P(Bkn), ¥n. Por otra parte

{w:Y(w) # X(w)} = Upza{w : [Y(w) = X(w)| > %

y teniendo en cuenta la convergencia en probabilidad de X,, a X y Y,

PHw:Y(w) # X(w)}) =0. O

Los dos teoremas que siguen relacionan la convergencia en proba-
bilidad y la convergencia casi sequra.

Teorema 5.2. X,, =35 X — X, i) X.

Prueba. Para ¢ > 0 sean A = {w : lim X, (w) # X(w)} y 4, = {w :
| X (w) — X (w)| > 6}, entonces limsup A, C Ay P(limsup A,) =0
y de aqui lim P(A4,,) = 0. O

Teorema 5.3. X,, — X si y solo si para cada subsucesion {Xn }s
existe una subsubsucesion {Xn, ., } verificando X, .., 25X

Prueba. Si X, P x , consideremos una subsucesién cualquiera { X, }.
Dado m, existe k(m) tal que para A,, = {w: [X,, (w) — X (w)| > L},
P(Ay,) <27™, Vk > k(m). Se comprueba facilmente que,

1
P(limsup Ap,,,,) = P{w : Nim Uism | Xo, ., (W) — X(w)] > ;} =0,

con lo que Xy, 2% X con m.

Para demostrar la suficiencia supongamos que que X,, no converge
en probabilidad a X. Ello supone que existirdn un 6 > 0 y un ¢ > 0
tal que P{w : | X, (w) — X(w)| > 0} > € para alguna subsucesién
{X,,}, ¥y por lo tanto ninguna de sus subsucesiones podra converger
a.s. a X de acuerdo con el teorema anterior. O

Corolario 5.1. Si g es continua y X, Py X entonces 9(X,) P,
9(X).

Conviene sefialar la distinta naturaleza de las convergencias en
probabilidad y casi sequra. Mientras esta Ultima es una convergencia
de tipo puntual, aquella es de tipo conjuntista. El ejemplo que sigue
ilustra bien esta diferencia y pone de manifiesto que la implicaciéon
contraria al teorema 5.2 no se verifica.

Ejemplo 5.1. La convergencia en probabilidad no implica la
convergencia cast segura. Para nuestro espacio de probabilidad
consideraremos el intervalo unidad dotado de la o dlgebra de Borel y
de la medida de Lebesgue. Definimos la sucesion X, = 1y, ¥n con

1 o P L .
I, =&, ”2‘2 |, siendo p y q los dnicos enteros positivos que verifican,
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p+29=ny0<p<29. Por ejemplo.

n=1

q=0,p=0

X1 =1y
n=2 qg=1,p=0 X2:1]07%]
n=3 qg=1p=1 ngl}%’l]
n=4 q=2,p=0 X4:1}0’%]
n=5 qg=2,p=1 stl]%’%]
n=6 q=2,p=2 ngl]%y%]
n = q=2,p=3 X7:1]%,1]
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donde claramente se ve que ¢ = g(n) y lim, ¢(n) = +oco.

Por su construccion las X,, no convergen puntualmente en [0,1],
pero si X =0, V§ > 0 se tiene Mw : |X,L( ) >0t =Mw: | Xn(w )| =
1} =A(I,) =279, 20 <n <291 4 X, 25 0.

5.2 Lemas de Borel-Cantelli

Con frecuencia aparecen en Probabilidad unos sucesos que tienen
la particularidad de ser independientes de si mismos. Si el conjunto
medible A es independiente de si mismo entonces, P(A) = P(ANA) =
P(A)P(A) = P(A)? por lo que P(A) ha de ser cero o uno. Los lemas
de Borel-Cantelli tratan sobre un suceso importante de este tipo.

Teorema 5.4 (Primer lema de Borel-Cantelli). Sea {A4,}n>1 una
sucesion de conjuntos medibles tal que ) P(A,) es una serie con-
vergente, entonces
P(limsup A,,) =
n

Prueba. De limsup,, A, = Ng>1 Up>k Ay, se deduce limsup,, 4,, C
Un>rArn para cualquier £, luego

Plimsup A,) < P(Upzrdn) < D P4,

n>k

pero Y -, P(A,) tiende a cero con k por ser convergente la serie
correspondiente. O

Teorema 5.5 (Segundo lema de Borel-Cantelli). Si{A4,},>1 es una
sucesion de sucesos independientes tal que Y P(A,) diverge, enton-
ces

P(limsup A4,,) =1

Prueba. Veamos que P((limsup,, A,)¢) = 0. De (limsup, 4,)° =
Uk>1 N>k A5 y por la continuidad desde abajo de la medida de pro-
babilidad,
P((limsup A,,)¢) = liin P(Np>kAL).
n

De la independencia de los {A,},>1 se deduce la de los {A§},>1.
Ademés 1 —x < e ®si 0 <z < 1. Tenemos pues

k+m

HPAC =

7) k+mAc
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k+m k+m
I[Py < [ emew = o shiz rian
n=~k n=~k

De la divergencia de ), P(A,,) se deduce que el tltimo término tiende
a cero con m para cada k de modo que P(N,,>1A5) = 0 y se sigue el
resultado. O

De los dos lemas de Borel-Cantelli se desprende que si los {4,}
son independientes entonces lim sup A,, es independiente de si mismo.
De otro modo, limsup A,, tiene probabilidad cero o uno. Ademaés te-
nemos un criterio para saber cuando es cero o cuando es uno, segin
que ), P(A,) sea convergente o divergente. En el apartado siguiente
veremos otro resultado de este tipo, la ley cero-uno de Kolmogorov,
para una clase mayor de sucesos.

5.3 Ley Cero-Uno de Kolmogorov

Recordemos que para una variable aleatoria X, o(X) = {X1(B),B €
B}, con B la o algebra de Borel, representa la o dlgebra engendra-
da por X. Si se trata de una familia finita de variables aleatorias
X1, Xa,..., X, la familia {X;'(B),B € B, i = 1,...,n} no es una
o algebra pero podemos engendrar una a partir de ella mediante,

o(X1,...,X,) =0{X; (B),BeB, i=1,...,n},

a la que llamamos o algebra engendrada por X1, ..., X, y que, como
facilmente se comprueba, admite esta otra expresion,

o(X1,...,Xpn) =0(U,0(X3)).

Si nuestra familia es ahora numerable, {X,},>1, un razonamiento
analogo nos permite definir la o 4dlgebra engendrada por X,,, X5, 41, .. .,
como

O(Xn, Xn+17 . ) = J(Uian(XZ))

Obtendremos asi la familia decreciente de o algebras, o(X,, Xpt1,...), >
1, cuya interseccién serd otra o algebra

T = mnle(XnaXn—i-l» .. -)7

que denominaremos o dlgebra cola de la sucesién {X,}. Cuando las
X, son independientes esta o algebra tiene interesantes propiedades.

Teorema 5.6 (Ley Cero-Uno de Kolmogorov). Si las variables { Xy, }n>1
son independientes, VE € 7, P(E) =0 o P(E) = 1.

Prueba. La familia Ay = Up>10(Xq,...,X,,) verifica que o(X,,) C
Ag, Vn, entonces o(Ag) = o(X1,...). Pero 7 C 0(Xpn, Xnt1,.-.) ¥
serd independiente de o (X7, ..., X,), Vn, lo que supone que lo serd de
o(Ap) y como T C o(X1,...), sus elementos seran independientes de si
mismos y se ha de verificar VE € 7 que P(ENE) = (P(E))? = P(E),
relacién que exige necesariamente P(E) =00 P(E) = 1. O

Se derivan de este teorema importantes resultados relacionados
con la convergencia de sucesiones de variables aleatorias.

Corolario 5.2. SiY es una variable aleatoria tal que oy C 7, en-
tonces Y es constante con probabilidad uno.
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Prueba. Segun la hipétesis {Y < y} C 7, Yy € R y por lo tanto
PY <y)=10PY <y) =0, por lo que necesariamente debe
existir yo tal que P(Y = yo) = 1. O

Corolario 5.3. Si {X,} es una sucesion de variables aleatorias in-
dependientes,

1. {X,} converge a.s. a una constante o diverge a.s.,

2. anl X, converge a.s. a un limite finito o diverge a.s, y

3. para toda sucesion de constantes, {a,}, conlima,, =0, {a, >~ X;}
converge a.s. a una constante o diverge a.s.

Observemos previamente que para dos variables aleatorias cuales-
quiera, X; y X;, y para una constante cualquiera, k, podemos escribir

A=A{w: X;(w)+X;(w) <k} =Upeg{w : Xi(w) <r}{w: X, (w) < k—r},

lo que supone que A € o(X;, X;). De forma andloga, para ¢ > 0y
para X, , ..., X;,,, podemos afirmar que {w : | 27, (+X;,(w)| < €} €
o(Xs,,...,X;,,). Pasemos ahora a la demostracion.

Prueba. 1. Sea F = {w : 3lim X,,(w) y es finito}, para cada n se
verifica que F = {w : Jlimg>o Xp4r(w) y es finito} y por el
criterio de Cauchy podremos expresar E de la siguiente forma,

1
E = Nm>1 Uksn Nisk Njzi {w, | Xi(w) — Xj(w)| < E}’

lo que de acuerdo con el comentario inicial supone que F €
o(Xn, Xnt1,-..), Yn y por tanto E € 7. La ley cero-uno de
Kolmogorov asegura que P(E) =0 o P(E) = 1. En este ultimo
caso, si X,, =5 X,

{w: X(w) < ¢} =Up>1 Nuzm {w: Xp(w) <c}, VeeR,
y ox C 7. El corolario 5.2 nos dice que X es a.s. constante.

2. Si tenemos en cuenta que Zn21 X,, converge si y solo si lo hace
> i>n Xi, razonando como antes, el correspondiente conjunto E
en el que existe limite finito podra escribirse,

J
1
E = Npm>1 Uksn Nisk Nj>i {w, | ZXZ(W” < E}v

=1

deduciendo, también como antes, que P(E) =00 P(E) = 1.

3oany . Xi=ap Zf\;l Xi+anyinyq Xi, n> N,y como las

an = 0, {a, Y i~y X;} converge si y solo si {a, Y ;.4 Xi} lo

hace, con lo que podremos repetir el argumento de los apartados

anteriores, en particular la tltima parte del razonamiento del 1)

para establecer que el limite, si es finito, es también ahora a.s.
constante.

O

Observacién 5.1. Sefialemos que para el seqgundo de los apartados
del corolario, a diferencia de lo afirmado para los otros dos, el limite,
aun siendo finito, no tiene porque ser constante. En efecto, como
mds tarde veremos, para variables independientes, centradas y con
varianzas tales que ) -, var(X,) < +oo, la serie Yy X, converge
a.s. a una variable aleatoria X con media 0 y var(X) = > var(X,).
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5.4 Leyes de los Grandes Numeros

El nombre de leyes de los grandes niumeros hace referencia al es-
tudio de un tipo especial de limites derivados de la sucesiéon de va-
riables aleatorias {X,}. Concretamente los de la forma lim,, S"b;“",
con S, = > " X; y siendo {a,} y {bn} sucesiones de constantes
tales que limb,, = +oo. La ley cero-uno de Kolmogorov a través del
corolario 5.3 nos da una respuesta parcial, recordemos que si las X,
son independientes el limite anterior converge a.s. a una constante o
diverge a.s. En esta seccion fijaremos las condiciones para saber cuan-
do existe convergencia a.s., y como nos ocuparemos también de la
convergencia en probabilidad, las leyes se denominaran fuerte y débil
respectivamente.

Teorema 5.7 (Ley débil). Sea {X}} una sucesion de variables alea-
torias independientes tales que E(X,f) < 400 para cualquier k y
lim,, 2 > 1_; var(Xy) = 0, entonces

zn:Xk— 1)) — 0.
k:

Prueba. Para Sn = %Zz (X — E(Xy), se verifica que E(S,) =0
y var(S,) = &> ,_,var(Xy). Por la desigualdad de Chebyshev,
Ve >0
var(
P(Sn| =€) < —— n2 5 Zvar Xi),

6

que al pasar al limite nos asegura la convergencia en probabilidad de
S, a 0. OJ

Corolario 5.4. Si las X,, son z'id con varianza finita y esperanza
comin EX1, entonces + Zk 1 Xk £, EX;.

Prueba. Sivar(Xy) = o?, Vk, tendremos =3 >/ var(X;) = %2 que
tiende a cero con n. Es por tanto de aplicacion la ley débil que conduce
al resultado enunciado. O

Este resultado fué demostrado por primera vez por J. Bernoulli
para variables con distribucién binomial, lo que se conoce como la ley
de los grandes nimeros de Bernoulli. En efecto, si Y,, ~ B(n,p) po-
demos considerar Y,, = >}, X, con X, ~ B(1, p) e independientes,

por lo que la aplicacién del corolario conduce a == £, p.
El siguiente paso serd fijar las condiciones para que el resultado
sea valido bajo convergencia a.s.

Teorema 5.8 (Ley fuerte). Si {X} es una sucesion de variables
aleatorias i.i.d. con media finita, entonces

fZXk L% B(Xy).

Prueba. Sin pérdida de generalidad podemos suponer X > 0, Vk.
Para cada k definamos la variable truncada Yy = X kl{ Xu<k} Y con-
sideremos la suma parcial S;; = >")_, Y;. Por la independencia de la
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Xka

n

var(S;) Zvar Yi) < ZE Y2) =
k=1 k=1

=Y B(X21ix,<ky) < nE(X?P1ix,<py).
k=1

Sea ahora « > 1, fijo y u,, = [a"], por la desigualdad de Chebyshev

Si, = B(S:,)
n n <
P(| e > ) < S

EXLlixi<ny) 1 X7

2u, €2

y sumando para n

S =) g

n>1

1 X 1
< 2 Z — 1{X1<"}) (Xl Z ?1{X1§n})~ (5.1)

n>1 Un n>1 "

Si ng es el menor n tal que u, > x, a™ > x y como para y > 1 se
verifica y < 2[y], tendremos que

Z u;l — Z [an]—l — Z [an}—l <
Up >T [an]>z n>ngo
f270f"0 < Mz™' M=2
—1

n>n

«
b
a—1

y de aqui, > up lx, <y, < Mz~ 1 que aplicado a 5.1 nos da

ZP _ (Szn)| >e€) < E%E(Xl) < +00. (5.2)

n>1

Aplicando el primer lema de Borel-Cantelli, para e racional, conclui-
* _E
mos que S”i(s) 220, y por el teorema de las medias de Cesaro

u, TE(SE) = ’1 Sopr, E(Yy) tiene el mismo limite que E(Yj), e

decir, E(X1). En consecuencia S“" L% B(X1).
Por otra parte,

+oo
> PXn#£Y) =) P(Xi>n) < P(Xy > t)dt = E(X)) < 400
n>1 n>1 0

Sn—5,

y aplicando nuevamente Borel-Cantelli, === 2% 0 y por tanto

Su, a-S;
i Un Suy Sk Ung1 Stngr
Siup <k < upya, < %L y pasando al

Un+1 Un - - Un, Un+1

— a > 1, obtendremos

Un

limite, como
Un+1

1 S S
EE(XI) < lin}cinff < limksup f <aE(Xy) a.s.
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y utilizando todos los o > 1 racionales, la intersecciéon sobre los co-
rrespondientes conjuntos nos conduce a
S
kk a s, E(Xl)
O

Corolario 5.5. Si{X}} es una sucesidn de variables aleatorias i.i.d.
con B(X]) < 400 y E(X]") = +o0, entonces h 2% .

Prueba. Por el teorema sabemos que 1 Y7 X~ “% E(X; ), por lo
que bastard comprobar el corolario para X = X > 0. Definamos

XU — Xk)a SZOSXkSU,
n) 0, si Xp > u,

entonces
I a.s,
bl X u
T3z 33T e
k=1
y al tender u a +00 obtenemos el resultado buscado. O

La demostracion de la Ley fuerte que hemos presentado se debe a
Etemadi y supone una gran simplificacion respecto de los argumentos
clasicos ofrecidos por Kolmogorov que presentaba la Ley fuerte como
el resultado final de una cadena de propiedades previas, que si bien
alargan su obtencién, tienen a su favor, en casi todos los casos, el
ser resultados interesantes y utiles por si mismos. Es en beneficio de
la concisién por lo que hemos elegido la version de Etemadi, pero
aconsejamos vivamente al estudiante que encuentre ocasiéon de hojear
el desarrollo de Kolmogorov en cualquiera de los textos habituales
(Burrill, Billingsley,...)

5.5 Aplicaciones

5.5.1 El teorema de Glivenko-Cantelli

Para las variables aleatorias X1, Xo, ..., X, se define la funcién de
distribucién empirica mediante

w) = % > 1w (X (W)
k=1

Cuando todas las variables tienen la misma distribucién, F,(z,w) es
el estimador natural de la funcién de distribucién comin, F(x). El
acierto en la eleccién de este estimador se pone de manifiesto en el
siguiente resultado.

Teorema 5.9. Sea {Xy} una sucesion de variables aleatorias i.i.d.
con funcion de distribucion comin F(x), entonces Fy,(z,w) <% F(z).

Prueba. Para cada x, F,(x,w) es una variable aleatoria resultante de
sumar las n variables aleatorias independientes, 1)_ 4 (Xk(w)), k =
1,...,n, cada una de ellas con la misma esperanza, E(1)_ ;) (Xkr(w))) =
P(X), < x) = F(z). Aplicando la ley fuerte de los grandes nimeros,

Fo(z,w) 5 F(x).
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Este resultado es previo al teorema que da nombre al apartado
y que nos permite contrastar la hipodtesis de suponer que F' es la
distribucién comun a toda la sucesién.

Teorema 5.10 (Glivenko-Cantelli). Sea {X)} una sucesion de varia-
bles aleatorias i.i.d. con funcion de distribucion comin F(x). Hagamos

D, (x) = sup, |F,(z,w) — F(z)|, entonces D,, =2 0.
La demostracién, muy técnica, la omitimos y dejamos al interés

del lector consultarla en el texto de Billingsley.

5.5.2 Calculo aproximado de integrales por el mé-
todo de Monte-Carlo

Sea f(x) € C(]0,1]) con valores en [0, 1]. Una aproximacion al valor
de fol f(x)dx puede obtenerse a partir de la sucesién de pares de varia-

bles aleatorias distribuidas uniformemente en [0, 1], (X1, Y1), (X2, Y2), .. ..

Para ello hagamos,

P00 si f(Xi) < Vi

Asi definidas las Z; son variables Bernoulli con pardmetro p = FE(Z;) =
Pf(X;)>Y;) = fol f(x)dx, y aplicindoles la ley fuerte de los grandes
nimeros tendremos que

1 Z" as, [
n < 0
i=1

lo que en términos practicos supone simular los pares (X;,Y;), i =
1,...,n,con X; eY; ~ U(0,1), y calcular la proporcién de ellos que
caen por debajo de la grafica y = f(z).

5.5.3 Nuimeros normales de Borel

En el intervalo [0, 1] consideremos el desarrollo binario con infinitos
1’s de sus elementos. Es decir, w € [0, 1], w = 0.dy (w)d2(w), ..., d;(w), ...
con d;(w) € {0,1}. La eleccién de un ntimero al azar en [0, 1] implica
probabilizar el espacio ([0, 1], Bjg,1)) con la medida de Lebesgue, lo que
supone, como ya hemos visto, que P(d; = 1) = P(d; = 0) = 1, Vi.
Define Borel un namero normal como aquel w que verifica

1 & 1
lim =Y di(w) = -,
1TIL1r1nl:Z1 (w) 5

lo que supone que en el limite la frecuencia relativa de 1’s y 0’s es la
misma. Como cada d; ~ B(1, %), aplicando la ley fuerte de los grandes
numeros podemos afirmar que

I~ a1

Este resultado se conoce como Teorema de los Nimeros Normales
de Borel y supone que al elegir al azar un ntimero entre 0 y 1, con
probabilidad uno, serd normal.
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5.6 Ejercicios

1. Sean X7, Xs,... variables aleatorias con la misma distribucién
y con momento de orden dos finito. Demostrar que nP{| X; |>
en'/?} — 0y que nl% maxi<k<n | Xk | converge en probabilidad
a cero.

2. Sea {X,,},>1 una sucesién de variables independientes y equi-
distribuidas con media m > 0. Sea S, = >.i-, X; y sea [ un
intervalo acotado en R. Consideremos los sucesos {S, € I}.
Demostrar que con probabilidad uno solamente pueden reali-
zarse simultdneamente un niimero finito de sucesos de la forma
{S, e I}.

3. Sea {X,, },>1 una sucesién de variables independientes y S,, =
Z?:l X Sea {by, },,>1 una sucesién de constantes verificando 0 <
bn, T +o00. Demostrar que las variables lim sup f—: y lim inf f—: son
degeneradas.

4. Sean X; > 0 variables aleatorias iid tales que tienen media infini-
ta. Demostrar que la media aritmética delas X; conj=1,...,n
tiende a 400 con probabilidad uno cuando n — +oc.

5. Sea f una funcién definida sobre [0, 1] continua y positiva. Deter-

minar el limite cuando n — +oo de I,, = fol . fol f(Btettn g, o day,.



Capitulo 6

Convergencia débil

6.1 Convergencia débil

Cualquier generador de nimeros aleatorios uniformes en el inter-
valo (0, 1] se basa en la idea de tomar un n entero no negativo muy
grande y elegimos un valor de D,, = {%, %, ..., 1}, de modo que cada
elemento de D,, tenga la misma probabilidad de ser seleccionado. El
valor es el nimero aleatorio buscado. Los diferentes generadores se
diferencian en el modo en que seleccionamos el elemento de D,,. En
temas anteriores hemos formalizado el concepto de niimero aleatorio
uniforme como el espacio de probabilidad ((0,1],8((0,1]),P) siendo
P la medida de Lebesgue en dicho intervalo. Sin embargo, ahora esta-
mos identificandolo con ((0,1],8((0,1]),P,) donde P, es en realidad
una medida de probabilidad discreta uniforme en D,,. Obviamente P,
y P son medidas diferentes para cualquier n finito que tomemos, aun-
que cabe esperar que cuando n es muy grande ambas medidas sean
similares. ;Son similares en el sentido de que

lim P, (4) = P(4) (6.1)

para cualquier boreliano A que tomemos? No, porque P, es una
medida discreta concentrada sobre D, que es un subconjunto de
los racionales, Q, por tanto P,(Q) = 1 para cualquier n, de donde
lim,, P,(Q) = 1 pero P(Q) = 0.

Aunque 6.1 no es cierta para un conjunto de Borel en (0, 1] cual-
quiera, si se verifica para una familia de conjuntos medibles muy im-
portantes. En efecto, si z € (0,1] entonces P,(0,z] = L"nmJ, don-
de |nz] denota la parte entera por defecto de nz. Tendremos que

lim,, P, (0, 2] = lim, LTJ = z = P(0,z], lo que significa que para
valores grandes de n la funcién de distribucién de P,, es muy parecida
a la funcién de distribucién de P. Es a este tipo de similaridad al que
nos estamos refiriendo.

Definicién 6.1 (Convergencia débil de medidas de probabilidad).
Sean {P,}n>1 y P medidas de probabilidad sobre la recta real, diremos
que las Py, convergen débilmente a P si lim,, P, (—o0, z] = P(—00, 2]
para cualquier x € R tal que P{x} = 0. Lo denotamos por Py, 2 p.
Si F, y F denotan las funciones de distribucion de P, y P entonces
diremos que {Fy,}n>1 converge débilmente a F silim, F,(z) = F(x)
para cualquier x punto de continuidad de F. Lo denotamos por F,, —

F.

67
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Puesto que P{z} = F(x) — limy_.,— F(y) ambas definiciones son
equivalentes. En el ejemplo anterior estamos aproximando una dis-
tribucién continua con una distribucién discreta. También podemos
aproximar una distribucién discreta mediante otra distribucion dis-
creta.

Ejemplo 6.1. Una distribucion binomial puede aprorimarse por una
distribucion de Poisson cuando tenemos un gran numero de pruebas
con una probabilidad de éxito muy pequeria. Si P, denota una distribu-
cton binomial con pardmetros n y py ylim, np, = X con 0 < A < 400,
y mediante P denotamos una distribucion de Poisson con media X,

haciendo A\, = np, tendremos, para k =0,...,n,
n\ & ner nn-=1)...(n—k+1) An AS
Pn{k} (k)p”( Pn) nk n k!
)
limn(nfl)...£n7k+1) 1
n n

De lim,, A\, = A, finito, se sigue que lim,, (1 — )‘7")’]“ =1; im \F = \*
y lim,, (1 — 22)" = e=*. Por tanto:

lim P, (I} = P{k} (6.2)

Puesto que Py (—o0,x] = IEZJO Pn{k}, utilizando 6.2 se tiene,

lim Py, (—o0, z] = P(—o0, 2], Vz

y por tanto P, S Pp.

En la definicién propuesta de convergencia débil hemos exigido
que tanto los elementos de la sucesion P,, como P fueran medidas de
probabilidad. No es una hipdtesis gratuita.

Ejemplo 6.2. Sea P,, = 1,y la delta de Dirac en {n}. Tenemos I, =
L[n,400) que converge a la funcion idénticamente nula que no es una
funcidn de distribucion de probabilidad. Si P(A) = 0 para cualquier
boreliano A entonces lim,, P, (—o0,z] = P(—00,z]| para cualquier x
real pero P no es una medida de probabilidad.

Estamos definiendo la convergencia de una sucesion de medidas
de probabilidad a otra medida de probabilidad bien en términos de
las propias medidas, bien en términos de sus funciones de distribu-
cién; pero hasta ahora, los tipos de convergencia estudiados hasta
el momento (casi segura o en probabilidad) se referfan a convergen-
cia de una sucesién de variables aleatorias a otra variable aleatoria.
Facilmente podemos extender el concepto a sucesiones de variables
aleatorias.

Definiciéon 6.2 (Convergencia en ley de variables aleatorias). Sean
{Xn}n>1 y X variables aleatorias definidas sobre un mismo espacio
de probabilidad. Denotamos por {Pn}n>1 y P sus distribuciones de
probabilidad respectivas. Se dice que la sucesion { X, }n>1 converge en
ley a X, X, L X, si Pp 5 P o, equivalentemente, si lim,, P(X,, <
x) =P(X < z) para todo = tal que P(X = z) = 0.
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Recordemos los tres tipos de convergencia para sucesiones de va-
riables que hemos definido:

1. X, % X si P(lim, X, = X) = 1.
2. X,, % X si lim,, P(|X,, — X| > €) = 0 para cualquier € > 0.

3. X, 5 X s lim, P(X, < z) = P(X < z) para cualquier x
verificando que P(X =) = 0.

Notemos que en la defincién de las convergencias casi sequra y en
probabilidad estamos considerando probabilidades de sucesos en cuya
definicién intervienen las X,, y la X simultdneamente. Obviamente
esto obliga a que tanto las X, como la X estén definidas sobre un
mismo espacio de probabilidad. Por el contrario, en la definicién de
convergencia en ley tenemos por una parte sucesos definidos tnica-
mente a partir de cada X,, y por otra parte probabilidades de sucesos
donde sélo interviene X. En ningiin momento comparamos X, con
X. Una consecuencia inmediata es que las X,, y X pueden estar de-
finidas sobre diferentes espacios de probabilidad y la definicién sigue
siendo valida. Sin embargo, esta generalizacién no nos aporta ninguna
ventaja en lo que sigue.

;, Qué relacion existe entre estos tres tipos de convergencia? En el
siguiente teorema vemos que el nombre de convergencia débil no es
gratuito porque es el tipo de convergencia més débil de las tres.

Teorema 6.1 (Relaciones entre convergencias). Sean X, y X va-
riables aleatorias definidas sobre un mismo espacio de probabilidad
entonces,

X, X —=X, B X—=X,5X

Prueba. La primera implicacién ya la hemos probado en el capitulo
anterior. Supongamos que X, 5 x y sea x tal que P(X = x) = 0. Se
verifica que

PX<z—¢ = PX<z—-¢X,<2)+PX<z—-6X,>1)
< P(Xp <)+ P(IX, — X| > )

PX,<z) = PX, <z, X<zx+e6)+PX, <z, X>z+5¢€)
< P(X <z+€)+P(IXn—X|>e).

Expresando conjuntamente las dos desigualdades tenemos,

P(X <z=6)=P(|Xn=X| > ¢) < P(X, < z) < P(X <a+e)+P(| X=X > e),
pero lim,, P(|X,, — X| > €) = 0 para cualquier € positivo por lo que

P(X <z—e) < lin}Linf”P(Xn < z) <limsup P(X, <z) < P(X < x+e)

y, puesto que P(X = z) = 0 es equivalente a que F(z) = P(X < x)

sea continua en z, se sigue el resultado. O

Ninguna de las implicaciones contrarias en el teorema anterior es
cierta. Ya vimos un ejemplo donde mostrabamos que la convergencia
en probabilidad no implica la convergencia casi segura. Tampoco la
convergencia débil implica en general la convergencia en probabilidad.
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Ejemplo 6.3. Si{X,},>1 y X son variables Bernoulli conp =1/2,
entonces para 0 < € < 1 tendremos P(|X,, — X| > ¢€) = P(| X, — X| =
1) = % por lo que X,, no converge en probabilidad a X y sin embargo si
que hay convergencia débil ya que X,, y X tienen la misma distribucion
de probabilidad.

Existe una situacién de gran interés practico donde la convergencia
en probabilidad y en ley son equivalentes. En efecto, si a € R entonces

X, B ast y solo si X,, L 4. Probar este resultado es muy simple y
lo dejamos al cuidado del lector.

La importancia de la convergencia débil en Probabilidad se deriva
del hecho de que el Teorema Central del Limite asegura una conver-
gencia de este tipo. Este resultado (mds bien conjunto de resultados
pues existen diferentes versiones del mismo) en la versién de Linde-
berg y Levy afirma que si tenemos una sucesién de variables aleatorias
{X,} independientes y con la misma distribucién, con media m y va-
rianza o2 finitas, entonces n'/ 2X"JJ Lz , siendo Z una variable con
distribucién normal estandar. Este resultado es una de las razones que
justifican el uso intensivo que se hace de la distribucién normal en el
analisis de datos. El estudio que estamos haciendo de la convergencia
débil y el que haremos de la funcién caracteristica estd justificado en
orden a probar el teorema central.

6.2 Relacion entre convergencia débil de
medidas y convergencia de integrales

Hemos definido un tipo de convergencia de medidas de probabi-
lidad, {P,}, a otra medida de probabilidad, P, que supone que a
medida que n crece P, se aproxima, en algun sentido, a P. Si f es
una funcién integrable entonces es de esperar que [ fdP,, se aproxime
a f fdP. Esto no es cierto en general, pero si f es continua y acotada

entonces lim,, [ fdP,, = [ fdP.

En efecto, tomemos € > 0 fijo, si F' denota la funcién de distri-
bucién de P, entonces D = {x : x es punto de continuidad de F} =
{z : P{z} = 0} es un subconjunto denso de R. Existirdn por tanto
a,b € D con a < b tales que P(a,b]° < e. Tendremos,

dn:’/fdPn—/fdP’<

TER

< / fapr, — fdP| + / fdPn| |+ / fap
(a,d] (a,b] (a,b]° (a,b]e
< sup f(z)(e+ Pn(a,b]®) + fdP, —/ fdP|,
(a,b] (a,b]

y [ continua sed uniformemente continua en [a,b] por lo que existe
un 0 positivo verificando que si |z —y| < d entonces |f(x) — f(y)| < e.
Considerando otra vez que D es denso existirdn ag = a < a3 < ... <
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Gp < apy1 =bcon a;p1 —a; <dparai=1,...,n.

/ faP,— | fdP| <> / fdPn — fdp
(a,b] (a,b] i—o |/ (ai,ai41] (aiait]

— Z /( v ](f_f(ai))dlpn_\/(‘ ‘ }(f_f(ai))dp—l-f(ai)(Pn(ai,aiH]—P(ai,aiﬂ])

1=0

< 2¢(Pu(a,b] +P(a,b]) + [22% F@)](Pn(ai, aip1] — Plai, aig1]).

Pero a;,a,11 € D de donde lim,, P, (a;,a;,11] = P(a;, a;4+1] para i =
0,...,n. Pasando al limite

limd,, < 2¢[sup f(z)] + 4¢P (a,b] < 2¢[sup f(z) + 2], Ve >0
n TER TER

y por lo tanto lim,, [ fdP, = [ fdP. El reciproco también es cierto.
Teorema 6.2. Son equivalentes las dos afirmaciones siguientes:
1. P, 5 P.

2. lim,, [ fdP, = [ fdP para cualquier funcién f continua y aco-
tada.

Prueba. Supongamos que la segunda afirmacion es cierta. Tomamos
x un punto de continuidad de F'y € > 0. Consideremos

1, sty < x — k€,
hy)=1{ =¥, sie-c<y<u,
0, en el resto,
y
1, sty <z,
foly)={ 1-24 siz<y<az+te
0, en el resto.

Tenemos las siguientes desigualdades,
F(x—¢) =P(—o00,x — ¢ < /fld'P = lim/fld'Pn < liminf P, (—o0, 2] <
lim sup P, (—o0, 2] < lim/fgdPn = /fgdP < P(—o0,z+ €| =F(x+e),.

Puesto que x es un punto de continuidad de F' haciendo tender € a
cero

F(z) = liminf P, (—o0, z] = limsup P, (—o0, z] = lim F},(z)
n n n

, lo que prueba la implicacién contraria. O

Visto el teorema anterior podiamos haber definido la convergen-
cia débil de medidas de probabilidad a partir de la convergencia de
las integrales de las funciones continuas y acotadas. Hay ademaés ra-
zones de conveniencia matemética para hacerlo (ver Shiryayev, 1984,
paginas 306 a 313), sin embargo preferimos 6.1 por ser mucho més
intuitiva y porque en la recta real, donde nos proponemos trabajar,
son equivalentes.
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6.3 Un criterio de convergencia para su-
cesiones ajustadas

Dada una sucesién de medidas de probabilidad, {P,},>1, antes
de plantearnos a qué medida converge habremos de comprobar si con-
verge o no. En este apartado proponemos un criterio de convergencia
ya conocido en una situacién simple, la de las sucesiones numeéricas.
Supongamos {z,, },>1 una sucesién acotada de nimeros reales. Un co-
nocido resultado afirma que {x, },>1 es convergente si y solo si todas
sus subsucesiones convergentes convergen a un mismo valor. O si se
prefiere, lim,, x,, = x si y solo si para cualquier subsucesién conver-
gente {xy, trk>1 de {zp}tn>1, limg z,, = . Sea ahora ¢, la delta de
Dirac en el punto z. Para cualquier sucesién numérica, en particular
{n}n>1, se verifica que lim,, x,, = x equivale a (w) lim,, §,, = d,. Por
tanto el resultado enunciado para sucesiones numéricas podemos ex-
presarlo como, &, “% 4, si y solo sf cualquier subsucesién débilmente
convergente, {0z, }r>1 de {0z, }n>1 verifica d;, R

Este resultado enunciado para las delta de Dirac es cierto en un
contexto més amplio. Solamente hemos impuesto una condiciéon pre-
via, la acotacién de {z,}n>1. En términos de las medidas {dz, }n>1
esto lo podemos expresar diciendo que para cualquier € positivo, y en
particular para valores entre cero y uno, encontramos valores a,b € R
tales que d,,, (a,b]® < e para todos los n. Consideremos las dos defini-
ciones siguientes.

Definicién 6.3. 1. {Pn}n>1 diremos que es relativamente com-
pacta si cada sucesién de elementos de {Pp}n>1 contiene una
subsucesion débilmente convergente a una medida de probabili-
dad.

2. {Pn}n>1 es ajustada si para cada € positivo encontramos dos
valores reales a,b tales que Py (a,bl® < € para cualquier n.

Es importante notar que en la definicién de sucesién relativamente
compacta no exigimos que la medida limite pertenezca a la sucesién.
Por esta razén hablamos de relativamente compacta y no de compac-
ta. Prohorov probd que ambas definiciones son equivalentes. Nuestro
criterio de convergencia serd una consecuencia inmediata de este re-
sultado.

Teorema 6.3 (Prohorov). Si {P,}n>1 son medidas de probabilidad
sobre la recta real entonces la sucesion es relativamente compacta si
y solo si es ajustada.

Prueba. Para probar la necesidad, supongamos que {P,},>1 €s re-
lativamente compacta pero no ajustada. Entonces, dado € positivo
y m entero no negativo encontramos n,, tal que P, (—m,m]¢ > e.
La sucesién {Py,, }m>1 es relativamente compacta por lo que tendrd
una subsucesion {an(k) }k>1 y una medida de probabilidad P tal que

Py % P. Dada P encontramos a < b tales que P{a} = P{b} =
0y P(a,b]° < e. A partir de un cierto k, (a,b] C (—m(k), m(k)]
Y Py (@0 > Py, (=m(k),m(k)]° > € pero: Py, (a,b] =
Pripay (—00,a] + 1 =Py (b, +00) tiende con k a P(—oc,a] + 1 —
P(b,4+00). En consecuencia P(a, b]® > € en contra de la eleccién de a
y b. O
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Para probar la suficiencia necesitamos el siguiente teorema previo.

Teorema 6.4 (Teorema de Helly-Bray). Para una sucesion cualquiera
de funciones de distribucion {F,}n>1 siempre existe una subsucesion,
{Fy, }k>1, ¥ una funcion continua por la derecha y no decreciente F,
tal que limyg, Fy, (z) = F(x) si x es un punto de continuidad de F'.

La prueba del resultado se apoya en el método diagonal de Cantor.

Lema 6.1 (Método diagonal de Cantor). Sean

T11,212,L13, - - -
T21,T22,T23, .-

tales que la sucesion numérica formada por cada fila estd acotada.
Existe {ny}r>1 tal que {Tn, tx>1 es convergente para cualquier r.

Prueba. {x1;};>1 estd acotada por lo que tendra una subsucesién con-
vergente {Z1n,; }j>1, {%2n,, };>1 estd tambié acotada y podremos de-
terminar una subsucesién {Zan,; };>1 que converge y asi sucesivamen-
te. Tomemos ny = nyk, para r fijo tendremos que {Zy, }x>r €s una
subsucesion de {x,,, };>1 elegida de forma que converja. En definitiva
{Zrn, }k>1 €s convergente para cualquier r. O

Demostracién del teorema de Helly-Bray.-

Prueba. Tenemos una cantidad numerable de sucesiones {F,(r)},>1
cuando r varia en el conjunto de los racionales. Son acotadas por
lo que podemos aplicar el método diagonal de Cantor. Encontramos
una sucesién {nj}r>1 de enteros no negativos tal que existe G(r) =
limy, F,, (r) para todos los racionales. Definimos: F(z) = inf{G(r) :
x < r,r € Q} que es trivialmente no decreciente. También es continua
por la derecha: para x y € > 0 por la definiciéon de F' encontramos un
r € Q tal que G(r) < F(x) + ¢ todo y que verifique = < y < r
verificard F(z) < F(y) < G(r) < F(z) + e

Veamos que limy Fy,, (z) = F(z) si F es continua en z. Dado e
positivo encontramos un y tal que y < x y F(z) — e < F(y) asi como
dos racionales r y s que verifican y < r < x < s con G(s) < F(z) +e.
Tenemos las siguientes desigualdades: F'(z) — e < F(y) < G(r) <
G(s) < F(x)+ey Fp,(r) < Fy, (z) < Fy, (5). Pero limy, Fy,, (1) = F(r)
y limy, F,, (s) = F(s) por ser r y s racionales. Para k suficientemente
grande F(z) —e < F,, (1) < Fp, () < F,, (s) < F(x) + € de donde se
sigue el resultado. O

En el teorema de Helly-Bray no tiene porqué verificarse que la
funcién limite F' sea de distribucion, Fy, = 1}, ) serfa un ejemplo.
Demostracién de la suficiencia del teorema de Prohorv.-

Prueba. Suponemos {P,},>1 ajustada. F), es la funcién de distribu-
cién de P,,. Dada {F,,}n>1 por el teorema de Helly y Bray existe una
subsucesion {F),, }r>1 y F monétona creciente y continua por la dere-
cha con limy, F),, (x) = F(z) en los puntos de continuidad de F'. Hemos
de deducir del ajustamiento de {F,},>1 que F verifica F(+o00) =1
y F(—00) = 0y el resultado estard probado pues P, convergera dé-
bilmente a la medida de probabilidad con funcién de distribuciéon F'.
Tomamos € > 0 arbitrario y encontramos a < b con Py, (a,b]® < €
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para cualquier k. Elegimos a’ y b’ puntos de continuidad de F' con
a’ <ayb<l. Entonces

max{ [, (al)7 1—-Fy, (b/)} < Pns (a/7 b/]c < P, (a, 0] <, (6.3)

pero limy F,, (a') = F(a') y limy F,,, (b)) = F(V') y de 6.3 obtenemos
que F(a') <ey F(V') > 1—e. F es pues una funcién de distribucién.
O

Teorema 6.5 (Criterio de convergencia). Si {P,}n>1 es una suce-
sion ajustada de medidas de probabilidad tal que cualquier subsucesion
débilmente convergente converge a una misma medida de probabilidad
P entonces (w)lim, P, = P.

Prueba. Si no es cierto que (w)lim, P, = P encontramos un x con
P{z} = 0 verificando lim,, P,,(—00, 2] # P(—o0, z]. Dado € > 0 pode-
mos determinar {ny},>1 verificando

|Pr,, (—00, 2] — P(—00, x]| > €. (6.4)

Pero {P,, }k>1 es ajustada y, por el teorema de Prohorov, relativa-
mente compacta de donde deducimos que ha de tener una subsucesién
{Pnk(j>}j21 que converge débilmente y, por la hipétesis del teorema,
ha de converger a P lo que por 6.4 no es posible. O

6.4 Ejercicios

1. Supongamos que X, tiene por distribuciéon de probabilidad:
,un({%}) = L para k =,1,...,n y X ~ U(0,1]. Probar que
X, no converge en probabilidad a X.

2. Sean {X,,},,>1 v X variables aleatorias tales que X,, convergen
en ley a X. Denotamos por u, y p sus distribuciones respectivas.
Supongamos ¢ una funcién real tal que u{z : g es discontinua
en z} = 0. Demostrar que g(X,,) converge en ley a g(X).

3. Dadas F'y G funciones de distribucién de probabilidad se define
la distancia de Levy entre F''y G como d(F,G) = inf{h > 0 :
F(x—h)—h<G(z) < F(z+h)+ h,z € R}. Dada la sucesién
{F, }n>1 de funciones de distribucién probar que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) F, converge débilmente a F.
(b) d(F,,F) — 0.
(c) Si g es continua y acotada entonces [, gdF, — [ gdF.

4. Demostrar que si, para cada n, X, toma valores enteros, enton-
ces: X, converge en ley a X implica que la variable X toma
valores enteros con probabilidad uno. Demostrar también que:
la convergencia en ley de las X, a X es equivalente con el hecho
de que P(X,, = j) — P(X = j) para cualquier entero j.

5. Encontrar un contraejemplo de una sucesion de variables alea-
torias, { X, }n>1, que converja en ley a dos variables X e Y tales
que P(X =Y) =0.
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6. Sean {F,}n>1 v Fo funciones de distribucién de probabilidad y
my, la nica mediana de F;, con n > 0. Supongamos que las F,
convergen débilmente a Fj. Demostrar que m,, — my. {Se puede
hacer una afirmacién anédloga si las medianas no son tunicas?

7. Sea b, una sucesiéon de niimeros reales tales que 0 < b, < 1y
lim,, b, = 0. Probar que si la sucesiéon de variables aleatorias
X, converge en ley a la variable X entonces b, X,, converge en
probabilidad a O.
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Capitulo 7

Teorema Central del
Limite

La convergencia de sucesiones de variables aleatorias fue estudiada
en el Capitulo 6 a través de las Leyes de los Grandes ntimeros, aunque
solamente resolviamos el caso de convergencia a constantes. Una situa-
cién sin duda maés rica, ya esbozada en uno de los corolarios de la Ley
Cero-Uno de Kolmogorov, es aquella que conduce a la convergencia a
otra variable aleatoria. Para poder resolver con éxito este problema
ha sido necesario esperar a disponer de la utilisima herramienta que
la funcién caracteristica supone (Lyapounov dixit) y sobretodo de los
teoremas de continuidad y unicidad de Lévy, a los que hay que anadir
la interesante propiedad que permite obtener la funcién caracteris-
tica de una suma de variables aleatorias independientes mediante el
producto de las correspondientes funciones caracteristicas.

El precedente de los resultados que a continuacién presentaremos
se debe a De Moivre y Laplace quienes demostraron que una B(n,p),
adecuadamente normalizada, convergia en ley a una N (0, 1). Este re-
sultado lo recogeremos como un caso particular del Teorema Central
del Limite en su versién clasica conocida, como Teorema de Lindeberg-
Lévy.

Para cerrar esta pequena introduccion digamos que fue Polya quien
acuild el término Teorema Central del Limite (TCL) para referirse
al conjunto de resultados que tratan el problema de la convergencia
en ley de sucesiones de variables aleatorias, pretendiendo con dicho
nombre reflejar el hecho de que este problema habia sido el centro de
las investigaciones en Teoria de la Probabilidad desde que De Moivre
y Laplace presentaron sus resultados.

7.1 Funcidén caracteristica

La funcion caracteristica es una herramienta de gran utilidad en
Teoria de la Probabilidad, una de cuyas mayores virtudes reside en
facilitar la obtencién de la distribucién de probabilidad de la suma
de variables aleatorias y la del limite de sucesiones de variables ale-
torias, situaciones ambas que aparecen con frecuencia en Inferencia
Estadistica.

7
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7.1.1 Definicién y propiedades

Definicién 7.1. Sea X una variable aleatoria y sea t € R. La funcion
caracteristica de X, ¢x(t), se define como E(e®X) = E(costX) +
iE(sintX).

Como |e?X| < 1, Vt, ¢px(t) existe siempre y estd definida Vt € R.
Para su obtencién recordemos que,

Caso discreto.- Si X es una v. a. discreta con soporte D y funcién
de probabilidad f(x),

ox(t) = 3 " (). (7.1)

xzeD

Caso continuo.- Si X es una v. a. continua con funcién de densidad
de probabilidad f(x),

+oo
ox(t)= [ e s (7.2)

De la definicién se derivan, entre otras, las siguientes propiedades:
P1) ¢x(0) =1
P2) |px(1)] <1

P3) ¢x(t) es uniformemente continua
P4) Si definimos Y = aX + b,

Py (t) = B(e") = E(e"X) = "¢ (at)

P5) Si E(X™) existe, la funcién caracteristica es n veces diferenciable
y Vk < n se verifica qﬁg?)(O) = i*E(XF)

La propiedad 5 establece un interesante relacion entre las derivadas
de ¢x(t) y los momentos de X cuando estos existen, relaciéon que
permite desarrollar ¢x (¢) en serie de potencias. En efecto, si E(X™)
existe Vn, entonces,

ik k
ox(t) =) %t’c. (7.3)

k>0

7.1.2 Funcién caracteristica e independencia

Si X1, X, ..., X, son variables aleatorias independientes y defini-
mos Y = X; + Xo 4+ --- + X,,, tendremos

¢Y(t) _ E(eit(X1+X2+-..+Xn)) _ E(H 62'th> _ H E(eith> _ H QSXk (t)7
k=1 k=1 k=1

(7.4)
expresiéon que permite obtener con facilidad la funcion caracteristica
de la suma de variables independientes y cuya utilidad pondremos de
manifiesto de inmediato en los ejemplos que siguen.
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7.1.3 Ejemplos de funciones caracteristicas

Bernoulli.- Si X ~ B(1,p), su funcién de probabilidad vale f(x) =
p*(1—p)t=2 six € {0,1},y f(x) =0, si x ¢ {0,1}. Aplicando
(7.0),

QbX(t) _ zt Oq+6zt 1, q+p6it.

Binomial.- Si X ~ B(n,p), recordemos que X = X1+ Xo+---+X,,,
con las Xy ~ B(1,p),Vk e independientes. Si aplicamos (7.4),

n
Hq+pe (g +pe™)".

Poisson.- Si X ~ P()), su funcién de probabilidad es f(z) = e A

!

size€{0,1,...},y f(x) =0, en caso contrario. Aplicando (7.1),

-\ it\x "
¢X(t) = Zeitwq — e_A Z M — 6)\(61 —l).
x T

>0 ’ >0

Normal tipificada.- Si Z ~ N(0,1), sabemos que existen los mo-
mentos de cualquier orden y en particular, E(Z?"*t1) =0, Vn y
E(z%n) = 298 v Aplicando (7.3),

2nnl)
SN2 2
21(2n)! o, ()" (5" _ e
92(t) = Z 2"(2n)!n!t - Z nl Z e
n>0 n>0 n>0

Para obtener ¢ x (t) si X ~ N(u,0?), podemos utilizar el resulta-
do anterior y P4. En efecto, recordemos que X puede expresarse
en funcién de Z mediante X = p+ oZ y aplicando P4,

2

ox(t) = ez (at) = '™ =

Observacién 7.1. Obsérvese que Im(¢z(t)) = 0. El lector pue-
de comprobar que no se trata de un resultado exclusivo de la Nor-
mal tipificada, si no de una propiedad que poseen todas las v.
a. con distribucion de probabilidad simétrica, es decir, aquellas
que verifican (P(X > x)=P(X < —x)).

Gamma.- Si X ~ G(a, ), su funcién de densidad de probabilidad
viene dada por

%xa_le_)"” six >0,
0 siz <0,

por lo que aplicando (7.2),

AY % 1,-x
t — T, 0— — ﬁd
ox(t) (o) /0 et e x,
que con el cambio y = x(1 — it/\) conduce a

it

ox(t) = (1_X) “.

Hay dos casos particulares que merecen ser mencionados:
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Exponencial.- Cuando a =1, X ~ Exzp(\) y

A

oxlt) =55

Chi-cuadrado.- Cuando a =n/2 y A=1/2, X ~ X2 y

ox(t) = (1—2it) 3.

7.1.4 Teorema de inversion. Unicidad

Hemos obtenido la funcién caracteristica de una v. a. X a partir de
su distribucién de probabilidad, pero es posible proceder de manera
inversa por cuanto el conocimiento de ¢x (t) permite obtener F(z).

Teorema 7.1 (Inversién). Sean ¢x(t) y F(x) las funciones caracte-
ristica y de distribucion de la v. a. X y sean x1 < xo sendos puntos
de continuidad de F(x), entonces

1 T e—itzl _ e—itazg
Fzs) — F(a1) = lim 7/ e ().

T—oo 2T J_p it

Este resultado permite obtener F'(x) si « es un punto de continui-
dad. Basta para ello que x1 — 0o a través de puntos de continuidad,
y como F(z) es continua por la derecha, la tendremos completamente
determinada.

Pero este teorema tiene una trascendencia mayor por cuanto im-
plica la unicidad de la funcién caracteristica, que no por casualidad
recibe este nombre, porque caracteriza, al igual que lo hacen otras fun-
ciones asociadas a X (la de distribucidn, la de probabilidad o densidad
de probabilidad, ...), su distribucién de probabilidad. Podemos afirmar
que si dos variables X e Y comparten la misma funcién caracteristica
tienen idéntica distribuciéon de probabilidad. La combinacién de este
resultado con las propiedades antes enunciadas da lugar a una potente
herramienta que facilita el estudio y obtencion de las distribuciones
de probabilidad asociadas a la suma de variables independientes. Vea-
moslo con algunos ejemplos.

1. Si Xy ~ B(ng,p), k=1,2,...,m y son independientes, al definir
X =>"7" | Xy, sabemos por (7.4) que

ox(t) =[] ox.(0) = [[(a+pe™)™ = (g +pe)",
k=1 k=1

conn = ni+ng+---+n,,. Pero siendo esta la funcién caracteris-
tica de una variable B(n,p), podemos afirmar que X ~ B(n,p).

2. Si nuestra suma es ahora de variables Poisson independientes,
Xk ~ P()\;), entonces

ox(t) = [T ox(t) = [[ M0 =X,
k=1 k=1

con A=Ay + Ao+ -+ A\, Asi pues, X ~ P(\).
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3. En el caso de que la suma esté formada por variables N (uy, 0’,%)

independientes,
) 242
ox(t) =2, (7.5)
con p=py+po+-+pm y o2 =0t +03+---+02,. Asf pues
X ~ N(p,0?).

4. En el caso de que la suma esté formada por n variables indepen-
dientes todas ellas Exp()),

ox(t) = (o) = (1= ),

y su distribucién sera la de una G(n, A).

5. Sea ahora Y = X2 con X ~ N(0, 1), su funcién caracteristica viene
dada por

i 1 22 . 1
t) = 7677(172%) SR —
ov () /_oo (2m)3 (1 2it)%

lo que nos asegura que Y ~ x3.

7.1.5 Teorema de continuidad

Se trata del ultimo de los resultados que presentaremos y permi-
te conocer la convergencia de una sucesiéon de v. a. a través de la
convergencia puntual de la sucesién de sus funciones caracteristicas.

Teorema 7.2 (Directo). Sea {X,,}n>1 una sucesion de v. a. y{F,(x)}n>1
Y {dn(t)}n>1 las respectivas sucesiones de sus funciones de distribu-
cion y caracteristicas. Sea X una v. a. y F(x) y ¢(t) sus funciones de
distribucion y caracteristica, respectivamente. Si F, — F (es decir,

X, 5 X ), entonces
on(t) — o(t), VteR.
Resultado que se completa con el teorema inverso.

Teorema 7.3 (Inverso). Sea {¢,(t)}n>1 una sucesion de funciones
caracteristicas y {F,(x)}n>1 la sucesion de funciones de distribucion
asociadas. Sea ¢(t) una funcidn continua, si ¥Vt € R, ¢, (t) — o(t),
entonces

F, “5 F,

donde F(x) en una funcién de distribucidn cuya funcién caracteristica

es ¢(t).

7.2 El Teorema de Lindeberg-Lévy

Teorema 7.4. Sea {X,,} una sucesion de variables aleatorias i. i. d.
con E(X,,) =m yvar(X,) = o?, Yn. Para S, = _._, X) se verifica

que

S.
Se—m  S,—mm [

= — N(0,1).
a/vn ovn (0.1)
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Prueba. A partir de X, definimos Z,, = X";m, que constituirdn una
nueva sucesién de variables independientes con media 0 y varianza 1.
La funcién caracterfstica de Z,, podra expresarse oz, =1 — (t2/2) +
h(t), con

1 “+oc0 )
h(t) = —t2/ (1-— 5)/ 22(e'n —1)dFy, ds.
0 —o0

n—nm

Por otra parte Sch =0 % y su funcién caracteristica, @, (t),
vendra dada por

= t t2 t\\" gn)\"
W (1) = —)=(1-—+n(— =(14+22) .
#nlf) ,}1”’“(ﬁ) ( o " (ﬁ)) ( T
El teorema de la convergencia dominada nos permite comprobar con

facilidad que lim,, nh(ﬁ) = 0, con lo que la funcién g(n) = —% +

n
de limites tendremos que

nh(%) tiende a _th cuando n — +o0. Aplicando un resultado clasico

n 2
lim ¢, (t) = lim (1 + g(n)> =e2,
n n n

y aplicando el teorema de continuidad obtenemos el resultado enun-
ciado. ]

Si las variables del teorema anterior fueran Bernoulli de parametro
p, su esperanza comun serfa p y su varianza p(1 — p) siendo ademads

Sp una B(n,p). La aplicaciéon del teorema nos permite afirmar que

\/% N N(0,1), lo que se conoce como teorema de De Moivre-

Laplace.

7.3 Las condiciones de Lindeberg y Lya-
pounov

Una generalizacion del teorema béasico que acabamos de exponer
supone relajar la condicion de equidistribucién exigida a las varia-
bles de la sucesién. Los trabajos de Lindeberg y Lyapounov van este
sentido y previamente a su exposicién hemos de introducir un nuevo
concepto.

Definicién 7.2 (Arreglo triangular). Una coleccion de variables alea-
torias

Xn17~~~7Xn’r‘n7

independientes para cada n, recibe el nombre de arreglo triangular. El
cambio de subindice n no excluye el cambio de espacio de probabilidad.

Supondremos, no implica pérdida de generalidad, que E(X,x) =
0, Vn y Vk y para cuanto sigue definimos S,, = Xp1 + ... + Xy,

ol =E(X2) y s = 00
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7.3.1 La condiciéon de Lyapounov

La primera generalizacién se debe a Lyapounov expresada a través
del siguiente teorema.

Teorema 7.5. Si el arreglo triangular X,1, ..., Xpy, verifica la exis-
tencia de un § > 0, tal que hace integrables a las XZ:‘S Y

Tn

hmz 2—+5E (IX2F) = (7.6)

entonces N N(0,1).

A (7.()) se la conoce como condicién de Lyapounov. La demostra-
cién del teorema la omitimos porque sera una corolario, como com-
probaremos maés tarde, de la generalizacién debida a Lindeberg.

7.3.2 La condicion de Lindeberg

La condicién (7.6) tiene el inconveniente de exigir la existencia
de momentos estrictamente superiores a 2. Lindeberg sustituye dicha
condicion por la que lleva su nombre y que se expresa:

hmz ) / X2,dP =0, Ye > 0. (7.7)

Xnk|>esn

Con esta condicién el correspondiente teorema se enuncia de la si-
guiente forma,

Teorema 7.6. Si el arreglo triangular X1, ..., Xy, verifica la con-
dicién de Lindeberg, (7.7), entonces f—: N N(0,1).

Prueba. Podemos suponer que s2 = 1, para ello basta reemplazar

Xnk por Xni/sn. Por otra parte, de la relacién entre funcién ca-
racteristica y momentos de la variable aleatoria, podemos aproximar
©x,. = pnk mediante 1 — 1¢262, . con un error menor o igual que

Elmin([tX,x|?, [tXnk|?)]. Esta cota, Ve > 0, vale a lo sumo
/ \tXnk\QdP+/ [t Xk |2dP < s|t|203k+t2/ X2,dP.
‘ nk|<5 | nk‘>€ ‘ ”nk|>€

Al sumar y pasar al limite, como U?Lk suma 1 y € es arbitrario, la
condicion de Lindeberg nos lleva a

1
hmz loni(t) — (1 — §t2 L =0,

para t fijo.

Por otra parte de la desigualdad o7, < €+ [ o X72,dP, cierta
para cualquier €, siempre a través de la condicién de Lindeberg se
deduce que

 Dnax o2, 0. (7.8)

Ello supone que para n suficientemente grande 0 < (1 — 1t202,) <1,
y por una conocida propiedad de los complejos de médulo inferior a 1

Tn

[T ut6) - T10 - 30b0)| < 3 w0~ 0 = 3ol
k=1

k=1
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Esta misma propiedad permite alcanzar la siguiente desigualdad,

Tn Tn Tn Tn

11 e tronk/2 _ [[a- %t%ik) <> |e—t203k/2_1+%t202k\ <ty om
k=1 k=1 k=1 k=1
tendiendo a 0 el Gltimo miembro de la cadena de desigualdades debido
a (7.8) y a que la suma de los U?Lk es 1. Hemos por tanto comprobado
que la funcién caracteristica de S, ps, (t) = [y, ¥nk(t) converge
a la de una N(0,1), con lo que el teorema de continuidad hace el
resto. O

Como afirmabamos antes, el teorema debido a Lyapounov es un
colorario de este resultado, para ello basta comprobar que (7.6) im-
plica (7.7). En efecto,

T
"1 / ) / |X k|2+6
— X, dP < ——dP
; SEL |Xnk‘255n " kz:l S’?L nk|>55 686
Tn
< Gsz 2+5/|X”’<|2+5dp
k=1 5n
1 1 5
= 652 249 E(| Xk ).
k=1 n

Sefialemos también que el teorema clasico de Lindeberg-Lévy en un
caso particular del teorema anterior si hacemos X, = Xy y 7, = n,
entonces la sucesién entera de las X es independiente y E(Xy = 0,
0? = E(X}), Vk y s2 = no?. La condicién de Lindeberg se verificara
ahora puesto que

1

Z S / X{dP = —; X2dP,
nos Jix,|>eov/n no= J|x,|>eo/n

y tiende a 0 cuando n tiende a 400 porque {|X;| > eoy/n} —= (.

7.4 El Teorema de Lindeberg-Feller

Hemos demostrado en la seccién anterior la suficiencia de las con-
diciones de Lindeberg y Lyapounov, la necesidad no es sin embargo
siempre cierta. Una sucesién de normales independientes, adecuada-
mente elegidas, nos puede servir de contraejemplo. En efecto, tome-
mos Xi ~ N(0, 0,3), independientes y con sus varianzas veriﬁcando

02 =1y o2 =mns_ |, loque supone que s2 ~

~ o2 pues lim,, Z ; = 1.
Es facil comprobar que la condiciéon de Lindeberg no se cumple en
estas circunstancias y ello es debido a que uno de los sumandos de
S, aporta tanta varianza como todos los demés, impidiendo que se
verifique (7.8) que era una consecuencia de la mencionada condicién
de Lindeberg. Si controlamos el aporte de cada sumando mediante
(7.8) podemos conseguir la necesidad de la condicién como muestra

el siguiente teorema.
Teorema 7.7 (Teorema de Lindeberg-Feller). Sea Xp1,..., Xnr,,
n > 1, un arreglo triangular que verifica,

2

max 2 —>0
1<k<r, S2
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entonces la condicion de Lindeberg es necesaria y suficiente para que
Sa 25 N(0,1).

La desmotracién puramente ténica, como las anteriores, la omi-
tiremos pero el lector intersado puede consultarla en los libros de
Shiryayev o Billingley.

7.5 Una curiosa aplicaciéon del TCL

De Moivre y Laplace dieron en primer lugar una version local del
TCL al demostrar que si X ~ B(n, p),

P(X =m)y/np(l —p) = \/—2?6_%”” ) (7.9)
para n suficientemente grande y x = \/%. Esta aproximacién nos

va a servir para estudiar la credibilidad de algunas aproximaciones al
numero 7 obtenidas a partir del problema de la aguja de Buffon.

Recordemos que en el problema planteado por Buffon se pretende
calcular la probabilidad de que una aguja de longitud 2, lanzada al
azar sobre una trama de paralelas separadas entre si una distancia 2a,
con a > [, corte a alguna de las paralelas. Puestos de acuerdo sobre
el significado de lanzada al azar, la respuesta es

P(corte) = 2—1,

arm
resultado que permite obtener una aproximacién de 7 si, conocidos
a y I, sustituimos en ™ = % la probabilidad de corte por su
estimador natural, la frecuencia relativa de corte, p, a lo largo de
n lanzamientos. Podremos escribir, si en lugar de trabajar con 7 lo

hacemos con su inverso,
1 am

T 2n’
donde m es el nimero de cortes en los n lanzamientos.

El ano 1901 Lazzarini realizé 3408 lanzamientos obteniendo para
7 el valor 3.1415929 con 6!! cifras decimales exactas. La aproximacion
es tan buena que merece como minimo alguna pequena reflexién. Para
empezar supongamos que el nimero de cortes aumenta en una unidad,
las aproximaciones de los inversos de 7 correspondientes a los m y
m + 1 cortes diferirian en

a(lm+1) am a

Jam_ a1

2ln 2ln 2In T 2n
que si n =~ 5000, da lugar a ﬁ ~ 107*. Es decir, un corte més produce
una diferencia mayor que la precisién de 1076 alcanzada. No queda
mds alternativa que reconocer que Lazzarini tuvo la suerte de obtener
exactamente el nimero de cortes, m, que conducia a tan excelente
aproxrimacion. La pregunta inmediata es, jcudl es la probabilidad de
que ello ocurriera?, y para responderla podemos recurrir a (7.9) de la
siguiente forma,

m—np)2
PX —m)~ S < L

2mnp(1 — p) B m’
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que suponiendo a = 2l y p = 1/7 nos da para P(X = m) la siguiente

cota
P(X=m) < /ﬁ.

Para el caso de Lazzarini n=3408 y P(X = m) < 0.0146, Vm. Parece
ser que Lazzarini era un hombre de suerte, quizds demasiada.

7.6 Ejercicios

1. Si p es una medida que verifica la siguiente propiedad: pu(—o0, ] =
p[—x, +00) para cualquier x demostrar que:

(a) u(A) = p(—A) y por lo tanto u es lo que se llama una
medida simétrica.

(b) La propiedad indicada se verifica si y solo si la funcién
caracteristica es una funcion real.

2. Demostrar que para variables aleatorias independientes unifor-
memente distribuidas en el intervalo (—1,1), X1,..., X,, se veri-
fica que X;+...+X,, tiene por funcién de densidad % f0+oo(%m)"costﬂcdt
para cualquier n > 2.

3. Probar que para cualquier funcién caracteristica real se verifica
la siguiente desigualdad: 1+ ¢(2t) > 2¢(t)%.

Y)\f/\
A1/2

4. Si Y, es una variable Poisson con media A\, demostrar que
converge en ley a una normal estandar cuando A — co.

5. Supongamos que | X, |< M, con probabilidad uno y que
M,, /s, — 0. Demostrar que bajo estas condiciones se verifican
las condiciones de Lyapounov y de Lindeberg.

6. Sean X1, X5,... una sucesiéon de variables aleatorias indepen-
dientes y con la misma distribucién, con media cero y varianza
finita pero desconocida, o2 = var(X;). Si S, = X1 +... + X,

y lim, P(% >1) = % determinar la varianza o2.

7. Demostrar que lime ™™ Y}, %c = % utilizando el teorema cen-
tral del limite.

8. Supongamos que X es una variable aleatoria verificando que

EX? < 0oy que X tiene la misma distribucién de probabilidad
que Xéf?fz donde X7 y X5 son variables aleatorias con la misma
distribucién que X e independientes entre si. Demostrar que X

tiene una distribucién normal.

9. Sea {X,, }»>1 una sucesién de variables aleatorias independientes
uniformemente acotadas. Probar que la condicién de Lindeberg
se verifica si y solo si lim,, s,, = co.

10. Probar que el teorema central del limite implica la ley débil de
los grandes ntimeros.



Capitulo 8

Teorema de
Radon-Nikodym

8.1 Funciones aditiva y completamente adi-
tiva

Los precedentes del concepto de medida, de los que ésta no seria
mas que un caso particular, son los de funciones aditiva y completa-
mente aditiva.

Definicién 8.1 (Funcién aditiva). Sea (£2,.A) un espacio medible.
Una funcion v, definida sobre A, decimos que es aditiva si

1. v(0)=0,y
2. dados A y B de A, disjuntos, v(AU B) = v(A) +v(B).

Si extendemos la aditividad a familias numerables disjuntas tene-
mos

Definicién 8.2 (Funcién completamente aditiva). En el contexto de
la anterior definicion decimos que v es completamente aditiva si

1. es aditiva, y

2. dada {A,}n>1 C A, cuyos elementos son dos a dos disjuntos,
V(Un21An) = anl V(An)

Con estas definiciones una medida g no es mas que una funcion
completamente aditiva y no negativa.

Para el resto del capitulo seran de interés las propiedades que
enumeramos a continuacién y cuya demostraciéon omitimos por senci-
lla. En todas ellas v es una funcién aditiva.

1. Si BC Ay |v(B)| < +o0, entonces v(A — B) = v(A) — v(B).
2. Si BC Ay |v(B)| = 400, entonces v(A) = v(B).
3. SiBC Ay |v(A)] < +oo, entonces |v(B)| < +oo.

4. Dados Ay B, si v(A) = +00, entonces v(B) # —oo, y si v(A) =
—00, entonces v(B) # +o0.

87
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8.2 Descomposiciones de Jordan y Hahn

Definicién 8.3. Sea (2, A) un espacio medible y v una funcion com-
pletamente aditiva definida de A en R*. Llamaremos variacion supe-
rior dev en A€ A a

v, (A) =sup{v(B), B€ A, BC A}
De esta definicién se deriva la siguiente propiedad,
Teorema 8.1. 7, es una medida sobre A.

Prueba. Comprobemos que verifica las tres condiciones que definen a
una medida.

1. 7,(0) = 0, porque v(() = 0.
2. 7,(A) >0, VA € A, puesto que ) C Ay v(0) = 0.

3. Para {A;, Ao, ...} disjuntos dos a dos, T, (Up>145) = Zn21 7, (Ay).

En efecto, dado A € Ay A C Up>14,, la aditividad numerable
de v y la monotonia de v,,, de facil comprobacién, nos permiten

escribir
v(A) <D (AN A,) <Y T (Ay),

n>1 n>1

desigualdad que, al ser cierta para cualquier subconjunto de
Un>14,, conduce, al tomar supremos, a

6ll(unzlféln) S Z EV(ATL)'

n>1

Para obtener la desigualdad contraria supondremos que v, (4,,) <
+00, ¥n (en caso contrario la igualdad buscada es trivialmen-

te cierta). Dado ahora € > 0, para cada A,, JF, verificando
v(E,) > 1,(A,)—¢/2". Al sumar para todo n, como U,>1E,, C
Upn>14p, obtendremos U, (Up>145) > v(Up>1En) > >0 < U0 (An)—
€.

O
Definicién 8.4. Llamaremos variacion inferior dev en A € A a

v, (4) =inf{v(B), B€ A, BC A}.
Observemos que —v,(A4) = v_,(A4) y siendo —v completamente

aditiva, —v,, serd también una medida sobre A.
Proposicién 8.1. Si7,(A) = 400, entonces v(A) = +o0.

Prueba. Si v,(A) = 400, dado n, A, C A verificando v(A4,) > n.
Para n = 1 consideremos A; y A— Ay y siendo 7,, una medida, necesa-
riamente tendremos v, (A1) = +00 0 U,(A — A1) = +00. Designemos
por E; aquel que lo verifique y repitamos el razonamiento con F; en
lugar del A inicial. Una iteracion de este proceso dara lugar a las su-
cesiones {E,, n > 1} y {4,, n > 1}. Si 3ny, tal que v(E,,) = oo,
la proposicién estd demostrada. Supondremos que |v(E,)| < 400, Vn
y consideraremos las dos alternativas siguientes:
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1. 3ng tal que B, = A,, Yn > ng.

Como los E,, son decrecientes,

V(Mp>noBn) = lim v(E,)= lim v(A4,)=4o0,
a nngooo nngooo

y como Np>neErn C A, V(A) = +o0.

2. Solo eventualmente E,, = A,,.

Eliminamos los A,, que coinciden con algiun FE,, obteniendo asi
la subsucesién de conjuntos disjuntos, {A,,, ¢ > 1}, para la que
se verifica,

v(Ui>14n,) = ZV(AM) > an = +o0,
1>1 i>1

y como también U;>1A,, C A, v(A) = +oo.

La variacién inferior goza de una propiedad semejante.
Corolario 8.1. Siv,(A) = —o0, entonces v(A) = —o0.

Estamos ahora en condiciones de demostrar las descomposiciones
que dan titulo a la seccién.

Teorema 8.2 (Descomposicién de Jordan). Sea (Q2,.A) un espacio
medible y v una funcion completamente aditiva definida de A en R*.
Existen entonces dos medidas p1 y po definidas sobre A tales que,

v(A) = p1(A) — p2(4), VA€ A
Prueba. Consideremos las dos situaciones:
1. [v(A4)] = +oo.
Si v(A) = +o00, la variacién superior también lo serd y por el
Corolario anterior, v, (A) # —oo. De andloga manera razonaria-

mos para el caso v(A) = —oo, por lo que en ambas situaciones
podemos escribir

v(A) =1,(4) +v,(4).

2. lv(4)| < 4.
Para cualquier £ C A, v(E) =v(A) —v(A— E). Como v(A —
E) <v,(A) y v(A—FE) > v,(A), al sustituir obtenemos las
desigualdades v(A) —7,(A4) < v(E) < v(4) —v,(A), que son
ciertas VE C A. Tomando infimos y supremos podemos de nuevo
escribir

v(A) =7,(A) +v,(4).
La descomposicion es p1 =7, y po = —v,,. O

Teorema 8.3 (Descomposicién de Hahn). Sea (2, A) un espacio me-
dible y v una funcién completamente aditiva y finita definida sobre A.
Existe E € A tal que

V(A) >0, VA€ A, ACE,

v(B) <0, VBe A, BCE°
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Prueba. La finitud de v implica la de 7, y paraune =1/2", 3E,, € A
tal que v(E,) > 7,(22) — 1/2™. De aqui,

U, (ES) =1,(Q) —0,(En) <7,(Q) —v(E,) <1/2"
y aplicando que v =7, + v,
—v,(E,) =T, (E,) —v(E, <7,(Q) —v(E,) <1/2".

El conjunto ¥ = Nk>1 Up>k By serd el buscado si comprobamos que
7, (E°) =0y v, (F)=0. Vedmoslo,

v, (EC) = lim v, (Np>kEy) < limsupv,(E}) =0,
k—o00 - E>1

de donde v, (F) = 0. O

Observacion 8.1. Las demostraciones de los dos teoremas preceden-
tes ponen de manifiesto que ninguna de las dos descomposiciones es
Unica.

8.3 Continuidad absoluta y singularidad

Definicién 8.5 (Continuidad absoluta). Sea (2,4, 1) un espacio de
medida y v una funcién de A en R*. Se dice que v es absolutamente
continua respecto de p si v(A) =0, VA € A tal que p(A) = 0.

El concepto de continuidad absoluta nos es mucho més familiar
de lo que este primer encuentro pueda hacernos pensar. En efecto, si
recurrimos a la nocién de integral y a una de sus propiedades, a saber,
que la integral sobre conjuntos de medida nula es nula, construiremos
con facilidad funciones absolutamente continuas respecto a cualquier
medida. Para ello consideremos una funcién medible, f, y definamos
sobre A una funcién v mediante,

I/(A):/Afd,u.

Es inmediato comprobar, apoyandonos en la propiedad citada, la
continuidad absoluta de v respecto de p.

En el caso de funciones puntuales hemos hablado también, capitulo
2, de continuidad absoluta. La equivalencia en la recta de real de
ambos conceptos, de la que nos ocuparemos en la tltima seccién del
capitulo, explica esta coincidencia de nombre.

La continuidad absoluta puede también caracterizarse, bajo ciertos
supuestos, mediante una condicién de las llamadas € — 4. El siguiente
teorema recoge dicha caracterizacion.

Teorema 8.4. Sea (Q, A, u) un espacio de medida y v una funcidn
sobre A completamente aditiva y finita. Entonces, v es absolutamente
continua respecto de p si'y sélo si

dado € >0, 3§ > 0, tal que [v(A)] <€ si u(A) < 4. (8.1)



8.4. DESCOMPOSICION DE LEBESGUE. TEOREMA DE RADON-NIKODYM91

Prueba. Veamos las dos implicaciones.

La condicién (8.1) = la continuidad absoluta.- Si se verifica
(8.1) y A es tal que u(A) = 0, entonces p(A) < ¢ cualquiera que
sea el § elegido y por tanto |[v(A)| < €, Ve > 0. En consecuencia
v(A) = 0 y serd absolutamente continua respecto de p.

La continuidad absoluta =—> la condicién (8.1).- Supongamos aho-

ra la continuidad absoluta de v respecto de p. Sea v, =79, —v,,
la wariacion total de v, que también es absolutamente continua
respecto de p. Si no lo fuera podriamos encontrar un A tal que
w(A) =0y v,(A) > 0y dada su definicién 7, (A4), o bien v, (A),
serfan positivas. Supongamos por ejemplo que T,(A4) > 0, en-
tonces 3B C A con v(B) > 0, pero u(B) = 0 y por continuidad
absoluta, v¥(B) = 0, lo que contradice lo anterior.

Por otra parte como |v(A)] < v,(A4), VA € A, bastard con
demostrar que v, verifica (8.1). De no hacerlo existiria € > 0 tal
que, para § = 1/2", encontrarfamos un E,, con pu(E,) <1/2"y
v, (Ey) > €. Definamos E = Ng>1 Up>k By, entonces

,LL(E) < ,LL(UnzkEn) < 1/2k71, Vk.
Es decir, que u(E) = 0. Pero

Uu(ﬂk21 Un>k En) lim /UV(UTLZK‘ETL) > hkmlnfvl,(En) >e >0,

- k—o0 —00
lo que es absurdo y por tanto v, es absolutamente continua
respecto de p.

O

Otra relacién importante entre una medida y una funcién comple-
tamente aditiva la define el concepto de singularidad.

Definicién 8.6 (Singularidad). Sea (€2, A, u) un espacio de medida
y v una funcién completamente aditiva definida sobre A. Se dice que
v es singular respecto de p si

JA € A, tal que u(A) =0y v(BNA°) =0, VB € A.

Lo que la definicién viene a afirmar es que v es distinta de cero
solamente sobre un conjunto que tiene medida nula respecto p.

Como facilmente se comprueba partir de las definiciones de conti-
nuidad absoluta y singularidad, si v es a la vez absolutamente continua
y singular respecto de la misma medida p, entonces es idénticamente
nula sobre A.

8.4 Descomposicion de Lebesgue. Teore-
ma de Radon-Nikodym

Esta seccién recoge el resultado fundamental del capitulo, la lla-
mada descomposicion de Lebesgue que permite, bajo condiciones no
demasiado exigentes, escribir cualquier funcién completamente aditi-
va definida en un espacio de medida como suma de dos funciones,
una absolutamente continua y otra singular respecto de la medida del
espacio.
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Teorema 8.5 (Descomposiciéon de Lebesgue). Sea (2, A, 1) un espa-
cto de medida y v una funcion completamente aditiva definida sobre
A, con u y v o-finitas. Existen v, y vs, completamente aditivas y
unicas, v, absolutamente continua y vs singular respecto de p y tales
que v = v, + vs. Existe ademds g, medible y finita, tal que

v.(E) = / gdp, VE € A.
B

Prueba. La o-finitud de p y v nos permite expresar {2 como unién
numerable disjunta de conjuntos sobre los que ambas son finitas. Po-
demos por tanto suponer, sin pérdida de generalidad, que ambas son
finitas sobre 2. Como por el teorema de la descomposicién de Jordan
v puede expresarse como diferencia de dos medidas, estableceremos el
teorema suponiendo que v es también no negativa.

Sea F = {f > 0, medible y tal que [, fdu < v(E), YE € A},
familia que no es vacia pues al menos contiene la funcién f = 0. Sea
L = sup{ [, fdu, f € F}, entonces L < v(2) < +00 y podremos en-
contrar una sucesion { f,, n > 1} C F verificando lim,, [, fndp =L, a
partir de la cual definimos una nueva sucesioén, g, = max;<y f;j, n > 1,
que serda monotona creciente con g = lim,, g,. Como f, < gy,

fndué/gndué/gdu, vn,
Q Q Q

y de aqui
L< / gdp. (8.2)
Q

Pero g es un elemento de F. En efecto, dado n y k£ < n, definimos
Ay = {w; fe(w) = gn(W)} v Bx = Ay, — U A;, constituyendo estos
ultimos una particién medible finita de 2 que nos permite obtener

/gndﬂ:Z/ gndﬂ:Z/ fndﬂSZV(EmBk>:V(E)a
E k=1 ENByg k=1 ENByg k=1

y por el teorema de la convergencia monoétona de Lebesgue f pgdu <
v(E) y entonces fQ gdp < L, que junto con (8.2) supone la igualdad.
Esta g, que podemos suponer finita por serlo casi por todas partes,
cumple el enunciado del teorema y nos permite definir para cualquier
EcA

ve(E) = /Eg du,

que es absolutamente continua respecto de pu.
Para completar la descomposicién del enunciado definamos

Vg =V — Vg,

que serd completamente aditiva y no negativa porque g € F. La com-
probacién de su singularidad respecto de u demostrard el teorema.
Sea, para cada n, v, = vs — %u y D,, su descomposiciéon de Hahn por
loque vp,(END,) <0y uv,(ENDS) >0, VE € A. Si D =N, D,,
como v, (EN D) < 0 se deduce que v,(END) < 2u(END), Vny de
aqui vs(END) =0, VE € A.

Si u(D°) = 0, la singularidad de v; estard comprobada, pero como
D¢ = U, D¢ verificaremos solamente que p(DS) = 0, Vn y para ello,

[0+ 2100 du < 0 (B) £, (B O DY) < 0(B) + () = w(B),
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lo que supone que (g + %ID%) eF,VnyL> fQ(g + %ID%) du, que
conduce a p(DS) =0, Vn.
La unicidad de la descomposicién es sencilla de comprobar. O

Observaciéon 8.2. La funcion g obtenida en el teorema no es unica,
pero cualquier otra funcion con estas caracteristicas serd igual casi
por todas partes a ella.

Obsérvese que de la demostracion no de desprende la integrabili-
dad de g que solo ocurrird cuando v, sea finita. Lo que siempre estd
garantizada es la existencia de su integral.

Una situacién particularmente interesante se produce cuando v es
absolutamente continua respecto de p. El correspondiente corolario
tiene nombre propio.

Corolario 8.2 (Teorema de Radon-Nikodym). Sea (2, 4, 1) un es-
pacio de medida y v una funcion completamente aditiva definida sobre
A, con p y v o-finitas. Si v es absolutamente continua respecto de i,
existe entonces una funcion g, medible y finita, tal que

v(E) :/ gdu, VE € A.
B

A g se la denomina derivada de Radon-Nikodym de v respecto de
1.

El Teorema de Lebesgue y su corolario, el Teorema de Radon-
Nikodym, nos permiten caracterizar aquellas funciones de conjunto
que vienen definidas mediante integracién. El siguiente teorema recoge
dicha caracterizacién.

Teorema 8.6. Sea (2, A, 1) un espacio de medida con u o-finita y v
una funcion definida sobre A. Existird una funcion g, medible y finita,
tal que

v(E) :/ gdu, VE € A,
B

sty solo si v es completamente aditiva, o-finita y absolutamente con-
tinua respecto de .

Prueba. Si v verifica las condiciones del enunciado, Radon-Nikodym
asegura la existencia de semejante g. Para ver la implicacién contraria
bastard probar que la funcién que (8.6) define es o-finita, porque la
aditividad completa ya ha sido probada en el capitulo 4 y la continui-
dad absoluta respecto de p es inmediata.

Como p es o-finita, existe una sucesién {A,},>1 C A tal que Q =
Un>14, ¥ 1(A,) < 400, ¥n. Para cada entero m > 0 definimos B,,, =
{w; |g(w)] < m} y como g es finita, Q = Up,>1By,. La interseccién de
ambas sucesiones dara lugar a una nueva sucesioén que recubre también
a () y para cuyos elementos

v(A, N By) = /

gdu < / mdp = mu(A,) < oo, Vn y Vm.
ApnNBp, Anp

O
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8.5 Aplicacién a (R,B,)\)

En esta seccién nos vamos a ocupar de un caso particular de gran
trascendencia en Teoria de la Probabilidad. Nuestro espacio medible
serda ahora (R, B) y sobre él consideramos dos medidas, la de Lebes-
gue, A, y una medida de Lebesgue-Stieltjes, ur, obtenida a partir
de una funcién de distribucién F' acotada y absolutamente continua.
Recordemos la definicién de continuidad absoluta para las funciones
reales.

Definicién 8.7 (Continuidad absoluta). Decimos que F' es absoluta-
mente continua si dado € > 0, existe § > 0, tal que para cada familia
finita disjunta de intervalos {I; =|a;, b;],i =1,...,k},

k

k
D (F(bi) — Fa:)) < esi Y (b —a;) <0. (8.3)
i=1

=1

Si escribimos I = UY_I;, (8.3) puede también escribirse de la

forma
k

k
pr(l) = pr(l) <esiAI) =Y M) <. (8.4)
i=1 i=1
Esta nueva forma de escribir (8.3) nos permite establecer la equiva-
lencia entre ambas formas de continuidad absoluta.

Teorema 8.7. Si F' es una funcion de distribucion acotada y pp la
medida de Lebesque-Stieltjes asociada, F' es absolutamente continua
sty solo si pp es absolutamente continua respecto de la medida de
Lebesgue, .

Prueba. Veamos las dos implicaciones:

1. La continuidad absoluta de pur y el Teorema (8.4) hacen que se
verifique (8.4), lo que supone la continuidad absoluta de F'.

2. Sea ahora F' absolutamente continua. Para A € B, con A(A) = 0,
por las condiciones de regularidad de A, dado § > 0, existe J tal
que A C J, J = U;>11;, con los I; =]ay, b;], disjuntos y tal que
A(J — A) < 6/2. Entonces A(J) = >°,~1 A(I;) < 0/2, desigual-
dad vélida para cualquier suma finita que, por la continuidad
absoluta de F, nos permite escribir > . up(l;) < €, Vn. En
consecuencia pup(A) < up(J) <e, Ve, y de aqui pup(A) = 0.

O

Estos resultados adquieren para nosotros su mayor relevancia cuan-
do los utilizamos en un contexto probabilistico, concretamente en el
espacio (R, B, P). Vimos en capitulo 2 que una medida de probabili-
dad no es mas que una medida de Lebesgue-Stieltjes definida a partir
de F', su funcién de distribucién asociada. La combinacién con el teo-
rema de Radon-Nikodym de estos resultados nos permite caracterizar
aquellas medidas de probabilidad sobre R que poseen densidad. La
caracterizacion la damos en términos de la funciéon de distribucién
asociada.

Teorema 8.8. Sea F una funcion de distribucion de probabilidad, F
serd absolutamente continua si y solo st su P asociada posee densidad
respecto de la medida de Lebesque, .
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La demostracién es inmediata utilizando el teorema de Radon-
Nidodym y el teorema anterior.

Observacion 8.3. FEste resultado es también vdlido si sustituimos P
por una medida de Lebesgue-Stieltjes cuya F sea acotada.

8.6 Ejercicios

1.

(€2,.A) es un espacio medible y p, v y p son medidas o finitas so-
bre este espacio. Supongamos que v es absolutamente continua
respecto de p y i absolutamente continua respecto de p. Demos-

trar que v es absolutamente continua respecto de py g—; = g—: z—’;.
du

Demostrar que =

. La continuidad absoluta respecto de la medida de Lebesgue, ;se

hereda mediante la convergencia débil?

. Supongamos que p, vy v, son medidas finitas sobre (2,.4) y

que v(A) = 3, vn(A), VA € A. Sea v,(A) = [, fadu + v,,(A)
y v(A) = [, fdu + V' (A) las descomposiciones de Lebesgue de
Vn ¥ v respectivamente (v y v, son singulares respecto de p).
Demostrar que f = )" f, excepto sobre un conjunto de x me-
dida nula y que v'(A) = 3 v, (A) para cualquier A medible.
Demostrar que v es absolutamente continua respecto de p si y
solo si v, es absolutamente continua respecto de p para todo n.

Determinar la derivada de Radon-Nidodym de la distribucién
binomial respecto de la distribucién de Poisson.

. Sean p y ¢ dos medidas finitas sobre el espacio medible forma-

do por los nimeros enteros no negativos dotado de la o algebra
formada por todos sus posibles subconjuntos. Dar alguna con-
dicién para que p sea absolutamente continua respecto de ¢ y
determinar, bajo esta condicién, la correspondiente derivada de
Radon-Nikodym.

. Sea el espacio medible formado por los enteros no negativos y to-

dos sus posibles subconjuntos como o algebra. Sean las siguien-

tes funciones de conjunto: v(E) = Y., p2" y u(E) =X, cp 5=

(a) {Es v absolutamente continua respecto de u? ;Y 1 respecto
de v?

(b) i Es cierto que Ve > 0 existe 6 > 0, si pu(E) < ¢ entonces
v(E) <e€?
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