Practica 6. Extremos Condicionados

6.1 Introduccién

El problema que nos planteamos podria enunciarse del modo siguiente:

Sean A C R™, f : A — R una funcién de clase C* y M C A.
Consideremos la restriccion de f a M, f|p. ¢Podemos determinar
los extremos absolutos de f|r?.

En realidad la pregunta anterior plantea dos cuestiones:

1. En primer lugar, debemos garantizar que f|js alcanza los valores méximo
y/o minimo, lo que generalmente haremos mediante argumentos de compacidad.
(Recordemos que el Teorema de Weierstrass establece que toda funcién real,
continua, definida en un compacto estd acotada y alcanza su maximo y su
minimo).

2. En segundo lugar, habrda que hacer el cédlculo efectivo de los valores ex-
tremos de f|as. El método que emplearemos para hacer dicho célculo serd el de
Los Multiplicadores de Lagrange.

Comenzaremos analizando la situaciéon més simple. Supongamos que M es
un subconjunto de R™ que puede expresarse del siguiente modo:

M:={zeU:g(x)=0,...,gm(x) =0}

siendo U un subconjunto abierto de R" y g1, ..., g, funciones de clase C*, de
modo que la matriz Jacobiana (D;g;(z)) tiene rango méximo para cada z € M,
lo que abreviaremos diciendo que M es una k-variedad (k=n-m) definida por
la funcion g de coordenadas ¢, ...,gm. El teorema de los Multiplicadores de
Lagrange establece que los extremos de f|ys son puntos criticos de la funcién
O(x) = f(z)+ 1g1(x)+. ..+ Amgm(x), para ciertos valores de Ay, ..., Ay,. En la
préctica, se plantea y se intenta resolver el sistema de n+m ecuaciones dado por:

D, ®(x)=0, r=1,2,....n
ge(x) =0, k=1,2,....,m

para las n + m incégnitas A1, ..., A, X1, .., Tp.

Observemos que el el Teorema de Lagrange da una condicién necesaria pero
no suficiente para que un punto sea extremo relativo de f|ps. Si el conjunto M
es compacto, el Teorema de Weierstrass nos garantiza la existencia de al menos
dos puntos x y X’ en los que f alcanza el maximo y el minimo respectivamente.

6.2 Ejemplos

Ejemplo 1 Calcular los valores mdzimo y minimo de la funcion f(x,y,z) =
22 4+ y? + 22 sobre la superficie del elipsoide

2 2 2
M = R : + L 42 _1=o0}
lwyer: S+l 2 120



Al ser M un subconjunto compacto de R3, f alcanza los valores maximo y
minimo en M. Adem&ds M es una variedad, por lo que aplicaremos el método
de los multiplicadores de Lagrange.

Consideremos la funcién F(z,y,z) = 22 + y* + 22 + )\(g—z + % + % —1).
Sabemos que los extremos relativos de f|y; son puntos criticos de F' para algin
valor de A. Asi pues, debemos resolver el sistema de ecuaciones:

2x—2)\g—420
2y-2x?;i6:0

z
2 222«—?%:0
st —1=0

De la primera ecuacién tenemos que, o bien x = 0 o bien A\ = 64. En el

primer caso, sustituyendo en las otras tres ecuaciones obtendriamos las solu-
ciones (0,0, +5), (0,46, 0).
Si A = 64, al sustituir en las ecuaciones segunda y tercera obtenemos y = z = 0
y, llevando estos valores a la cuarta nos queda x = +8. Finalmente, debere-
mos calcular f(+£8,0,0), f(0,£6,0), f(0,0,£5), de donde resulta que el valor
méximo de f|pr es 64 y el minimo es 25.

Nota. En ocasiones podemos estudiar los valores extremos de una funcién en
un conjunto que no es compacto reduciéndolo a un problema de extremos sobre
un compacto.

Ejemplo 2 Calcular la distancia minima del punto (0,b) a la pardbola x> —4y =
0.

Consideremos la funcién f(z,y) = 2%+ (y — b)?. Hay que calcular el minimo de
la rafz cuadrada de f restringida al conjunto M := {(z,y) € R : 2% — 4y = 0}.
Es evidente que f y su raiz cuadrada alcanzarén el valor minimo (si es que lo
alcanzan) en el mismo punto. Por este motivo calcularemos el minimo de f|u.
Puesto que M es una variedad utilizaremos el método de los multiplicadores de
Lagrange. Para ello sea F(z,y) = 2% + (y — b)? + A\(z% — 4y). Resolvemos el
sistema de ecuaciones:

2¢ + 2 =0
20y —b)—4X=0
2 —4y=0

Resulta que si b < 2, obtenemos la solucion x = y = 0, con lo cual la
distancia minima del punto a la pardbola serd, si existe tal valor minimo, |b|. Si
b > 2 tenemos tres posibles soluciones: (0,0), (£2vb — 2,b—2). Evaluando f en
estos tres puntos resulta que la distancia minima del punto (0, b) a la pardbola
serd, si existe tal minimo, 24/ — 1.



Por tltimo, aunque M no es compacto, observemos que si un punto (z,y) se
encuentra sobre la pardbola pero x > b, la distancia de (z,y) a (0,b) es mayor
que el valor obtenido por el método de los multiplicadores, pero como el conjunto

{(z,y) eR?*:2” —dy =0, 2 < b}

si que es compacto , la distancia de (0,b) a dicho conjunto y, en consecuencia,
la distancia a M, alcanza un minimo.

Nota: Supongamos a continuacién que M es un conjunto compacto cuyo in-
terior no es vacio y cuya frontera es una variedad. En tal caso, si uno de los
extremos de f|ys se alcanza en el interior dicho punto critico de f, mientras que
si se alcanza en la frontera deberemos proceder como en el primer ejemplo. Asi
pues, la determinacién de los extremos de f|j; comporta dos etapas:

1) Hallar los puntos de mdximo y minimo relativos que sean interiores a M,
trabajando en el conjunto abierto int(M), y calcular los valores de la funcién
en los puntos obtenidos.

2) Hallar los puntos de extremo que pertenezcan a la frontera de M, y calcular
los valores de la funcién en esos puntos.

Finalmente se tomara el mayor de los valores obtenidos en las etapas 1) y 2),
y éste sera el maximo absoluto. Para el minimo tomaremos el menor de los
valores obtenidos.

Ejemplo 3 Determinar los extremos absolutos de la funcion
flx,y) = 22% — 3y? — 2z en el conjunto M = {(x,y) € R : 2% +y? < 5}.

El conjunto M es compacto, su interior es la bola abierta de centro el origen y
radio v/5 y su frontera es la correspondiente circunferencia. Procederemos en
dos etapas:

1) Buscamos los posibles extremos relativos de f en int(M). Para ello cal-
culamos los puntos criticos de f, es decir, resolvemos las ecuaciones

4r—2=0
—6y =0

obteniendo la solucién (%, 0) y comprobamos que dicho punto pertenece a int(M).

2) Determinamos los posibles extremos relativos de f|gas. Para ello consideramos
la funcién F(x,y) = 22% — 3y? — 22 + A(2? +9? — 5) y determinamos sus puntos
criticos resolviendo el sistema de ecuaciones

dr —242 =0
—6y+2\y=20
> +y* =5

De la segunda ecuacién se sigue que o bien y = 0 o bien A = 3. En el primer

caso obtenemos z = ++/5. Si A = 3, de la primera ecuacién deducimos que
T = %, y usando la tercera ecuacion se tiene que y = :I:Q—Vg)g’l.



Para terminar calculamos f(3,0) = —%, f(v/5,0) = 10 — 2V/5,

f(=v/5,0) =10 + /5, f(%, iQEﬁ) = %, de donde resulta que el minimo valor
1 8

de fla es —5 y el maximo es <.

Nota. A veces la frontera de M no es una variedad diferenciable, sino la unién
de un numero finito de variedades (convendremos en llamar 0-variedades a los
puntos). En estos casos habrd que desglosar la segunda etapa en la resolucién
de tantos problemas de extremos condicionados como variedades diferenciables
tengamos. Por ejemplo, si M es un poligono en el plano, su frontera esta
formada por segmentos de diferentes rectas, es decir, su frontera es una unién de
1-variedades (los lados exceptuando los vértices) y de 0-variedades (los vértices).

6.3 Ejercicios:
Ejercicio 6.1 Determinar los extremos absolutos de f sobre el conjunto M :
6.1.1 f:R> —R f(z,y,2) =222+ 9>+ 22 — vy,

22 2z
M = RE: - +Z2 4+ 2 <1
{wyer: T+l D <y

6.1.2 f: R} — R f(z,y,2) :=2z(y+2),

[N~}

M= {(z,y,2) ER*: 2 + ¢y + 22 <1, y + 2 =1}
6.1.3 f:R> — R f(z,y,2):=2%+y>+ 22,
M= {(z,y,2) ER®: 0*y* + 22 =1, 2 —y=0},b>0
6.14 f:R> —R f(x,y,2) =2y + 2,
M= {(z,y,2) e R®: 2? +¢* < 2 <1}
6.1.5 f:R? — R f(z,y) ::#—i—xy,
M:={(z,y) eR?:y —2?> -1, £ <0, y <0}
6.1.6 f:R* — R f(z,y) =2+,
M :={(z,y) eR? :2? +y* <2, y — 2> <0}
6.1.7 f:R? — R f(z,y) := 2%+ 3y> + =z,
M:={(z,y) eR?* :x+y <1, >0, y >0}

Ejercicio 6.2 Por el método de los Multiplicadores de Lagrange calcular la
minima distancia entre los siguientes conjuntos:

1. La circunferencia 2> +y?> =1 y la recta x +y = 2.

2. El punto (a1, a2,a3) y el plano byxy + boxs + b3xz + by =0

3. Elelz’psoidei—g—i—";—j—&—i—;:l yelplanox+y+2z=2cona>b>c>0.



Ejercicio 6.3 Sea f : R" — R definida como f(z) := Y., bi.x? donde
b; >0, i =1,2,...,n. Sea a € R" — {0} y sea M el hiperplano M := {x €
Rla. © = 1}. Estudiar los extremos de f en M.

Ejercicio 6.4 Calcular el paralelepipedo de mayor volumen inscrito en el elip-
soide:

2 2 2
T Yy z
¥+b72+672:1’ donde a,b7c>0
Ejercicio 6.5 Encontrar el mdzimo de la funcion f(x1,...,2,) = (v1.209...7,)>

con la condicidn de que Y, x? = 1. Utilizar el resultado obtenido para deducir
la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica, valida para los nimeros

reales positivos:
1 a+...+a
(ay...ap)" < 21 T0n
n
Ejercicio 6.6 Trazar por un punto dado un plano que forme con los planos

coordenados un tetraedro de volumen minimo.

Ejercicio 6.7 Sea f : R?® — R definida como f(x,y,2) = 2> + 4> + bay + az
con a,b € R.

(a) Obtener una relacion entre a y b para que (1,1,1) sea extremo condicionado
sobre la esfera 2% 4+ y? + 2% = 3.

(b) Supuesta verificada la condicén anterior estudiar para que valores de a y b
el punto (1,1,1) es mdzimo relativo, minimo relativo o punto de silla.



