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Practica 1
Los Conjuntos Numeéricos Basicos

El objetivo de esta practica es operar y calcular con nimeros, mas concretamente con ntimeros reales.
El conjunto de ellos, que denotaremos por R, se define axiomdaticamente y contiene, entre otros,
a los conjuntos de los niimeros naturales (N), enteros (Z) y racionales (Q). Geométricamente su
representacion es una recta. Escogido un punto como el 0 y a su derecha el 1 se determina la escala y
la representacion decimal permite identificar cada niimero real como un punto de la recta. La relacién
de orden “ser menor que” se interpreta geométricamente como “estar a la izquierda de”.

1 Los niimeros naturales. El principio de induccion matematica

Una de las propiedades caracteristicas del conjunto de los ntimeros naturales N es el llamado principio
de induccion matemdtica que nos permite afirmar que si tenemos una propiedad P sobre nimeros
naturales y sabemos que es cierta para el 1, y siempre que sea cierta para n es cierta para n + 1,
entonces la propiedad es cierta para todos los niimeros naturales. Mas rigurosamente:

Sea A C N talque (i) 1€ Ay (ii) n+1¢€ A siempre quen € A. Entonces A =N.

En algunos casos es mas 1til el denominado principio de induccion completa que afirma que si una
propiedad sobre niimeros naturales es cierta para el 1 y es cierta para n + 1 siempre que es cierta para
todos los naturales menores o iguales que n, entonces es cierta para todos los niimeros naturales. Més
concretamente:

Sea ACNtalque (i) 1€Ay (i) n+1leAsil,..,n€ A Entonces A =N.

No es nuestro objetivo ni demostrar los resultados anteriores a partir de una axiomatica de la
teoria de conjuntos, ni establecer su equivalencia. Para més informacién el estudiante interesado puede
consultar el texto de M. Spivak (ver bibliografia de teorfa ) y el opisculo “El Método de Induccién
Matemdtica” de Sominski en Lecciones Populares de Matemdticas (Ed. Mir). Pasemos a aplicaciones
sencillas del método de induccién matematica.

Ejemplo 1.1
Probemos que

nn+1)
2

En efecto; sea A:={neN:14+2+...+n= @} Es evidente que 1 € A. Sin € A, veamos
quen+1¢eA:

1+2+...+n=

n(n+1) tntl= (n+1)(n+2).

2 2
Luego la identidad se satisface con n+ 1 yn+ 1€ A. En definitiva A = N.

1+2+.n+(n+1)=

PROBLEMAS PROPUESTOS:

Ejercicio 1.1

Probar que todo niimero natural es par ( se puede escribir como 2p con p natural) o impar (se puede
escribir como 2p — 1 con p natural ). Deducir de lo anterior que un niimero natural es par (respecti-
vamente impar) si, y sélo si, su cuadrado es par (respectivamente impar).

Ejercicio 1.2
Demostrar que un cajero automatico cargado con billetes de dos y cinco mil pesetas siempre puede
dispensar una cantidad en miles de pesetas superior a cuatro mil.

Ejercicio 1.3
Probar que n rectas del plano concurrentes en un punto dividen a aquél en 2n partes.
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Practica 1: Los Conjuntos Numéricos Bésicos 2

Ejercicio 1.4
SiSpy=1s+s5+55+..+ m calcular S1, S2, S3, S4,...,inducir un probable valor de S,, y
probar que se esta en lo cierto aplicando el principio de induccion.

Ejercicio 1.5 (1) :
n n+1)(2n+1
Probar que y_,_, k* = ===t

Ejercicio 1.6 ) s

Probar que > _, k% = %.

Ejercicio 1.7

Comprobar que se cumplen las desigualdades:

135 2n—1 1 .

(1) 546" TQLTL SW7 Sln:172,...
(ii) n! > 271 sin=3,4,...
(iii) 2L.41....2n)! > ((n+ 1)H", sin = 2,3...

Ejercicio 1.8 (Desigualdad de J. Bernouilli)
(i) Si x4, ..., x, son nimeros reales del mismo signo, mayores que -1, probar que

(I+z1).Q4z)...(l+z,) >1+a1+z2+ ... + 2

(ii) Deducir que si x > —1, entonces (1 + x)™ > 1 + na. Estudiar cudndo y porqué se alcanza la
igualdad.

Ejercicio 1.9

Probar que todo nimero de la forma 5™ — 1, con n natural, es divisible por 4. Teniendo en cuenta
este resultado y el hecho de que si dos numeros son divisibles por p entonces su suma y su diferencia
también lo son, probar que todo niimero de la forma 5" +2.3" ! 4+ 1, con n natural, es divisible por 8.

Ejercicio 1.10
Demostrar que las potencias de 12.890.625 terminan siempre en esas ocho cifras.

Mas aplicaciones del principio de induccién se estudiaran en el segundo tema a la hora de definir
sucesiones.

2 Los numeros racionales

Otro subconjunto notable de R es Q, el conjunto de los nimeros racionales, formado por todos los
cocientes de enteros ( con el divisor no nulo). Todo racional tiene infinitas representaciones pero, por
cuestiones triviales de divisibilidad, siempre es posible encontrar una que involucre a enteros primos
entre si e incluso con divisor natural. En teoria se prueba que existe un nimero real cuyo cuadrado es
2 y que tal nimero no es racional. El argumento se puede extender para 3, 5, 6 ... y en general para
todo m no cuadrado perfecto. Siguiendo un argumento similar veamos el

Ejemplo 1.2
Probemos que el niimero real cuyo cubo es 24 no es racional ( en otras palabras /24 es irracional).

Supongamos que /24 es racional. Entonces v/24 = % siendo p y ¢ enteros con m.c.d.(p,q) = 1.

En ese caso 24 = Z—i y 24¢® = p®. Luego 24 divide a p>, de donde no podemos deducir que 24 divida

a p (piensese que 24 divide a 6% pero no divide a 6). Para poder continuar el razonamiento notemos
que 24 no es primo. Descompongamoslo en factores primos y tendremos p® = 23.3.¢> lo que nos dice
que 3 divide a p3 y, por lo tanto, a p. Sea p = 3k, de ahi que 33.k% = 23.3.¢%, Iuego 32.k% = 23.¢% Io
que asegura que 3 divide a q. Hemos, pues, encontrado un divisor comin a p y q lo que invalida la
hipétesis de que m.c.d.(p,q) = 1.

Siguiendo este método se puede llegar a probar que ¥/n sélo es racional si n = mF.
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Ejemplo 1.3

Si a es racional y b es irracional a + b es irracional pues si no fuese asi al restar los racionales a+b y a
necesariamente obtendriamos un racional pero esa diferencia nos da b. Por un razonamiento analogo el
producto es irracional salvo el caso en que a = 0. Sia y b son ambos irracionales la suma y el producto
no se puede predecir si son o no racionales o irracionales. Consideremos como casos antagénicos primero

a=+2yb=—2, yen segundo lugar a = /2 y b = /3.
PROBLEMAS PROPUESTOS:

Ejercicio 1.11
Demostrar que si n y m son naturales no cuadrados perfectos entonces v/n + v/m es irracional.

Ejercicio 1.12
Probar que V6 — /2 — /3 es irracional.

Ejercicio 1.13
Demostrar que si m y n son naturales cuyo producto no es cuadrado perfecto, entonces tanto v/n+-+/m
como +/n—+/m son irracionales. Estudiar el cardcter de /p — 1—+/p + 1 para p un natural cualquiera.

Ejercicio 1.14
Si a, b, c,d son racionales siendo ¢ no nulo y x irracional, probar que

ad # be.

ax+b
cx+d

es irracional si, y solo si,

Ejercicio 1.15
Demostrar que f/QO +14v/2 + \3/20 — 144/2 es racional. Como sugerencia se puede elevar al cubo y
comprobar que dicho niimero es raiz de un cierto polinomio.

3 Propiedades de orden de los niimeros reales. Valor absoluto

El orden definido en el cuerpo de los niimeros reales nos permite definir y caracterizar subconjuntos
notables como son los intervalos y uniones de éstos. Una propiedad importante relacionada con el
orden es la acotacién: un subconjunto A de R se dice que estd acotado superiormente si existe un
namero real M, llamado cota superior que es mayor o igual que cualquier elemento de A. Sustituyendo
mayor por menor obtenemos las definiciones de subconjunto acotado inferiormente y de cota inferior.
Si un conjunto estd acotado superior e inferiormente simplemente le llamamos acotado.

Una propiedad crucial de los ntimeros reales es aquella que afirma que dado un subconjunto A no
vacio que estd acotado superiormente existe un ntmero real que es la mas pequena entre sus cotas
superiores. A tal elemento se le llama supremo y se lo denota por sup(A). Si el supremo pertenece
al conjunto se le denomina mdzimo y denotamos max(A). Conceptos duales considerando acotacién
inferior en lugar de superior son el infimo, inf(A), y el minimo, min(A).

Otro concepto util es el del mddulo o valor absoluto de un niimero real z. Se denota por |z| y se
define como el propio x si > 0, y como —z en otro caso. Geométricamente significa, en la recta real,
su distancia al 0.

Ejemplo 1.4
Los intervalos [a, b] , |a, b , [a,b] ¥ ]a, b] son acotados y para todos a es su infimo (minimo en el primero
y el tercero) y b es su supremo (mdximo en el primero y en el cuarto).

Ejemplo 1.5
Hallar el conjunto de nimeros reales x que cumplen que x? — 4z + 3 > 0.

Como 2% —4x +3 = (x — 1).(x — 3), y teniendo en cuenta que el producto de dos reales es positivo
si, y solo si, ambos son a la vez positivos o negativos, el problema se reduce a estudiar dos casos. En
primer lugar six —1 > 0 y x — 3 > 0, lo que ocurre cuando x > 3 y, en segundo lugar si x — 1 < 0
vz —3 <0, lo que ocurre cuando x < 1. Uniendo los resultados de ambos casos obtenemos que el
conjunto es | — 00, 1[U]3, +00].
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Practica 1: Los Conjuntos Numéricos Bésicos 4

Mediante la representacién de la parabolay = 2> —4x+3 se puede ver una interpretacién geométrica
del resultado.

PROBLEMAS PROPUESTOS:

Ejercicio 1.16
Probar que si A y B son subconjuntos acotados de R, también lo es su union teniendose que

sup(A UB) = mazx(supA, supB), inf(AUB)=min(infA,infB).

Dar un ejemplo de una unién infinita de conjuntos acotados cuya union no esté acotada.

Ejercicio 1.17
Sea A un subconjunto acotado de R.

(i) Si B es un subconjunto de A entonces probar que inf(A) < inf(B) < sup(B) < sup(A).

(ii)) Si por aA denotamos el conjunto que resulta de multiplicar por « todos los elementos de
A, probar que sup(aA) = a.sup(A) e inf(aA) = a.inf(A) cuando « es positivo, mientras que
sup(aA) = ainf(A) einf(aA) = a.sup(A) en caso de que « sea negativo.

Ejercicio 1.18
Si A y B son sendos subconjuntos acotados y A + B denota el conjunto de todas las sumas que
resultan al escoger un elemento de A y otro de B probar que

sup(A + B) = sup(A) + sup(B), inf(A+B)=1inf(A)+inf(B).

Explicar qué ocurre con el conjunto que resulta de tomar todos los productos de un elemento de A
por un elemento de B.

Ejercicio 1.19
Comprobar que si x e y son nimeros reales se tiene que

T+y+|z—yl

maz(x,y) = 5

Encontrar una expresion analoga para el minimo.

Ejercicio 1.20
Hallar los subconjuntos de numeros reales que cumplen:
(i)5—a2*<38
(ii) |z — 3| < 8
(i)  + 5 >0
(iv) 23 =222 -2 +2 <0
(v) |z =1 +]z—2|>1

Ejercicio 1.21
Encontrar, si existen, el supremo y el infimo de los conjuntos siguientes:
() {reR | |22-3/<1}
(i){zeQ | 0<a?<2}
(i) {£ | neZ n#0}
(iv) {1- % | neN}
(V){Q%Jr% | n,me N}

Ejercicio 1.22
(i) Demostrar que si x e y son niimeros reales se tiene 2xy < z? + y2.; Cudndo se da la igualdad ?
(ii) Deducir de Io anterior que si x e y no son nulos 2% + y? + xy > 0.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS:
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Ejercicio 1.23
Probar que si x > 0, entonces x + % > 2, y deducir que si x,y, z son reales positivos

1

>9
z)_

1 1
(x4+y+2)(—+-+
r oy
Ejercicio 1.24
Demostrar que si x,y, z son reales positivos con z < x + y, entonces

z x Y
< +
1+z "1+ 1+y

Ejercicio 1.25
Probar que si x es un real mayor o igual que la unidad

1

\/x+1—\/5§2\/3E

<Vr—+Vr-1
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Practica 2
Sucesiones numericas

En esta practica estudiaremos los métodos mas habituales para hallar el limite de una sucesién, em-
pezando por el calculo de algunos limites muy sencillos utilizando sélo la definiciéon. Del estudio que
se ha realizado con el cdlculo de limites se han obtenido resultados que nos permiten asegurar que del
conocimiento de los limites de dos sucesiones se puede obtener el limite de otra sucesién obtenida como
suma, producto, ... de las dos anteriores. Sin embargo, hay otros casos que se llaman de indetermi-
nacién en los que no es posible calcular en el caso general el limite, siendo necesario hacer el estudio

en cada ejemplo particular. Estos casos son los siguientes: (1) +o0 + (—00)

(2) 0.0
(3) §
“4) =
(5) oo?
(6) o°
(7) 1=

A lo largo de esta practica veremos algunas estrategias para calcular limites cuando se presentan

indeterminaciones.

1 Definicién de limite

Se dice que la sucesién (a,,)32; converge hacia ¢ (y se escribe lim, o a, = ¢ ) si para cada € >0
existe ne € N tal que si n > n., entonces |a, —¢| <.
Cuando queramos verificar que lim, .. a, = ¢, dado € > 0, hay que partir de la condicién

|an, — ] < e para encontrar una condicién sobre los indices n € N que implique la anterior desigualdad.

Ejemplo 2.1

Vamos a demostrar que la sucesion (322)32, converge a 2/3.

Para ello, dado € > 0, hemos de averiguar qué numeros naturales n satisfacen la desigualdad

2n 2n 20 14
3n—7 3n—7 §| - |9n—21|’

a |ﬁ\ < €. Por otro lado, ﬁ >0 cuando n > 3 con lo cual esta desigualdad es a su vez

— %| < €. Como se deduce que la desigualdad buscada es equivalente

equivalente a las siguientes:

14
In—21

%<9n—21 cuando n >3
%(1?4-1-21)<n cuando n >3

Por tanto, basta tomar n. € N tal que n. > %(% + 21) y este hecho es consecuencia de la

<€ cuando n >3

propiedad arquimediana. Ahora, si n > n., entonces n > %1 = 2.333 con lo cual n > 3 y se pueden

2n 14
3n—7 on—21 < €

En este caso, dado cualquier € > 0, es posible encontrar un n. que verifique la condicién. Por

2| =

utilizar las anteriores desigualdades para deducir |

ejemplo, si ¢ = 0.001, entonces %(% +21) = %2021 = 224.555; luego se puede tomar como mn.

cualquier nimero mayor o igual que 225; por ejemplo, n. = 300.
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Practica 2: Sucesiones numéricas 7

2 Limites elementales

Vamos a empezar estudiando algunos limites elementales que son indeterminaciones del tipo 22. Los

limites de sucesiones de la forma,

log P(n)
a) —— y(b) ———=
) ) o Q)
donde P y (@ son polinomios en n de grado p y ¢ respectivamente, se calculan facilmente

procediendo como sigue: En el caso (a) se divide el numerador y el denominador por n9, con lo cual

400 sip>gq,
lim @: 0 sip<gq,
o0 (TL) Z—p sip:q

P
siendo P(n) =apyn? +---4+ag vy Qn) =0bmn?+---+bo.

En el caso (b) se escribe P(n) = nPf(n) y Q(n) = nig(n) y al operar, teniendo en cuenta las
propiedades del logaritmo neperiano, se obtiene que

lo, n
log P(n) plogn—+logf(n) P+t ig(n)

log Q(n)  qlogn+logg(n) ¢y lossln)”

logn

. log P
Luego lim,,_ o 122 (n) 17;.

log Q(n)
Ejemplo 2.2
3
Si a, = %, entonces

O, ’na
_log(n®+1)  3logn +log(l+1/n?) 3+%

fin = log(2nt +1)  4logn +log(2 + 1/n?) - 4+ 1085(12+1/714) '
ogn

Luego, lim,,_. a, = %.

PROBLEMAS PROPUESTOS
Ejercicio 2.1
Demostrar, utilizando la definicion de Iimite, que las sucesiones
(nz—n)oo ( n+1 )OO (3n2—1)00 (2n+1)<>°
4n2 4+ 2/ n=1’ 6n2 —1/n=1 502 + 2/ 01 \Tn—2/)nm1

convergen, respectivamente, a 1/4, 0, 3/5 y a 2/7.

Hallar un n. correspondiente a ¢ = 0.01 y a ¢ = 0.0001.
Ejercicio 2.2
Calcular los limites de las siguientes sucesiones:

5n3 —8n% +3 o 4An? —3n+4 o An® —8n? +3 . n?—3
(ii) (ili) ————  (iv) —
4n3 +2n+4 5nt +2n2 — 3 2n3 +4n — 5 In3 1

(i)
2n+3 L vn?+1
n+n

(viii) (V2n +3)° —n’
n2 — 2v/nb

NS (vii) —\/ﬁ
nr \/n+/n+n
(ix) log(n* + 4n® + 6n% — 3n + 2)
ix
log(6n3 + 4n2 — 5n 4 7)

(v)

§
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Ejercicio 2.3

En este ejercicio se estudia la convergencia de la sucesién definida por a, = a™, donde a € R.
(i) Demostrar que si a > 1, entonces lim,_,. a™ = 400
(ii) Demostrar que si |a| < 1, se tiene lim, .., a™ =0
(iii) Demostrar que si a = —1, la sucesion es finitamente oscilante.

(iv) Demostrar que si a < —1, la sucesidn es infinitamente oscilante.

Ejemplo 2.3
Utilizando el problema anterior y el método descrito para el cadlculo de cocientes de polinomios, es
posible hallar Iimites de cocientes de funciones exponenciales. Por ejemplo, vamos a hallar
im ———
n—oo HM + 37
En este caso el término del denominador que ”diverge més rapidamente” a +oco es 5™. Dividiendo

numerador y denominador por 5™, se obtiene

,  Ht 42" 145"
lim —— = lim T3

(SN

porque lim;, ()" = lim, oo (2)" = 0.

PROBLEMAS PROPUESTOS

Ejercicio 2.4

Calcular los Iimites de las sucesiones siguientes:

N 2N+ Ly 9" =3"+1
(1) —% (i)
3 5"+ 3" +1/n

Para calcular limites de sucesiones de la forma

VP(n) = Q)

donde P y @ son polinomios en n yr € N, procederemos como sigue: llamamos

a=1/P(n), b=/Q(n).
Como a” —b" = (a—b)(a" "t +a""2b+---+ab""2 + b""1), se obtiene que

P(n) ~Qn) |
VP e Q)

De esta manera un limite indeterminado de la forma +oco+(—oc) se ha convertido en uno de la forma

J/P(n) — /Qn) =

. Finalmente, dividiendo el numerador y el denominador de esta iltima expresion por el monomio

de mayor grado del denominador, se obtiene el valor del limite.

Ejemplo 2.4

(1) Calculemos el Iimite de la siguiente sucesién:

(a) an =V4n —1—/3n.

§
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Practica 2: Sucesiones numéricas 9

Sea a =+4n —1, b=+/3n. Entonces,
a® — b? n—1

atb  VIn—1+3n

Dividiendo numerador y denominador por +/n, se obtiene que lim,_, . a, = 400
(2) Vamos a hallar el limite de

(b) an = V/n3+1—n.

Escribimos

a,=a—b=

an=vVnd+1—Vnd3=a—-b=

1
Y(n3 +1)2 + \3/(n3+1)n3+\3/n76'

Luego lim,, . a, = 0.

PROBLEMAS PROPUESTOS

Ejercicio 2.5

Hallar los limites de las sucesiones siguientes:

) VBn+3—V3n (i) Vn2+2n—1—4n (i) Vnd +n2— ¥/n3 —n2

(iv) ¥/2n3 +n2 — /203 —8n  (v) vritl-Veltn (vi) Vn+vnt+1-2n

V3 +1—Vnd3 +n2+1

YaTi- Vi
NG

(vii) Vnt+2— ¥/nb+1  (viii) (ix) v/nt +n? — v/nt — n3.

3 Subsucesiones

Recordemos que dada una sucesién (a,)52; y unos indices ny, donde k € N, que verifican
ng <ng <mg < ...<mng<nge <..., sedice que la sucesiéon (an, )72, es una subsucesién de
o0
(an)n:1~
La nocién de subsucesién es 1itil para demostrar tanto la convergencia como la divergencia de una

sucesion como se deduce de los siguientes resultados.

(1) Si una sucesién (a,)$2, posee dos subsucesiones que tienen diferentes limites, entonces (a,)>2
no tiene Iimite.
(2) Si (an)22, es una sucesion tal que todas las subsucesiones que tienen limite, tienen el mismo

Iimite {; entonces lim,_ .. a, = .

Ejemplo 2.5

Vamos a hallar todos lo Iimites de subsucesiones de la sucesion definida por a, = (—=1)". Si a =
lim,, .o an,, entonces no puede ocurrir que existan infinitos indices mnj que sean pares e infinitos
que sean impares (porque de otro modo existirian dos subsucesiones de (an, )%, que convergerian
a diferentes Ifmites). Por consiguiente, a partir de un cierto término la sucesién es constante: existe

ko € N tal que an, =1 o bien a,, = —1 para todo k > ko. Por tanto, a =1 o bien a = —1.

§
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Practica 2: Sucesiones numéricas 10

PROBLEMAS PROPUESTOS

Ejercicio 2.6
Sea a, = % Determinar cudles de las siguientes sucesiones (b, )22, son subsucesiones de la sucesion
(an)pls-
1
(a) b n+1
1 . .
si m es impar

o) b= {

(c) by

(d) by = i'

(e) bn

(f) b” = nZ-1
(g) b, = 2"agn
(h) bn = 2na2n!

si n es par

1 . .
=, si n esimpar
si n es par

Ejercicio 2.7
Hallar todas las subsucesiones convergentes de las sucesiones siguientes. (Existen infinidad de ellas,
pero sélo hay una cantidad finita de limites que estas subsucesiones pueden tener.)

(a) a, =sen (nmw/2)

(b) a, =sen (nw/4)

(c) an=mn

1 . .
(d) an=14 si n es impar
0, si n espar

() an— 2n, Si n esimpar
"7 10, sin espar

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

Ejercicio 2.8

Determinar los Iimites de las subsucesiones convergentes de la sucesion cuyos primeros términos son:

1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,6, ...

Ejercicio 2.9
Sea (an)S2, una sucesion tal que existen a = lim,_,oc a2, y b = lim, . a2,—1. Demostrar que

00 ; G
(an)22, converge si, y solo si, a =b.

Ejercicio 2.10

Demostrar que la sucesién (sen n)52, diverge.

4 Criterio del emparedado

El enunciado del criterio del emparedado es:

. . . 0 0o ;
Consideremos tres sucesiones (a,)>2; (b,)22, v (c,)52, tales que existe ng € N de modo que
an < b, <c, paratodo n>ng. Si lim, .. a, =lim, . c, =¥, entonces lim, .., b, =¢.

Es decir, nos asegura la convergencia de una sucesién (b,,)2; si podemos ponerla entre dos suce-

siones que convergen al mismo limite. El encontrar esas dos sucesiones depende de las caracteristicas
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Practica 2: Sucesiones numéricas 11

de la sucesién dada. En el caso en que la sucesion involucre la parte entera, es util aplicar las siguientes
desigualdades: =z —1 < [z] < x.
Ejemplo 2.6
Calculemos el limite de la sucesion
R
vntd4n  Vnt+2n Vi +n?
J

Cada uno de los términos que aparece en la sucesion es de la forma Tt Si sustituimos
nt+jn

an

el denominador por el denominador méds grande posible +/n*+n2? y después por el mds pequenio
vn*+n, se obtienen las desigualdades

J J J .
< < i=12,,...,n.
vnt +n2 \/n4+jn Vnt+n
De ellas se deduce que
L, 2 ., 1 2 "
Vot +n2  Vnt4n? Vnt+n2 T Vnt4+n  Vet+2n Vit 4+n2 T
1 2 n

< + + ot .
vrit+n Vni+n vnt+n

Por otro lado,

L2 o 1424 dm
\/n4 + n2 \/TL4 + n2 R /n4 + n2 R /n4 + n2
_n(n+1) 1 _n+1 n*
2 vVt +n2  2n nt +n?
de donde se sigue que lim, . n41+n2 + nf+n2 +ot = = 1. Andlogamente se tiene

que lim,_ o \/ﬁ + \/ﬁ +ot e = 1. Por el criterio del emparedado se concluye que
1

limy, 0 an = 5.
PROBLEMAS PROPUESTOS

Ejercicio 2.11

Calcular mediante el criterio del emparedado los Iimites de las sucesiones definidas por:

1 1 1
i + ot —
()\/nQ—I—l Vn2 +2 vnZ+n
(i) n+1 n—+ 2 o, ntn
nZ+1 n2+2 n2+n
2 3
(iii) [o] + [22] + | $2]+ + [na] donde x > 0.
n
. n+1 n+2 n+n
iv + o .
( )\/n4+1 Vnt +2 vnt+n
1 nm
(v) —sen—-.
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Practica 2: Sucesiones numéricas 12

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

Ejercicio 2.12

(a) Demostrar que si a, € Z para todo n € N y lim,_, |ay| = +00, entonces

, 1o
hm(l—&——) =e.

n—o0 Qnp

(b) Utilizar la parte entera de un numero real y el criterio del emparedado para probar que si

, 1 \an
hm(l—&——) =e.

n— o0 Ay,

lim,,— s |an| = +00, entonces

Ejercicio 2.13

Sea (an)S2, una sucesién tal que lim, ,.ca, = 1. Si n € N es tal que a, # 1, llamaremos
1

anp—1"°

9]
n=1

Ty = Demostrar que la sucesion (cy,) definida por

1, si ap =1

Cn:{log(l—i—;) n, si, ap # 1;

converge a 1.

(Indicacién: Utilizar el ejercicio anterior)

5 Criterios logaritmicos

Para estudiar los limites de sucesiones donde aparecen exponentes es muy ttil tomar logaritmos para
asi convertir las sucesiones en productos o cocientes, y asi poder utilizar los resultados conocidos para
calcular limites de productos o cocientes. En este contexto son esenciales las siguientes propiedades de

las funciones exponencial y logaritmicas:

(a) Si (a,)%, es una sucesién que converge a {, entonces lim, .. e* = e’.

(b) Si (a,)S2, es una sucesién de nidmeros positivos que converge a £ > 0, entonces lim,,_,, log a,, =
log £.
(¢) Si (a,)22, es una sucesién de niimeros positivos que converge hacia a > 0 y lim, . b, = b,
entonces

b b

lim a,” =a’.
n—oo

Sin una definicién rigurosa de las dos funciones es imposible demostrar las anteriores propiedades.
Sin embargo, es posible justificarlas suponiendo que tenemos definidas las funciones exponencial y
logaritmica, que son estrictamente crecientes, que son inversa la una de la otra, y que cumplen algunas
propiedades elementales como que logl = 0 o que la suma de dos logaritmos es el logaritmo del
producto.

Para demostrar (a), consideremos una sucesién (a, )% ; que converge a ¢. Entonces lim,, o a, —
¢ =0. Dado € > 0 se cumple que log(l —¢€) < 0 < log(1l + ¢€), con lo cual existe ng € N tal
que si n > ng, entonces log(l —¢) < a, — € < log(1 + €). Por tanto, si n > ng, entonces
l—e<e ¥ <1+e yestoimplicaque —e < e ¢ —1 <€ estoes, lim, o e ¢ =1. De aqui
0 _ b

se deduce que lim,_, o0 €% = lfm,_, o0 e ¢ - e = €f.
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Practica 2: Sucesiones numéricas 13

Para demostrar (b), sea (an)52; una sucesién de nimeros positivos que converge a £ > 0.
an
;

Entonces lim,, . =1 Dado € > 0, se cumple que e ° < 1 < e, con lo cual existe nyg € N

tal que si n > ng, entonces e ¢ < %= < e y de aqui se deduce que —e < log % < ¢ es decir,

—e < loga, —logl < e. Por tanto, lim,_,, loga, =log¥.

oo

Por 1ltimo, (c¢) se deduce inmediatamente de (a) y (b) puesto que si (a,)22; es una sucesién de

nimeros positivos que converge hacia a >0 y lim,_ b, = b, entonces

by logan _ ebloga — b

lim a,’ = lim e a’.

n—oo n—o0

Ejemplo 2.7

. . . 2 z
Consideremos las sucesiones definidas por a, = \/% y b, = ﬁ Como lim,_,a, =2 y

lim,,—00 by, = 0, se deduce que lim,_ .o an,b =20 = 1.

Las propiedades (a) y (b) se aplican también al cdlculo de indeterminaciones de exponentes, ya que las

convierten en indeterminaciones de productos o cocientes, de las que ya conocemos algunos métodos

de resolucién. Para calcular limites de sucesiones de la forma (a,’"), con a, >0, lim, .. a, =0

y lim, o b, =0, 0 bien lim,_,, a, = +00 y lim, . b, =0, se considera la sucesion
log(a,’™) = by, log ay,.

Si A= lim, . log(a,’"), entonces
lim anb" = e
n—oo

Ejemplo 2.8

Si apn=n*>+1y b, = $, entonces

log . bn — log(n2 +1) _ 2logn + log(1 + 1/n2)
gan " = log n = log .

Luego, 1im,, .o log(a,b") =2, con Io cual,

lim anb" = e

n—oo

En el caso de la indeterminaciéon 1°°, existe una férmula de gran utilidad para calcular esos limites.

oo

Sean (an)S2, y (by)22, sucesiones tales que lim, ,sca, =1 y lim, o |by| = +00. Entonces

existe 1fm,,_.., a’" si, y sélo si, existe lim, o by(a, —1). Ademsds, en este caso, se cumple que

lim a,’ = ehmnﬂo bu(an—1)

n—oo

Ejemplo 2.9
Consideremos a, = 22t y b, = Ti_:’f. Entonces, lim,_oc a0y, =1 y lim,_oc b, = +00, con lo
cual

lim a’" = e,

n—oo
siendo 2 9 onil 2(n? 4 2)

n n n
A= i )= im0 T2y
i mpray a1 po N[O

PROBLEMAS PROPUESTOS
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Practica 2: Sucesiones numéricas 14

Ejercicio 2.14

Calcular los limites de las sucesiones siguientes:

2 2 2 _
(1) (n +1)2n3/(n+1) (11) (M)(n2+5)/(n+2) (lll) (w)nlogn

n? n2 —4n + 2 log n
1+1 e n
(iv) nlog - J: 1;2 (v) (2+ 3n4)1/(1+21 57 (i) (5n® + dn — 1)1/ 1os(* +7n=5)
1 n®/(3n—1) 1\ 1/ (VAFT—v/m) ,
(vii) ( 512") (viii) ( n ) (x) "Vn2+n+ 1
n n

Ejercicio 2.15
Sea a > 0. Demostrar que lim, . n({/a —1) =loga y, como aplicacion, calcular

lim [M]"

n— oo 2

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

Ejercicio 2.16
Sean (a,)%2, y (bn)S2, sucesiones tales que lim, oo an, =1 y lm,_o |by| = +00. Demostrar

que existe lim, .o afy si, y sdlo si, existe 1{m, oo bp(a, —1). Ademds, en este caso, se cumple que

im anbn Hmw—»oo by (an—1) .

n—oo

=€

(Indicacion: Utilizar el ejercicio 12)

6 Criterios de Stolz

an

Los siguientes criterios son de gran utilidad para el cdlculo de limites de sucesiones de la forma 7
n

cuando (a,)22; v (b,)52, convergen ambas a cero o divergen a infinito. Son los métodos para resolver

indeterminaciones de cocientes de sucesiones andlogos a las reglas de L’Hopital para indeterminaciones

de cocientes de funciones derivables.

(a) Sean (a,)52y v (bn)$2, dos sucesiones que convergen a cero, de manera que by > by > -+ >
by >---. (obienby <bg < -+ <by,<---.)8i
= —

=a €R, 400, —00,
n—0o0 bn+1 — by

entonces
)
lim — =a€R, +00, —.
n—oo n
(b) Sean (ap), y (b))%, dos sucesiones de manera que 0 < by < by < -+ < b, < -+ ¥y

(bn)sey — 400 (o bien 0>b; >by>--->by, >y (bn)pe, — —o0 ). Si

,  Qpy1 — @
lim M:aGR, 400, —00,
n—00 bn+1_bn
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Practica 2: Sucesiones numéricas 15

entonces

., a
lim = =a€R, +oo, —00.

n—oo n
Es importante senalar que, tomando logaritmos, los criterios de Stolz también se pueden aplicar

para calcular limites de sucesiones en las que aparezcan raices.

Ejemplo 2.10
(1) Calculemos el limite de
logn
1+1/24--+1/n

En este caso, a, =logn, con lo cual anﬂ—an:log”il7 v bp=141/24---4+1/n, con lo cual
1

bpt1 — by = w1 > 0. Ademas, lim,,_, o b, = +o0o. Como

lim 2279 i log —loge =1;

n— 00 bn+1 — O, n— o0

n+]‘ n+1
()

aplicando el criterio de Stolz (b), se obtiene que

, logn
lim

=1.

(2) Vamos a calcular lim, .. {/-;. Entonces

Definiendo a,, =logn! y b, =n se cumple que byy1 > b, y lim,_ . b, = +00. Por ser

Gnt1 — 0 n+1)!
lim 2" — i log(g) =logn + 1 = —oc;
n—oo bn+1 — Op, n—oo n'
aplicando el criterio de Stolz (b), se verifica lim, . §* = —00. Se deduce que
1
lim {/— =0.
n—oo \ nl
Es importante observar que los criterios de Stolz sélo nos aseguran que si existe el limite de 7?)":1:5" ;

a

entonces existe el limite de $=; cuando no existe el limite de Gntl”dn
n

5. Dose puede deducir nada.
"

Ejemplo 2.11

Consideremos la sucesion % [%], donde [z] denota la parte entera de z. Para intentar aplicar el

2
creciente y diverge a +oo Por otra parte,

criterio de Stolz se definen a,, = {Q] y by, =n. Esevidente que la sucesién (b)), es estrictamente

2 2 1, si n esimpar;

Ung1 — Qn {n—kl] B [n] B {0, si n es par,
bn+1 _bn

cuyo Iimite no existe. Por consiguiente, no se puede aplicar el criterio de Stolz. De esta situacion no

se puede deducir que no existe el limite pedido. En efecto, de las desigualdades 5 —1 < [%} <3 se

sigue que % - % < %{%} < % con lo cual, por el criterio del emparedado, 1im, . % [%} = %
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Ejercicio 2.17

Hallar
(a) lim,, o ¥/a, donde a > 0.
(b) lim, o /n.

Ejercicio 2.18

Calcular los Iimites siguientes:

(@) é<(4)2+(§)2+(B)2+~~+(4—”)2) iy LT A

i v , donde peN

n n n n

0 (G @ DO @RS

n? +3n
2+6+10+---+ (4n —2)

(vii) @ (ix) \/ (?) (;‘) (Z) x) (longZglng; +-logn g,

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

() (D) 0+ D+ 0+ D+ s (4 3) (i)

Ejercicio 2.19
oo

Probar que si la sucesién (a,)52, converge, entonces también converge la sucesién ((a1 +ag+---+ an)/n) 1

Hallar la relacion entre ambos limites.
Ejercicio 2.20

Probar que si a, >0 para todo n € N y lim,_ o ant1/a, = a, entonces lim, . /a, = a.

7 Sucesiones definidas por recurrencia

Una de las formas maés usuales para definir una sucesién es utilizar el principio de induccién: se define
ay 'y, supuesto definido a,, se define a,4+1 = f(a,). En general, no se dispone de ninguna férmula

para el término general, aunque en ciertas ocasiones es posible encontrar alguna.

Ejemplo 2.12
Si (a,)2, viene definida por a1 =1 y any1 = 2a,, entonces a, =2""! para todo n € N. En

efecto, a; = 2° y suponiendo que a, = 2""', se deduce que a,;1 = 2a, = 2" = 2(nt+1)-1

PROBLEMAS PROPUESTOS

Ejercicio 2.21
Encontrar, si existe, una férmula para las siguientes sucesiones recurrentes. Indicar en cada caso si la
sucesion es convergente y si no lo es hallar una subsucesion que lo sea.

(a) a1 =1, apt1=(-1)"+an.

(b) a1 =1, apt1 = —an.
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(c) a1 =1, any1 = —5=.
(d) ay = 1, Ap+1 = (—1)"an.

(e) a1 =1, ant1 =379

Ejercicio 2.22

Sea a; =-1, y an+1:2—al para n € N.
(a) Poner apy2, ani3 ¥ aptsa en funcién de ay,.

(b) Encontrar todos los limites de subsucesiones de (a,)5 4.

8 Sucesiones monétonas y sucesiones de Cauchy

Para determinar el limite de una sucesién no siempre es posible utilizar las reglas usuales del cédlculo
de limites, bien porque la férmula del término general es complicada o bien porque no disponemos de
ninguna. En estos casos el problema principal radica en demostrar que la sucesiéon converge sin conocer
previamente cual es el limite. Se disponen de dos criterios para determinar si una sucesién converge
sin hacer referencia al limite:

Una sucesion mondétona converge si, y sélo si, es acotada.

Toda sucesién de Cauchy converge.

Tlustraremos la utilizacién de estos criterios con las siguientes sucesiones.

Ejemplo 2.13

f1+1+1+1+1++1
541 5241 5341 5441 5541 541

(a) %

En este caso, la sucesion es monétona creciente porque para cada n € N se cumple an41 — Gy =

Wllﬂ > (0. Veamos que también es acotada superiormente.
1 1
Ly oy oy o bl soee
A, = AN [ — — — A =2 92 T
U541 5241 5441 5"+1 "5 52 5 5n 1-1
por ser la suma de n términos de una progresion geométrica. Se deduce que a, < 4117/2 = i. Por

tanto la sucesion (a,)22, es mondtona creciente y acotada superiormente, luego converge.

1 1 1 N 1 N +(—1)n+1
T h+1 5241 B34+1 5441 5r41 "

(b) an

Evidentemente, la sucesion no es mondtona: ni creciente ni decreciente. Para ver que converge
demostraremos que es una sucesién de Cauchy. Fijado n € N, consideremos |an4p — apn| y veamos
que lo podemos acotar para todo p € N. En efecto,

_1\n+2 _1\n+p+1

(o
pn+1 +1 Hn+p +1 -

1 1 1 I
11 1 ) 13—z 11

—m5tEt e

|an+p —an| = |

—
- 5n+1+1

p+
7<77
n1-4 57 4
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y se tiene que el miembro que mayora es independiente de p. Como lim,_, . 5%% = 0, para cada

€ >0 existe ng € N tal que si n > ng, entonces 5%% < e Luegosi n>ng y p€ N, entonces

|ntp — an] < %i < € con lo cual la sucesion es de Cauchy y consiguientemente converge.
Ejemplo 2.14

Probar que converge la sucesién de término general

1 1 1 1 (—1)ntt
B R I R B T
Una forma muy sencilla de demostrar que una sucesion es de Cauchy es aplicando el siguiente resultado,
cuya demostracion se halla en el manual de R. G. Bartle y D. R. Sherbert ”Introduccién al Analisis

Matemadatico de una Variable” pag. 120.

an

Sea la sucesion (ay)S2; tal que existen ¢, con 0 < ¢ <1, y ng € N demodo que |apt2—ant1| <
¢lant1 — an| para todo n > ng.

(a) La sucesion (a,)%2, es de Cauchy y, por tanto, converge.

(b) Si £ =1im,,_, a,, entonces para todo n > ng se cumple

c cn—n0+1

lant1 — an| < j‘amﬂrl — Q-

{— <
| an+1|71—c 1

Este resultado también proporciona una estimacién del error cometido al aproximar el limite por

un término de la sucesion. Es particularmente interesante para aproximar raices de algunas funciones.

Ejemplo 2.15
La ecuacién ciibica 3x® — 222 — 150 + 2 = 0 tiene una tinica solucién en el intervalo [0,1]. Para
calcularla, se define a; = % Y Gpt1 = %5(3(12 —2a2 +2) para todo n € N. Vamos a demostrar

(a) a, €[0,1] para todo n €N

(b) La sucesion converge.

(¢) Su limite es una raiz de la ecuacién dada en [0,1].

(a) Se demuestra por induccién. Es evidente que a; = § € [0,1]. Supongamos ahora que a,, € [0,1].
Entonces a3 € [0,1] y a2 € [0,1], con lo cual 3a3 —2a2 +2<3+2=5 y 3a2 —2a2 +2 > 0.
Luego, (3a3 —2a2 +2) € [0,5] y, por tanto, a1 = 7=(3a3 — 2a2 4+ 2) € [0,1]. Se deduce que
an € [0,1] para todo n € N.

(b) Para aplicar el resultado anterior, primero vamos a operar. |apio — ani1| =

1 1 1
—Banyy — 2054, +2) — —(3a; — 205 +2)| = —[3(ap41 — ap) — 2(an 1y —ap)| <

15 15 ~ 15 s
< ﬁ|3(ai+1 + ni1an +a2) - (a1 — an) — 2(ans1 +an) - (@ns1 — an)| <
= 15 (3|ai+1 + ang1an + i - ant1 = an| + 2lani1 + an| - ania — an|) <
< T15(3 “3lant+1 — an| + 2 2lant1 — an|) = 1—2|an+1 — ap).

Sea ¢ = % Por el resultado anterior, la sucesion es de Cauchy, con lo cual converge.

c) Sea ¢ = lim,_oc an. Porser ant1 = =(3a2 —2a2 +2) para todo n € N, se deduce que
+ 15 n n
(= 1—15(363 — 202 +2), Io cual implica que 3¢3 — 2¢*> — 15¢ +2 = 0. Por consiguiente, { es una raiz
de la ecuacién dada en |0, 1].
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Ejercicio 2.23

Estudiar si las siguientes sucesiones son convergentes y, en caso afirmativo, calcular su Iimite.
(a) ay = \@7 Un4+1 = \/m.
(b) a1 =1, any1=an+ 11;"2‘2"”.

nt1
(C) ay > O7 Ap4+1 = 26177-‘1-714-1'
an

(d) a1 =1, apny1 =+van+1

Ejercicio 2.24

Probar que las siguientes sucesiones son convergentes y calcular su limite.
(a) a1 =1, ay =2, apta= %(4an+1 —ap).
(b) a1:2, an+1:2—|—a%.
(c) a1 =2, apq1 = ﬁ
(d) a1 =0, as =1, apy2= %anﬂ + %an.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

Ejercicio 2.25

Consideremos una sucesion que cumpla as, < aopi2 < aopt1 < a@o,—1 para todo n € Ny
lim,, o0 (@2n—1 — @2,) = 0. Demostrar que la sucesién converge a un cierto ¢ que verifica as, < { <
asn—1 para todo n € N. Aplicar lo anterior a la sucesién definida por a1 =1, apt1 =1/(1 4 ay).

(Indicacién: aplicar el ejercicio 8)

Ejercicio 2.26
a) Demostrar que se cumple la desigualdad —= <log(n+1) —logn < = para todo n € N.
D t le la desigualdad nil 1 1) —1 }L tod N
robar que la sucesiéon de término general a, =14 5+ 5 +---+ =+ —logn es mondtona
b) Prob 1 i6n de térmi 1 1 ; é 711 1 5t
decreciente y de términos positivos.

(c) Hallar limn_,ooﬁ+n}r2+---+2in y lm, el =3+ 14+

i
n

Ejercicio 2.27
Consideremos dos sucesiones que estan definidas por 0 < a1 < by, apq1 = Vanb, ¥ bpyl = %(an+bn)
para todo n € N. Demostrar que

(a) La sucesién (a,)%2, converge.

(b) La sucesién (b))%, converge.

(c) Las dos sucesiones tienen el mismo limite.

Ejercicio 2.28

Dado x > 0 se define una sucesién (a,,)32; por recurrencia tomando ag >0 y a, = %(an,l—i— - z - ).

Probar que la sucesién converge y calcular su Iimite.
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Practica 3
Series de numeros reales

1 Criterios de convergencia para series de términos positivos

La determinacion del cardcter de una serie (es decir, su convergencia o divergencia) se simplifica consi-
derablemente cuando sabemos que estd formada por términos positivos, pues en tal caso disponemos
de una coleccién de criterios de convergencia especificos. El primero de tales criterios, llamado criterio

de comparacion, asegura:

Teorema 3.1
Sean Y " an y Y., b, tales que a,,b, >0, Vn € N.

- Si dng tal que a, < b, Vn > ng, y fo:l b, es convergente, entonces Z;'Lozl a, es también
convergente.

- Si existe y es finito y no nulo el limite lim $*, las dos series tienen el mismo cardcter.
n

Ejemplo 3.1
Asi, dada la serie:

n=1
se tiene:
n—logn
, n2+10n
lim T =1
ND

y por lo tanto la serie:
o0
Z n — logn
n? + 10n
n=1
tiene el mismo caracter que la serie Y - - es decir, es divergente
q n=1 /n’ s g .

1.1 PROBLEMAS PROPUESTOS
Ejercicio 3.1

Estudia el cardcter de las siguientes series:

(i) ani% (i) d (Va-1 a>1, peR"

n=1 n=1

1 . . w= cosh(n)

NE

(iii)

n

Otro criterio para series positivas que puede aplicarse con facilidad es el siguiente:
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Teorema 3.2 ( Criterio de condensacién de Cauchy)
Sea Y | a, una serie de términos positivos tal que a, > an41 Vn € N. Entonces Y .~ | a, converge

si y sdlo si converge la serie > | 2"agn.

Ejemplo 3.2
Asi, la serie:
o0
>
= logn
diverge pues la serie arménica:
o0 k o0
Z};LfZE:gLf
~ 2k log 2k “— klog2

es divergente.

1.2 PROBLEMAS PROPUESTOS
Ejercicio 3.2

oo 1

Estudiar la convergencia en los casosa = =1y a =1, 3 =2 de la serie >, e ogn)?

Ejercicio 3.3

Estudia la convergencia de Y -, W.

Otros criterios de convergencia que se utilizan habitualmente son los siguientes:

Teorema 3.3 ( Criterio de Cauchy de la raiz enésima)

Sea Y0 | a,, una serie de términos positivos tal que existe

r= lim Ya,

n—oo

. o0 .
-sir > 1, entonces y ", a, es divergente.

-sir <1, entonces Y., a, es convergente.
Teorema 3.4 ( Criterio de D’Alembert del cociente)
Sea >~ | a,, una serie de términos positivos tal que existe

, an+1
r = lim
n—oo  (Qp

-sir>1, entonces y ., a, es divergente.

-sir <1, entonces Y., a, es convergente.

Ejemplo 3.3

Dada la serie:

i n?+1
n=1 5"
como
2InZ+1 1
i f o

sabemos por el criterio de Cauchy que la serie converge.
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Ejemplo 3.4

Para la serie

oo nn
Z 21!

n=1

se tiene:

(n+1)(n,+1)
, 2(n+1) (p41)! e
T a7
2nn!

y el criterio de D’Alembert asegura la divergencia de la serie.

1.3 PROBLEMAS PROPUESTOS
Ejercicio 3.4

Estudia la convergencia de las series

>, plogn e
(i) ; Togn) (i) ;H
(i) n; oGy s W ,;1 (n+ 17

En muchas ocasiones en que los criterios de D’Alembert y Cauchy no ofrecen informacién sobre
el cardcter de una serie, ya que el limite asociado toma el valor 1, es ttil el siguiente criterio de

convergencia:

Teorema 3.5 (Criterio de Raabe)

Sea Y77 | a,, una serie de términos positivos tal que existe

r= lim n( n -1
n—oo An 41

-si r > 1, entonces Zf;l ay, es convergente.

-sir <1, entonces Y, a, es divergente.

Ejemplo 3.5
Asi, para la serie:

13 2n—-32n—-1 1
;51"'271—2 2n 2n+1
se obtiene: L3 o1 omil 1 )
i 21 B gy B0
n—oo g SRS AL S n—o0 (2n + 2)(271 + 3)
Pero como:
lm n((2n+2)(2n—|—3) 1= 3
n—o0 (2n +1)2 2

la serie es convergente por Raabe.
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1.4 PROBLEMAS PROPUESTOS
Ejercicio 3.5

Estudia la convergencia de las series

NS V(= 1) I VAL RE R
()Z(1+1)(1+ﬂ)~~(1+\/ﬁ) ()2(3)

n=1 n=3

2 Criterios de convergencia de series de términos cualesquiera

Una serie ), a, se dice alternada si el producto de dos términos consecutivos de la serie es un

nimero negativo. Tales series pueden expresarse de la forma:

NE

(_1)nbn bn Z 0;

n=1

y en algunos casos puede determinarse el caracter de tales series mediante el siguiente criterio:

Teorema 3.6 ( Criterio de Leibnitz)
Seay >, (=1)"a, cona, > 0.Si{a,} es una sucesién mondtona decreciente con limite nulo, entonces

la serie >~ 7, (—=1)"a, es convergente.

Ejemplo 3.6
Dada la serie:

se tiene obviamente:

log(n + 1) < logn
n+1 = n

v la serie converge por Leibniz.

2.1 PROBLEMAS PROPUESTOS
Ejercicio 3.6
Estudia la convergencia de las series

. ni1 VN o 1 (=1)"
&) ;—n T () >t D)

n=1

oo

ne1 @nbn cuando son conocidas

En otras ocasiones, es posible determinar el cardcter de la serie >

algunas propiedades de las sucesiones {a,} y {b,}. Disponemos de los siguientes criterios:

Teorema 3.7 ( Criterio de Dirichlet)
Si la serie Y | ay, tiene acotadas sus sumas parciales y la sucesion {b,} es mondtona con limite nulo,

entonces la serie Y~ anby, converge.
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Teorema 3.8 ( Criterio de Abel)

Si la serie > 7 | a, converge y la sucesién {b,} es mondtona acotada, entonces la serie Y - | anby,

converge.
Ejemplo 3.7
La serie:
i cos(nm/2 4 m/3)
—  log(n+2)

converge por Dirichlet pues:

| Zcos(mr/Q +7/3)] <1

n=0
, 1
lim ——
n—oo log(n + 2)

y {m} es mondatona.

Ejemplo 3.8
Del mismo modo:
i cos(nmw/2+ w/3) 1+ l)nﬂ
—  log(n+2) n
converge por Abel pues:
=, cos(nm/2 + m/4)
7;) log(n + 2)
es convergente y la sucesion: .

{a+ )

es monaotona.

2.2 PROBLEMAS PROPUESTOS
Ejercicio 3.7
1 ) cosnx

Utilizando el ejercicio 7.7, estudia el cardcter de la serie: y - (1 + % +oe )

3 Sumacion de series.

o0

n—1 On, €s posible determinar una expresién para la sucesién

En algunas ocasiones, dada una serie )
de las sumas parciales {S,}.

En estos casos, puede determinarse el cardcter de la serie estudiando directamente la sucesién {Sy, };
ademds, a menudo podré calcularse la suma de la serie, es decir, el limite de la sucesién {S,}.

Veamos algunas de estas situaciones especiales:
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3.1 Descomposicion en fracciones simples.

La descomposicién en fracciones simples del término general de algunas series permite obtener explicitamente

su suma parcial.

Ejemplo 3.9
Asi, para:

i n+ 12
“—=n®+5n” +6n
se obtiene la descomposicion

n+12 2 3 5

n3+5n2+6n_ﬁ+n+3_n+2

de donde resulta:
2 2 3

n+1 _n—|—2+n—|—37

Sn =2-
y por lo tanto:

oo

n+12
Z 3 2 =2
—mn + 5n“ 4+ 6n

3.2 PROBLEMAS PROPUESTOS
Ejercicio 3.8
Suma las series

> on —6
Z2n+12n+3) m)g;n3—&ﬂ+2n

n:l

3.3 Series telescopicas.

Una serie Y-, a, se dice telescdpica si a, = by, — by41, donde la sucesién {b,} es conocida. En tal

caso, S, = by — by11, y por tanto puede determinarse el cardcter de la serie estudiando la sucesién
{on}.

Ejemplo 3.10

Asi, dada la serie:

se tiene:
2n+3 1 1 1 1 1

n(n+1)3"  n3n1 n4130

y asi:
oo

ot n+1

3.4 PROBLEMAS PROPUESTOS
Ejercicio 3.9
Halla la suma de las series

1 log(2£2)

i) (ii)
;nvn—&-l—i—(n—f—l)\/ﬁ \/log (n+1)log(n+2) +\/10g (n+1)log?(n + 2)
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3.5 Series aritmético-geométricas.

26

Se llama serie aritmético-geométrica a una serie de la forma » -, a,by, donde {a,} es una progresién

aritmética y {b,} una progresién geométrica.
Método 1:

Para obtener la expresion explicita de la suma parcial de tales series, se escribe S,, — r.S,,, donde r

es la razén de la progresion geométrica; tal expresion puede calcularse ahora, pues se trata de la suma

parcial de una serie geométrica (mds algunos términos independientes).Ademds, se deduce que la serie

aritmético-geométrica es convergente si la razén de la progresion geométrica es menor que 1.

Ejemplo 3.11

Asi, dada:
i 2n + 1
n=1 m
se obtiene: ) )
1 3 2 2 2n+1 3 ZHF— = 2n+1
1-)S, =4+ — 4 — - =% 7 7 _ ,
A== tmt tm—Gmr =7t o1~ e
de donde:
Método 2:

Otro procedimiento de sumacion de dichas series consiste en el uso de Férmula de Taylor.

particular 7 na" "t = (Y07, x")/. Por tanto

Ejemplo 3.12

Aplicaremos dicho método al cdlculo siguiente

ZnQH'

n=1

Basta observar que

oo

n+d 1ga n 1 11 1
- - M-14Y ) = s 41 .
Z n 222n—1+ ( +n:02n) 2(1_%)2+ ( +1_ )

1
n=1 n=1 2

Por tanto

> n+4 1 1 1
== — +4(-1+—)=6.
2 5 TTaaop I

3.6 PROBLEMAS PROPUESTOS
Ejercicio 3.10

Suma las siguientes series:

)Zn?)tl (11)22716:5

n=1 n=1

En
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3.7 Series hipergeométricas

Una serie y .~ a, de términos positivos diremos que es hipergeométrica si a; # 0y fotl - Zif ,

siendo [ y ~y constantes diferentes de cualquier entero negativo.

Ejemplo 3.13

La serie > cumple:

n=1n n+1)(n+2)
Ap+1 - n
G n+3
Sumando las igualdades:

(k+3)ak+1 :kak k= 1,...TL
se obtiene:
1) 1 1
6" 6 (m+1)(n+2)’
de donde:
i v 1
o+ 1)(n+2) 4

3.8 PROBLEMAS PROPUESTOS
Ejercicio 3.11

n!

Suma la serie Zn 1 m

3.9 Y, P() con P polinomio.

n!

La suma de la serie anterior puede obtenerse descomponiendo el término general en la forma:

P(TL) - AO A1 Aq
n! 7n!+(n—1)!+ Jr(n—q)!
donde Ag, Ay, ..., Ay son constantes a determinar y ¢ es el grado de P.

El proceso de sumacion se concluye ahora utilizando:
x n
x Y
> =
n!
n=0

Ejemplo 3.14

Asi, para
|
n=1 n
se obtiene:
n?+1 1 1L 1 -3
= — n
n! n! " (n=1)! (n—2)! ’
Yy por tanto:
oo 9 o] [eS) o]
n®+1 1 1 1 5
— — 24+ -=3e—-1
Z n! Zn'+z(n—1)!+z(n—2)!+ +2 ‘
n=1 n=3 n=3 n=3
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3.10 PROBLEMAS PROPUESTOS
Ejercicio 3.12

. . oo n?(n+1) . co (n—1)
Halla la suma de las series (i) >~ (i) >, Gy

n!

4 Problemas de convergencia de series

Estudia el caracter de las siguientes series:

Ejercicio 3.13

o0

DEEE)

n=1
Ejercicio 3.14

oo

ZQ+zenn

n=1

Ejercicio 3.15

1
Z —.,  lm b, =+o0
ot b:ll n—oo

Ejercicio 3.16

Comparando con ) # vuelva a estudiar el ejercicio 3.3.

oo

>
(log n)log n

n=1
Ejercicio 3.17

> 1
Y Wa+—— -2
n=1 \/a

Ejercicio 3.18

oo

1
Z nlogn(log(logn))r

n=3

Ejercicio 3.19

o0
> p™f pgeR

n=1

28
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Ejercicio 3.20

2n—32n—1
2n—2 2n

(]2
N —
W~ o

3
Il
-

Ejercicio 3.21

e (n!)24n
Z (2n)!

n=1

Ejercicio 3.22

1357 (2n+1)
2.1 +12-5-8---(3n—1)

Ejercicio 3.23

o 1 o0
Z(l + —=)"""b,, con Z b, divergente
n

n=1 n=1

Ejercicio 3.24

Ejercicio 3.25

oo

Z log2---logn

n!
n=2

5 Problemas de suma de series
Halla la suma de las siguientes series:
Ejercicio 3.26

— 1
Z n(n+1)

n=1

Ejercicio 3.27

2n—1

2 (I+2m)(1+2 )

n=1

29
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Ejercicio 3.28

i log((1+ )" (1 +n))

n+1
= nlognlog(n+1)

Ejercicio 3.29

> 3n+2
>

n=0

Ejercicio 3.30

Ejercicio 3.31

n=1

6  Cuestiones y problemas complementarios

Ejercicio 3.32
Si {a,} es una sucesién mondtona decreciente tal que Y. | a, converge, entonces:
lim na, = 0.

n—oo

Ejercicio 3.33

ant1 _ n+pB
an n+y?

o

Ap = 7’7&1
E n — .
n=1 ’Y_ﬁ—l

Demostrar que la serie hipergeométrica y -, an, con es convergente si y solo siy > (41,

vy ademads se tiene en tal caso:

Ejercicio 3.34
Sean (a,)3%, y (bn)3%, sucesiones de términos positivos tales que Y .- a? y >0 b2 convergen.

Probar que las series Y7 | anbn, >ooo i(an +bn)* ¥y Yo7 a,/n convergen.

Ejercicio 3.35
Sea Y 0° | a, una serie absolutamente convergente. Demostrar que también convergen absolutamente

las series > oo aZ, > an/(L+an) (si an #—1 paratodo neN )y > a%/(1+ad2).
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Ejercicio 3.36

: _ (=" _ 1 . by _ oo .
Si a,, = N b, = a, — . comprobar que lzmnﬂooﬁ =1 pero )~ a, converge mientras que

S7%° | by, no converge
n=1"n ge.

Ejercicio 3.37

. . . ’ . o0
Sia, = 2% cuandon es par y a, = 3%, cuando n es impar, averiguar el cardcter de la serie) | a,.

Ejercicio 3.38
Probar que >_>° # =log2 .

n=1

Ejercicio 3.39
Sea {an}S; una sucesién decreciente con limite 0 y de terminos positivos. Probar que las series

o0 o0 . . .
Yomiion ¥y Yoo yn(an —an—1) tienen el mismo cardcter.

Ejercicio 3.40

Sea Y| a, una serie divergente de términos no negativos. Demostrar que la serie Y, a,/(14ay)
también diverge pero Y oo, an/(1+ n?a,) converge ; Qué puede decirse de la serie Y .- an/(1+

a?). 7.

n

Ejercicio 3.41

Averiguar el cardcter de la serie Y- | (—1)" 2= ——.
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Practica 4
Limites de funciones.Continuidad

1 Limites elementales de funciones

Sea D un subconjunto de R y a € ac(D), sea ademds f una funcién con dominio D, se dice que f(z)
tiende a r cuando x tiende hacia a (lim,_,, f(x) = r), si se cumple que para cada ¢ > 0 se puede

encontrar § > 0 tal que |f(x) —r| < € para todo z € D con 0 < |z — a| < 4.

Ejemplo 4.1
Demostrar que
lim (52 — 1) = 9.

€Tr—
Segun la definicion anterior, para cualquier ¢ > 0 que nos den, tenemos que encontrar § > 0 tal que

|(5z — 1) — 9| < € siempre que 0 < |x — 2| < §. Nétese, sin embargo, que
[(bz — 1) — 9] = |5(z — 2)| = 5]z — 2

luego la desigualdad
|(bx —1) —9| <€

se cumplird si 0 < |z — 2| < £. Por tanto, si nos dan e > 0 siempre podemos tomar § = .

1.1 Problemas propuestos
Ejercicio 4.1

Demostrar, siguiendo el procedimiento del ejemplo anterior , que

(a) 111111(337 -2)=1.
(b) h'm2 22 = 4.
22 +3x+1

(c) =1/2.

11m
z—0 T+ 2

2
e —1

d lim —— =
(d) Im 5
Ejemplo 4.2

Si a es un numero real cualquiera, probar que

lim sen(z) = sen(a).

r—a

Como caso preliminar observemos que la desigualdad |sen(z)| < |z| se cumple para todo z € R.

Supéngase que 0 < x < 7. Si formamos un dngulo de x radianes, denotamos por P el punto del

primer cuadrante correspondiente al corte de la recta que pasa por el origen de pendiente tanx y la

circunferencia de centro el origen y radio 1 y denotamos @ el simétrico de P respecto al eje OX,
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tendremos que la longitud de la cuerda PQ es 2sen(x), mientras que la del arco PQ es 2x. Como ”la

”»

linea recta es el camino méds corto entre dos puntos ”, resulta que 2sen(z) < 2z, lo que implica que

|sen(x)| < |z|. Para § < x la desigualdad es trivial, pues en este caso
T
[sen(z)| <1< 3 <z =zl
En consecuencia, |sen(z)| < |x| para todo x positivo. Si z < 0, entonces —z es positivo y
[sen(z)[ = | = sen(z)| = [sen(—z)| < | — 2| = [«].

Una vez probada la desigualdad, pasemos a demostrar la afirmacion original .. Usaremos la siguiente
identidad:

1 1
sen(x) — sen(a) = 2 cos §(x + a)seni(z —a).
Como los valores de la funcién coseno estan comprendidos entre —1 y 1
1
|sen(x) — sen(a)| < 2|sen§(x —a)| < |z —al.
Luego tomando § = €, obtenemos el resultado.

1.2 Problemas propuestos
Ejercicio 4.2

Demostrar que para todo niimero real a se tiene:

(a) ;13}1 cos(x) = cos(a).
(b) E_rg tan(z) = tan(a).

Mediante la aplicacién de las propiedades de los limites se puede sustituir el cdlculo de un limite de

una expresion complicada por el cdlculo de otros limites mas simples.

Ejercicio 4.3

Calcular los limites: (a).- limg_,1 % (b).- lim, 1 (z — 1)2?sen(X).

Sin embargo, a veces, las expresiones a las que se llega no son tan sencillas o conducen a limites que

no tienen sentido; son los llamados casos de Indeterminacion que se escriben en la forma simbdlica:

0

-, @,Ooo,oo — 00,00, 1%,
0" oo

Ejemplo 4.3

Calcular
, 23 =3z +2
lim .
z—1 21‘3 + 21‘2 — 10z + 6

Este limite es una indeterminacion del tipo % que puede resolverse utilizando que 1 es una raiz de los

dos polinomios:

) 23— 3z +2 . (r—=1D)* 2 +2) . (z+2) 3
lim =lm —F——— =1lim — = —.
e—1223 + 222 — 10 +6 2—1 (zr—1)2(2c4+6) 2—-1(2x+6) 8
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Hay otras indeterminaciones que pueden resolverse utilizando el procedimiento de sustituir la expresién
dada por otra equivalente, es el caso de los Infinitésimos equivalentes. Se dice que una funcién
real f es un infinitésimo en a, ( se representa por < f(z),a >), si lim,_, f(z) = 0. Se dice que un
infinitésimo < f(z),a > es de orden menor, igual o mayor que otro infinitésimo < g(x),a > si el
cociente % tiende (cuando x — a) respectivamente a infinito, a un ndmero real distinto de cero, o
a cero. Para la comparacién de infinitésimos, se suele definir uno que se llama principal y respecto de
él se definen los 6rdenes de los restantes. Se suele tomar como infinitésimo principal < x — a,a >, de

este modo, diremos que el infinitésimo < f(z),a > tiene orden k si:

;an;mﬂﬂ-

Dos infinitésimos < f(x),a >, < g(z),a > se dice que son equivalentes si se verifica:
TPAC)

En este caso escribiremos < f(z),a >~< g(z),a > .

Ejemplo 4.4

Probar que < sen(z),0 >2< z,0 > . Que el seno es un infinitésimo en x = 0 es consecuencia inmediata

del ejemplo 4.2. Para obtener el resultado debemos comprobar que:

Y sen(x)

x—0 €T

=1

Sean P el punto de corte de la circunferencia centrada en el origen y de radio 1 y la recta que pasa por
el origen O con pendiente tanx. Sea S el punto de corte de la circunferencia y el eje OX. Denotemos
por R la proyeccién de P sobre el eje 0X y por Q el punto de corte de la recta que pasa por el origen
O con pendiente tanx y la perpendicular al eje OX en el punto S. Es claro que el area del triangulo

OPR es menor que la del sector circular OPS, y ésta a su vez inferior al area del triangulo OQS':

1
AOPR = §|OR|.|RP| = — cos(z)sen(z),

1
2
AORS = %|OS|.|SQ\ - %tan(m).
El drea del sector circular serd igual al drea del circulo, a saber w, multiplicada por la fraccion -.
Luego, tenemos

1 1
3 cos(z)sen(z) < = < itan(x);

|8

desigualdades validas para 0 < x < T. De la desigualdad cos(x)sen(z) < x resulta

sen(z) 1
x = cos(x)

Anélogamente, de la desigualdad x < tan(x) se tiene

cos(z) < sen(x)
T
Luego
cos(z) < sen(x) < 1
x cos(x)
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si 0 <x < 5. Nétese que cada término de esta desigualdad es invariante bajo el cambio de x por —z.
Segun el ejercicio 4.2

lim cos(z) =1

x—0

y por lo tanto

lim
z—0 cos(x)

De aqui, por el criterio del emparedado,

lim sen(x)

z—0 x

=1.

1.3 Problemas propuestos

Ejercicio 4.4

Encontrar el orden de los siguientes infinitésimos: (a).- < 1 — cos(z),0 >, (b).- < e — 1,0 >, (c).-
< log(1l + x),0 > (d).- < tan(z),0 >, (e).- < a® — 1,0 > siendo a > 0 (f).- < arctan(z),0 >, (g).-
<(1+2)"—1,0>.

Una propiedad de los infinitésimos equivalentes que pone de manifiesto su utilidad en el calculo de
indeterminaciones es la siguiente: Si < f(z),a >=< g(x),a > y existe lim,_., h(z)g(z), entonces se
tiene que

lim h(z)g(x) = lim h(x)f(x)

En efecto; por la propiedad del producto de limites obtenemos:
) ) cogl@) o f(@)h(@)g(x)
lim A(z) f(z) = lim A(z) f(z) lim =—= = lim ——————= = lim h(z)g(x).
Tr—a ( )f( ) Tr—a ( )f( )at—>a f((]}') Tr—a f(:[) Tr—a ( )g( )

Ejemplo 4.5
Calcular

Este limite es una indeterminacioén del tipo %, como segtin el ejemplo 4, tenemos que < sen(z),0 >2<

x,0 >, entonces aplicando la propiedad anterior de los infinitésimos equivalentes:

i (z — 1)senx , (z—-Dz 1
m -———=1]1m — = —
z—0 2 —2x =0 12 — 21 2
1.4 Problemas propuestos

Ejercicio 4.5

Calcular los siguientes Iimites: (a).-

I cos(a;)’
(b)--
lim (z — -) tan(x),

(c).-
o @ 2@+ )P -1
2—0 log(1 4 4x)(1 — cos(2x))
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(d)--

Ifm xlog(1 + z)sen(x) tan(x) .
+ (1= cos(@)) (@ — (1 +2)V2 — 1)

Una propiedad de los limites de funciones es la siguiente. Si lim, ., f(z) = a y lim,—q g(z) = 5,

entonces
lim (f(z))9™) = o7,

Tr—a
en cambio, cuando lim,_, f(z) =1 y lim,_., g(z) = co. para resolver este tipo de indeterminacién es
de gran utilidad el siguiente resultado: (*) Si existe A = lim,_, g(z)(f(z) — 1), entonces
lim (f(z))9®) = e
Tr—a
1.5 Problemas propuestos
Ejercicio 4.6
Calcular los siguientes Iimites: (a).-

(1)
A=)

(b)--

mlinolo( A2 )I_l

(c)- 1
lim (2 — cos? (m» (sen(z)+tan(2)2 |

x—0

1.6 Limites laterales y por sucesiones.

Sea D un subconjunto de R y a € ac(D) N (a,00) (respec. a € ac(D) N (—o0,a), sea ademds f una
funcién con dominio D, se dice que f(z) tiende a r cuando z tiende hacia a por la izquierda (respec.
por la derecha), denotado lim,_,,+ f(z) = r, (respec. lim,_,,— f(z) = r), si se cumple que para cada
€ > 0 se puede encontrar 6 > 0 tal que |f(xz) — r| < € para todo € D con a < & < a + § (respec.
a— 0 <z < a). La existencia del limite en un punto se caracteriza por la existencia y coincidencia de
ambos limites laterales. Sea f una funcién real con dominio D y sea a € int(D), entonces:

lim f(z) =7 «— lim f(z)= lim f(z)=r.

T—a z—at T—a~
Otro modo de ver la existencia de limite consiste en el estudio del limite por sucesiones, es de-
cir im,_,, f(z) = r si y sblo si para toda sucesié n (z,) C D tal que lim, .z, = a se tiene

Ejemplo 4.6

Demostrar que no existen los siguientes Iimites

, br—1
(a) Jm —

o1
(b) algl_)rno sin —

o1
(c) P p—
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En efecto, para (a) basta observar que

. bdr—1
lim = —00
z—ot x
pero
. br—1
lim = 4-o00.
T—0" xT
Para resolver (b) tomar las sucesiones (x,,) tal que = Z =3 3 +2mn y (yn) tal que oz = 2mn que verifican
limy, oo ©n =0 y lim, .o ¥, = 0 pero sin embargo
1
lim sin— =1
n—oo x5
y
P |
lim sin — = 0.
n—oo yn
para resolver (c) observar que
|z — 1] . ox—1
——— = lim =
z—1+ . —1 z—1+tx —1

mientras que
-1 —(z—1
i gy 2D
z—1- x —1 z—1- r—1
1.7 Problemas propuestos
Ejercicio 4.7

Probar la existencia o no de los siguientes Iimites:

(a) lim e¥2
r—2

1
(b) lim cos

r—1 ((ﬂ — 1)2

. |2?+ 2 -6
lim =—— —
(C) ml~>2 $—2

2 Continuidad de funciones.

Se dice que una funcién real de variable real f con dominio D, es continua en a € D si, y sdélo si, para

todo € > 0 existe > 0 tal que si z € D y |x — a| < § entonces |f(z) — f(a)| < e.

Ejemplo 4.7
Comprobar que la funcién f(xz) = \/z es continua en xy > 0. En efecto; basta considerar la siguiente

igualdad:
VZ A+ VT
VT + /T

- |x — x|
[V — /ol < Y

ahora la demostracion es simple, dado € > 0 tomamos 6 = min{xg, \/Tge}. Si | — 29| < & entonces

VZ — /Tl <e.

VE — Vs = (5 - Vi) L

luego si x > 0, tenemos
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2.1 Problemas propuestos
Ejercicio 4.8
Sea f la siguiente funcion:
f: ]0,1ju{2} — R

Probar, utilizando la definicién, que f es continua en x = 2.

Ejercicio 4.9

Estudiar la continuidad de la siguiente funcion:
fr R — R

71'2 x
NN (OB B

38

Si en la definicién de continuidad a € DNac(D), entonces podemos afirmar que f es continua en a si, y

solo si, lim,_,, f(x) = f(a). De este modo, las propiedades de las funciones continuas pueden deducirse

de las propiedades de los limites de las funciones. Como consecuencia del comentario anterior y de los

ejemplos 2 y 3 se obtiene que las funciones seno y coseno son continuas en cualquier punto.

Ejercicio 4.10
Probar que f(x) = \/zsen(x) es continua para todo x > 0.

Ejercicio 4.11

Estudiar la continuidad de las siguientes funciones: (a).-

f: R — R

0 r=0
o= {e
(b)- f(z) = |zle” =71 (c).-
f: R — R
2 z=0
r = f(.’t)—{ z?sen() 240

3 Teoremas de funciones continuas.

Uno de los resultados de funciones continuas que mds se utiliza es el llamado teorema de Bolzano.

”Sea f : [a,b] — R una funcién continua, verificando que f(a)f(b) < 0, entonces se cumple que existe

¢ €la,b] con f(c) = 0.” El teorema de Bolzano nos permite verificar la existencia de soluciones de

determinadas ecuaciones:

Ejemplo 4.8

Probar que el polinomio 7 + x* + 2% + x — 1 tiene una raiz real en [0,1]. En efecto; LLamamos

f(z) =27 +2*+ 23 + 2 — 1, evidentemente f es una funcién continua en [0, 1] y ademas f(0)

f(1) = 3, por tanto f(0)f(1) < 0, ahora aplicando el teorema de Bolzano se tiene el resultado.

_]_y
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3.1 Problemas propuestos
Ejercicio 4.12
Sea f : [a,b] — [a,b] continua. Demostrar que existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = c. (Considérese la funcién

g(x) := f(x) — x y apliquese el teorema de Bolzano.)

Ejercicio 4.13

Probar que todo polinomio de grado impar tiene una raiz real.

Otros resultados de funciones continuas fundamentales son los llamados teoremas de Weierstrass: (a).-
Si f : [a,b] — R es continua, entonces f tiene la propiedad de los valores intermedios. (b).- Si

f :[a,b] — R es continua, entonces f alcanza el mdximo y el minimo.

3.2 Problemas complementarios
Ejercicio 4.14
Sea f una funcién continua en [a,b] tal que f(x) € Q para todo x € [a,b]. Probar que f es constante

en [a, b].

Ejercicio 4.15
Supdngase que f es una funcion continua y estrictamente positiva en R, verificando que lim,_, 1, f(x) =

lim, ., f(z) = 0. Demostrar que f tiene un médximo en R. (Dibujar la grifica de f.)
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Practica 5
Calculo Diferencial

1 Derivabilidad de funciones

Para comprobar si una funcién f : I — R es derivable en un punto a € I (intervalo abierto) basta

o 1) = (@)

Tr—a xr—a

verificar la existencia del limite

Por tanto no es extrano que en muchos casos en este tipo de problema se necesite estudiar la existencia
de los limites laterales del cociente incremental anterior. Es conveniente recordar (para terminar réapido

en algunos casos) que si no hay continuidad no puede haber derivabilidad.

Ejemplo 5.1

2

Estudiar si la funcion f(z) = [z]sen®nzx, © € R, es derivable en los puntos © = 1/2, x = 1.

F(1/2+h) — £(1/2) [1/2 + h)sen®n(1/2 + h)

/ s _ _
e - i i =0
pues [1/24+h] =0, —1/2 < h < 1/2.
f(1+h)—f(1) . [1+ h]sen®n(1+ h)
/ _ _ _
FLh) = Ji T h =0

pues [1+h] =0, —1 < h <0,

;v v [L+hsen?m(14+h) . sen’m(1+h) . sen(w+wh) B
£ = i, h = h = dm, h sen(m + mh)=0,
pues [L+h] =1, 0 < h < 1; sen(nm + wh) = —sen wh, lim;,_q+ Se’;:“h =, y, limy,_o+ sen mh = 0.

Puesto que f, (1) = f' (1) concluimos que f es derivable en x = 1 y ademds f'(1) = f/ (1) = f'.(1) = 0.

1.1 Problemas propuestos
Ejercicio 5.1
Estudiar la derivabilidad de las funciones siguientes en los puntos dados:
a)
—x, z <0,
fl@) =4 a2, 0<z<1,
2c0—1, z>1,
enzx=0, z=1/2, x =1

b)
@) = { 8:&@96{1:2, 1/z}, i i 8:

enx =0, x=1.

¢)

enx =0.
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Ejercicio 5.2

Averiguar hasta qué orden es derivable la funcion

e —zx—1, >0,

f(x):{xi", z < 0.

Ejercicio 5.3

Demostrar que la funcion
x?sen 1/z, = #0,
J@) = { 0, z =0,

es derivable en toda la recta real y hallar su derivada.

Ejercicio 5.4

Hallar las derivadas n-ésimas de las funciones

a) f(x) =in kzx. (Porqué da lo mismo que si fuese In x?)

b) f(x) = sen k.

c) f(x) = (3% —4)e®. (Usar la férmula de Leibnitz de la derivada n-ésima de
un producto)

d) flz) = Wl(z—Q) (Descomponer en suma de fracciones.)

e) f(x) = sen 4x cos 2x. (Expresar como suma)

Ejercicio 5.5

(Funciones hiperbdlicas) Siendo

shx = % (seno hiperbolico),
xT —
ch x = % (coseno hiperbolico),
demostrar:
a) ch?z — sh?z = 1.
b) (shz) =chx, (chax) =shz.
c) Hallar las derivadas de las funciones hiperbdlicas inversas: argsh x, argch x.

Ejercicio 5.6
. . . x . .’ .
Escribir las funciones z*, ") y (z*)* como composicion de funciones elementales y calcular sus

derivadas.

2 Aplicaciones de los teoremas de Rolle y del valor medio

Los teoremas de Rolle y del valor medio se enuncian para funciones que son continuas en un intervalo
cerrado acotado y que son derivables al menos en su interior. El primer teorema nos proporciona un
punto interior de derivada nula, suponiendo que la funcién vale lo mismo en los extremos, mientras
que el teorema del valor medio nos relaciona el cociente de incrementos en los extremos con la derivada

en un punto interior.
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Ejemplo 5.2
Estudiar si se puede aplicar el teorema de Rolle a la funcién f(x) = V& — 22 en su dominio de
definicion.

Dicho dominio es {x € R : x — 2% = x(1 —x) > 0} = [0,1]. Por tanto, como f es continua en
[0,1], derivable en |0, 1] (observar que no tiene derivada en © = 0, x = 1) y f(0) = f(1), el teorema

puede aplicarse, con lo que existe un punto ¢ €]0, 1] tal que f'(c) = 0. Se trata de ¢ = 1/2.

Los teoremas antes citados tienen gran cantidad de aplicaciones, tanto en la estimacion del niimero
de raices reales de ecuaciones polinémicas (notar que si un polinomio tiene dos raices distintas siempre
se le puede aplicar el teorema de Rolle en el intervalo que dichas raices determinan), como en la

demostracién de desigualdades y en el cdlculo de limites (a través de la regla de L'Hopital).

Ejemplo 5.3
Estimar el niimero de raices reales de la ecuacién x3 — 3x +m = 0 segiin los valores del pardmetro m.
En general, el algoritmo que suele seguirse es el siguiente:

—Hallar la derivada de la funcion de la ecuacidn:
f(x)=2® -3z +m

fll@) =3 +1)(z-1)

—Hallar las raices de la derivada y estudiar la variacion de signos de ésta en los
intervalos que determinan las raices:

f' se anulaenz = -1, v =1.
f'(x) >0, Vz €] — o0, —1],
f(x) <0,Vze] —1,1],

f(x) >0, Ve €]1,+o0].

—El teorema de Rolle nos asegura que en los intervalos donde la derivada no se anula
la funcién no puede tener dos raices distintas. Asi, en cada uno de los intervalos anteriores f tiene a
lo sumo una raiz.

—Los signos de la derivada, con ayuda del teorema del valor medio, nos permiten
conocer la variacién (crecimiento y decrecimiento) de la funcién en los intervalos determinados. Ello,
junto con el teorema de Bolzano, nos dice si hay o no raiz en el intervalo:

f es estrictamente creciente en | — oo, —1],
estrictamente decreciente en | — 1, 1],
estrictamente creciente en |1, 4+00].
Como f(—=1) =m+2, f(1) = m — 2, distinguimos unos cuantos casos posibles:
Caso 1. m < —2.

f no tiene raices en | — oo, —1], ni en [—1, 1], pues
Vo €] —oo,—-1], f(x) < f(-1)<0,
Ve e [-1,1], f(z) < f(-1) <0.
f tiene una tnica raiz en |1, 4+o00[, ya que

f)y=m—-2<0, lm f(x)=4o0,

r— 400
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del teorema de Bolzano f tiene alguna raiz en |1, +oo[. La unicidad se tiene del teorema de Rolle como
indicamos anteriormente.
Caso 2. m = —2.
Es un sencillo ejercicio comprobar que f(z) = (x + 1)2(x — 2).
Caso 3. m > —2.

Como f(—1) =m+2 >0, ylim,_._, f(z) = —00, otra vez el teorema de Bolzano asegura que hay
raiz en | — 0o, —1[, tnica como sabemos en dicho intervalo. Veamos qué sucede en los otros intervalos.
Para ello distinguimos unos subcasos:

(3.1) =2 <m < 2.

Como f(1) =m — 2 < 0, tenemos que

f tiene tnica raiz en [—1,1].

Como lim,_, o f(x) = 400,

f tiene tinica raiz en [1,4o00].

(3.2) m = 2.

Es elemental que f(x) = (x — 1)?(x + 2).

(3.3) m > 2.

Como f(1)=m —2>0,

f no tiene raices en [—1,1], ni en [1, +00[.

Resumen

Valor de m Nimero de raices de f Localizacién

m < —2 Una 11, +o0]

m=—2 Dos x=—1 (doble), x =2
—2<m<2 Tres | — o0, —1[, ] —1,1[, |1, +o0|
m =2 Dos x =1 (doble), x = —2
m > 2 Una ] — o0, —1].

Ejemplo 5.4

Demostrar la validez de la desigualdad

S 1
142’

x

e Va > 0.

1
14+x’

puede ser mayor). Entonces, f es continua en [0,+oo[ y derivable en |0,+oo[ (incluso existe f’, (0)).

Consideremos la funcién f(x) = e* — definida en [0, 4+o00[ (aunque fijémonos que su dominio

Es més, f'(z) = e* + (H#w)"’ >0, Vx > 0. Por tanto, [ es estrictamente creciente (consecuencia del
teorema del valor medio) en [0,+oc[, de donde, Yz > 0, f(z) > f(0) = 0, lo que quiere decir que
T 1

e’ > Trz*

Ejemplo 5.5

Calcular lim,_g+ z In x.
Al tratarse de una indeterminacién del tipo (0 - co) puede ser apropiado el utilizar la regla de
L’Hépital. Recordemos que para ello necesitamos un cociente entre dos funciones derivables en un

intervalo abierto en el que el punto en cuestién (z = 0 en nuestro caso) sea un punto de acumulacion.
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Asi, consideremos las funciones f(z) =In x, g(x) = 1/z, x €]0,400|, que cumplen las hipdtesis de
la regla de L’Hépital, y ademas

1
lm ~ Y Y7

—LE .
a0t ¢'(x)  a—0t —1/x2

Por lo que lim,,_,g+ x In x = 0.

Nota. (Cuidado con la regla de L’Hopital!)

Ademas de todas las condiciones de continuidad y derivabilidad de las funciones que aparecen en el
cociente, es conveniente apreciar que lo que la regla de L’Hopital afirma es la veracidad de un silogismo
(una implicacion):

”Si existe el limite del cociente de las derivadas, entonces existe el limite deseado y vale lo mismo.”

Esto significa que, en el caso de no existir el limite del cociente de las derivadas, no podemos aplicar
la regla, es decir, no podemos afirmar nada referente al limite deseado. El siguiente ejemplo es muestra
de ello.

Ejemplo 5.6

z2sen(1/x)

Calcular  ltmg .o —_ -

Si hacemos el limite del cociente de las derivadas, siendo f y g las funciones numerador y denomi-

nador, respectivamente,

lm f(x) Y 2x sen(1/x) — cos(1/x)

=0 g'(x)  =—0 oS T ’
pero este limite no existe, ya que, tomando las sucesiones ., = ﬁ, Yn = m, se ve enseguida que
!/
. f(@n
lim (2n) = -1,

/
n—c0 g'(yn)
Sin embargo, es evidente que el limite deseado existe:

=1.

lim
z—0 sen T

x sen(l/z) =1-0=0.

2.1 Problemas propuestos
Ejercicio 5.7

Averiguar cuantas raices reales tiene la ecuacion:

4% — 52t +2 =0.

Ejercicio 5.8

Demostrar las siguientes desigualdades:

a) e*>14+xz, zeR.
b) tgrx>xz, 0<z<m/2
c) 2 csenz o] 0<z<3.
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[estudiar antes la variacién de la funcién f : [0, 5] — R dada por

{3 1

)

d) sent + tgx > 2x, 0<z<3.
ctq @
e) In(l+z) > “5%5, 2>0.

Ejercicio 5.9

Calcular los siguientes limites:

a) lim, .o Hi?‘em

b) lim, _o(cos z)/*"

c) lim, oo (5 — arcty x)ﬁ
@ i o, Zp2002.

3 Desarrollo de Taylor. Variacion local

Una de las ventajas mds importantes de las funciones con buenas propiedades de derivabilidad es que
permiten ser aproximadas localmente mediante polinomios, siendo posible incluso estimar el tamano
del error cometido en la aproximacién. Este resultado es conocido como el teorema de Taylor, y, muy
superficialmente, es el fundamento tedrico del procedimiento con el que las calculadoras automaticas
nos permiten conocer los valores de funciones tan habituales como las circulares, exponenciales, lo-
garitmicas, etc.

Otra de las aplicaciones del teorema de Taylor es el conocimiento de la variacién local de una funcién
(extremos relativos, puntos de inflexién, crecimiento y curvatura), asi como el cdlculo de limites de

funciones.

Ejemplo 5.7
Aproximar el valor sen 70° mediante un polinomio de Taylor de cuarto grado centrado en x = m/2,
acotando el error.

f(x) = sen x, T =70° = % rad, x0=m/2.

El teorema de Taylor garantiza que

4

T & (r/2) 77w T
sen70” = f(ﬁ) = szo %(E - §)k + R4(§)7

siendo (haciendo uso de la expresion del resto de Lagrange)

7 Gle) 7
R =L O Ty

para cierto valor ¢ 6]%, zl

Por tanto,

(5-%7 E-3"

70°~1—
sen 70 5 2

~ 1 —0.0609 + 0.0006 = 0.9397.

Para acotar el error
T 1 7 Tr,  (7/9)°

18) < E(E B E) T 120

| Ra( < 0.00005.
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Ejemplo 5.8
Calcular el valor del nimero e con dos cifras decimales exactas.

Generalmente, para obtener dos cifras decimales exactas se toma un error de 70.001. No obstante,
no sera hasta haber concluido el calculo cuando sabremos si la cantidad de cifras exactas es la deseada,
para ello basta comprobar que el valor obtenido mantiene las mismas dos primeras cifras decimales al
aplicarle *error.

El desarrollo de McLaurin de la exponencial es
6$:1+%+§+...+%+Rn(lﬂ), x =1
El problema se reduce a hallar el niimero (n) de términos conveniente (el minimo serd obviamente el
mds interesante) para que | R, (z) |< 0.001.

La inecuacion anterior se traduce en

e’ )'(170)n+1 ‘: c

— <0.001, O0<e<1.
(n+1 !

(n+1)

Como €€ < e < 3, las soluciones de la inecuacion

3
——F < 0.001 1)! > 3000
G <000 (1)l > 3000
lo son también de la inicial. Esta ultima es fdcil de resolver por tanteo, lo que nos da el resultado

n > 6. Es decir, con n = 6 garantizamos que |R,,(1)| < 0.001. Asi

1 1

Ademés |e — 2.71805| < 0.001 y por tanto e estd comprendido entre 2.71705 y 2.71905, con lo cual

podemos asegurar que las dos primeras cifras decimales exactas de e son 2.71.

Los desarrollos de Taylor suelen también aplicarse en el calculo de limites de funciones. Para ello
se utiliza el que el término complementario R,,(z) es un infinitésimo de orden superior a n en el punto

xg, es decir,

Ejemplo 5.9

r—sen T

Calcular lim, o *=3

Hallamos una aproximacién cibica de sen x (correspondiente al desarrollo de McLaurin):

23
sen © = — — + R3(x),

6
y tenemos que el limite se convierte en
, x3/6 — Rg(x) , 1 Rg(x)
iy — 5 =lm(G -~z ) =1/6

Hemos mencionado antes que los desarrollos de Taylor son tutiles para estudiar la variacién local
de una funcién (lo que nos va a permitir entre otras cosas poder dibujar su grafica). Dicha aplicacién
queda puesta de manifiesto en la demostracién del siguiente esquema que nos permite determinar los

tipos de puntos criticos de una funcién:
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f es una funcién n > 2 veces derivable, con f(™ continua, en un entorno de z.
Caso L. f'(z0) = ["(z0) = ... = f""N(0) = 0, F") (o) # 0.
(1.1) Si n = par, entonces
Si f(”)(:vo) < 0, f tiene un méaximo relativo en x.

Si £ (z0) > 0, f tiene un minimo relativo en zo.

(1.2) Si n = impar, f tiene un punto de inflexién en x.

Caso 2. f'(wo) # 0, f"(w0) = ... = F""D(wo) = 0, F")(wo) # 0.
(2.1) Si n = par, entonces f no tiene un punto de inflexién en xg.
(2.2) Si n = impar, f tiene un punto de inflexién en xg.

Ejemplo 5.10

Hallar, si existen, los maximos y minimos absolutos de
f@)y=in|2>+z+1]

en los intervalos [—1,0] y [0, 1].

f estd definida en {x € R : 23 + 2+ 1 # 0}. Como (23 +x + 1) = 32% +1 > 0, el polinomio
23 + x + 1 sdlo tiene una raiz real, * = a, que se encuentra en ] — 1,0.

Por tanto, f es derivable en R\{a}, y

322 +1

1) —
f(m)ix?’—&—x—kl’

T # a.

Asi, f'(z) < 0 para x < a, f'(x) > 0 para x > a, de donde [ es estrictamente decreciente en | — 00, a
y estrictamente creciente en ]a, +0o0l.

Asi pues, como a €] —1,0[ y lim,_,, f(z) = —o0, f no tiene minimo (ni siquiera nfimo) en [—1,0].
Pero, Vz € [-1,a], f(z) < f(-1) = 0, Vz €]q,0], f(z) < f(0) = 0. Luego, Vz € [-1,0]\{a},
f(z) < f(—1) = f(0). Es decir, f tiene mdximos absolutos en x = —1, xz = 0.

El teorema de Bolzano-Weierstrass garantiza, ya que f es continua en [0, 1], que se alcanzan los
extremos absolutos en dicho intervalo. Ademas, como f es creciente, tiene en dicho intervalo un minimo

en x =0 y un maximo en x = 1.

3.1 Problemas propuestos
Ejercicio 5.10

Escribir los desarrollos de McLaurin de las funciones

e®, In(1+z), sen z, cos x, sh x, ch x.

Ejercicio 5.11

Calcular aproximaciones ciibicas de los valores siguientes acotando los errores cometidos:

a) 0.4

b) cos 0.2 (rad)

c) In 2.
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Ejercicio 5.12

Mediante el desarrollo de Taylor de la funcién In(1 + x), demostrar que

S

ln2:Z

n=1

Cudntos términos de dicha serie son necesarios para obtener una aproximacion de In 2 con seis cifras

decimales exactas?

Ejercicio 5.13

Utilizando desarrollos de Taylor, calcular los siguientes Iimites:
I In(l14x)—x

a) 1Mg—0 1—cos(xz/2) )
sen r—x+ % — 1”"250

b) me"O sen®x

Ejercicio 5.14
Estudiar la variacién (crecimiento, decrecimiento, extremos, concavidad, convexidad e inflexiones) de

las siguientes funciones:

a) fla)=a3+z+1
b) f@) = (2 — 1322
c) f(z) = 2%n x.

Ejercicio 5.15

Hallar los maximos y minimos absolutos, si existen, de

1

)= s

en [—1/2,1] y]0,1].

Ejercicio 5.16
Estudiar la existencia de extremo relativo en x = 0 de las funciones
a)
1—22, x>0,
f(x) = 1, x =0,
14+22, z<0.
b)
e —1, x>0,
xt, z < 0.

Ejercicio 5.17

Hallar la altura y el radio de la base del cono de volumen maximo inscrito en una esfera de radio R.

3.2 Problemas complementarios

Ejercicio 5.18

Demostrar que, si f es derivable en x = a, entonces

) — 1t T )~ o),

x—0 2z

Encontrar una funcién que no sea derivable en x = a y para la que el limite anterior exista.
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Ejercicio 5.19

Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcién

fl@) = [a] + (2 = [2])*.

Ejercicio 5.20
Si f(z) es un polinomio de grado n con n raices reales distintas, demostrar que ninguna de ellas puede

ser raiz del polinomio derivada.

Ejercicio 5.21

Demostrar que e™ > w°. (Estudiar para ello la variacién de la funcién f(z) = l"xw)

Ejercicio 5.22
Sea f :]a,b|— R una funcién derivable cuya derivada estd acotada. Demostrar que f es uniformemente

continua.

Ejercicio 5.23
Sea f : [0,1] — R una funcién continua, derivable en 10, 1], tal que f(0) =0 y f’ es creciente en |0, 1].

Demostrar que la funcién g(z) = @ es creciente en 0, 1].

Ejercicio 5.24

Sean f,g: R — R funciones definidas por
f(x) =24 cosz senz, g(x)=(2+ sen z)?f(z).

a) Demostrar que f(x) > z —1, g(z) > x — 1, deduciendo que lim,_.4 f(x) =

lim, 400 g(z) = +00.

i) :
b) Demostrar que T = @ een .'E)f(a;)c-fscfs SOT s Sicos @ #0.
c) Probar que lim,_, 1 g,g;)) = 0, pero no existe lim,_, 1 %. Porqué no puede aplicarse

la regla de L’Hopital?

Ejercicio 5.25
Demostrar que, si | x |< 1/2, entonces el polinomio 1+ 5 — % aproxima el valor de \/1 + x con un

error menor que 3 | z [3.

Ejercicio 5.26
Dada la funcién
—1/z
w={5" 12y
se pide:
a) Demostrar por induccién que, para cada entero positivo n, existen ciertas constantes a1, n42, ..., dan

tales que
2n

Ve >0, fM(z)= Z % e /e,

k=n-+1

b) Haciendo uso del primer apartado, demostrar también inductivamente que f (")(0) =0, Vn.

¢) Deducir que la serie de Taylor de f en = 0 no coincide con f en ningiin entorno de cero.
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Ejercicio 5.27
Escribir el desarrollo de McLaurin de f(z) = In(}¥£). Tomando x = 1/3, cudntos términos del
desarrollo nos permitirdn aproximar el In 2 con seis cifras decimales exactas? (Comparar con el

problema propuesto nimero 12)

Ejercicio 5.28

Calcular, si existen, el maximo y minimo absolutos en R de la funcion

I 1
14|z 1|z —1)

f(z)

[Recordar que si una funcién f : R — R es continua, estrictamente positiva y lim, . f(z) = 0,

entonces f tiene mdximo absoluto]

Ejercicio 5.29
Sea g una funcién derivable en un entorno de x = 0 con g(0) = ¢’(0) = 0 y tal que admite derivada

segunda en x = 0 con ¢g"'(0) = 17. Sea f una funcién definida en el mismo dominio de g de modo que

g(z)
= 570

Demostrar que f es derivable en x = 0. (Notar que la regla de L’Hépital sélo se puede usar una vez)

Ejercicio 5.30

Calcular el valor de In 3 con error menor de dos centésimas.
Ejercicio 5.31

Demostrar que, si a > 1, se tiene la desigualdad

1
2@—1

<2+ (1—-2)* <1, Vzel0]l].
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Practica 6
Calculo Integral

1 Calculo de primitivas

En esta seccién vamos a estudiar algunos métodos para obtener la funcién primitiva de una funcién
dada, i.e., dada una funcién f :Ja,b[— IR, encontrar F :]a,b[— IR tal que F'(z) = f(x), V& €]a,b|.
Recordemos que esto no siempre es posible, ya sabemos que existen funciones que no son la derivada

de ninguna otra.
1.1 Integrales inmediatas

Se llaman asi a aquellas cuya solucion sélo requiere recordar las férmulas elementales de derivacion.

Ejemplo 6.1

1
dt = @ arcsin(§t +-)+C.

dt V3
/m3/m 3 2" "2

[[S*RINISY

[

Ejercicio 6.1
Calcular las siguientes primitivas
1. f tan(l/z) do.

f _ sin2x
\/ 5+sm2
f RV 2()+8C67£I?2 )

1.2 Integrales por descomposicién

Algunas funciones cuya primitiva no es facil de calcular directamente se pueden descomponer en

suma de funciones, cada una de las cuales tiene integral inmediata.

Ejemplo 6.2

Vi+ax 1+x dzx x
dr = | ——=dx = + dxr
V- V1—2? V1—22 V1 — 22
= arcsinz — /1 — 22 + C.

Ejercicio 6.2
[ tan® z da.

Ejercicio 6.3

f @_Fdl
Ejercicio 6.4
J(z+3)(1 — %)~/ 2dz.
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1.3 Integracién por partes

Algunas integrales pueden resolverse haciendo uso de la férmula de integracién por partes, que
asegura que si u(z) y v(z) son funciones derivables en un abierto en el que existe la primitiva de

u(z)v'(x) o de v/ (x)v(x), entonces

Ejemplo 6.3

/ (z+1)? d 1 z+1 n 1 / dx
T = -
((z+1)2+3)2 2(x+1)24+3 2) (z+1)2+3
siendo la iltima integral inmediata.

Ejercicio 6.5
1.{2*Inz dz.

2. [z arcsinz?dz.

3. [sin(Inz)dx.

1.4 Integracién por sustitucién

Este método se basa en el siguiente resultado: Sea x = g¢(t) una funcién que admite derivada

continua no nula y funcién inversa t = h(x). Si

/ﬂmmyww=Fw+c

entonces

/ F(@)dz = F(h(z)) + C.

Ejemplo 6.4

—dx

/ dx __/ 1
Va2 —2x—3 /1-2_3 z?

haciendo el cambio t = 1/x
_ / dt
a VI-2t- 382

Ejercicio 6.6
1. [ 15{%@9.

2 [ 2 gy
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1.5 Integracién de funciones racionales

Veremos un método que nos permite calcular cualquier integral de la forma

[ Gy

donde P(x) y Q(x) son dos polinomios. Podemos suponer que el grado de P, gr(P), es menor que el

de Q, i.e., gr(P) < gr(Q), ya que en caso contrario escribirfamos el cociente

donde gr(S) < gr(Q).
El método se basa en descomponer el cociente % en cocientes de polinomios mas sencillos llama-
dos fraciones simples. Para ello comencemos recordando un par de resultados, el primero de los cuales

se conoce con el nombre de Teorema Fundamental del Algebra.

Todo polinomio complejo no constante p(z) tiene una raiz compleja, por tanto se puede factorizar
de la siguiente forma:

an

p(z) =ag(z — 21)" (2 — 22)* -+ (2 — zp)

Si un polinomio p(z) con coeficientes reales tiene una raiz compleja a, p(a) = 0, entonces su conju-

gada es también una raiz de p(z), i.e., p(a) = 0, ademds el grado de multiplicidad de @ es el mismo

que el de a.

Asf el polinomio real P(z) tendrd raices reales ry, ra, ..., r,, con grados de multiplicidad
aq, Q2, ..., Qn, y raices complejas ay + b4, az + bai, ..., a; + b;i, con grados de multiplicidad
Bi, B2, ..., B y sus conjugadas a; — bié, as — bai, ..., a; — bji. Entonces el cociente % se puede

descomponer de forma tnica en fracciones simples como sigue:

Pl) A Aw L A
Q@) (z—r)*  (z—r)nt T -7
+ Anl An2 . Anan 4
(x —rp)on  (x—1rp)onl x—ry
mi11x + ni1 n mi12& + N2 I mi1p, T + nig,
[ ] (CRrty e e R Cer Y e
+ e +
mj12 + N1 n Mo + Njo S mjp; T + njg;
(e A (Cr e U R PR N R

Una vez obtenidos los coeficientes, el calculo de una primitiva para cada uno de estos sumandos es

mx +n
[ ettt

inmediato salvo quiza los de la forma
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En este caso tendremos que

/ mT—+n dx_/mx—a —|—ma+ndm_
[(x —a)?+ 2P [(x —a)?+ %P B

r—a dx
’”/ (z—a) +wa‘“**m“+”ﬁ/ﬁ;iafiﬁﬁ’

siendo la primera de las integrales que queda inmediata y resolviéndose la otra de la siguiente manera:

_ [ de 1 f@—aPtV—(z—a)
U e ee i R e

1 1 (x —a)? )
m%”m/mywuww

integrando ahora por partes en el dltimo término obtenemos la siguiente férmula recursiva en la que

J1 es una integral inmediata:

r—a 1

(G- Dl —aP + 5P 202(5— 1)

Jg = Jg 1+ Jg—1.

2
Ejemplo 6.5

Para calcular la integral
r+1
L N
/ B raZ_6r

z+1 11 3 1 2 1

x3+m2—6x__65+ﬁx—2_ﬁx+3’

podemos descomponer el integrando en

con lo que
z+1 1 3 2
———dz = —=1 —1 -2 - —=1 — .
/x3+x2_6xx g loglal + g5 logle — 2] — s logle =3[+ C

Ejemplo 6.6

dx B dx 1 dx 1 (z+1)2 .
/(x2+2x+4)2_/((x+1)2+3)2_§/(:17+1)2+3 3/((x+1)2+3)2d'

Aqui, la primera integral es inmediata y la segunda se vié al estudiar integracién por partes.

Ejercicio 6.7
1 f ”3;32“7 55 d.

.'L‘4

2342 —5x+15
3. f 2715 a0 +3) 4T

Cuando el polinomio del denominador tiene raices complejas multiples, el calculo de los coeficientes
de la descomposicién en fracciones simples se puede hacer laborioso, por lo que, a veces, es util emplear
el

1.6 Método de Hermite
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Sean P(x) y Q(z) como en el apartado anterior. Del Método de Reduccién es facil deducir que
P(z) Ulz) / V(z)
dx = + dx, 1
[ @ =7w* | 5o W

R(@) = (@ —r)™ ™" (o = r) ™ (@ — a)? + B (o — ) + 035,

donde

S(x)=(x—7r1) - (x—rn)((z — a1)2 —|—b%)((l‘ _aj)2 +b§)v

y U(z) y V() son polinomios tales que gr(U) < gr(R) y gr(V) < gr(S).
Esta descomposicién es tnica y el cdlculo de U y V se puede hacer derivando (1) e igualando los
coeficientes de las potencias de « en los numeradores de las funciones racionales que aparecen, previa-

mente representadas con un mismo denominador.

Ejemplo 6.7
/ dx ar +b / cr+d
= + dx.
(@2+2+1)2 2242+1 2+z+1
De donde
1 Ca@4+a+1) - (2e+1)(ax+0b) | (cx+d)(z®+x+1)
(2 +z+1)2 (22 + 2 +1)2 (2 + 2+ 1)?

Igualando coeficientes en
l=a(@®+z+1)— 22+ D(ax +b) + (cx +d) (2> + = + 1)
queda a=2/3,b=1/3,¢c=0,d=2/3. Asi la integral pedida vale

2z + 1 +4\/§
3a2+x+1) 9

arctan (?(23: + 1)) +C.

Ejercicio 6.8

L[ e

2. [ 7@“)2%12“)2 dz.

1.7 Integracién de irracionales algebraicos

Si R(xz1,22, -, Tpe1) €s una funcién racional, p, ¢, r, s son ntimeros reales tales que r y s no se

anulan simultdneamente y ¢1, ---, ¢, son nimeros racionales, entonces el calculo de

"Nrx+s/) 7 \rx+s

se reduce al de la primitiva de una funcién racional mediante el cambio de variable

pr+q M
re—+ s ’
siendo M el minimo comun muiltiplo de los denominadores de ¢1,- -, ¢,, cuando estdn expresadas en

forma irreducible.

§
%N%%;’Téﬁ]i [é'v-] Facultat ¢ Ciéncies [\f]atematiques AnAlisis de Una Variable



Practica 6: Célculo Integral 56

Ejemplo 6.8

sz +1
/”xfldx'

x+1_t3
x—1

FEl cambio de variable

reduce el calculo de la integral anterior al de

t3
—6 | ——dt
/ 81
que es una funcién racional.

Ejercicio 6.9

Vi-1
1. [ Verrde.

2. f x+1

Hay otra forma de calcular [ R(z,vaz?+ bz + c¢)dz que consiste en reducirla a unas formas

s . , . o ey . A
candnicas. Unicamente trataremos aqui un caso particular, las primitivas del tipo [ \/%dx

con a >0y A,(x) un polinomio de grado n. Entonces podemos escribir

/—d = A,_1( \/ax2+b:v+c+D/
Var? +br+c \/ax2—|—ba:—|—c

donde A,,_1 es un polinomio de grado n — 1 y D es una constante. Derivando en la igualdad ante-

rior determinaremos D y los coeficientes de A,,_;. La integracién de [ \/de se ha estudiado ya.

Ejemplo 6.9

zt + 495
/x2

Si escribimos A )
z* + 4z

Vaz+4

derivando obtenemos

1
da? = (U,l‘g + bl’Q + CT + d) e/ \/ﬁdl',

a4+ 42?  dax? + 3bx® + 222 (6a + ¢) + (8 + d) + 4c e
2+ 4 2+ 4 22 +4

Identificando los coeficientes de las potencias de x en el numerador, llegamos a que

4 3

+ 4z T T 1
———dr=(—+4= \/£2+4—2/7d33
V2 +4 (4 2) Va2 +4

Ejercicio 6.10

Calcular la siguiente integral [ %dm.

§
%N%%;’Téﬁ]i [é'v-] Facultat ¢ Ciéncies [\f]atematiques Analisis de Una Variable



Practica 6: Célculo Integral 57

1.8 Integracién de funciones trascendentes

Si R(x) es una funcién racional y la funcién inversa de u(x) tiene una derivada racional, entonces
el calculo de [ R(u(x))dz se reduce al de una integral de una funcién racional mediante el cambio de

variable u(x) = t.

Ejemplo 6.10
1. [ R(e")dx.
2. [ R(tanz)dz.
Si R(u,v) es una funcién racional entonces
/R(Sinx,cosx)dx

z

se reduce al cdlculo de la primitiva de una funcién racional mediante el cambio de variable ¢ = tan §

De hecho 2t 1 —1¢2 2
/R(Sinx,cosw)dx:/3<1+t2’ 1+t2>1+t2dt'

Ejemplo 6.11

dr dt x
/cosx+2sinx+3 /t2+2t+2 arctan (¢t + 1) + arc an(an2+ )+

Ejercicio 6.11
Calcular las siguientes integrales

dx
1. f 8—4sinxz+7coszx”

2. [tane gy

—+cosx

Algunas veces la integral estudiada puede resolverse méas rapidamente:
Si la funcién R cumple R(u, —v) = —R(u,v), entonces el cambio de variable ¢ = sinx reduce la

integral

/ R(sinx, cos x)dx

a una integral de funciones racionales.
Si la funcién R cumple R(—u,v) = —R(u,v), entonces el cambio a realizar es ¢t = cosx.

Si la funcién R cumple R(—u, —v) = R(u,v), entonces el cambio es t = tan z.

Ejemplo 6.12

sin® x
5 dx.
cosb x

2 5 3
S ta ta
/ - xdz:/(t4+t2)dt: SR e

Haciendo t = tanx

cosb z 5 3
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Ejercicio 6.12

Calcular las siguientes primitivas

1. f cos® z .

l—sinx

2. fsin7x dz.

Si R(u,v) es una funcién racional entonces las integrales
/R(gc, Va2 — b2x?)dx,
/R(az, Va2 + b2x?)dx,

/R b2x? — az)d

se transforman en integrales del tipo estudiado anteriormente mediante los cambios de variable x =

gsinz, x = §tanz, ¥ = ¥ sec z, respectivamente.
Ejemplo 6.13

/\/3 — 22 — 22dx.

Haciendo el cambio x + 1 = 2sint obtenemos
/\/3—2x7x2d:17:/\/47(x+1)2d9::

= 4/Cos2tdt =2t + 2sintcost + C =

.
= 2arcsin

1 1\?
+@+1) 1—("”; ) +C

Ejercicio 6.13

Calcular

1. [Va? — 2z + 2dx.

’L'2
4 f (16— 9x2)d/2dm

1.9 Problemas complementarios
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1. 23:2-5-{15% 2. feh_i:;% 3. [2~Y2%sinh ad

4 [l 5 [ geigde 6. [e=yuctanls g,

7. [sin®az dv 8. [cos?azx dx 9. [sin(9z —1)sin (2z + 5)dx
11. [aresinide 12, [ze® cos3z do 12. [arcsinz dx

13, [ 4. [ E—ds 15. [ siny/zdz

16. [ -n2z gy 7. [ %m 8. [ mdx

19. [ ﬁdm 20. [ ety 21 [ —Ll _dz

22. [tan®z dx

2 Integracién definida

Uno de los teoremas fundamentales del Calculo nos garantiza la existencia de primitiva para las fun-
ciones continuas: Si f : [a,b] — R es continua, entonces la funcién definida por F(z f f)

es una primitiva de f. En otras palabras, si f es continua, F'(z)= f(x) para todo x €la, bl.

Ejemplo 6.14

Sea F(x)= [ sin®t dt , x>0, la funcién f(x) = sen® & es continua en cualquier intervalo [0,a) ,
entonces F’( )= sen3x , x €10,a] , y esto Va > 0 por tanto F'(z) = sen®z , z > 0.

En el siguiente ejemplo se utiliza el Teorema anterior junto con las técnicas fundamentales de deri-
vacién, en especial, la regla de la cadena.

Ejemplo 6.15

Dada F(z) = [;” “(v+3) dv ,veamos que F'(z) = (cos x + 3)(—sen x). La funcién F(z) es
composicién de las funciones : G(x) =cos x y H(z)= [ (v+3) dv.

(HoG) (x)=H (G(z) )= H(cos z) = [;” “(v+3) dv=F(z). Por laregla de la cadena,

F'(z)=(H 0 G)'(z) = H( G(z)) G'(z) = (cos x+ 3) (—sen x).

Ejercicio 6.14

Hallar en cada uno de los siguientes casos la derivada de la funcién F.

T sen 3
(a) F(g;):/1 LA F(x)z/ (u+2)* du
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(e) F(:v):/lx(/oym dt) dy (f) F(:I:):cos(/lglC2 \3/t2+t+1dt)

sen dt 1,212 Loff dt )
(g) F(x)= ; Tz (h) F(x)= /0 cost” dt.

Si una funcién f es integrable Riemann en [a,b] y posee una primitiva F, la forma més sencilla
de calcular su integral (a no ser que la funcién sea tan simple como una constante) es mediante la
Regla de Barrow. Esta afirma que f; f(z) dz = F(b) — F(a) = F(x)|%.

Ejemplo 6.16
2
Jy e do = PG = log V2.

Ejercicio 6.15
Calcular los valores de las siguientes integrales definidas.
4
(a) [ y(z—1)(z—2) du.
(b) [ZVA—2? da.

(c) f15 e cosx du.

2 . sc2, si 0<x <1,
(d) [y f(x) dz donde f(x){Q_% sil<z<o
1 x, si 0<z<¢c | .
(e) fo f(z) de donde f(x)= {clx s c<x<l: siendo ¢ un numero real tal que 0 < ¢ < 1.
1—c? -

3 Calculo de areas

La integral de Riemann de una funcién positiva f en el intervalo [a,b] tiene como motivacién
geométrica la medida del drea que encierra la gréfica de f y el eje x en el intervalo [a,b]. Luego
es natural definir esa area como f; f(z) dx. En general, si una funcién f es integrable y no toma
sblo valores positivos, entonces se define el drea de la porcién de plano determinada por la gréafica de
f veleje x entre x=a y x =0 como A= f; |f(x)| dz. Para calcular el drea es necesario, pues,
averiguar primero los intervalos en los que la funcién es positiva y en los que es negativa.

El drea comprendida entre las grificas de dos funciones integrables f y g en el intervalo [a,b],
viene dada por A = f; |f(z) — g(x)| du.

Ejemplo 6.17

Calcular el drea limitada por la recta y = 2x + 3 y la pardbola y = x2.
Dadas las funciones f(x) = 2x+3 y g(z) = 22, los puntos de corte de ambas son, x = —1 y x = 3.

En el intervalo [—1,3] se verifica |f(z) —g(z)| = f(z) — g(x) ,entonces, A = ffl |f(x) — g(x)| de =

[, + 3 — 2?) dz = 32/3.
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Ejemplo 6.18
Calcular el drea comprendida entre la funcion f(z) = (z — 1)(z +2) ,los ejes coordenados y las rectas
x=-3 y x=—2. Sise representa graficamente la funcién f(x) se puede apreciar que en el intervalo
[3,2] , f(x) toma valores positivos y negativos,

flz), si =3<ax<-2

[fa)|=q —f(z), si 2<2<1;
f(z), si1<azxz<3.

A= f@)|de = [Fa—1) (@+2) de+ [', (¢ —1) (¢ +2) de+ [[(z—1) (x+2) dv = 49/6.
Ejercicio 6.16
Calcular el area limitada por las gréaficas de las funciones f y g en el intervalo que se indica.
(a) f(x)=cosz, g(x)=senxz en [0,7/4].
(b) f(x) =23 g(x)=ava2+2 en [0,1].
(c) flx)=e", g(z)=e"" en [-1,1].

=e
(d) f(x) sen 2z, g(x) =sen x entre el origen y el menor punto de corte positivo.

Ejercicio 6.17

xT

e
1
2

Calcular el area de un circulo de radio R y de una elipse de semiejes a y b.

Ejercicio 6.18
Hallar el drea limitada por la curva +/x +./y =1 y los ejes de coordenadas.

Ejercicio 6.19
Calcular el drea comiin a los circulos 2> +y?* =9 y (z—3)*+y*=09.

Ejercicio 6.20
Calcular el valor de a > 0 para que la funcién f(x) = 23 divida en dos partes iguales el tridngulo

determinado por la funcién g(x) = ax, el eje x y el mayor punto de corte de las funciones f y g.

4 Calculo de limites por medio de integrales definidas

Intuitivamente, la integral de Riemann de una funcién integrable es el limite de las sumas de Riemann

cuando la norma de la particién tiende a cero:

n

b
f(z) dz = lim E f(xp—1)(xr — 2)_1), siendo P = {xo,z1,...,2n}.
|P|—0
a k=1
Si tomamos una sucesién de particiones cuya norma tiende a cero (por ejemplo, dividiendo el
intervalo en partes iguales), entonces podemos escribir la integral como limite de una sucesién de
sumas de Riemann. Ademds de para aproximar la integral, este hecho se puede utilizar para calcular
el limite de ciertas sucesiones. Muchos limites de aspecto impresionante, en realidad, no son mas que
sumas de Riemann de funciones elementales y pueden ser calculados facilmente para ello haremos uso

del siguiente resultado :

Si f:[0,1] — R es integrable, se tiene que lim, ..o 1Y} , f(k/n) = fol f(z) dz. Ademds, si
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f:]a,b] — R es integrable, entonces

i 285 s(ws Eo0) = [ a

Ejemplo 6.19

’ 1 2 3 n . o] .
Calcular lim,,_, T Tt T T ae Lo primero que tenemos que hacer es escribirlo

de forma adecuada:

1 2 n
21 ey T T
:l( 1/n 2/n +...+L)—
14+ (1/n)* 1+ (2/n)? 1+ (n/n)?

1l w— Kk

donde f(x) = Luego,

_T
1422

If NI S S /196 dr = Slog2
fm - = = log 2.
nooon? +12 ' n2 22 | n2 432 m2 "~ J, 98

Ejercicio 6.21
Hallar los siguientes Iimites.
(a) limy_ oo 7%(14 + 24314 ... n4).

3 1

n+1
My oo 77 + pger + n2132 Tt g

d) hmnﬂoo (n+1)2 + (n+2)? + (n+3)? + -4+ (2n)2 "

6) lfmn—>oo %(\/n21+12 —+ \/n22+22 + \/77,23+32 + e+ \/QLW)

1) Yoo (/e + VT4 VT4 ).
q) limnﬁm%Q/(l—F\/n?—l— 12)(2+vVn2+22) - (n+vn? +n2).

5 Problemas complementarios

9.- Sea f una funcién definida en [—a,a]. Se dice que f es parsi f(—z) = f(z) y es impar
si f(—z) = —f(z) para todo = € [—a,a]. Demostrar que si f es integrable Riemann en [0,a],
entonces

a) [* f(z)de=2 [ f(z) dz cuando f es par.
b) ffu f(z)dz =0 cuando f es impar.

10.-Calcular cudnto mide la superficie en forma de ”luna” delimitada por f(x) =+vR? — 22 y g(z) =
V2R? — 22 — R, en [—R,R].
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11.- (a) Si f:[0,1] — R es integrable, probar que lim, .cc = > _; f(k/n) = fol f(z) dz. (b)

Demostrar que si f : [a,b] — R es integrable, entonces

n1in;owlif(a+ %(bf 2) = /abf(x) da.
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Practica 7
Numeros complejos

Un numero complejo se escribe como z = x + iy donde z = Rez se denomina parte real de z e
y = Omz parte imaginaria. El nimero Z = z — iy se llama el complejo conjugado de z. El valor
absoluto de z = z + iy se define como |z| = \/m = /2 -%Z. Todo nimero complejo z # 0 se
puede escribir en coordenadas polares como z = |z|(cost +4 sen t), siendo ¢ € R. Cada uno de los
valores ¢ que cumplen la anterior igualdad se dice que es un argumento de z. Dos de estos valores
difieren en un miltiplo de 27, con lo cual s6lo hay un valor en el intervalo | — 7, 7], que se denomina
argumento principal.

En los siguientes problemas se utilizan tnicamente las propiedades elementales de las operaciones

con numeros complejos.
Ejemplo 7.1
Sean z, w € C con w # 0. Vamos a probar que |z +w|=|z|+ |w| <= z/w eR y z/w>0.

Si |z +w| = [z] +|w|, entonces |Z + 1| = |Z[+ 1. Llamando Z = x +iy, se deduce que
Ve +1)2+y2 = /22 +y2+1, con lo cual

(1) 42+ 1+yt =2 P 2V 2+ 1

2

Simplificando y elevando al cuadrado se obtiene x> = x? + y?> y por tanto y = 0. Ademds,

sustituyendo en (1) se llega a que x > 0.
Reciprocamente, si z/w € R y z/w >0, es inmediato que |Z + 1| = [Z|+ 1. Multiplicando

por |w| se sigue que |z 4+ w| = |z| + |w|.

Ejemplo 7.2
Vamos a determinar los valores x, y € R que satisfacen la ecuacién x4+ iy = |z — iy|.

Si x4+ iy = |r—1iy|, entonces x = Re(x +iy) = Relx —iy| = |x —iy|, con lo cual = = /22 +y?
lo que implica que y = 0. Por otro lado, = = |z| con lo cual x > 0.

Es inmediato que si x >0 e y =0, se verifica la ecuacion.

Otra forma de verlo es considerar la ecuacién equivalente z = |zZ|. Multiplicando por Z se obtiene

que |z|>=|z|-Z conlo cual Z=|z| = 2. Por tanto, Smz=0 y Rez =|z| > 0.

PROBLEMAS PROPUESTOS

Ejercicio 7.1
Expresar los siguientes numeros complejos en la forma x + iy.
(i) (14 24)3

(ii) —33—41‘
.ee 24
(iii) (3_211,

(iv) i°+4'
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(v) 1-15-1%8
(vi) (1+4)"—(1—4)"

(vii) 3232 i
Ejercicio 7.2
Probar que
(i) |z4+ 1] > |z — 1] < Rez >0
(ii)) Smz >0 e Smw > 0= %’<1
(ii) |z —wl® < @+ [2*) - (14 wl?)

Ejercicio 7.3

Probar la ley del paralelogramo: |z +w|? + |z — w|? = 2(]2|? + |w|?) para todo z, w € C.

Ejercicio 7.4

Sean a, b, z € C tales que |z| =1. Probar que

az+b| __
Ez—i—ﬁ’ =1
Ejercicio 7.5
Sea P(z) un polinomio con coeficientes complejos; esto es, P(z) = Z?zo ajzj, y sea P(z) =
> i—0@;#’. Probar que

(i) P(z) = P(z) para todo z € C.

(ii) Si a; € R paratodo j y zy es unaraiz de P(z) =0, entonces Z, también lo es.

Ejercicio 7.6
Aplicar las férmulas de De Moivre para obtener expresiones para cosbt y sen 5t en funcion de cost

y sen t.

Ejercicio 7.7

Probar la identidad trigonométrica de Lagrange:

sen (n + 1)t

1
1+ cost+cos2t+---+cosnt = = +
2 2 sen

13
2

para sen% #0.

1 Raices de niimeros complejos

Si zeC, con z#0 y n €N, entonces existen exdctamente n numeros complejos diferentes zg,
21, ... ;2n—1 tales que 2} =z para k=0,...,n—1.

Escribiendo z = |z|- (cost+7 sen ¢t ) con t € [0,2n], las raices vienen dadas por las férmulas

n

t+2km t+ 2km
zr = Y/ |z| - (cos +14 sen

), k=0,1,...,n—1.
Por tanto, dado z # 0, la expresién {/z designa un conjunto de n elementos.

Ejemplo 7.3

Vamos a calcular las raices cubicas de 1.

Por ser 1 = cos0+ ¢ sen 0, se sigue de la férmula anterior que las raices ciibicas son zy =

; — — 2r 2r _ 1 4 V3 — im o dr _ 1 _ V3
cosO+i sen 0=1, 21 =cos5F +i sen - = —5+4i5 y 20 =cos 3 +1i sen 5 = —35 —i%5°.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Ejercicio 7.8
Calcular las siguientes expresiones.
(i) V2+2i
(i) Vi.
(iii) v/ /3 + 3i.
(iv) .

Ejercicio 7.9
(i) Resolver la ecuacién z = 2", siendo n € N y n # 2.

(ii) Determinar los valores x, y € R que satisfacen la igualdad x + iy = (z — iy)?.

Ejercicio 7.10
Probar que las raices n-ésimas de la unidad distintas de 1 satisfacen la ecuacion 14+z+2z%4---42""1 =
0.

2 El plano complejo

Puesto que cada nimero complejo tiene asociados dos nuimeros reales, su parte real y su parte imagi-
naria), determina unfvocamente un punto en el plano. El plano cuyos puntos representan los nimeros
complejos se llama plano complejo o plano de Argand (por el matemdtico que, junto con Wessel
y Gauss, propuso esta interpretacién para C ). Desde esta perspectiva tanto las operaciones con

nimeros complejos como los subconjuntos de C tienen un significado geométrico.

Ejemplo 7.4
. Qué interpretacion geométrica tiene el producto de un nimero complejo por i y por —i?

Si z=|z|-(cost+i sen t), entonces, por un lado, iz = |z|-(—sen t+icost) = |z|-(cos(t+m/2)+
i sen (t+7/2)) y, por otro lado, —iz = |z|- (sen t —icost) = |z|- (cos(t —7/2) +i sen (t —7/2)).
Por tanto, iz se obtiene de z girdndolo un éngulo 7/2 en sentido contrario de las agujas del reloj,
y —iz se obtiene de z mediante una rotacién de dngulo /2 en el mismo sentido de las agujas del

reloj.

Ejemplo 7.5
Dados z1, zo € C, con z, # z9, vamos a describir el conjunto de los niimeros complejos que verifican
|z — z1| = |z — 22|

Intuitivamente, es el conjunto de los puntos tales que su distancia a z; es igual que su distancia a
zo. Por ello, debe de ser la mediatriz del segmento que une zy y 2z5. Esta recta pasa por % y
tiene como vector director i(z3 — z1) con lo cual su ecuacién viene dada por z = 2322 4 Xi(zp — 21),
donde X € R.

Es inmediato que todo punto de esta recta cumple la igualdad. En efecto, si z = % +Ai(z2—21),

entonces
Z2 — 21

. 1 .
+ Ai(zg — 21)| = |22 — 21| - |§ + i

21— 2 . 1 .
|z — 22| = 12 2+)\Z(22_Zl):|22_Z]_|'|§_A'L|
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y como |+ Xi| = |4 — Xi| se deduce la igualdad |z — z1| = |z — 2.
Reciprocamente, sea z tal que |z — z1| = |z — 23|. Se define w =z — 23£22 con Io cual
2T =y | = | 22
o+ 2 = ez = |l = o 22
¥, dividiendo por #57., se llega a que |Z22f”21 +1 = |Z221”Z1 —1|. Considerando x = §Rez22j“21 e

2w
Z2—21

y = Sm se obtiene (z+1)?+y? = (x—1)?+y? vy, por consiguiente, x = 0. Tomando \ = y/2

se deduce que w = \i(z9 — 21) y, por tanto, z = % + Xi(zg — 21).

PROBLEMAS PROPUESTOS

Ejercicio 7.11

Escribir las ecuaciones de una recta y una circunferencia en términos de z y Z.

Ejercicio 7.12

Mostrar que z1, zo y z3 estdn en la misma recta si, y solo si,

21 — &
L "2 R

Z1 — %3

Ejercicio 7.13

Explicar el significado geométrico de las siguientes relaciones.
(i) Rez > cte.
(ii) Smz < cte.
(iii) |z| = Rez + 1.

zZ—zZ1 __
Z2—Z2

(v) |z—=2|+|z+2|=5.
(vi) |z—=2]—|z+2] =3.

(iv) Sm
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Practica 8
Sucesiones y series de funciones

1 Convergencia puntual
Definicién 8.1
Supongamos que (fy,), conn = 1,2, ... es una sucesion de funciones definidas en un subconjunto E C C,

v que la sucesién de niimeros (f,(x)) converge para todo x € E. Podemos definir una funcién f por

f()= lim_ fu(@) (z€E) 2)

Cuando ocurre 2, decimos que (f,) converge en E y que [ es el limite puntual de (f,) en E. Del

mismo modo, si Y. fn(x) converge para todo x € E y definimos

©) =) fule) (z€E) (3)

n=1

a la funcién f se le llama suma puntual de la serie Y~ o fy.

El principal problema que se presenta es el de determinar qué propiedades de las funciones se
conservan con las operaciones de limites 2 y 3. Por ejemplo, si las funciones f,, son continuas, o
derivables o integrables, jsucede lo mismo con la funcién limite puntual? ;Cudles son las relaciones

entre f! y f’ o entre las integrales de f,, y la de f?

Ejemplo 8.1
Para cada n € N consideremos la funcién

fo[0,1] = R tal que fu(z)=2". (4)

Es claro que cada una de las funciones f,, es continua en el intervalo [0, 1] pero si calculamos el Iimite
puntual de esta sucesion de funciones nos queda.

Si0 <z <1, es claro que lim,, o fr(x) = lim,_ 2" = 0.

Si @ =1, entonces, como f,(1) =1 para todo n € N, se tiene que lim,_,, fr(1) = 1.

Lo anterior pone de manifiesto que la sucesion (f,) converge puntualmente en [0, 1] a la funcién
f:10,1] — R que toma los valores f(x) =0si0 < x <1y f(1) =1, que evidentemente es discontinua

en el punto x = 1.

Ejemplo 8.2

Sea fn(z) = % v consideremos

(o}

(.ﬁ)zz_%fn Z 1+.’E2

Como f,,(0) = 0, tenemos que f(0) = 0. Para x # 0, la dltima serie es una serie geométrica convergente
a 1+2? por lo tanto, f no es continua en x = 0 a pesar de que cada una de las funciones f,, es derivable

enx =0.
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Ejemplo 8.3
Para cada m € N consideremos la funcién definida por

fm(z) = lim (cosm!mx)*™

n—oo

Cuando mlx es entero , f,(x) = 1. Para todo otro valor de x, f,(x) = 0. Sea ahora
flz) = lim fp(2).

Para x irracional, es caro que fn,(x) = 0 para todo m € N, con lo cual f(z) = 0. Si x € Q, es decir,
T = %, siendo p,q € Z, es claro que mlx € Z si m > ¢, de modo que f(x) = 1. Por lo tanto f es la

funcion que vale 1 para los racionales y 0 para los irracionales.

Ejemplo 8.4

Dado n € N consideremos la funcion
sen nx

N

si calculamos el limite puntual de esta sucesion, para cada r € R obtenemos que

fn(m) =

f(@) = lim fa() = 0.

Entonces, f'(z) =0y
f(z) = v/ncosnx,

de modo que la sucesioén (f!) no converge puntualmente a f’. Por ejemplo,

lim f/(0) = lim /n = o0
Ejemplo 8.5
Sea
fo(z)=n%z(1—2®)" (0<z<1, neN)

Para 0 < x < 1, tenemos
lim f,(xz) =0,

n—oo
Como f,,(0) = 0, se tiene que (f,) converge puntualmente a la funcién f = 0.

Un calculo sencillo demuestra que

1 , 1
/0 z(1—2%)"dx = 13
y por lo tanto,
1 n2
/0 fu(x)de = 12

Del hecho anterior se desprende que

1 1
0= / flz)dz # lim [ fu(z)de = oo
0 n=oeJo
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Ejercicio 8.1
Estudiar la convergencia puntual de las siguientes sucesiones funcionales.
(a) fu(z) =[nz]/xz, donde x € R.

-1, si —1<az<—1/n;
(b) fa(z) =1 sen(22%), si —1/n<z<1/n;
1, sil/m<z<1.

(€) falz) =12, con z€[-1/2,1/2].

—z

(d) fu(z) = (2% +nz)/n, donde z € R.

nx, si0<x<1/n;
(e) fn(x) =

21—z, sil/n<z<]1.

n—1

(f) fu(x) = (senz)”, siendo z € [0,7].

zvn3, si0<xz<1/n;
(8) falx)=

ﬁ, sil/n<ax<l1.

an, si0<xz<1/n;
(h) fu(z) =

Lo sil/n<z<l.

zn’

2 Convergencia uniforme
Definicién 8.2

Decimos que una sucesién de funciones (fy,)nen, converge uniformemente en E hacia una funcién f si

para cada € > 0 existe un N € N tal que si n > N se tiene que

|fn(z) — f2)] <€
para todo x € E.

Es claro que toda sucesién uniformemente convergente es puntualmente convergente. Ademaés, de

la definicién de convergencia uniforme se desprende el siguiente resultado.

Teorema 8.3
Supongamos que (f,) es una sucesion de funciones definidas sobre E que converge puntualmente en
E a una funcion f. Entonces (f,) converge uniformemente a f en E si, y sdlo si, existe una sucesion

(M,,) de nimeros reales positivos convergente a cero que verifica

|fu(z) — f(x)| <M, ¥YneN, VexckE
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Ejemplo 8.6
a2
Dado n € N definimos la funcién f,, : R — R tal que f,(x) = <—, si fijamos un xo € R se tiene que
e~
lim f,(xo) = lim =0
n—oo n—oo 1
por lo tanto, la sucesion (f,) converge puntualmente a la funcién f = 0. Veamos ahora que la

x

. . a2 .
convergencia es uniforme. En efecto, como e < 1 para todo x € R, se tiene que

7:1;»2

€

Si ahora aplicamos el teorema 8.3 obtenemos el resultado.

1
|<— VneN VzeR.
n n

Definicién 8.4
Diremos que una serie funcional Z?:o fn converge uniformemente en E/ a una funcion f, si la sucesion

de sus sumas parciales converge uniformemente a f en E.

A continuacién enunciaremos un criterio de convergencia muy ttil para saber si una serie de fun-

ciones converge uniformemente.

Teorema 8.5 (Criterio M de Weierstrass)

Supongamos que (f,) es una sucesién de funciones definidas sobre E, y supongamos que
|fu(z)| < M, VYzeE, VneN

o . o0 . . o0 . s .
en estas condiciones, Y ", f, converge uniformente en E siempre que )~ M, sea una serie numeérica

convergente.

Ejemplo 8.7

Consideremos la serie funcional
o
1
Z " xelo, 2]
n=0

esta serie es uniformemente convergente en [0, 3] ya que para cada x € [0, 1] se cumple que |z"| < ()"
y la serie numerica ZZOZO(%)" es una serie geométrica de razon % y por lo tanto convergente. Ahora

podemos utilizar el criterio M de Weierstrass para obtener el resultado.

Ejercicio 8.2

;Cuales de las sucesiones del ejercicio 1 convergen uniformemente?

Ejercicio 8.3
Sean fn(z)=z+ L y f(z)=x. comprobar que la sucesion (f,);, converge uniformemente a f

en R, pero (f2)°2, no converge uniformemente a f?. ;Qué ocurre en los intervalos acotados?

Ejercicio 8.4

Consideremos la sucesion funcional definida por

saber) - size [ £, 2]\{0)
falz) = n, siz=0;
0, sixe[—w,—%]u[%,w].

. . . ., . . , ™
Estudiar la convergencia uniforme de la sucesion y la existencia de lim,_. f_ﬂ fn(z) dz.
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Ejercicio 8.5

Sea
-, size[—-1,—-1];
fn(z) = ”77”2+ﬁ, size -1 1];
z, size [L1].

o0

(a) Probar que la sucesion (f,)22, converge uniformemente.

(b) Probar que la sucesién (f})$2, converge puntual pero no uniformemente.

Ejercicio 8.6

Estudiar la convergencia puntual y uniforme de la sucesion de funciones definida por

nPx
o) = T 7 ER
dependiendo de los valores de p € [0, 2].
Ejercicio 8.7
Consideremos la sucesion de funciones definida por
nPx, six € [O, %],
falw)={ (2-a)nr, siwe [L,2]
0, sizel]21];

donde p > 0.
(a) Calcular la funcién limite puntual f.
(b) Identificar los valores de p para los que la convergencia es uniforme.
(c) jPara qué valores de p se cumple que fol f(x) dz =1lim, o j;)l fu(z) dx ?

Ejercicio 8.8

—nx

Sea (fn)22; la sucesion de funciones definida por fp(z) = xnPe ™", con >0 y p>0.

(a) Calcular la funcién Iimite puntual f.

(b) Hallar los valores de p tales que la convergencia a f de la sucesion (f,)5%; sea uniforme.
converja uniformemente?

(c) ;Existe algiin p tal que la sucesion (f})52

Ejercicio 8.9
Estudiar la convergencia puntual y uniforme de las siguientes series.
[e’e) 2
(@) > .- (== donde z € [—1,1].
(b) 0, =0 con xR
() Yoo sen (%), con z€R.
(d) Yool,e ™, donde x € [1,+o00l.
n
(e) fo:l %(ﬁ) , con x € [e, M] siendo 0 <e<1< M.

Ejercicio 8.10
;Para qué valores de p > 0 converge uniformemente la serie funcional

oo

x
— . zeR?
n=1 TLP(]_—|—'n,x2) v
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Ejercicio 8.11

Estudiar la convergencia puntual y uniforme de

nz, si|z| < %;
(@) fulz)= donde |z| < 2.

2 si |Z‘Z%;

z|?

(b) >0, ﬁ, con |z| <1/2.

(c) oo, W, con z € C.

n

(d) Y02, donde |z] < 1/2.

1—2zmn

73
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Practica 9
Series de potencias

1 Radios de convergencia.

Presentamos en primer lugar la férmula de Cauchy-Hadamard para el calculo del radio de convergencia

de una serie de potencias:
Dada la serie de potencias > - an(z — a)™, se considera

1

 lim SUD,, 00 |an|% '

Entonces:
a) Si |z —a| < R, la serie converge absolutamente; ademds, si 0 < r < R, la serie converge
uniformemente en {z : |z| < r}.

b) Si |z —a| > R, la serie diverge.

Ejemplo 9.1

oo
2
n
En!z,
n=0

Obsérvese que puede reescribirse en la forma

oo

E anzn7

n=0
donde

o s n#k vkeN
"k, si n=£k% paraalgin k€N

Asf, limsup |a, |+ = sup{0, h’mnﬂoo(n!)n%} =1, y por lo tanto el radio de convergencia de la serie

es 1.
Para calcular el radio de convergencia de las series de potencias, es a veces 1til la siguiente propiedad:

Sea 37y an(z — a)™ una serie de potencias con radio de convergencia R. Entonces:

B

R= lim |-

n—00 G 41

cuando el limite existe.

La férmula de Cauchy-Hadamard no proporciona informacién sobre el comportamiento de una serie
de potencias Y " ;an(z — a)™ en los puntos donde |z — a| = R, siendo R el radio de convergencia. En

tales puntos, es necesario un estudio particular de la serie considerada.

Ejemplo 9.2
. n . . . . v . . .
La serie > >~ =~ tiene radio de convergencia 1. Debe estudiarse asi su convergencia o divergencia para

los valores z € C tales que |z| = 1.
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La serie arménica Y oo es divergente; si |z| = 1, z # 1, se tiene que:

nln

n+1 2

z—z
|ZZJ‘_| 1—2 ’ 1— 2|

y por lo tanto la serie:
X .n
>
n
n=1
converge por el criterio de Dirichlet:
Sea {a,}°2; € R mondtona decreciente y convergente a 0 y sea {b,}>>; C C tal que {Z?Zl b},

s - (o)
estd acotada. Entonces la serie )~ anb, es convergente en C.

2 Problemas propuestos
Ejercicio 9.1

Calcula el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:

o0 oo nn o0 5
) anog"z" (i) Z —'z" (vi1) Za" L2t An
n=2 n=0 ’I’L. n=0

(iv) 22"2”! (v) i (”:“)z" aeN

S =, si n=3m,
(vi) Z anz" donde a, = Bmsion=3m o+ 1,
n=0 mi, si n=3m-+2.

Ejercicio 9.2

Estudia el comportamiento en la frontera del disco de convergencia de las siguientes series:

(i) > =" (i4) Z%Z (ii7) Z(_n”%
n=1 n=1 n=1
oo 4P e ZSnfl
(iv) ZT pEN (v) > (=" logn
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