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Practica 1
Preliminares

1 Funciones de variaciéon acotada y absolutamente continuas

Definicién 1.1
Sea f :[a,b] = Cysea P={a=x9 <z <-- <x,=D>b} una particién del intervalo [a, b]; se define

n

V(P f) = |f(zk) = flax)l.

k=1
La variacion total de f en [a,b] viene dada por:
V2(f) =sup{V(P,f): P es particion de [a,b]}

Si VE(f) < oo, se dice que f es de variacion acotada en [a,b] (brevemente f € V A(a,b)).

Es bien conocido el siguiente resultado.

Teorema 1.2
f € VA(a,b) siysdlo si existen f1, fa, f3, f4 crecientes tales que:

f=rf—fotilfs— fa)
Ademés, si f € V A(a,b), entonces f existe casi por todas partes y se cumple f’' € L![a,b].

Definicién 1.3
Se dice que f es absolutamente continua en [a,b] (brevemente f € AC(a,b)) si:

n

Ve 3 S IAb) - fal<e s Y —a) <d
j=1

Jj=1

para toda familia finita {]a;, b;[}}_; de subintervalos de [a,b] disjuntos dos a dos.

Dada f € £(a,b), la funcién:
F(x) = / ft)de
es absolutamente continua y ademéds F’ = f c.p.p. Se prueba también que:
Teorema 1.4
Si F € AC(a,b), entonces F' € L(a,b) y se tiene:

F(x) = F(a) + /90 F'(t)dt Yz € [a,b].

Definicién 1.5
Se dice que f : [a,b] — C satisface una condicién de Lipschitz (brevemente f € LI(a,b)) si existe
M € R tal que:

|f(x) = f(y)| < M|z —y| Vaz,y € [a,b].
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Practica 1: Preliminares 2

Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.1
Demuestra que:
LI(a,b) C AC(a,b) C VA(a,b).

Ademds, si f : [a,b] — R es derivable con derivada acotada en |a, b, entonces f € LI(a,b).

Ejercicio 1.2
Prueba que si f(x) = \/z, entonces f ¢ LI(0,1) pero f € AC(0,1).

Ejercicio 1.3 .
Dada f : [0,1] — R tal que f(0) =0, f(%) = % y [ es lineal en cada intervalo [ =7, +], probar
que f es continua pero no absolutamente continua.

Ejercicio 1.4
Demuestra que una funcién de variacion acotada es acotada.

Ejercicio 1.5
Demuestra que, dadas f, g € V A(a,b), se cumple V2(f + g) < V2(f) + V2(g).

Ejercicio 1.6
Sea f € VA(a,b) y sea a < ¢ < b. Prueba que f € VA(a,c) N VA(c,b) y se verifica V2(f) =

Ve () + V2 ().

Ejercicio 1.7
Sean f, g € V A(a,b). Prueba que f - g € VA(a,b).

Ejercicio 1.8
Si f : [a,b] — C es de variacién acotada, prueba que existen g, h unicas tales que:
a)f=g+h, b)geAC(a,b), c¢)h' =0cp.p. d)gla)=0.

Ejercicio 1.9
Sea f : [a,b] — C continua tal que f € VA(a,b). Si, dados a < o < < b, f € AC(«, 3), entonces
f € AC(a,b).

Ejercicio 1.10
Sea f € AC(a,b). Demuestra que V.2(f) = f; |f/(t)|dt.

Ejercicio 1.11
Sean F, G € AC(a,b); demuestra que:

b b
/ FG' = F()G(b) — F(a)G(a) — / F'G.

Ejercicio 1.12
Sea F € AC(c,d), ¢ : [a,b] — [e, d] diferenciable c.p.p. Si F o ¢ € AC(a,b), entonces se verifica:

»(B) B
| Pwia= [ Fewmsnae va, 5 .
(o) a

Ejercicio 1.13
Prueba que, dadas F € LI[c,d], ¢ : [a,b] — [e, d] absolutamente continua, entonces F o ¢ € AC(a,b).
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Practica 2
Series de Fourier

Dada

fe Ly (T):={ f:R — C medible, 2r—periodica : / |f(®)|dt < oo},

—Tr

se define su serie de Fourier como: -
S(fit) =Y f(n)e™,

donde
A 1

fln) = | ft)e " dt.

Ademéds ~: L1(T) — c¢o(Z) es un homomorfismo de dlgebras inyectivo.

Ejemplo 2.1
Para hallar la serie de Fourier de f(z) = e x €] —, x|, hacemos:

21 J_ . 2r a—wm " (a — )27
N EDMETm = e )
S(f; t) = n:Z_OO (a — zn)Qﬂ' e =

e —e 1 e (_1)neznt (_1)"6*”” B
N ( +Z( (a —wn)2 (a+1n)2 )=

n Z( (=1)™(acos(nt) — nsen(nt)))

n? + a2

1 Series de Fourier en £*(T

Dada

~—

s

feLAT) = { feL(m) / Wt < o0 },

-
se verifica el siguiente resultado fundamental:

oo

Z 1f(n)|? = S /W |f(t)]?dt  (IdentidaddeParseval),

2w
n=—oo -7

F=Illz= Y flme™

n=—oo

Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.1
Si f € AC(T), f' € L3(T), demuestra que:

Y FI< e + \J 221:n‘2||f’\\%zm

n—=—oo

y por lo tanto la serie de Fourier de f converge a f.
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Ejercicio 2.2
Demuestra que, dado f € L(T) :

n

k=1 k=—o0
Deduce que:
et 2 3" s+ 208y = 2 [T pgae
— lim — T+2r—) = — .
2 n e n 27 Jy
Ejercicio 2.3
Prueba que
SRR S
nt 90 =nb o 945

Ejercicio 2.4
Demuestra que

Sugerencia: Utilizar que:

Ejercicio 2.5
Sea f € C1(0, ) tal que f(0) =0, f(w) = 0. Demuestra la desigualdad de Wirtinger:

Joue< [
0 0
Ejercicio 2.6

Sea f € LY(T) con f(n) = O(|n|™%). Muestra que f € AC(T) con f' € L*(T) si y slo si k > 3.

Ejercicio 2.7
Prueba que:
1 (" dt 1
2 J_.1—2rcost+r2 1—1r2 -

2 Series de Fourier en £!(T)

Para R
feAT):={ fe L) :(f(n) €(2)},
se tiene: -
f@) = Z f(n)e™ teT.
Ejercicios propuestos
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Practica 2: Series de Fourier 5

Ejercicio 2.8 .
Probar que HY(T) = {f € LY(T) : f(n) =0 Vn < 0} es un ideal cerrado de L'(T).

Ejercicio 2.9
Resuelve la ecuacién f x f = f en L(T).

Ejercicio 2.10
Halla la serie de Fourier de:

0 —rT<z<0
wr@={ IS
Solucion:
T 1 = (—=1)"sen(nt)2 = )cos((2k + 1)t)
= Z: ~+ Z; CIES I
(2) f(z) =sen(3z) x € [-m, 7
Solucidn:
i e nsen(nt)
n:l 4 —n?
Ejercicio 2.11
Demuestra que
2 & )"
=3 Z cos(nt) x € [—m, 7]

1
sen®(z) = §sent _ 5 sen(3t) + —sen(5t) ze€R

8 16 16
((2 71
|z| = f*fzcos n—Lle) x € [-m7w| x€|[-m,m],
| sen(z —7—7260827” x € [—m, 7]
B (4n2 —1) T
Ejercicio 2.12
Demuestra que
2 19 — 12 < 2T e
— n 12 — (2n—-1) 8 —n 6
i 11 i(—1)(”—1>_7r—2 i 1 o7
—4n?—1 2 — dn? -1 4 ~3+16n(n—1) 8
Ejercicio 2.13
Sea f: T — C y sea g = Rf. Demuestra que
. fn +f —n
gty = L) T
Ejercicio 2.14
Halla la serie de Fourier de
1—rcosz
Ir| < 1.

1—2rcosx + 12

Ejercicio 2.15 R
Sea f € AC(T). Prueba que f(n) = o(2).
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Ejercicio 2.16
Sea f € VA(T). Prueba que:

Ejercicio 2.17
Sea f tal que |f(x) — f(y)] < M|z —y|* Vz,y € T, donde 0 < oo < 1. Demuestra que:

Ejercicio 2.18
Demuestra que f es analitica en T si y sélo si existen K > 0, a > Otales que |f(n)| < Ke=@"l.

Ejercicio 2.19
Sea ¢, > cpi1 >0, ¢y < %. Demuestra que

Z cpsen(kx) < K.
k=1

Deduce que f € L1(T), donde
fz) = Z ¢, sen(kx)
k=1

y calcula su serie de Fourier.

Ejercicio 2.20
Sea f : R — C continua. Demuestra que a) = b):
a) Existe F': D — C continua y holomorfa en D tal que f(x) = F(e").

b) f € C(T), con f(n) =0 Vn <0.

Ejercicio 2.21
Prueba que, dado 2 € C\Z, —w<t<m:

sen(mz)  2zsen(mz) w= (—1)" cos(nt)
cos(zt) = — + - Z o R

S
—

1 & 22
WCOt(ﬂ'Z) — ; = Z ﬁ,

n=1 n
sen(mr) > x?
o) — S 10g(1 - L),
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Practica 2: Series de Fourier 7

3 Criterios de sumabilidad

Teorema 2.1
( Condicién de Dini)
Sife El(’]I‘), rg ERy

dt < o0,

/6 |f(wo +1) + f(wo —t) — 2f(x0)]
) t

entonces la serie de Fourier de f converge a f en xg.

Teorema 2.2
(Criterio de Dirichlet-Jordan)
Si f € VA(a,b), y J Cla,b[ es un intervalo cerrado, entonces la serie de Fourier de f converge a

flz=) + flzt)
2

uniformemente en J si f es continua.
Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.22
Sea f=1en]0,n], f=—-1en]|—m0], f(—7)= f(0) = 0; demuestra que:

)= 3 sin(2k + 1)z

™= 2k+1
Ejercicio 2.23
Sea o € C\ Z. Dado 0 < x < 27, prueba que:
el - i ez(n+a)x Tevme B i e—z(n+a)z
sen(ra) = nta sen(ra) . nto

o Z sen(q(ln:—aa)x) r cot(ma) = Z cos(;n:—aa)x)

n=—oo n=—oo

Ejercicio 2.24
Demuestra que:

/(@) r#£0,  f(0)=0

- log({)
cumple la condicién de Dirichlet-Jordan en x = 0 pero no cumple la condicién de Dini.
Ejercicio 2.25

a) Sea g: T — R dada por g(t) =1 — % si[t| <€, g(t) =0 en otro caso.
1. Prueba que

) €
lg(n)] < —.
s
2. Prueba que
9n)| < —
n .
g ~ men?
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Practica 2: Series de Fourier 8

b) Sea f;(t) = j='(1—=27%2t —277|) si [t —=277| < 27772 y f;(t) = 0 en otro caso. Prueba que Y ", f;
converge uniformemente a una funcién continua f.

¢) Prueba que f no es de variacién acotada.

d) Si 2% < |n| < 281 prueba, usando (a.1), que

i fi(n)] < k7t27h

j=k
e) Demuestra, usando (a.2), que
k—1 k—1
i) <2n7t Yy (712 )ns
j=1 j=1

f) Deduce que:

lim nZ|fJ ) =0.

In|—o0

g) Prueba que f(n) = POy fi(n) y deduce que f(n) = o(|n|=1).

Ejercicio 2.26
Demuestra que:

1+C — Z2cos(nx) =0,

n=1

pero la serie diverge para r = .
Ejercicio 2.27

Demuestra que:

- 1
le;)z”:m para |z| <1, z# 1.
Ch — 3 cos(nf) = 1 Ch — sen(nf) = - cot(g)
2

n=0

4 Aplicaciones

La ecuacion

Ugy — 7utt =0
C

regula las Vibraciones transversales de una cuerda elistica con extremos fijos, donde u es la deflexién
de la cuerda y c? Z; donde p es la masa de la cuerda y T la tensién.
El flujo de calor en un cuerpo esta determinado por la ecuaciéon

1
Uge — Ut = 0,
C

donde u es la temperatura y c? = pv’ donde K es la conductividad, v es el calor especlfico y p la
densidad.
En problemas de flujo de calor en estado estacionario, la funcién de temperatura satisface la ecuacion
de Laplace:
Ugg + Uyy = 0.

Ejerciicos propuestos
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Ejercicio 2.28
Demuestra que:

Up = C¥Ugy O<z<m
u(0,t) =0 t>0
u(mt)=0 t>0

u(z,0) ==z 0<z<3
urz,0)=r—z F<z<mT

tiene por solucion

Ejercicio 2.29
Demuestra que, dada f € £1(0,1) :

tiene por solucion:

o0 7r2n2t

1—e "2 !
u(x,t) = Z #/0 V2f(y) sen nmydy V2 sennma

n=1 2

Ejercicio 2.30
Demuestra que

w0,8)=0 t>0

u(m,t) =0 ¢t>0

u(x,0) =2z 0<z<7
w(x,0) =2(r—x) F<x<m7
u(z,0) =0 O<z<m

tiene por solucién:

Ejercicio 2.31
Demuestra que:

u(0,y) = O<y<m
u(z,0)=0 O<z<m
ulz,m)=0 O0<z<m
u(my) =1 0<y<mw

tiene por solucién:

4 o 1 senh((2n 4+ 1)z)
u(z,y) = p Z 2n + 1 senh((2n + 1))

sen((2n + 1)y)

§
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Practica 2: Series de Fourier

Ejercicio 2.32
Demuestra que, dada f € £1(0,1) :

utt:uwz+f 0<£L'<1, tZO
u(0,t) =0 ¢t>0
uw(l,t)=0 t>0
u(z,0)=0 O0<z<l1
u(z,0) =0 0<z<1
tiene por solucion:
fe%s) 1— ; 1
Z %/ f(y)V2sen(nmy)dyv/2 sen(nrx)
n2m o
n=1

10
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Practica 3
La transformada de Fourier

1 Criterios de convergencia

Dada f € £L'(R), se define la transformada de Fourier f de f como:

fl@) = [ swe ar

Podemos también trabajar con las transformadas seno y coseno de Fourier:

fc(a:) = /OOO () cos(xt)dt

fo(z) = /000 f(¢t) sen(zt)dt.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.1
Sea f € LI(0,00) N £1(0,00). Prueba que:

flz) = 2 /000 COS AT /000 f(t) cos(At)dtdA

™

flx) = 2 /000 sen(\x) /000 f(t) sen(At)dtdA.

™

Ejercicio 3.2

Prueba que

lz| <1
|z| > 1
|z| = 1.

M
sent cos(tx
lim 7( ) =
M—oo 0 t

INERSSINE]

Ejercicio 3.3
Demuestra que:

> cos(ax) T
de = —e7l®  vp > 0.
/0 Py % ~

Ejercicio 3.4
Halla la transformada de Fourier en seno y coseno de e~ % cos x.

Ejercicio 3.5 )
Halla la transformada en coseno de e™% .

Ejercicio 3.6

11

Halla transformada seno de 15— y transformada coseno de W
Ejercicio 3.7
Dado a > 0, sea f,(x) = m Usar la transformada de Fourier para demostrar que fo * f = fatb-

VNIVERSITAT
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Practica 3: La transformada de Fourier 12

Ejercicio 3.8
Dadas

I'(z) ::/ e tt*ldt
0

1
B(p,q) = / 11— 1)Lt

demuestra que:

Ejercicio 3.9
Calcula la transformada de Fourler de la funcion caracter!stica de un intervalo. Dado n € N, sea

9n = 1[_p ], calcula g, * g1 y prueba que es la transformada de Fourier de Agmr%n(m) Concluye que

la transformada de Fourier no es una aplicacién sobreyectiva de L*(R) en Co(R).

Ejercicio 3.10
Para cada n € N, se define h,(t) =
converge a f en LP(R).

1—cos(nt)
Tnt?

. Demuestra que dada f € LP(R), la sucesién hy, * f

Ejercicio 3.11
Sabiendo que fol dr__ — 1 y definiendo, para f € LP :

T fla—y)
o /ny(l—ny)

F,(z) = dy

demuestra que
limnF, =7nf en LP.

2 Aplicaciones de la transformada de Fourier

Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.12
Demuestra que

Upy = Utt —oo<r<oo, t>0
w(z,0)=f(z) —oco<z<oo feC*R)NLYR), f'e L' (R)
u(z,0) =0 —oo<z <00

tiene como solucion:

flat+t)+ flz—1t)

t =
u(a, 1 :
Ejercicio 3.13
Demuestra que
Ut = Ugy —oco<zr<oo,t>0
uw(z,0) = f(z) —oco<wz<oo feC*R)NLYR) f'e L (R)

tiene como solucion
_(z—y)?

1 00
u(z,t) = 27\/%/_00 fly)e” & dy
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Ejercicio 3.14
Demuestra que

Uy — up = f(a,t) —o<xr<oo, t>0
u(z,0) =0 t>0

tiene como solucion:

(z—9)2

u(x,t):;l/oo /Oo T (= 1) f(s, r)dsdr,

=

donde:

1 s>0
H@){o §<0

Ejercicio 3.15

Demuestra que
Ugpyr = Ug z>0,t>0
u(z,0) =0 x>0
u(0,t) =g(t) t>0

tiene por solucién:

u(z,t) et S>ds

2¢7/ t—s%

Ejercicio 3.16

Sea f € L'(R) una funcién arbitraria y sea F su transformada de Fourier. Prueba que:

Z F(t+nT) = Z o 2n7r)

= J 21n
T)= = F(—).
n;%f@) 1%2% (=)
Ejercicio 3.17
Prueba que para a > 0,
= > 2a
—aln| _ -
n:Z_oo € n:z_:oo a? + (2nm)?
4 — x2n2
- —a(ttn)® — 1 49 @ 2mnt.
- n:z_:oo e + Z e COS 27

13
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