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Practica 1
Numeros complejos

Ejercicio 1.1

Realizar las operaciones indicadas.
(@) 2+7)+B-J) (b) A-J)+ (2+4j) () (1-§)- (2+4)
@ @3 e-w) ©F O] @ i 0 2 0 e
(G) (1+V3j)* (k) (V3+5%)-(1-j)

Ejercicio 1.2
Hallar el médulo (o magnitud) y el argumento principal (o dngulo de fase) de los siguientes nimeros
complejos.

(@) 2+2j (b) —j (¢) 3§ (d) -2 (e) 1+j (f) 7 (8) —1-]

(h) 2+55 (i) 2-55 () —2+5) (k) —2-5] (1) 1+/3

(m) JO+5) () T (-1+)

Ejercicio 1.3
Calcular el valor de las siguientes expresiones en forma binaria o rectangular.
(a) e3% (b) &% (c) e'F (d) P (e) e?H (f) *H (g)

Ejercicio 1.4
Expresar los nimeros complejos del problema (2) en forma polar exponencial.

Ejercicio 1.5
Hallar la parte real de los siguientes niimeros complejos.
(a) eBHE (b) e2HE () e MHHTH  (d) 4e*TT (e) je's

(f) 36i4™ 4267 (g) 661JJ (h) 5635 — &3 (i) 46iT — ¢790F

(G) —25e73% — 15 (k) 61535

1— eJ’s‘zr

Ejercicio 1.6
Supongamos que las siguientes funciones describen oscilaciones. Escribirlas en la forma x(t) =
Re CeI @) (El niimero complejo Ced? se conoce como el fasor correspondiente a x(t). )
(a) z(t) =0.01cos15¢t
(b) x(t) = 0.04sen 12t
(c) =z(t) = 0.05sen(10t + )
(d) x(t) =sen(0.4t + )
(e) x(t) =0.02cos (5t — %)

Ejercicio 1.7
Escribir las expresiones del problema anterior en la forma x(t) = Sm Cel(@+?),

Ejercicio 1.8
Comprobar que las tres raices cubicas de 1 son
~1+jV3 ~1-jV3
L 2 Y 2

y que las cinco raices quintas de 1 vienen dadas por

“1-VB5+jV10—2v5  —1—-v5-jV10—2V5

1
) 4 9 4 )
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Préctica 1: Numeros complejos 2

~14+V54+jV10+2V5 v 145 —jV10+2V5
1 1 '

Ejercicio 1.9
Encontrar todos los valores de las siguientes expresiones.

(a) Vi (b) V27 (c) V=32 (d) ¢¥/~64 (e) ¥—64 (f) V10v5 —5/5

Ejercicio 1.10
Calcular el logaritmo principal de los siguientes niimeros complejos.

@ J () =1 () 14+j (d) $+%55 () —e (f) V2+2j (g) 1-]

Ejercicio 1.11
Vamos a estudiar un circuito que, si bien puede tener oscilaciones libres cuando se conecta la fuente,
éstas desaparecen al cabo de poco tiempo y queda sélo una corriente alterna, corriente que viene
determinada por una funcién periédica. Es ésta corriente estacionaria la que estudiaremos aqui. Se
dice que nuestro estudio tiene lugar en el dominio de la frecuencia.

Consideremos un circuito en serie que estd formado por una fuente de tension de v(t) =V coswt
voltios, una resistencia de R ohmios y un inductor de L henrios.

(a) Demostrar que la intensidad de corriente i(t) cumple la ecuacién diferencial L% + Ri = v(t).

(b) Si la corriente estacionaria viene dada por i(t) = Re (Iej(“t+¢)), con I >0, probar que se
cumple la siguiente relacién entre los fasores del voltaje y de la intensidad: (jwL + R)Ie¥* = V. (EI
nimero jwL + R es la impedancia del circuito.)

(c)Si V=6, L=1, R=4 y w=2; demostrar que I = % vy ¢ = —arctan%. Deducir que

la corriente estacionaria del circuito es i(t) = % cos(2t — arctan 3)
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Practica 2
Sistemas de ecuaciones lineales

Ejercicio 2.1
Comprobar que los siguientes vectores son solucién de los correspondientes sistemas de ecuaciones.

20 + y =1
(@) (=13 de {433 + 3y = 5
. . 2z + Jy = 3+4j
b 1+j,2— de . .
(b)  {1+12-J) {(2+J)w + (-jy = 2
2 + y + 3z = 0
(c) (=7,-1,5) de 4z 3y + 5z = 0
2 — 4y + 2z = O
2 + y + 3z = 0
(d) (0,0,0) de dr — 3y + 5z = 0
2 — 4y + 2z = O
Ejercicio 2.2
Demostrar que el sistema
(1=jz — B+2)y =
Ox + Oy =1

no tiene ninguna solucion.

Ejercicio 2.3
Estudiar el sistema

x + y + z = 4j
z — y + z = 0
demostrando que es equivalente a
{ r+z = 2j
y = 2

;Cuadl es la solucion general?

Ejercicio 2.4
Demostrar que se obtienen sistemas equivalentes cuando se realiza cada una de las siguientes transfor-
maciones elementales:

(a) Se intercambian dos ecuaciones.

(b) Se multiplica una ecuacién por un nimero distinto de 0.

(c) Se suma a una ecuacion otra ecuacion.

Ejercicio 2.5
Demostrar que el sistema de ecuaciones

T -y 4+ 3z = 4
2z + 5z = 2
-3 + y + 4z = 2
es equivalente a
r - y + 3z = 4
y — (1/2)z = -3
z = 2/3

y resolverlo.
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Practica 2: Sistemas de ecuaciones lineales 4

Ejercicio 2.6
Demostrar que el sistema de ecuaciones

r + 2y — z = 1
2c + 3y — 2z = -1
r + oy = 2
es equivalente a
r + 2y — =z = 1
-y + z = =3
0z = 4

y deducir que el sistema es incompatible.

Ejercicio 2.7
Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de eliminacién de Gauss.

r + y + z = 3j r + y + z = ]
(a) 20 — 3y — =z = 0 (b) r -y — z = 3—]
dr + y — 2z = 0 2 — y + z = 3+4]
—r + 2y 4+ jz = 442 r + y + 2z = 6
(c) 2 + y — z = —-142j (d) dr 4+ y — 2z = 0
—jr + y 4+ z = 6 2 — y — z = =3
x + y + 2z = 4 x + y + 2z = 4
(e) -z + y - z = =2 (f) -z + y - z = -2
2y + 2z = 1 2y + z = 2

Ejercicio 2.8
Efectuar las siguientes operaciones matriciales.

@ (Zo)(Ss) o (0F ) (i)

2 3 3 -1 2

3/2 —1/2 :
(c) -1 1+ 5 (d) 4- (e) -1-1 -j 3 5
2 0 (5/8 - ) 2J -2 0

Ejercicio 2.9
Comprobar que es posible efectuar las siguientes multiplicaciones y calcular los productos.

W (3052 o (PA) (1
© %—25 _ﬁz é @ (% 5)(o1)

©
S~—
7N
o O
O =
N~~~
7N
o O
O =
~
=
S~—
N
o O
O =
~~_
7N
o O
— =
~
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Practica 2: Sistemas de ecuaciones lineales 5

(®) (1}2 fl)“ﬁ —11/2> ") (é—Jl)(é‘Jl)
(i) (éi)(??) () (?S)(ii)
Ejercicio 2.10

Escribir los sistemas de ecuaciones del ejercicio 7 en forma matricial.

Ejercicio 2.11
Probar que la solucién general de un sistema de ecuaciones compatible es la suma de una solucién
particular y la solucion general del sistema homogéneo asociado.

Ejercicio 2.12

Demostrar que un sistema homogéneo tiene solucién unica si, y sélo si, los vectores columna de la
matriz del sistema son linealmente independientes y que un sistema homogéneo tiene mas de una
solucion si, y sélo si, una columna es combinacion lineal de las restantes.

Ejercicio 2.13
Comprobar que el sistema

apnr + apy = 0
anr -+ a2y = 0
es equivalente a
anz  + aizy =0
cuando a 0
{ (a11a92 — a12a21)y = 0 n#

y es equivalente a

anr + a2y = 0
( =0

cuando ao1 # 0.
a11G22 — a12a21)y =

Deducir que, en cualquier caso, el sistema dado tiene solucion no trivial si, y sélo si, a11a22—a12a21 = 0.

Ejercicio 2.14
Razonar como en el ejercicio anterior para mostrar que el sistema

a1z + apy + azz = 0
a1 + axy + axz = 0
az1x + azy + aszxzz = 0

tiene solucién no trivial si, y sélo si,
(11022033 + A12023031 + A13021A32 — A13022031 — A11023032 — A12021033 = 0.

Ejercicio 2.15
Comprobar que la siguiente férmula es correcta.

a1l aiz ais
a1 a3 a1 a22

agzyp ass

a2 A23

— 12
az2 ass

a1 A2z a23 | = G11
a3y asz as33

+ ais

Ejercicio 2.16
Estudiar si los siguientes grupos de vectores son o no linealmente independientes.

(a) (1,3,—1), (2,0,1) y (—1,1,0).

(b) (3,-1,2), (0,1,3) y (1,0,0)
(¢) (-1,2,0), (1,3,2) y (—2,1,2)
(d) (1737 )’ (727071) y (717376)
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Practica 2: Sistemas de ecuaciones lineales 6

Ejercicio 2.17
Demostrar que si el sistema

aptr + apy = by
a1 x + agy = be

es compatible y determinado, su solucion viene dada por las expresiones

bi a1z ain b

by ag az1 by
r=—- e Yy =

aipr a2 a1l a2

a1 a2 a1 a2

Ejercicio 2.18
Utilizar la regla de Cramer para hallar la solucién de los sistemas del ejercicio 7.

Ejercicio 2.19
Si bien sélo hemos utilizado las matrices para resolver sistemas de ecuaciones lineales, las operaciones
con matrices tienen muchas otras aplicaciones; por ejemplo, en teoria de graficas.

Supongamos que una empresa dispone de un sistema de comunicacion por cable que enlaza seis
estaciones. Cada estacion estd situada en una de las siguientes ciudades: Madrid (1), Barcelona
(2), Valencia (3), Sevilla (4), Zaragoza (5) y Bilbao (6). Las conexiones son seis y enlazan los si-
guientes pares de estaciones: Madrid-Valencia, Madrid-Zaragoza, Madrid-Sevilla, Barcelona-Valencia,

Barcelona-Zaragoza y Zaragoza-Bilbao.
1)

Consideremos la llamada matriz de incidencias A = (a;;”) definida por

001 1 10

001 010

e 110 0 00

1000 00

110 0 0 1

000 010
(a) Comprobar que se cumple agjl-) =1 silaestacion i yla j, i # j, estdn conectadas, y
al(-;-) =0 si no hay conexidn directa. (Por tanto, agjl-), 1 # j, indica el numero de conexiones directas

entre las estaciones i y j. )

(b) Calcular A% = (al(?)) y comprobar que az(-jz.), i # j, Indica el niimero de conexiones posibles

entre las estaciones i y j que utiliza sélo una estacion intermedia.

(c) Calcular A3 = (agj)) y comprobar que al(-j), 1 # j, indica el nimero de conexiones posibles
entre las estaciones i y j a través de una ruta que necesita dos estaciones intermedias.

(d) Encontrar, por medio de rutas que utilicen la menor cantidad de estaciones intermedias, el
numero de formas posibles que hay de enlazar las estaciones de Madrid-Barcelona, Barcelona-Sevilla,

Sevilla-Bilbao y Bilbao-Valencia.
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Curso 2004,/2005 7

Practica 3

Calculo de funciones de una variable
1 Continuidad

Ejercicio 3.1
Calcular los siguientes limites laterales.

(a) lmg, i+ —1.
(b) lim, .i+[z+ 1], donde [x] denota el mayor entero menor o igual que .

(c) lim, o+ 14 2L

(d) lm, q+[z]+[2—2] 1.
(e) lim, .1+ f(x) donde f(z)=
(f) limg,_q+ 1/(z—1).

: r—3
(g) lim, 3+ 55,
. VT2
(h) lim, 4+ Y55,
1/x
. ’ +
(1) hmxﬂoi 31/ 1"
.En qué casos existe el correspondiente limite?

1‘2, si0<z<1;
2—z, sil<zx<2

Ejercicio 3.2
Calcular los limites:

, 2
(a) lim, . igi;

(b) lim,_;(z — 1)2?sen(2-).

1—x
3 -
s x° —3x+2
(c) limg.; 2234222 — 10216

Ejercicio 3.3
Demostrar que cuando a < 0, se cumple lim, ., e**cosz =0, y que cuando a > 0 el Iimite no
existe.

Ejercicio 3.4
Calcular los siguientes limites.

(a) lim,_ o 02,
(b) lim, o 1=cosz,
(c) lm, 1_;#
(d) lim,_.o <=L,
(e) lim,_o 0el0te),
)1

(f) lim,_o 121

Ejercicio 3.5

Utilizar los resultados del ejercicio 4 para hallar el valor de los siguientes limites.

. z—1)senx
(a) Mmoo

(b) lim, .z =@,
(c) limy_ = (z— 3)tan(x).

) 2®—a®)((2+1)V2 -1
(Cl) hmz~>0 ]E)g(1+4mg((1702)s(2:6)) :

Ejercicio 3.6
Calcular los Iimites:

(a) lim,_o(l — z)32.
23

(b) iy, oo (22 51)75T,
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Practica 3: Calculo de funciones de una variable 8

Ejercicio 3.7
Estudiar la continuidad de las funciones definidas por:

0 z=0;
(a) f(x):{;l’_e;— x#o
(b) f(z) = |z[e”l==.

(©) )= 2 r=km, ke’
¢ T i) x£km, k€l

sen x

Ejercicio 3.8
Estudiar la continuidad en el punto x =0 de las funciones definidas por:

0 z=0;
() flx)= { xsen(l/x) x#0.

0 z = 0;

et —1, z < 0;
(C) f(z) = 0, x = 0;

1—cosx, x>0.

2 Diferenciabilidad

Ejercicio 3.9
Estudiar la derivabilidad de las siguientes funciones en el punto x = 1.

(@) fz)=[z—1]

(b) f(2) = |z —2Vz+2|
(¢) flz)=(z—-1)">
(d) flz)=(z-1)*".

Ejercicio 3.10
Calcular las derivadas de las siguientes funciones.

(a) f(z) =1/

Ejercicio 3.11
Utilizar la regla de la cadena para hallar las derivadas de

(a) f(z)=e

(b) flz)=e"".
(c) flz)= ( )3~
(d) f(z)=rco
VNIVERSITAT Fundamentos Matematicos de la Ingenieria
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Practica 3: Calculo de funciones de una variable

() flz) = cos(a?).
(£) fla) = e’ 2,
(8) f(&)=1/(1+(V&+1)?).

3 Integracién

Ejercicio 3.12
Calcular las siguientes integrales.

(a) fz3-f;;1 6x Jj'

(b) f Ts 5?)30—;_«2%430 dz.
(C) faf—x —z—1 de.

:63 :c2

(d) f(l at)3
© s i

Ejercicio 3.13

Utilizar un cambio de variable para hallar las siguientes integrales.

(a) f elier

(b) f tanliz;?lt;naz de.

(c) f\/m
2

@) | ==

(e) [ (24:6749[315727)3/2'

dz.

Ejercicio 3.14
Calcular:
(a) [axsen2x dx.
(b) [z%cosz du.
(c) [sen?z dz.
(d) [cos?4x du.
(e) [sen2x cos3z du.
(f) [cos2z cosz dx.
(g) Jesenw du.
(h) [ze®cosz d.

Ejercicio 3.15

Calcular los valores de las siguientes integrales definidas.

(@) [ —1)w—2) d.
(b) [ VE—a? dr.
(c) f15 e” cosx du.

@ Jy /

Z‘Q, SIOS£S17
) dz donde f(z) = {2_95 sil<az <2

z, si0<z<¢c .
(e) fo ) dz donde f(z)= { =z sic<a<l; siendo ¢ tal que 0 <c <1

Ejercicio 3.16

Calcular el drea limitada por las graficas de las funciones f y g en el intervalo que se indica.

(a) f(z )—cosx g(z) =senz en [0,7/4].

(b) f(z)= g(x) =xvVa?+2 en|0,1].
(c) flz)= g(x) =e™" en[-1,1].

(@) f(zx)= 1 sen2x, g¢(x)=senx entre el origen y el menor punto de corte positivo.

2
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Practica 3: Calculo de funciones de una variable 10

Ejercicio 3.17
Encontrar el drea comiin a los circulos 22 +y> =9 y (x— 3)2 +y?2=0.

Ejercicio 3.18

Demostrar que la curva y = 2°> descompone en dos partes iguales al trigangulo formado por las rectas
y="Tz, v=a y el eje OX, siendo a la abscisa del punto positivo de interseccién de la curva con la
recta y = Tx.

Ejercicio 3.19

Se considera la pardabola y = \/§x2/a, donde a > 0, y la circunferencia de ecuacién z? + y? = a>.
Determinar el volumen engendrado por la zona que se encuentra entre el eje OX y las dos curvas, al
girar en torno a OX.

Ejercicio 3.20
Calcular el volumen de revolucion engendrado, girando alrededor del eje OX, por el drea que delimitan
las parabolas y? = 2hx y z? = 2hy, con h > 0.

Ejercicio 3.21

Al girar en torno al eje OX, la curva de ecuacién y = /z/(1 + 2?) engendra una superficie de
revolucién que delimita un cuerpo cuyo volumen entre los puntos x =0 y x = h vamos a denotar
por V(h). Determinar a >0 de modo V(a) = %limp_ o V(h).
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Practica 4
Ecuaciones diferenciales ordinarias

Ejercicio 4.1
En este problema estudiaremos la corriente que se origina en un circuito cuando se conecta una fuente
continua. Habitualmente se dice que nuestra discusion tiene lugar en el dominio del tiempo.
Consideremos un circuito en serie formado por una fuente de tensién continua de vy voltios, que
se conecta en el instante t = 0, una resistencia de R ohmios y un inductor de L henrios de
inductancia.
(a) Deducir que la intensidad de corriente del circuito cumple Ldz + Ri = vp.
(b) Si la corriente inicial es ig = 0, comprobar que i(t) = % (1 — e Bt/ es solucion.
(c) En general, si la corriente inicial es arbitraria iy, comprobar que la solucién es
. Vo Vo, _ Rt
i(t) = —= + (io R)e L,
Ejercicio 4.2
Indicar el orden de las ecuaciones diferenciales siguientes.
(a) (sent)(x")3 — a2 =el.
(b) " + xt = cost.
(c) (@) +a22=1.

Ejercicio 4.3

Comprobar que las siguientes funciones son soluciones de las ecuaciones diferenciales correspondientes.
(a) z(t) =sent + cost es solucion de z” + x = 0.

(b) z(t) = €' es solucién de z' —z = 0.

(c) z(¢) —16t2 + 14t + 30 es solucién de z" + 32 = 0.

(d) z(t) =€t fo e=%ds es solucién de z' = 2tz + 1.

(e) x(t) =2e~" essolucién de z"" —z =0.

(f) z(t) =e' es solucion de z”" —x = 0.

Ejercicio 4.4
Calcular la solucién general de las siguientes ecuaciones y posteriormente hallar la solucion particular
que verifique la condicion inicial que se indica.

(a) 2z2’ =t>+t (2(0)=1).

(b) (t*+4)z' =zt (z(0)=2).

(c) t’a' =2 (2(1)=0).

(d) 3e'tanz + (2 — € )cos2x =0 (z(1)=7% )

(e) cos~'txa’ =tant (x(0)=1).

f) = \/1—152:% (z(0)=2).

(8) o' =52 (2(0)=1).

Ejercicio 4.5
Encontrar la solucién general de las siguientes ecuaciones de primer orden.
(a) ta' — 2z =12,
(b) ' + 2tz = 2te=t".
(c) ' +%=3t+4
(d) a' +tx=—t.
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Practica 4: Ecuaciones diferenciales ordinarias 12

Ejercicio 4.6
Demostrar que la solucién particular de la ecuaciéon x' — 2x = e~
2(0) =0 viene dada por

2 . . e . . .
" que verifica la condicién inicial

¢
z(t) =/ 2= e~ dr.
0
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Practica 5

13

Ecuaciones diferenciales lineales con

coeficientes constantes

Ejercicio 5.1

Demostrar que, en cada apartado, las funciones son linealmente independientes.
(a) z1(t) =1, x2(t) =t, a3(t)=1t> y xa(t) =1°

(b) z1(t) = Xt y w2(t) = e*t, donde X\ # p.

(c) z1(t) = sen Ay xo(t) = cos At, siendo A # 0.

(d) z1(t) = e sent y arg(t) = el cost.

(&) mi(t) =€, mot) = tel y mylt) = €.

1 Ecuaciones homogéneas

Ejercicio 5.2
Hallar la solucion general de las siguientes ecuaciones lineales homogéneas.
(a) 2/ —4x=0.
(b) ="+ 32" +2=0.
(c) 2" =2 +u.
(d) 2" +22" —2' —22=0.
(e) =¥ —5z" + 4z =0.
(f) "+z=0.
(8) 2/ +a'+x=0.
(h) 2z + 62" + 122 = 0.
(i) «" —22" 4+ 52" =0.
(j) x/// + 2x// _|_ x/ — O
-/ ’r_ _
(k) = 6z"” + 122" — 8z = 0.
(1) 24 422" 42/ = 0.
(m) 20 —22®) 22" — da" + 2’ — 2z = 0.

2 Ecuaciones completas

Ejercicio 5.3
Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones lineales no homogéneas.
(a) 2"+ 32" =3.
(b) =W — 22" 42 =t +2.
(c) ¥ -z =t+2.
(d) 2" —2"+2' -z =12+t
(e) 2 —a" =12t% + 6t.

Ejercicio 5.4

Encontrar la solucion general de las siguientes ecuaciones completas.
(a) 2" — 42’ + 3z = te?'.
(b) =W — 2" = (t +2)e!
(c) 2" — 62" + 9z = be3t.

Ejercicio 5.5

Calcular la solucion general de las siguientes ecuaciones.
(a) 2’ — 62’ + 9z = 25¢’ sent.
(b) z” + 4x = sen 2t.
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Practica 5: Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes 14

(c) 2"+ x =sent — cost.

Ejercicio 5.6
Averiguar la solucién general de las siguientes ecuaciones.
(a) 2" —9z =22
(b) 2" — 92 = — cost.
c) " — 9z =2t? — cost.
(c)
(d) 2" +x=e +tet.

Ejercicio 5.7
Utilizar el método de variacion de los parametros para hallar la solucion general de las siguientes
ecuaciones.
(a) 2" +z=_.
t
(b) 2" —22'+x= ;7.
(c) 2" +22' +x=etlogt.
(d) 2" —32"+2x= #

3 2
(e) 2 9! — ! 427 = 2t +tt4_4t_6‘
Ejercicio 5.8

Sea f :[0,400[— R una funcién continua. Probar que el método de variacién de los parametros
aplicado a la ecuacién x"" +x = f conduce a la solucién particular

zp(t) = /0 f(r)sen(t — 1) dr.
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Practica 6
Sistemas lineales de ecuaciones
diferenciales

Ejercicio 6.1
Consideremos un circuito formado por dos mallas. En la primera hay una fuente de tension continua
de vy voltios, que se conecta en el instante t = 0, una resistencia de R; ohmios y un inductor de L
henrios. La segunda malla contiene el mismo inductor de L henrios ademas de otro de Lo henrios
y una resistencia de Ry ohmios.

(a) Deducir que la intensidad de corriente en la primera malla i1 y en la segunda iy verifican

L‘Z—f —L%+R1i1 =
—L9% + (L + L)% + Roiz =0

(b) Despejar dstl en la segunda ecuacioén, sustituir en la primera y derivar para obtener que is

verifica la ecuacion diferencial

d?i RiLy di RiR
WZ;+(R2+R1+ 172y ¢z, 2,

Ls AT L =0

(¢) Despejar %" en la primera ecuacion, sustituir en la segunda y derivar para obtener que i

verifica la ecuacion diferencial

d?i; R, L,
Lo—— R R
2" + (R1+ Rz +

)% RiRy. Ry
L dt L

11 = T’UO
(d) Suponiendo que Ry =10, R =15, L =05, Ly=5 y vy = 10; resolver la ecuacién del
apartado (b) y obtener las soluciones i e iy que cumplen i1(0) =1ip; e i2(0) = ipa.

Ejercicio 6.2
Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales lineales
¥=x+2y+t—1
(9) ;_ e
y' =3z + 2y — 5t — 2.

(a) Probar que . By
{ r1(t) = 2e v { To(t) = e

y1(t) = 3et ya(t) = —et
son soluciones del sistema homogéneo correspondiente

' =x+2y
Yy =3z + 2y.

(b) Demostrar que las soluciones del apartado (a) son linealmente independientes y escribir la
solucion general del sistema homogéneo.
(c) Comprobar que
x(t) =3t —2
{ y(t) = —2t+3

es una solucién particular del sistema completo (S) y escribir la solucion general de este sistema.
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Practica 6: Sistemas lineales de ecuaciones diferenciales 16

Ejercicio 6.3
Escribir los siguientes sistemas de ecuaciones de primer orden como ecuaciones lineales y obtener la
solucion general.

=xz+y =y+1 ¥'=3-2y

@ {705 IR/ SENNC RS it
=y =y v=y+z

(d) { Y = da (e) y =z (f) Y =xz+z
Z=x+2 Z=x—y

Ejercicio 6.4
Encontrar la solucion general de los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales homogéneas.

() {x’:2x—y (b) {x’:x—5y () {x':2x+y (d) {x':xﬂ,

Yy =—x+ 3y Yy =2r—y y =4y —=x y =d4dx — 2y

Ejercicio 6.5
Aplicar el método de variacion de los parametros para hallar una solucién particular del sistema no
homogéneo
=x+y—>5t+2
{ y =d4r — 2y — 8t — 8.

Obtener la solucion general.
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Practica 7

Calculo vectorial

1 Continuidad

Ejercicio 7.1
Hallar el dominio y el rango de las siguientes funciones. ;Cual es la gréfica en (a), (d) y (e)?
(a) flz,y)=a®+y>
(b) f(z,y) = Vo + 2y
(c) f(r.y)=log(x +3).
(d) f(z,y) =243z +4y.
y) =

(e) f(.%', V _$2_y'

Ejercicio 7.2
Calcular los siguientes limites.
(a) lim(y y)—(1,2) VT + 22y.

. 2wy+z2
(b) llm($7y)_’(0a3) x2+a:y+2y2'

; 2zy+xz°—5
(C) hm(xvy)_’(o,o) r24zy+y2+2°

Ejercicio 7.3
Aproximarse por rectas para hallar el posible valor del limite de las siguientes funciones.
‘ 2zy
(a) lim(gy)—(0,0) iy
, 2
(b) 1mz )~ (0,0) 72,2

I2’y2

() Umay)—(0.0) 7352

; z? 1 2
(d) limey)—(0.0) Sl
2

(e) Hm (z,y)—(0,0) Izj_lyj
3/2
(f) hm(x y)—(0,0) x4+|4y

z—1 z—1)y>
(8) lim(p )10 SR

Ejercicio 7.4 "
Comprobar que al aproximarse por rectas en el Iimite 1fm ,y— (0,0) W se obtiene como iinico

valor el 0. ;Qué valor se obtiene aproximandose por la curva y = 22 ?

Ejercicio 7.5
Verificar la existencia de limite en los apartados del problema 3 en que sea posible.

Ejercicio 7.6
Comprobar si las siguientes funciones son o no continuas.
a z,y)=z"+4y*—x+1, en (1,1).
f 3 4 2
(b) flzy) =% si y#a> y f(z,2%)=1, en (L,1).
(€ flay)=7 si 270 y f(0,y)=0, en (0,1).
(d) fla,y) = 355 si (z,y) #(0,0) y f(0,0)=0, en (0,0).
2 .
(e) flx,y) = 25 si (z,y) #(0,0) y f(0,0)=1, en (0,0).
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2 Diferenciabilidad

Ejercicio 7.7

Calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones.
(a) f(z,y) = a? 2—&—22my +y3 en (1,2).
(b) f(a:,y) = jngyqﬁ si (x’y) 7é (070) y f(0,0) =0 en (0’0) yen (1’0)
(c) flz,y) ==ze”Y en (1,log2).

Ejercicio 7.8

Encontrar la pendiente, en la direccion de los ejes x e y, de la superficie dada por
(a) z=2a%+2zy+1y® enel punto (1,2,13).
(b) z2=1—(x—1)2—(y—2)2 enel punto (1,2,1).

Ejercicio 7.9
Hallar las siguientes derivadas direccionales.

<19

(a) f(x,y)=xz+y enel punto (0,0) y en la direccion ( g)

(b) f(z,y) =4—a*— Jy* enel punto (1,2) y en la direccion (cos%,sen%).
Ejercicio 7.10
Consideremos la funcién definida por

—

0,0);

f@y):{ sy s (@) # o

0, si(z,y)

—~

;Existen las derivadas direccionales en el punto (0,0) ? ;jEs continua en ese punto?

Ejercicio 7.11
Comprobar que la funcién definida por

_ ;23:6%7 si (amy) # (07 0);
flagy={ Tt A nE

no es de clase C*.

Ejercicio 7.12
Consideremos

=2y : .
f(ap) = { Vet @0 7 0.0
0, si (z,y) = (0,0);
(a) Estudiar la continuidad en (0,0).
(b) Estudiar la existencia de derivadas direccionales en (0,0).
(c) Calcular las derivadas parciales en cualquier punto.
(d) /Son las parciales continuas en (0,0) ?

Ejercicio 7.13

Sea f(z,y) = 322 — 4y.
(a) Demostrar que es una funcién de clase C.
(b) Calcular el gradiente de la funcién en (1,3).

(c) Calcular la derivada direccional en (1,3) en la direccién (—3, ?)

Ejercicio 7.14
Comprobar que las siguientes funciones son de clase C' y calcular las derivadas parciales de la com-
posicion f o g en los siguientes casos.

(a) f(x)=¢€" y g(t) =cost en el punto 0.
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(b) f(x)=¢e" y g(s,t) =352 +2t> en el punto (0,0).
= —y? y g(t) = (sent,e?) en el punto 0.
v g(s,t)=(s*+t* %) en el punto (0,1).
(e) flx,y)=2ze¥ y g(s,t) = (s> +t% logs) en el punto (1,0).

Ejercicio 7.15

Encontrar las derivadas parciales segundas de las siguientes funciones.
(a) f(x,y) = 3xy? — 2y + 52%y? en el punto (—1,2).
(b) f(z,y) =ye* +zlogy en el punto (0,1).

() flz,y)= { my%) : Ei:zg i Eg:g;: en el punto (0,0).

3 Integracién

Ejercicio 7.16
Sean f,g:[a,b] — R dos funciones continuas tales que f(z) < g(x) para todo z € [a,b]. Interpretar

geométricamente la integral iterada
b rg(x)
/ / dy dx.
a Jf(x)
Ejercicio 7.17

Calcular las integrales iteradas de las siguientes funciones.

(a) f(x,y) ==y en el tridngulo de vértices (0,0), (1,0) y (1,1).

(b) f(z,y) =e*"¥ en el tridngulo de vértices (0 0), (2,2) y (4,0).

(c) f(z,y) =cosx en el cuadrado de vértices (1,0), (O -1), (-1,0) y (0,1).

(d) f(x,y) =22 en la regién limitada por las curvas y?> =x, y> = -2 e y=1.

(e) f(x,y) =z enlaregién situada por encima del eje de abcisas, y limitada por las circunferencias
centradas en (0,0) y con radios 2 y 3 respectivamente.

Ejercicio 7.18
Consideremos la funcion definida por

(a) Comprobar que no es continua en el punto (0,0).
(b) Calcular las integrales iteradas en el cuadrado de vértices (1,1), (1,0), (0,0) y (0,1).
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Practica 8
Funciones de variable compleja

Ejercicio 8.1

Determinar el significado geométrico de las siguientes relaciones.
(a) [p|<1.  (b) |[p—3+jl=4.  (c) [p+2/>3. (d) 1<|p—5/<21l. (e) Re(p)=1.
(£) Re(p) >—-2. (g) —7m<Smp)<7w. (h) 0<Re(p) <2. (i) 0< Re(jp) < 1.

Ejercicio 8.2
Probar que la funcién definida por f(p) =p+ % transforma la circunferencia |p| =2 en una elipse.

Ejercicio 8.3
Demostrar que la funcién definida por f(p) = p/(1 —p) transforma el circulo |p| <1 en el semiplano

Ref(p) > —1/2.

1 Derivaciéon: ecuaciones de Cauchy-Riemann

Ejercicio 8.4
Hallar las derivadas de las siguientes funciones.
(@) fp)=c. (b) flp)=p. (c) flp)=p> (d) f(p)=cP
(e) f(p) =Log(p). (f) f(p) =p?. (Por definicion, p? = eds®) )
(8) f(p)=q¢". (h) f(p)=cosp. (i) f(p)=senp. (j) f(p) = tanp.

Ejercicio 8.5
Comprobar si las siguientes funciones tienen parte real e imaginaria de clase C* y estudiar su deriva-
bilidad.

(a) flo+jw) = (0 —w?) +j20w

(b) flo+jw) = (0% = 3w) +j(w? + 20w)

(c) flotjw)=0—jw

(d) f(o+jw)=0?+jw’

(e) flo+jw)=0>+20—jw

3 3 3 3
. O Y 4 sio 4 jw # 0

f — o2+4w? 24w

() flo+jw) { 0, si o+ jw=0.

Ejercicio 8.6
Calcular los valores de a, b y ¢ para que la funcién definida por f(o + jw) = (0 + aw) + j(bo + cw)
sea derivable en todo C.

2 Desarrollos en series de potencias

Ejercicio 8.7
Demostrar que la serie de potencias Zf;o p" converge si |p| <1 y divergesi |p| > 1. Calcular su
suma cuando sea posible.

Ejercicio 8.8
Hallar el radio de convergencia de las siguientes series de potencias.

(@) o op—po)™.  (b) 0 E(p—po). () Tl & (p—po).
(d) Yolo2"(—po)"  (e) Xolin*(p—po)" (f) X, %(z;—po)"-

(2) fo:oj”(p —po)". (h) ZZO:1 ﬁ(p —po)™. (1) ZZO:O an—:}@ —po)".
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Ejercicio 8.9
Hallar la serie de Taylor de las siguientes funciones en el punto 0.

(@) flp)=er. (b) flp)=¢€P. (c) f(p)=cosp. (d) f(p)=senp.

Ejercicio 8.10

Escribir las series de potencias centradas en 0 de las siguientes funciones.
(a) f(p)=Log(l—p). (b) flp)=1/(1-p)>. (c) flp)=1/(1-p)°
(d) f(p)=p/1-p)* (e) f(p)=1/(1+p)* (f) f(p) =Log(1l+p).

(8) f(p)=1/(1+p. (h) f(p) = arctan(p). A f) = s
(4) f) =10 %) f0) = G- M) fp) = =y
(m) f(p) = poibprr (m) f(p) = ;- (0) f(p) = Bt

Ejercicio 8.11
Este ejercicio y el siguiente pretenden mostrar la utilidad de los desarrollos en serie de funciones
de variable compleja; en particular, veremos su aplicacion a la resolucion de algunas ecuaciones en
diferencias: el refinamiento de este método conduce a lo que se conoce como la transformada z.

Consideremos un circuito que consta de infinitas mallas M,, n > 0, con forma cuadrada y
alineadas. En uno de los lados de la malla M, esta conectada una fuente de tension continua de V
voltios y en los otros tres lados hay sendas resistencias de R ohmios. Las demas mallas tienen cuatro
resistencias de R ohmios, una en cada lado. Supondremos que la intensidad de la corriente en My
es i0=1 yque V=R.

(a) Estudiar My y deducir que la corriente i; en M; cumple 3ig —i; = 1.

(b) Probar que la corriente i, en M, verifica ip41 —4i, +ip—1 =0 para n > 1.

(c) Hallar la serie de Taylor centrada en 0 de la funcién f(p) = p;fi;il.

(d) Averiguar la corriente en cada malla.

Ejercicio 8.12
Con el fin de producir efectos de sonido, un ingeniero desarrolla un eco en un estudio de grabacién:
ante una senal de audio x(n), (n > 0) se obtiene como respuesta grabada la senal y(0) = z(0),
y(n) = z(n) + ay(n — 1), (n>1); siendo a > 0.
(a) Si la senal original es x(0) = o, x(n) =0, (n > 1), considerar la funcién definida por
@

f(p)

- 1—ap’

desarrollarla en serie de Taylor centrada en 0 y deducir la respuesta y(n).
(b) Desarrollar en serie de Taylor centrada en 0 la funcién definida por

atfp_ B, aatp 1

f(p)zlfap_ a a l—ap

v deducir la respuesta y(n) cuando la sefial original es z(0) = o, 2(1) =0, z(n) =0, (n>2).
(Observar que cuando 0 < a < 1 la amplitud de la senal grabada se amortigua con el tiempo,
cuando a =1 no se altera y cuando a > 1 la amplitud se hace cada vez mayor.)
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Practica 9
Integrales impropias

Ejercicio 9.1
Aplicar la regla de Barrow generalizada para determinar si las siguientes integrales impropias convergen
0 no y, en caso que converjan, calcularlas.

(a) f“’”dt
(b) f S 1+t2
(c) fl cost dt
(d) [Tt at
(e) Jy “etdt
(6) J23 v dt

Ejercicio 9.2
Averiguar los valores de a € R para los que la integral f1+ ta dt converge.

Ejercicio 9.3
Utilizar el criterio de mayoracion para averiguar si las siguientes integrales convergen.

(a) f0+oo e t/adt, con a>0.
(b) f1+0° cost dt

(C) f+00 2+c05t dt

(d) erOC sent dt

(e) fl cotst dt

(F) [,/ sent g

Ejercicio 9.4
Probar que la integral f1+oo |S2L| dt diverge.

Ejercicio 9.5
Determinar si convergen o no las siguientes integrales.

(a) f t2+t+1 dt
(®) S~ f+f dt

(©) "™ gt dt

Ejercicio 9.6

0 g o~ oo o0 — . . . .,
Demostrar que fo S dr = fo fo e "senx dy dx e intercambiar el orden de integracion para

obtener [° 0L dy = /2.

Ejercicio 9.7 . Y, ) 9
Probar que [;° [T ye” U dz dy = n/4 y que [)7 [T yem W dy do = (fooo e v /2 dx) )

Deducir que [;° e~/ dz = /7 /2.
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Practica 10
Transformadas de Laplace

Ejercicio 10.1
Consideremos el circuito de una sola malla formado por una fuente de tensién, que se activa en el
instante t =0, una resistencia de R ohmios y un inductor de L henrios. Sea v(t) el voltaje de la
fuente e i(t) la intensidad de la corriente resultante 5upondremos que i(0) = 0.

Denotaremos V (p) = [, e Plu(t) dt e I(p) = [, e P'i(t) dt, donde p € C verifica Rep > 0.

(a) Denotando por vr(t) el voltaje de la res1stenc1a probar que [ e Plog(t) dt = RI(p).

(b) Utilizar la integracién por partes para demostrar que si vr(t) denota el voltaje del inductor,
entonces [~ e Plu(t) dt = pLI(p).

(c) Probar que V(p) = (pL + R)I(p). (La funcién pL + R se denomina la impedancia del
circuito.)

(d) En el caso que v(t) =2 voltios, L =1 henrioy R =2 ohmios, hallar el valor de I(p),
demostrar que I(p) = [~ e P! (1 —e~2) dt y deducir que i(t)=1—e "

1 La transformada de Laplace y sus propiedades

Ejercicio 10.2
Hallar la transformada de Laplace de las siguientes funciones.
(a) f una funcién constante: f(t) = c.
(b) f(t) =1t".
(c) f(t) =sen(at), a €R.
(d) f@) = cos( t), a€R.
() f(t)=e, ack.

Ejercicio 10.3
Demostrar las siguientes propiedades de la transformada de Laplace.

(a) Linealidad: Si f y g son funcionesy a,f € C, entonces Llaf + Bg|(p) = aL[f](p) +
BL19](p).

(b) Cambios de escala: Si g(t) = f(at) y a >0, entonces Llg|(p) = L1L[f](E).

(c) Relacién con la derivada respecto de t: Si existen las transformadas de Laplace de  y
f', entonces L[f'|(p) = pL[f](p) — f(0).

(d) Relacién con la derivada respecto de p: Si existe L[f](p) para Rep > oy, demostrar que

la transformada de Laplace es una funcién derivable compleja en Rep > og y dp/l[f( )] = L[-tf(t)].
0 sent dt =

Aplicar esta propiedad y [ T (ver ejercicio 9.6) al cdlculo de L[*].
Ejercicio 10.4
Se define w la funcién escalon unitario, también llamada funcién de Heaviside, por

1, sit>0;
“(t)_{ 0, sit<0.

Las funciones escalonadas surgen de modo natural en el estudio de problemas con discontinuidades,
como el cierre de un interruptor o el estudio de pulsos.

Expresar las siguientes funciones sin utilizar la funcién w y dibujarlas.

(a) u(t—2).

(b) —2u(t).

(c) u(-t).

(d) w(t) +u(t—1).

() u(t)u(l—1).
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() u(®)u(—1—1t).
(g) u(—t)—2u(t—2).

Ejercicio 10.5

Relacion de la transformada de Laplace con traslaciones:
(a) Si g(t) = f(t —a)u(t —a), entonces Llg](p) = e *"L[f](p).
(b) Si g(t) =e*f(t), entonces Lgl(p) = LIf](p—a).

Ejercicio 10.6
Calcular los siguientes productos de convolucion.
(a) u*u.
(b) Si f(t) = e *“u(t), calcular fx f.
(c) Si fn(t) =t"e %u(t) hallar fo* f, y deducir que

n+1) fn

fo * "*fo—

(d) Si f(t)=e /2, calcular fx*f sabiendo que fooo e~t/2 dt = \/7]2 (ver ejercicio 9.7).
(e) Si f(t)= \/217r_a6_% y g()— ;ﬂbe_% calcular f xg.

(f) Probar que (u * (fu) ) fo

Ejercicio 10.7
Relacién con la convolucién: Sean f,g:[0,+oo[— C y consideremos h = (fu)x (gu); es decir,

fo f(t —7)g(7) dr; probar que L[h] = (L[f]) - (L]g]).

Ejercicio 10.8
Utilizar las propiedades anteriores para el calculo de la transformada de Laplace de las siguientes
funciones.

)
(h) f(t)= [ eTe?t=T) dr.
(i) f(t)= [, reT(t —7) dr.

Ejercicio 10.9
Encontrar Ias funciones f cuyas transformadas de Laplace son las siguientes.

(b) »C[ ](p) = 7
(c) LIf1p) =

D *217*3'
2p°—4
(d) LIAP) = grne—26—a-

(e) LIfIp) = 5=Titern-
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2 Aplicacién a las ecuaciones diferenciales

Ejercicio 10.10
En la siguientes ecuaciones diferenciales encontrar la solucién particular que verifica las condiciones
iniciales x(0) =0 y 2/(0) =0.

(a) =" — b2’ + 4z =4.

(b) 2" +4x = 2cos?t.

(c) 2" =32 +2z=¢.

(d) 2" —z = sen(e?).

(e) 2"+ ' — 2z = cos(e).

(f) 2"+ =log(e! +1).

(g) 2" + 32’ + 2x = arctan(e™?).

Ejercicio 10.11
Sea f:[0,+o00[— R verificando que existe L[f](p) para todo p € C tal que Rep > o.

(a) Probar que la solucién particular de la ecuacién x' —2x = f(t) que verifica la condicién inicial
2(0) = 0 viene dada por

z(t) = /O (1)) dr.

(b) Demostrar que la solucién particular de la ecuacién z" + x = f que cumple z(0) =0 y
2'(0)=0 es

z(t) = /0 f(7)sen(t — 7) dr.

Ejercicio 10.12
Obtener la solucién particular, que verifica las condiciones iniciales dadas, de las siguientes ecuaciones
diferenciales.

(a) 2" 4+2'—2x=0, con z(0)=3 y 2/(0)=0.

(b) 2" 4+2x=3 con z(0)=0 y 2/(0)=1.

(c) 2/ —x=te' con z(0)=1 y 2/(0)=1.

Ejercicio 10.13
Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones de primer orden con valores iniciales.

(a) { o 4y +2x =4t +1 2(0) =0 e y(0) =0.

y/+x_y:%t2

' +r=y+e

oyt 2(0)=1 e y(0) = L.

y —2rx =4

' +y—2x=0

Yy +x— 2y = —be' sent

o {
(c) { o+ 2y = 3t 2(0)=2 e y(0) = 3.
(d) { z(0) =2 e y(0) =3.
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Practica 11
Métodos numeéricos

Ejercicio 11.1
En este problema estudiaremos una ecuacion diferencial que no se puede resolver analiticamente y,
consecuentemente, para la que es necesario buscar métodos aproximados.

Sea f(t) = e~ y consideremos la ecuacién diferencial x' —2x = f con la condicién inicial
x2(0) = 0. Sabemos por el ejercicio 4.6 (y por el 10.11 (a)) que x(t) = fot e2t="e=7" dr; en
particular, para t =1, resulta

1 2
z(1) :/ 272 gr = 63/ e ds.
0 1

(a) Como la integral ff e=" ds no se puede calcular por medio de funciones elementales, para

aproximarla, se divide el intervalo [1,2] en cuatro partes iguales obteniéndose subintervalos de extre-
mos tizl—i—i, con 0<1q¢<4.
Sustituir en cada subintervalo [t;—1,t;] la funcién f(t) por el valor de la funcién en el punto
. . D .
medio f((ti—1+t;)/2) y efectuar la aproximacién ftiil f(s) ds = (t; —ti—1) f((ti—1+t:)/2). Deducir
que

w

2(1) ~ e [e781/64 4 (—121/64 4 (—109/64 4 ,=225/64) _ 9 68184,
4
(b) Demostrar que si el intervalo [0,1] se divide y en cada uno de los subintervalos [t;_1,t;] se
substituye x'(t;—1) por
.’E(tz) — {E(tifl)
ti—tion

entonces resulta que aproximadamente
.CC(tZ) ~ (2(ti — ti_1) + 1)$(ti_1) + (ti — tz’—l)f(ti—l)-

Dividir el intervalo [0,1] en 10 partes iguales ( t; = i/10, con 0 < ¢ < 10 ) y aplicar la anterior
aproximacién para generar un proceso iterativo que empieza con x(tp) = x(0) = 0. Deducir que

10 121'71 ((10 _)/10)2
z(1) = z(t1o) = ; T = 2.24892.
(El valor ”exacto” de xz(1) es 2.7167; para conseguir mediante la técnica del apartado (b) resultados
semejantes a los obtenidos en el apartado (a) se necesita dividir el intervalo [0, 1] en 163 subintervalos,
en cuyo caso la aproximacion resultante es (1) ~ 2.68182. )

1 Integracion numérica

1

0 1 + 332
(a) subdividiendo [0,1] en 10 subintervalos y aplicando la regla del trapecio. Acotar el error.
(b) aplicando la regla de Simpson tomando n = 10. Acotar el error.

Hallar el valor de n que hay que tomar en ambos métodos para obtener el valor de la integral con

cuatro cifras decimales exactas.

dx

Ejercicio 11.2 1
Calcular aproximadamente la integral /

Usar la regla del trapecio con n =4 para aproximar z? du.

Ejercicio 11.3 2
[,
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Ejercicio 11.4 2

T
Aplicar la regla de Simpson con n = 10 para aproximar —. Acotar el error. ;Cudntos
x

1
subintervalos necesitaremos para lograr un error menor que 0.00005 usando la regla del trapecio?

Ejercicio 11.5
Utilizar la regla de Simpson, acotando el error, para calcular

1
(a) / dv tomando n = 10.
o 1+z
1
(b) / e~ dz tomando n = 4.
0

Ejercicio 11.6 1 )
Acotar el error que se produce al aproximar / e~ * dx utilizando tanto la regla de Simpson como
0

la regla del trapecio para n=8 y n = 16.
Ejercicio 11.7

Un terreno esta situado entre una valla rectilinea y un rio. La anchura en metros del terreno a una
distancia x de uno de los extremos de la valla se denota por y y viene dada por

x| 0] 20|40 60| 80 | 100 | 120
vyl 0]|22|41|83|38| 17 | 0

Aplicar la regla de Simpson para hallar, aproximadamente, el drea del terreno.

Ejercicio 11.8
De una curva se conocen los valores que aparecen en la siguiente tabla

x||1] 2 3 4 5 6 7 8§19
yi|l0]06]09|12|14)|156| 17| 18] 2

(a) Hallar el valor aproximado del drea limitada por la curva, el eje de abscisas y las ordenadas en
x=1y =9, aplicando la regla de Simpson.

(b) Averiguar el valor aproximado del volumen engendrado al girar el drea del apartado (a) alre-
dedor del eje de abscisas, aplicando la regla de Simpson.

2 Resolucion numérica de ecuaciones diferenciales

Ejercicio 11.9

Utilizar el método de Euler para hallar el valor aproximado de y:
(a) cuando z =1.1 y h=0.025, sabiendo que yo = 1.2 para zo=1 e y' = 3z +y>.
(b) cuando = =1.4 y h=0.1, sabiendo que yo = 0.2 para zo=1 e y = (2% + 2y)"/>2.

Ejercicio 11.10
Utilizar el método de Euler y el método de Euler modificado para aproximar la solucién del problema

de valor inicial y' = y* —x? para la cual yo =1 cuando xo =0 en el intervalo [0,1/2], cuando
Az =h=0.1, 0.05 y 0.01.

Ejercicio 11.11
Utilizar el método de Picard para obtener las siguientes aproximaciones.

(a) w1, y2, Y3, Y4, ys para x = 0.2 en el problema y' = x —y, sabiendo que y =1 cuando
z = 0.

(b) v1, y2, y3 para x = 0.1 en el problema y' = 3z + y?, sabiendo que y =1 cuando x = 0.

Ejercicio 11.12
Aplicar el método de Picard y su mejora para resolver el problema de valores iniciales y' = y?> — x
con yp =1 cuando xg=0. Obtener yi(x), y2(x), ys(z).

2
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Ejercicio 11.13
Utilizar el método de la serie de Taylor para hallar el valor aproximado de y cuando:
(a) =02 en ¥y =x—y; y=1 para z=0.
(b) =16 en y =z —y; y=0.4 para z=1.
(c) =01 en 3y =3z +y? y=1 para = =0.
(d) =11 en y =3z +y?* y=12 para z=1.

Ejercicio 11.14
Usar el método de la serie de Taylor para estimar los valores de y en el problema y' = y? — 2% en
el intervalo [0,0.5] que cumple yo =1 cuando zy = 0.

Ejercicio 11.15
Utilizar el método de Runge-Kutta para averiguar el valor aproximado de y cuando x = 0.8 para la
solucién particular de y' = \/x +y que satisfaga y = 0.41 cuando x = 04.

Ejercicio 11.16
Resolver, por el método de Runge-Kutta, el problema de valor inicial y' =y —z
cuando xg =0 en los puntos x =0.1, x=0.2 y x=0.3.

2 paraelque yo =1

Ejercicio 11.17
Utilizar el método de Milne para encontrar el valor de y en = = 0.4 en el problema 3y = y?> -z
x =0, y=1 sabiendo que por medio del método de Runge-Kutta se obtiene

2.
’

x| 01 02 | 0.3
y || 1.11 | 1.25 | 1.42

Ejercicio 11.18
Utilizar el método de Picard para calcular los valores aproximados de y y z correspondientes a
x = 0.1 para la solucion particular de

Y=+
Z/ =T — y2;
que satisface y=2, z=1 cuando z = 0.

Ejercicio 11.19
Utilizar el método de Runge-Kutta para hallar el valor aproximado de vy correspondiente a x = 0.1
para la solucién particular de y" + 2xy’ — 4y = 0 que satisface y = 0.2, 3y’ = 0.5 cuando z = 0.
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Practica 12
Series de Fourier

Ejercicio 12.1
Consideremos un circuito en serie que contiene una resistencia de R ohmios y un inductor de L
henrios. Observar que cuando se tiene conectada una fuente de tensién con voltaje v(t) = ¥t la

intensidad de corriente resultante es i(t) = & J:i —el“t. (Comprobar que, efectivamente, i(t) es la

solucién estacionaria de la ecuacién diferencial Ldil—(tt) + Ri(t) = v(t). )
Demostrar que el circuito forma un sistema lineal en el sentido de que si se tiene una fuente con
voltaje v(t) = ayed1t + azed¥?t, se obtendrd una intensidad i(t) = Ry elrt 4 iitos ezt
Calcular la respuesta del sistema si el voltaje de la fuente viene dado por
(a) v(t) =sent.
(b) v(t) = cost.
(c) v(t) =1+sent+ 2cost + cos(2t + ).
1, site€)2km, (2k+ 1)n], ke€Z;
(d) v(t) = 0, sit=0,+m £2m, +3m,...;
-1, site€l(2k— D), kn|, keZ.
(Utilizar en el apartado (d) que v(t) = 2[sent + 5 sen3t+ & senbt + fsen7t +---]. )

Ejercicio 12.2
Comprobar si las siguientes funciones son periédicas y, en caso de serlo, calcular su periodo fundamen-
tal.

(
(£) F(t) = sen(t2).

Ejercicio 12.3
Demostrar que si la funciéon f:R — C verifica f(t) = f(t+T) para todo t € R, entonces

at 3 5 T
| swa= [ s a= [ s

_T _

!

Ejercicio 12.4
Supongamos que wT = 2.

(a) Demostrar que si n,m € Z y n # m, entonces fOT einwt emimwt gt — (0. Hallar
L)T enwte=inwt gt si n € Z.

(b) Demostrar que si n,m € N y n # m, entonces fOT sen(nwt) sen(mwt) dt = 0 y
fOT cos(nwt) cos(mwt) dt = 0.

Probar también que fOT sen(nwt) cos(mwt) dt =0 cualesquiera que sean n,m € N.

Hallar fOT sen?(nwt) dt y fOTcosz(nwt) dt
Ejercicio 12.5
Sea wT = 2w y supongamos que f:R — C es una funcién T-periédica.

: T .
(a) Si f(t)=>r"_ F,ed™! demostrar que F,, =+ [ f(t) e ™! dt para todo m € Z.
2

(b) Si f(t) =% + > 07 (ancos(nwt) + by, sen(nwt)), comprobar que ag = % f_%z f(t) dt, que
2

Uy = %f_%% f(t) cos(mwt) dt y que b, = 2 f_gg f(t) sen(mwt) dt para todo m € N.
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Ejercicio 12.6
Encontrar la serie de Fourier de las siguientes funciones.

-1, si — 2 <t<o;

(a) f(t)=¢ 0, sit=0=+7L; y f(t)= f(t+T) paratodo t¢€R.
1, si0<t< %;

(b) f(t) = (sent)?

(c) fit)y=t si —L<t<Z y f(t)=f(t+T) paratodo t€R.

(d) f(&)=t si 0<t<T y f(t)=f(t+T) paratodo t<R.

(e) f(t):{ (1) Slsiogféé;o’ v f(t) = f(t+T) paratodo € R.

(F) f(t) :{ i’ Sisiz)2§<1f t<<20; f(@) = f(t+4) paratodo teR.

Ejercicio 12.7

Utilizar las propiedades de las funciones pares e impares para hallar la serie de Fourier de las siguientes
funciones. En este problema wu(t) denota la funcién escalén unitario o funcién de Heaviside, definida
por

1, sit>0;

“(t):{ 0, sit<0.

(a) f(t)=|t| si ——<t<€ y f(t)=f({t+T) para todo t € R.

(b) f(t)=tcost si —m<t<m, f(r)=0 y f(t)=f(t+2m) paratodo tc R.

(c) f(t) = [4sen(21)].

(d) f(t)=4cos(2t)[u(t+T)—u(t—T)] si =3 <t<% y f(t)=f(t+n) paratodo t€R.
u(t+3) —u(t—13) si ~L <

(e) f(t)= 5 t t§§2y f(t)=f(t+T), donde teR y 0<§<T.
(f) fy=1t* si —L<t<L y f(t)=f(t+T) paratodo t€R
(g) f®)=¢€tl si ~1<t<1 y f(t)=f(t+2) paratodo t€R

Ejercicio 12.8
Verificar si la serie de Fourier de las funciones de los problemas 6 y 7 converge a la funcién dada.

Ejercicio 12.9
Utilizar los resultados del problema 8 para comprobar las siguientes igualdades.
Hn
() Z0lo Gy = 5
2
(®) Xoio @z = -
k+1

k oo n
(c) i % =D e 752 L% sen(nm/2) = i
(d) X0 e = 3

(&) Y, L=".
)'n.+1 2

) Yo, S =5
(8) Yoty s =

[S]f
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Practica 13
Transformadas de Fourier

Ejercicio 13.1
Las funciones no periédicas también pueden expresarse en términos de funciones exponenciales com-
plejas, pero en lugar de series de Fourier con frecuencias discretas nw, donde w es la frecuencia
fundamental y n € N, aparecen integrales de Fourier con frecuencias continuas w € R. Veamos cual
es la integral apropiada en un caso simple.

Sea f:R — R la funcién definida por

0, sit<—%;
%7 Slt_—g,
_ 1 1
ft) = }7 si —§<t1< 3
3 sit= ?,
0, sit> 5

Para cada T > 1, consideremos la funcién T-periédica definida por f7(t) = f(t) si —Z <t <
y fr(t)=fT(t+T) paratodo tcR.

(a) Hallar I:’_OO cl'einwt - Ja serie exponencial de Fourier correspondiente a fT (como siempre,
w=2).

(b) Si r#0, considerando cualquier n € Z tal que 22® >1 y tomando T = 22T, se define
F(r) =TcL. Por otra parte, se define F(0) =Tcl. Calcular F(r) y demostrar que es independiente
del n escogido.

(c) Comprobar que F(r)= fj;o f(t)e=3"t dt, con lo cual F es una funcién continua.
(d) Demostrar que, para cada T > 1, fT(t) = £ 3" wF(nw)el™t.

2T n=-—oo

() Sean k € N y w >0 tal que 22 > 1. Justificar que la suma ZZ:_k wF (nw)einwt

Sl

. .. . kw 3 ~ .
es una buena aproximacion de la integral fikw F(r)el™ dr cuando w es pequeiio. Deducir que

: L + 5 .
If_oowF(nw)eJWt es una buena aproximacion de f_:oo F(r)ei™ dt, cuando w es pequeiio.

(f) Estudiar si es posible que f(t) = 5~ fjof F(r)elt dt. (Observar que f(t) =limp_o f7(t). )

Ejercicio 13.2
Hallar la transformada de Fourier de las siguientes funciones. En este problema y en el (4), a >0 y
u(t) denota la funcién escalén unitario, definida por

1, sit>0;
“(t)_{ 0, sit<DO.

(b) F1) = e=2tu(t)
(c) f(t)=e M. |
R e

1, si0<t<a;

0, sit=0;
(e) f(t)= -1, si —a<t<O0;
0) Si ‘t| Z a.

Ejercicio 13.3
Demostrar las siguientes propiedades de la transformada de Fourier.
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(a) Linealidad: Si f y g son funcionesy «,f € C, entonces

Flaf + Bgl(w) = aF[fl(w) + BF(g)(w).

(b) Traslaciones: Si g(t) = f(t —to), entonces Flg](w) = e % F[f](w).

Si g(t) = eIt f(t), entonces Flg|(w) = F[f](w — wo).

(c) Cambios de escala: Si ¢(t) = f(at) y a€R, a#0, entonces Flg](w) = ﬁ]—"[ﬂ(%)

(d) Relacién con la derivada: Si existen las transformadas de Fourier de f y f', entonces
Flf(w) = jwF[f](w).

Si existe F[f], es una funcién derivable y -LF[f(t)] = F[—jtf(t)].

Ejercicio 13.4
Utilizar las propiedades anteriores para el calculo de la transformada de Fourier de las siguientes
funciones.
(a) f(t)=esentu(t). (b) f(t)=e costu(t). (c) f(t)=e “sen(ct) u(t).
(d) f(t) =e cos(ct) u(t). (e) f(t)=e /2 (£) f(t)=tre u(t).

Ejercicio 13.5
Hallar la transformada de Fourier del producto de convolucién de dos funciones.

Ejercicio 13.6
Aplicar el teorema de convolucion para hallar la transformada de Fourier de la funcién definida por
ft) = the %u(t).

Ejercicio 13.7
Encontrar la transformada inversa de Fourier de la funcién definida por

gsenat) ¢ £,
t = t ) ’
1(®) { 2a, sit=0;

400 sen(at)
T dt.

Y, como consecuencia, obtener el valor de |,

Ejercicio 13.8
Probar que F[F[f]](w) = 2nf(—w) y deducir que (F[f]) = (Flg]) = 2nF|[f - g].

Ejercicio 13.9

Aplicar la transformada inversa de Fourier a la funcién f(t) = m, donde a > 0.
Ejercicio 13.10

Determinar la transformada de Fourier de la funcién definida por

142 st <
f(t){ 0, sift] > 1.

Aplicar los resultados del tema para calcular 0+°° (tcosttigswt) cos(%) dt.
Ejercicio 13.11
Relacién entre la transformada de Fourier y la transformada de Laplace Dada la funcion
f:]0,4+00[— C ydado o € R, se define la funcién ¢ : R — C por ¢(t) = f(t)e tu(t). Demostrar
que (L[f])(o +jw) = (Fl¢])(w) para todo w € R.
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Practica 14
Ecuaciones en derivadas parciales

1 Ecuacidon de ondas

Ejercicio 14.1
Aplicar el cambio de variable &€ = x —ct y n = x + ¢t para obtener la solucién de la ecuacién de

ondas ‘Z)té‘ =c? gw que verifica las siguientes condiciones iniciales.

(a) u(z,0)=e” y 2%(z,0)=senz.
(b) u(z,0) =log(l+2?) y 2%(z,0)=4+z.

Ejercicio 14.2

Hallar la solucién de los siguientes problemas no homogéneos.
n2
(b) aaté‘ - _a 5 = x2 u(@,0) =z y 2%(z,0)=0.

w

Ejercicio 14.3
Sea u: R x [0, +o0o[— R una funcién de clase C*: w = u(x,t). Aplicando la transformada de Laplace
respecto de la variable t se obtiene

(Clutw 0N = [ ute.0) e e,

que es una funcién de dos variables.

(a) Probar que (£[22])(x,p) = p(Llu(z, ) (x, p)—u(2,0) ¥ (L[24])(w,p) = 2 (Llulz, t)])(x.p)-

(b) §1’ u es de clazse C?, demostrar que (E[%])(x,p) = p?(L[u(z,1)])(x, p) — pu(z,0) — (a: 0)
v (L[55])(@.p) = Z= (Llu(z, 1)) (x, p).

Ejercicio 14.4
Aplicar la transformada de Laplace en la variable t para convertir la ecuacion de ondas en una
ecuacion diferencial ordinaria y deducir las soluciones de los siguientes problemas.
2 02
(a) % - % =0, u(z,0) =0, ‘g—“t‘(LO) =0, limg_.joou(z,t) =0 paratodo t>0 y
u(0,t) = sen 2t.
2 2
(b) % — % =0, wu(x,0) =0, %(x,O) =0, lmgz_iu(z,t) =0 paratodo t>0 y
%(O,t) = cos 5.

Ejercicio 14.5

Resolver los siguientes problemas, considerando primero soluciones con las variables separadas: u(x,t) =

X(x2)T(t) y utilizando después el desarrollo en serie de Fourier de una funcién jmpar vy 2L-periédica.
(a) ‘g% - % = 0, con condiciones iniciales u(z,0) = sen (7z/L) y Bt Y(z,0) =0, y con

condiciones de frontera u(0,t) =0 y u(L,t) =0.

(b) 2 atg 94 =0, con condiciones iniciales u(z,0) = z(L—z) y 2%(z,0) =0, y con condiciones

de frontera u(O t) =0 y u(L,t)=0.
(c) 873 - W = x, con condiciones iniciales u(z,0) =0 y

frontera w(0,t) =0 y w(L,t) =0.

9u(x,0) = 0, y con condiciones de

Ejercicio 14.6
Aplicar la transformada de Fourier en la variable x para convertir la ecuacién de ondas en una
ecuacion diferencial ordinaria y deducir la solucién genérica de la ecuacién de ondas.
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2 Ecuaciones de lineas de transmision

Ejercicio 14.7

Consideremos una linea de transmisién con extremo emisor en x = 0. El voltaje wv(x,t) y la
intensidad i(x,t) en un punto x en el instante t vienen determinados por el siguiente sistema.

ov __ . a1
{ a3 *RZ*L&,

5 _ gy ol

ox ot

donde R es la resistencia, L la inductancia, G la conductancia 'y C' la capacidad por unidad de
longitud.

Supongamos que una linea de transmision semiinfinita, de resistencia y conductancia despreciables,
tiene voltaje inicial y corriente inicial iguales a cero. Cuando t = 0, se aplica en el extremo emisor
un voltaje v(0,t) = vo(t). Aplicando la transformada de Laplace en la variable t, demostrar que el
voltaje en cualquier posicién x > 0 es v(x,t) = vo(t — 2v/LC)u(t — 2v/LC) 'y la correspondiente

intensidad de corriente es i(x,t) = \/%vo(t — vV LCYu(t — zv LC).

Ejercicio 14.8
Consideremos una linea de transmision en la que L #0 y C # 0.
(a) Demostrar que el voltaje verifica la siguiente ecuacién, conocida como ecuacion de los telegra-
fistas,
*v R G\Ov RG 1 0%
S (F+3) e T Tt Ta -
ot? L C/ot LC LC 022
(b) Cuando RC = LG, se tiene la linea sin distorsion de Heaviside. Haciendo el cambio de
variable

u(z,t) = e(%+%)%v(x,t),
probar que, en este caso, se verifica la ecuacion de ondas
Pu 1 9%
o2 LC 022’

(c) Resolver la ecuacién de los telegrafistas, cuando RC = LG, obteniendo el voltaje de la linea
de transmision y deducir el valor de la intensidad.

Ejercicio 14.9
Consideremos una linea de transmision uniforme y denotemos

| R+ jwL
7 = % (Impedancia caracteristica)

y ¢=+/(R+jwL)(G + jwC). ' .
Sabiendo que en un punto se tiene el voltaje Re(Voel“t) y la corriente Re(Ipe’*?), encontrar los
voltajes y las corrientes estacionarios en los demas puntos de la linea.
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Practica 15
Funciones discretas y sus
transformadas de Fourier

Ejercicio 15.1
En muchas aplicaciones, se puede obtener una ventaja significativa en el procesamiento de una senal
continua al convertirla primero en una seinial discreta y, después de procesarla de este modo (con un
ordenador o con un dispositivo especifico), convertirla de nuevo en una sefial continua.

Para convertir una senal continua (funcién continua) en una discreta (sucesién) se la muestrea. Por
ejemplo, consideremos la funcién continua definida por

f(t) = V2cost — 2sen(2t).
(a) Evaluar la funcidon f en los siguientes ocho puntos:

t, =nm/4, con n=-3,-2,-1,0,1,2,3,4.

(b) Comprobar que si k € Z, k # 0, entonces Zi:% eiknm/4 — ().
(c) Demostrar que los coeficientes de la serie de Fourier de f vienen dados por

4
1 .
F. = 3 E f(tn)eﬂkmr/ﬁl_

n=-—3

Como consecuencia, utilizando la periodicidad de f, es posible recuperar la funcién a partir de
estos ocho puntos. (Un importante teorema de muestreo de Nyquist-Shannon afirma que, bajo ciertas
hipdtesis bastante generales, se puede recuperar una funcién a partir de una muestra.)

Ejercicio 15.2
Se definen las funciones discretas impulso unitario 6(n) y escalén unitario u(n) por

1, sin=0; 1, sin>0;
5(”){0, sin % 0; “<"){0, sin<0.

(a) Comprobar que 6(n) =u(n) —u(n —1).
(b) Expresar las funciones discretas u(—n), u(n)—u(n—2) y u(n)u(2—n) sin utilizar la funcién
escalon unitario.
(c) Calcular ad(n—k), para a y k €Z fijos.
(d) Sea f:Z — C una funcién discreta, comprobar que se cumple
sin =14

f0)d(n—1¢) = { f(on)’ Sin 0 para todo (€ Z.
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Ejercicio 15.3
Calcular los siguientes productos de convolucion.
() fm)=dm). (b) f(n)xd(n—0). (c) u(m)uln).
(d) a™u(n)*u(n), con a#1. (e) (6(n)+28(n—1))x* (26(n+1)+25(n—1)).

Ejercicio 15.4

Si f(t) y g(t) definen funciones T-periédicas cuyos coeficientes de Fourier son (Fi)gez v (Gk)kez
respectivamente, probar que entonces los coeficientes de la serie de Fourier del producto h(t) = f(t)g(t)
vienen dados por Fj * Gy.

Ejercicio 15.5
Estudiar si las funciones discretas definidas por las siguientes férmulas son o no periédicas, y calcular
su periodo fundamental.

(@) f(n)=j". (b) f(n)=+v2cos(nm/4). (c) f(n)=e"

(d) f(n)=e?™/N donde NeN. (e) f(n)=26"™+éi2™.  (f) f(n)=12—[2].

Ejercicio 15.6
Demostrar que la funcién discreta definida por f(n) = el“™ es periddica si, y sélo si, w/(27) es
un nimero racional. En tal caso, si 5= = %, con m y N primos entre si, entonces su periodo

27
fundamental es N.

Ejercicio 15.7

Probar que toda funcién discreta N-periédica ( f (n)) verifica que

neZ
N+£ N-1
Yo fm=) fn)
n=~0+1 n=0
para todo £ € Z. En particular, si N es par, entonces 271272—01 fln)= 27]!2—(N/2)+1 f(n) ysi N es

impar, YN f(n) = SN, F().

Ejercicio 15.8
Comprobar que

Ifékgﬂn/Ne,jgzﬂn/N _J N, cuando k- £=0,£N,£2N,...;
. 0, en el resto.
n—
Ejercicio 15.9
Supongamos que (f(n))nGZ es una funcion discreta N-periddica.

(a) Si f(n) = Sp, Fre*2™/N - demostrar que entonces Fj, = L S f(n)e #2m/N para
todo k=1,...,N.

(b) Comprobar que F(k) = + 25:1 f(n)e=32m/N " para todo k € Z define una funcién N-
periddica.

Ejercicio 15.10
Encontrar las transformadas discretas de Fourier de las siguientes funciones periddicas.
(a) fn)=(-1)".
(b) f(n) = 2",
(c) f(n)=sen(nn/2).
(d) f(n)=26(n+2)—0(n+1)+6(n)+26(n—2) si |n

| <2 y f(n)= f(n+4) paratodo n.
(e) f(n)=u(n) —u(—n) si |n| <N, f(N)=0y f(n)=

( +2N) para todo n.
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(i) f(n)=n/N cuando |n|< N -1, f(N)=0 y f(n)= f(n+2N) para todo n.
(G) f(n)=|n|/N cuando |n| <N y f(n)=f(n+2N) para todo n.

Ejercicio 15.11

Sea f :R — C una funcién T-periédica. Se divide el intervalo [—%, g] en 2N partes iguales
obteniéndose subintervalos con extremos t, = n%, —N <n < N, ysedefine la funcién de muestreo

g(n) = f(2L), n € Z, que es una funcion discreta 2N-periddica.

Demostrar que aproximando los primeros 2N coeficientes de la serie de Fourier de f por medio
de la aplicacién de la regla del trapecio en cada subintervalo [t,—1,t,], —N+1<n < N, se obtienen
los coeficientes de la transformada de Fourier de la funcién discreta g. (Asf pues, la transformada
discreta de Fourier de ¢ constituye una aproximacién de los primeros 2N coeficientes de la serie de
Fourier de f. )
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