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Resumen

Usar datos reales en la ensefianza de las funciones es importante en el curriculo y puede
ser extremadamente motivador para los alumnos. Las calculadoras gréficas proporcionan nuevas
oportunidades para llevar datos reales al aula, gracias a los nuevos artefactos que se les pueden
acoplar: sensores que toman datos de diversa naturaleza y programas que los archivan de forma
automatica.

En el taller se presentan actividades que se pueden modelizar con diferentes familias
funcionales, tales como:

Relaciones lineales -Espacio recorrido/tiempo, a paso constante, longitud de un muelle/peso que
soporta, relacién °C/°F, presion/profundidad-, cuadraticas -caida de un cuerpo, bote de una
pelota-, proporcionalidad inversa -P=V/k, con volumen constante-, exponencial -
calentamiento/enfriamiento de un cuerpo- trigonométrica -naturaleza del sonido-



Introduccion

La disponibilidad creciente de las TIC estéa teniendo un impacto considerable no s6lo en
la ensefianza de las matematicas sino también en las ideas que los usuarios de las matematicas
se hacen de ella e incluso en la propia naturaleza de las matematicas. Esto es particularmente
notable en el caso del algebra, no sélo por el desarrollo de programas de célculo algebraico
simbdlico, sino por el desarrollo del soporte de programas que son las calculadoras graficas, que
los integran junto con programas de representacion grafica de funciones y otros programas de
calculo y representacion grafica.

En el mes de enero de 2000, se reunio en la Universidad de Melbourne el Comité
Internacional de Programa del estudio organizado por la International Commission on
Mathematical Instruction (ICMI) con el titulo The Future of the Teaching and Learning of
Algebra. En esa reunion, el comité elaboré un documento de discusion que ha dado origen al
libro del mismo titulo recientemente publicado en la serie de ICMI Studies de la editorial
Kluwer (Stacey, K.; Chick, H. & Kendal, M. (Eds.), 2004). El documento de discusion
comenzaba declarando que “Algebra” ha de entenderse en un sentido amplio que permita
abarcar todo lo que se entiende por algebra en los curriculos escolares de todos los paises del
mundo. Para lo que a nosotros nos interesa aqui, esto ha de incluir, al menos, el algebra como
un sistema de signos en que realizar los procesos de generalizacion, abstraccion y demostracion;
el algebra como un instrumento para la resolucion de problemas a través de la traduccién de
éstos a sistemas de ecuaciones o graficas de funciones, y el algebra como sistema de signos que
permite que los fendmenos modelados mediante funciones se organicen en familias, cuyas
caracteristicas se establecen y se estudian en el plano de la expresion.

Por otro lado, usar datos reales en la ensefianza de las funciones es importante en el
curriculo y puede ser extremadamente motivador para los alumnos. Las calculadoras gréficas
proporcionan nuevas oportunidades para llevar datos reales al aula, gracias a los nuevos
artefactos que se les pueden acoplar: sensores que toman datos de diversa naturaleza y
programas que los archivan de forma automatica.

El documento de discusion del ICMI Study citado dedica un apartado a este asunto,
titulado “Algebra con datos reales”, y otros dos a los efectos de los entornos tecnoldgicos, y, en
particular, los sistemas de algebra computacional.

Ademas, todo esto se combina con el interés creciente por la modelizacién matematica,
entendida como la construccion de un modelo matematico a partir de una situacién o problema
del mundo real, que se ha visto favorecida por el avance de las nuevas tecnologias y de los
nuevos entornos informaticos para la ensefianza-aprendizaje de las matematicas, en particular
las calculadoras graficas:
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Las actividades

Segun Nicaud y otros (2004), “razonar por equivalencia es uno de los principales modos de
razonamiento del algebra; esto consiste en buscar la solucién de un problema remplazando la
expresion algebraica resultante del problema por otras expresiones equivalentes, [... con la
ayuda] de identidades que permiten la transformacion de las expresiones salvaguardando la
equivalencia”. Es por que en la secuencia de ensefianza se propone que después de realizar la
experiencia y obtener los datos se compruebe que el mismo modelo puede tener diferentes
expresiones equivalentes y que segln el contexto unas son mejor que otras.

La lista, no exhaustiva, siguiente muestra alguna de las actividades que se pueden realizar
con el equipo EA-200 y el modelo matematico que resulta.

Relaciones lineales (y=ax+b)

Espacio recorrido/tiempo, a paso constante (motion sensor), longitud de un muelle/peso que
soporta (motion sensor), relacion °C/°F (temperatura), altura llenado de un recipiente/tiempo, a
caudal constante (motion sensor), presion/profundidad (presion)

Cuadréticas ( y=a(x+b)?+c)

Caida de un cuerpo (motion sensor), bote de una pelota (motion sensor)

Proporcionalidad inversa (y=a/(x+b))

P=V/k, con volumen constante (presion), T= 1/f (micréfono)

Exponencial (y=ae”**+d)

Calentamiento/enfriamiento de un cuerpo (temperatura), carga y descarga de un condensador
(voltaje)

Trigonométrica (y= a-sen(b(x+c))+d)

Moviendo de un muelle (motion sensor), oscilacion de un péndulo (motion sensor), naturaleza
del sonido (micréfono)

Veamos el desarrollo de alguna de las actividades propuestas:

Enfriamiento de un cuerpo

En esta experiencia vamos a analizar la funcién que describe el enfriamiento de un
cuerpo a partir de una temperatura aproximada de unos 70°C. Para ello tomaremos datos durante
cinco minutos espaciados, cada uno del siguiente, un segundo (dos o tres segundos también sera
suficiente), a partir del momento en que el sensor sea separado de la fuente de calor.
Posteriormente, repetiremos la experiencia comenzando a una temperatura menor. Ajustaremos
ambas representaciones de datos a funciones. Compararemos dichas funciones y analizaremos
sus diferencias.

Material necesario

- Unidad EA 200

- Calculadora gréfica ClassPad 300

- Sonda de temperatura

- Programa E-ConEA200

- Recipiente y liquido, en nuestro caso,
agua.

- Fuente de calor

- TermOmetro




Desarrollo de la experiencia

El profesorado debera hacer una pequefia introduccion en la que presenten cuales son
los elementos con los que se va a trabajar. Simplemente identificarlos, y plantear la siguiente
pregunta: ;Sabemos cuél es el modelo que describe coémo se enfrian los cuerpos? O, dicho de
otra manera, supongamos que tenemos un cuerpo muy caliente o con temperatura alta, y se le
deja enfriar. ;Cual es la funcion que describe la temperatura del cuerpo en cualquier instante?

El profesor o la profesora colocara el extremo de la sonda dentro del vaso con agua
caliente, la sonda conectada al EA-200, y este conectado a la calculadora.

Se puede establecer un corto debate, en el que las opiniones iran orientando la atencion
hacia una funcién decreciente y con una forma determinada. Es conveniente que se hable sobre
estas dos cuestiones en el caso de que no salgan espontaneamente: tendencia y forma. Seria
interesante en este momento pedir a los alumnos y las alumnas que emitieran una hipotesis al
respecto y por tanto, que hicieran un esbozo de cudl serd la grafica que esperan encontrar
cuando hayan realizado la experiencia.

Podemos profundizar en los distintos modelos funcionales y su relacién con el tipo que
grafica que generan, y a este respecto, se le puede pedir al estudiante que razone qué modelo
funcional va asociado con cada una de las distintas gréficas, justificando en cada caso cual
corresponde al experimento estudiado. Para ello se puede disponer del modelo, que ya se trabajé
en el problema de la presion.

A continuacién el profesor ejecuta la aplicacién E-cerErzes vy siguiendo las
instrucciones del programa, indica que la toma de datos de temperatura sea cada dos o tres
segundos como maximo. Después, saca el extremo de la sonda del vaso con agua caliente en el
instante en el que la méaquina empieza a tomar datos de temperatura.
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En la pantalla se observa la nube de puntos que se
genera por lo que se puede ratificar o desechar la tendencia y
forma que antes se especuld.
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manipulacidn. Para ello seleccionamos el mend mem de la barra
superior. Después elegiremos la opcién Todo del submenu
Guardar lista. Y pondremos el nombre que queramos en las
posibles opciones.

Ahora son los alumnos y las alumnas quienes deberéan
trabajar con los datos obtenidos en el experimento.
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Hay que hacer notar que hemos almacenado los datos en las listas tir (tiempo) y ter
(temperatura) de la carpeta main. Se procede al paso de los valores guardados en las lista tir y
ter (tiempos y temperaturas) a las calculadoras del alumnado a través de la aplicacion

comunicacién cemuricaci. . |a transferencia de informacion de una calculadora a otra, requiere
Unicamente el cable de conexidn, que estara conectado a las dos maquinas.

—

También habréa que determinar los valores de la ventana, , que permiten representar
en uno de los gréaficos estadisticos la nube de puntos. Por supuesto, para esto habrd que definir
convenientemente uno de ellos, siguiendo el modelo que la calculadora del profesor o la
profesora ha establecido a partir de la ejecucién del programa.

Una vez tienen en su calculadora los datos y la gréfica de la nube de puntos
correspondiente, se les va a pedir que ajusten automaticamente a la nube aquella funcién que
mejor describe la situacion. Tal vez haya que empezar indicando como calcular la recta de
regresion, y dibujarla tras su obtencion. A partir de ahi los alumnos y las alumnas obtienen la
parébola de regresion, la cubica de regresion,... de la misma manera que ya se mostro en la
propuesta de la camara fotogréafica, o en el problema de la presion.

Con cada regresion podemos plantearnos si verdaderamente dicha funcién proporciona
la temperatura de la sonda en cualquier instante, no sélo entre los valores del rango de la
muestra obtenida sino también para los valores del tiempo posteriores.
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Las preguntas a plantear serian:

¢Cudl fue la temperatura de la sonda en el instante 5: f(5)=?

¢ Y en el instante 25: f(25)="?

¢Y en el instante 150: f(150)=?

¢Cudl deberia ser la tendencia de la funcion que describe la temperatura cuando el
tiempo tiende a +o0?

El alumnado debe deducir que la tendencia de la temperatura de la sonda debe ser la de
estabilizarse alrededor de la temperatura ambiente, por lo que no puede ser un valor negativo ni
dispararse a valores muy grandes. La respuesta a esta Ultima pregunta, deberia incluir, ademas
del valor de la temperatura ambiente de la clase en ese momento, la idea de que la funcién se
aproxima a ese valor de manera asintoética.

A partir de aqui, y observando las opciones de la calculadora, se le sugiere al estudiante
(si éste no lo ha descubierto ya) la utilizacion de la regresion exponencial.

Una vez calculada y representada, la funcion exponencial obtenida “se ajusta peor” para
los primeros valores de la nube de puntos, pero su tendencia sigue la horma que pensamos debe



seguir la temperatura de la sonda, es decir, es estrictamente decreciente y asintdtica al eje de
abscisas.

W Zoom Andlisis Calc. # IZI'
Rear. exponencial fiE ¥
[ Rear. sxean r IR
Iim =31.906951 ! =
E =1.3%-3 !
I =—@.954877
2 =[A.9117967
MSe =1.29-3
[ i
' Il | 328
- 2%
l
|
|
Coran|
Owd:-0
Ow5:-0 4
Owe:- g
O7: 0 [+] I |
Fad Autoc Estiandar ] Fad HAuto ]

Viendo la expresion analitica de la funcién obtenida, se puede preguntar, igual que
antes:

¢A qué tiende o cudl es el limite de la funcion cuando avanzamos en el tiempo de forma
indefinida?

La respuesta obvia es que tiende a 0, puesto que la base de la funcion exponencial
obtenida es menor que 1, por lo que observamos que hay algo que no funciona.

¢Cbémo hacer para que la funcion que queremos obtener verdaderamente se ajuste a la
nube segln su tendencia?

Pueden llegar a ver que simplemente hay que hacer un cambio de escala, es decir, 0 bien
subir la gréfica el valor correspondiente a la temperatura ambiente
(¢ Edit Cale. Confiraf ]| (lo cual crearia un desajuste entre los valores de la nube y la
Ll 5 5 s KSR w] | funcion), o bien bajar los valores obtenidos experimentalmente
tir ter |t |~/| con el fin de que la nube de puntos siga la tendencia de la funcién
exponencial: aproximarse asintoticamente al eje de abscisas.
Elegimos esta segunda opcion, con lo cual, le decimos al
alumnado que vamos a obtener una nueva lista de valores, que
Ilamaremos t, en la que colocaremos los valores de la temperatura
ajustados a la temperatura ambiente, es decir, t = ter-Ty .

Para hacer esto, deberemos colocarnos en la etiqueta de la
lista, y pulsar en Cal., de manera que el cursor parpadea en la
linea de edicion, y la maquina esta preparada para aceptar la
formula que queramos definir. Esta temperatura ambiente T, se
puede obtener con el termometro del que se dispone en el aula, o

bien se puede estimar a partir del menor valor recogido por el EA
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Para visualizar la nueva nube de puntos, modificaremos
la listay en el grafico estadistico correspondiente (cambiando ter
por t). Ahora, solamente tenemos que calcular la regresion
exponencial a los nuevos valores obtenidos. A la vista de su
representacion grafica, volvemos a pedir a los alumnos si :
verdaderamente esta funcion vendra a representar el proceso de 11=|3%. 455
enfriamiento de la sonda, a partir de la observacién de su
tendencia. De nuevo se puede preguntar:
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M ¢ Cudl fue la temperatura de la sonda en el instante 5: f(5)="?
BR[| S [ERIE IS | ;v en el instante 25: f(25)= ?

=8 Y en el instante 150: f(150)= ?

Y las preguntas finales:

a2a|| ¢ Cual es la funcidn que proporciona en este caso la temperatura
-2h de la sonda en cualquier instante?

En general, ¢;qué forma tiene la gréafica que proporciona la
temperatura de un cuerpo que se enfria en cualquier instante?

La respuesta correcta la proporciona la Ley de Newton
I T en la forma siguiente:

Fad Auto o]

T=To+Ke™

Donde K y A son constantes (la constante A depende del cuerpo que se enfria), TO la
temperatura del ambiente, t el tiempo y T la temperatura del cuerpo que se estd enfriando en
cualquier instante.

Si elegimos en el menl Calc.\Reg. Exponencial ab la ecuacion que obtenemos con la
calculadora es de la forma:

T=T0+a.bt
Las dos expresiones, ¢son equivalentes?

Tras un analisis de las dos expresiones se ve que el problema esta en si
ke*=ab' ,conloquea=kyA=Inb.

El experimento se repetira a partir de un valor inicial de temperatura menor
desarrollando el mismo procedimiento, de manera que nos sirva para comparar el valor de las
constantes.

Movimiento a rectilineo uniforme
Material necesario:

- EA-200

- Calculadora gréfica (usaremos un ClassPad 300)
- Cable de conexion.

- Aplicacion E-ConEA200

Desarrollo de la experiencia

Se instala el EA-2 y se pide a un estudiante que se ponga delante del aparato y que explique
el movimiento que quiere hacer:

- de donde parte
- si se mueve hacia atras o adelante
- en cuanto tiempo

Luego se le pide que diga como cree que serd la gréfica.

El estudiante se mueve durante 10 segundos (tiempo indicativo) y va viendo en la
pantalla el resultado.
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Calcularemos ahora una recta de regresion de t1 y el, y la almacenaremos en y1.

Posteriormente, definiremos un gréafico estadistico, con los puntos y la recta de regresion.
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Con la opcién tabla de la aplicacion Graficos & T... podemos obtener los valores
correspondientes a cada segundo.
Volviendo al editor de listas, en t1 y el tenemos almacenados los datos con los que

trabajaremos a continuacion:



En inct almacenaremos las diferencias entre las lecturas de t1, y en ince las de el:
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Asi hemos obtenido Ae y At. Si en v calculamos el cociente,
estamos obteniendo la velocidad para cada intervalo de lectura

Sumando los valores de v y dividiendo el total entre el
numero de datos tenemos la velocidad media.
Aqui es conveniente analizar los conceptos de:

- La pendiente (velocidad) en cada tramo (Ae / At)

- Significado de la pendiente negativa

- Velocidad instantanea

- Velocidad media

- Incrementos de velocidad

- Comparacion entre el valor calculado y la pendiente de la

recta de regresion
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