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Resumen: En este taller se presenta una coleccion de archivos informéticos realizados con €l pro-
grama Cabri Geométre Il que utilizan las posibilidades de la geometria dinamica para el tratamiento de coor-
denadas y funcione que se pueden utilizar para acercar a los estudiantes algunos conceptos de Analisis y
Estadistica de Secundaria Obligatoriay Bachillerato.

L os disefios realizados son interactivos: estan disefiados para que |os coeficientes de la expresion d-
gebraica sean modificados y podamos observar |os cambios producidos en su gréfica para extraer conclusio-
nes. De lamismaforma, lainclusion de elementos méviles como la posibilidad de recorrer |a curva favorece
un acercamiento intuitivo al estudio de funciones. En el enfoque propuesto intervienen tanto el estudio global
del comportamiento de diversos tipos de funciones, como un andlisis mas detallado de sus caracteristicas, se
estudian larecta, la pardbola, la hipérbola, las funciones exponencial, logistica, trigonométricas, etc. Ademas
permite un acercamiento a conceptos clave en las mateméticas del bachillerato como son el limite de funcio-
nes, laderivadalaintegral o larectade regresion.

Por otra parte, la conjuncién de procedimientos analiticos y geométricos permite el tratamiento de
algunos problemas practicos desde diversos puntos de vista que confluyen en el estudio de la situacién como
son el geométrico, el grafico y el algebraico, como es el caso de la construccion de rectangulos de perimetro
constante o de paralel ogramos articulados

El trabajo practico en €l taller seiniciara con la manipulacion de model os ya construidos para anali-
zar las posibilidades didéacticas de su utilizacion en clase. Mas tarde | os partici pantes serén | os que realicen
algunas construcciones.

1. Disefio del primer archivo Cabri Géometre I1: larecta

En primer lugar detallaremos los pasos necesarios para disefiar un archivo que permita dibujar una
recta e intervenir para modificar sus coeficientes. Partimos de la expresion explicita de la funcién linea y
=ax+benlaqueaeslapendientey b eslaordenada en el origen. Dibujaremos la gréafica de funciones linea-
les de forma que sea posible introducir cambios en estos dos parametros y, con ellos se modifique la gréfica
dibujada para que los estudiantes puedan comprobar €l efecto de las variaciones en esos parametros.

1. Definicién del dominio de lavariable independiente.

= Mostrar los ges.

= Dibujamos un Segmento con extremos sobre el gje horizontal que sera el interval o sobre el que vamos a
tomar los valores de x (el dominio).

= Colocamos un punto sobre el segmento
dibujado.

1,7

2. Expresion algebraicade larecta 25

= Con Edicién Numérica escribimoslos
ndmeros 1,7 y 2,5. Estos nimeros seran los :
valores que tomamos inicialmente como [ 07 L0
pendientey ordenadaen el origen [ 2 'y

= Creamosen laparte inferior un Comentario
alargado que comienzapor y = seguido de SRR o
uno de los parametros (sefiala 1,7 con el y=1Tu+ 25
punteroy haz clic), después escribe x, se-
guido del signo+ y del otro parametro 2,5
(también [o tomamos de la edicion numérica).

= En este momento ya podemos ocultar |as ediciones numéricas de 1,7 y 2,5 ya no seran utilizadas poste-
riormente.

3. Dibujo delafuncién
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. Exploracién de la gréfica de lafuncion.

Con Ecuacion y coordenadas obtenemos las coordenadas del punto A (en realidad sélo nos interesa la

abscisayaque laordenadaes0).

Activamos la Calculadora para obtener el valor numérico de la funcién para el valor de la abscisa del
punto A. Cuando tenemos el resultado, |o colocamos sobre la pantalla
Con Transferencia de medidas!levamos el resultado obtenido sobre el eje de ordenadas. Esto nosllevaa
un punto B sobre el gje cuya ordenadaes el valor obtenido

Con Recta perpendicular dibujamos las perpendiculares a los gjes por Ios puntos que representan las

variables dependiente e independiente de la
funcion. El punto C de interseccién de es-
tas rectas muestra uno de los puntos de la
grafica de lafuncién.

Utilizamos Lugar Geométrico de C res-
pecto de A paraobtener lagraficacorres-

pondiente al dominio.

Foni w1 cha B reis

y=17x+25

(=]

&, (1LaEL00m

Rezullade: 5,38

Para modificar la ecuacion coloca el cursor
sobre uno de los dos parametros. Utilizamos
las flechas hacia arriba y hacia abajo para n-
crementar el valor del coeficiente.

El incremento puede ser mayor o menor de-
pendiendo del lugar donde coloques el cursor
en el nimero (el digito que se incrementa es el
gue esta a la izquierda de la posicion donde
colocamos €l cursor).

Podemos hacer que el punto C recorra los
valores de la gréfica si realizamos la Anima-
cién de A sobre el segmento PQ.

El trabajo con rectas admite nuevas posibilidades como €l |-
dibujar dos rectas con las normas dadas anteriormente y
estudiar la posicion relativay el punto de corte. Modificar
las ecuaciones y estudiar el comportamiento: paralelismoy

perpendicularidad.

. Otras funciones.

Podemos dibujar funciones cuadréticas, (hay que preparar tres |
Edicion numérica para |os coeficientes), Es muy interesante ha- |-

\i o

Ecuscién de b rects

y=-0Ex+12

cer cambios en cada uno de los coeficientes y comprobar como *,

el coeficiente de ¥ transforma la anchura de las ramas, el de x
modifica el vértice de la parabola y €l término independiente M,
desplaza verticalmente la pardbola. Del mismo modo podriamos

dibujar la polinémica de cualquier grado.

En el punto de corte de unarectay una parabola, podemos hacer |
guelarectaseaparalelaal eje de abscisas (y=k) y comprobar que \
el vértice esta situado en el punto medio de los puntos de corte !
aprovechando el gje de simetriavertical de lapardbola.

Tambir - elifassi
nales

las racio-

e '| y= (ax+b)/(cx+d) i
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= Otrafuncion interesante es la logistica que explica la evo-
lucion de muchas especies vivas. Es del tipo —

— A -
y = -

1+B*e™ e |
En ella podemos encontrar significados |os parametros del tipo Fuecdniogiabee Gl
“cantidad méxima de individuos” o “velocidad de crecimiento | .
delapoblacion”. s b i
3. Los conceptos de derivada e integral \
Cabri puede aportar significado georré- \\ -

trico a concepto de derivada. Dada una funcion | AT
de las estudiadas anteriormente, p.e. la cuadrética, LI e
podemos tomar un segmento de longitud variable \\ : (i P—
gue indique el incremento que tomamos en la | [ g

. . . . Funoidn de segundo grade | i
variable independiente a partir de un punto cual- |- s p2yaewsin f
quiera, dibujar el incremento medido sobre la |restcss sz / :
ordenada y trazar la recta secante. Para que Se |cemmcasnsipums: 2o waevr /) 258 om 1,06 em = 2.45

dibuje la tangente no tenemos més que hacer el
incremento todo |o pequefio que podamos.

Facala b 20
Escabs g 1,0

También podemos tener una aproximacién |, :

al concepto de integral definida. Si bien no se cal- h‘ ) ey A
cula el area, al menos podremos determinar la regién A,
encerrada entre una curvay el gje de abscisas entre | : \R

doslimites. Esto se consigue con un segmento S que T
tiene un extremo A sobre lacurvay €l otro B sobre | i,
otro segmento T dibujado previamente (con extremos | ;
en los limites de integracion). El lugar geométricode | :

los segmentos S respecto al punto A dibujara cin- i oo ol
cuenta segmentos con las condiciones prefijadas que Funekin da tarcar 4§-ﬂ
daran laimagen del sombreado de |aregién deseada. L

l:\.ﬂtufﬂ do sedyndo grado
3 IFIIIJIH et log walones
-0 ¥y x= Ii 1]

16 w2+ 1B x+20

De forma parecida podemos sombrear la e
gién determinada entre dos curvas tomando como
punto de partida los segmentos que son paralelos al gje
de ordenadas y tienen los extremos sobre las dos cur-
vas.

Bryfimie! AT

Fancian cie magu
risgoar aoie ot vilcnet

=10 y x=gd

y= 04 405wk

4. Algunos problemas clasicos de optimizacion.

Cabri permite aportar nuevas perspectivas a problemas que
tradicionalmente pertenecen ala érbitadel calculo de derivadas en
situaciones de optimizacién. Los disefios de ordenador pueden ser
utilizados por el profesor de Secundaria para sugerir ideas alos
estudiantes

®  Esel caso del problemadelasldminas de cartdn alas que re-
cortamos cuadrados en los vértices y después doblamos para
construir cgjas sin tapa. En lafigura de la derecha podemos imprimir animacién a un punto sobre €l
segmento pequefio que determina el tamafio del cuadrado que se recorta, se construye laformarecortada

de laldminade cartdn (el desarrollo plano delacaja) y setrans- [
fieren a un sistemade ejes de coordenadas €l valor del lado del ;/_\ — o
cuadrado y el volumen de la caja resultante. B 3
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= Unasituacion parecida se puede disefiar con el estudio del
dreade los rectangul os de perimetro constante. Partimos del 5
segmento de la parte superior derecha que determinalabase .
(en azul) y laatura (en rojo). E A

= Estudio del &readelosjardines de formarectangular en el
interior de una semicircunferencia que tienen dos vértices so-
bre el didmetroy los otros dos sobre la curva.

5. Cabri Geométre |l para el tratamiento de la estadistica.

En los nuevos curricula de matemati cas en secundaria se hace especial hincapié en la ensefianza de
la Estadistica, esto es actualmente posible gracias alatecnologia que incorporan las calculadorasy los dife-
rentes programas implementados en |os ordenadores. Un gjemplo de laimportancia del uso de latecnologia
en la ensefianza de estos topicos es laregresion, el uso de muchos datos o méas reales posible hace que mu-
chas veces parte del alumnado se quede en el algoritmo de construccion y no acabe de ver que es 1o que hay
detras. Vamos a presentar un par de ejemplos de construccidn geométrica de |l as rectas de minimos cuadrados
y mediana-mediana que hacen que se visualice el proceso de construcciony ayude al alumnado en la cons-
truccion de los conceptos para mejorar su comprensi on.

Construccién de la recta de minimos cuadrados:

CreaunaNueva figura y unos nuevos gjesy A
muestralaparrilla.

Mueve el origen de coordenadas de formaque la
pantalla muestre el primer cuadrante. e
Utiliza Puntos, para colocar sobre laparrillade 6 a ' _
10 puntos a azar. (Guarda lafiguraen un fichero i
aparte, asi |la podremos utilizar después). :

Dibuja unarecta que pase por un punto del gjey, —1——
utiliza Ecuacion y coordenadas para visualizar la
ecuacion de larecta. S 5 e O A RO T
Usa Recta perpendicular para trazar rectas e e e M
perpendiculares al eje x y que pasen por cada uno de los :
puntos. —ARe
Con Punto de interseccion entre dos objetos, marca los e = i
puntos de interseccién de las perpendiculares con la e B N ) L R
recta que has dibujado antes. B o T
Oculta las rectas perpendiculares y dibuja [0S [ T e hess s s
Segmentos que unen los puntos que representan los L A A 3 e Sl e e el
datos con las intersecciones en larecta (residuos).
CreaunaMacro que construya un cuadrado de lado los
segmentosy mida su érea.

Construye todos | os cuadrados asociados al os segmentos.
Con laCalculadora obtenemos la sumatodas las areas.

Mueve el punto de corte de larecta con el ejey modificalapendiente de larecta hasta que lasumade las
areas sea minima.

(LB

(L]

B

Larectaresultante es la recta de minimos cuadrados.
Como la ecuacion de la recta de regresion de minimos cuadrados es:
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- 'S -
y=y+——"x- x)

2

S
X , podemos deducir que ésta pasa por el punto (mediade las x, mediadelasy),

por lo que vamos atrasladar el punto de paso delarectade (0, b) a (mediadelas x, mediadelas y).

Con laCalcular obtén lamediade las abcisas (x) y de las ordenadas (y).

Con Transferencia de medidas sobre €l e correspondiente, marca el punto delamediadelasx y dela

mediadelasy.

Trazala perpendiculares correspondientesy sefiala el punto de interseccién (media de las x, mediade las

y)-

Con Redefinir abjeto mueve el punto de corte con el gjey (b) hasta el punto (mediade las x, mediade las

y)-

Ahora solo queda modificar la pendiente de larecta para conseguir la recta de minimos cuadrados.

Suma de las areas de los cuadrados: 22,82 cnm@®
Ecua:-dn de la recta de regresion de mimos cuadrados! y = 0,22% + 307
[z 9
593 eme
;&
348 o
77 _..—-"E—'T:_;z/
230 [eme -1
[4: 5] _—— AR
o' 1
o med v by e 115 6
o, Liad .
*”"% -1 [ 5 U5 media de las x: 8
T 1 emt 4 Media de las y: 5,7
P62 et
[EHE]

La recta mediana-mediana.

LaGeometriay el Algebra se unen en unatécnica de andlisis de datos que se |lama recta mediana-
mediana.

Estarectade regresion utiliza el concepto de mediana en lugar del de media de |os datos que se usa
en larecta de minimos cuadrados. A |a recta mediana-mediana también se la conoce como recta resistente,
porque no se ve afectada por datos "extrafios' (muy alejados de lamedia) como lo estarialarecta de minimos
cuadrados. Esta diferencia es el resultado de utilizar la mediana en lugar de lamedia. El objetivo de larecta
mediana-mediana, como el de otros modelos de gjuste, es el de representar |atendencia de los datos mediante
unarecta. Unavez calculadala ecuacion de estarecta, podemos dibujarla, justificar larelacion y hacer pre-
dicciones sobrelas variables.

Construccion de la recta mediana-mediana

Recuperalafigurade datosdelaacti-
vidad anterior.

Haz tres grupos homogéneos y separa-
los mediante rectas perpendicul ares al
gje X, si hay un multiplo de 3 +1 datos,
deja el grupo del medio cun un dato
mas, si hay un mdltiplo de 3 + 2 datos,

Ecuacion de la becta de regresion med-hed: y = 0,2% + 3,734
i ; nm
I'Ili:ﬂ'l ;

8 ) ' | L T TR

5 5]
! NES

deja el grupo del medio con un dato . . L T
menos. 1) H 1.« e reprssefrian bos pubos.
! 2. Ee dividenien tres partes v se cakiula y representa
1 i H €| d HE.E il s (a1, Moz w kiad].
Calcul ay representa’ mediante |ainter- ! | J“'=:|Jur||:|.|: wlt r-::rs?l:v qﬂTr:v-rrir ¥ su:urclr .
Seccién de perpend|cu| ares a|os eJ es. | i A A | A 4 Be dibuja lgrecta que pasa por ¢l baricentro y 45
! : paraktia s:.;”.: D gL une W oo el
|asmed|anasde|ostresgrupos i E.- 5o calcula fa scuatin ¢ la recta

Dibujaun triangulo de vértices las tres medianas y hallasu baricentro (i nterseccion de las medianas).

Dibujalarecta que pasapor €l baricentro y es paralelaa segmento que une lamedianadel primer grupo
con ladel tercero.
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Mediante la opcion ecuacion y coordenadas, muestrala ecuacion de larecta.

Larectaresultante es la recta mediana-mediana o resistente.
6. Conclusiones

Laregresion lineal necesita de un calculo arduo y un misterioso proceso usado para analizar, mani-
pular, los datos. Como en muchos procesos mateméaticos |os conceptos subyacentes en la regresion lineal no
son dificiles de entender—recta que cumple una serie de propiedades, minimice la suma de los cuadrados de
los residuos, ..— . Con Cabri Géomeétre |l se puede ayudar al alumnado a visualizar qué se esconde detras de
la recta de minimos cuadrados o mediana-mediana.

Colocando simplemente puntos y lineas en la pantalla se puede trabajar €l concepto de suma de los
cuadrados minima de los residuos de forma numéricay visual en lugar de solo desde el punto de vista alge-
braico. El alumnado puede realmente "ver" que de todas las rectas que se pueden dibujar para representar |os
datos s6lo una es la de menor suma de los cuadrados de | os residuos, asi como que tiene sentido representar
cada subgrupo de los datos por su mediana y que la recta que los represente debe pasar por el “centro de
gravedad” del triangulo que forman.

La Geometria Dinamica de Cabri Geomeétre Il aporta formas de abordar |os contenidos —conceptos y
técnicas- matematicos y los hacen mucho mas faciles de comprender por los estudiantes. Cabri establece
puntos de conexion entre las ideas algebraicas y gréficas por medio de la geometria.

El estudiante puede estudiar cualitativamente familias de funciones: analizar su comportamiento,
estudiar qué pasaria si modificamos alguno de los parametros en la expresion algebraica. Esto le permite
realizar conjeturas sobre las ideas generales sobre las funciones. Por otra parte, Cabri permite ampliar el
conjunto de las funciones que podemos presentar, es el caso de la funcién logistica de gran utilidad para
analizar laevolucion de ciertas poblaciones de seres vivos, pero muy dificil de tratar si no tenemos el soporte
gréfico de latecnologia
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