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Capitulo 1

El cuerpo de los nimeros
complejos

1.1 Consideraciones algebraicas de C

Existen varias maneras de llegar a la definiciéon del mismo. Una forma
elegante de hacerlo viene de la mano de la teoria de cuerpos cocientes, puesto
es el minimo cuerpo algebraicamente cerrado que contiene a R. Denotemos
Pl[z] el anillo de los polinomios en una variable con coeficientes reales y
(22 4+ 1) el ideal maximal generado por el polinomio z2 + 1.

Proposicién 1.1.1 (i) Plz]/(z*> 4+ 1) es un cuerpo conmutativo.
(ii) La ecuacion x*> +1 =0 tiene solucidn en Plz]/(z* + 1).
(iii) Contiene un subcuerpo isomorfo a R.

(iv) Plz]/(x* + 1) es el minimo cuerpo que cumple (i) y (iii).

Nota 1.1.1 Dado q(z) € P[x]/(z* + 1) podemos escribir
q(z) = p(2)(@* +1) +bx +a,
y por tanto q(z) ~ bx + a. Esto permite identificar Plx]/(z* + 1) = R2.
Observar que si q1(z) = p1(z)(2® +1) +bx + a, y g2(x) = pa(z)(2* + 1) +
bz + a’ entonces

01 (2) + q2(2) = (p1(z) + pa(2))(2® + 1) + (b + V)2 + (a + d),

@ (2) () = q(2)(2* + 1) + (ab + Va)z + (ad’ — bb)
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Proposicién 1.1.2 En R? definimos las operaciones
(a,0) + (d',b') = (a+d',b+ 1),

(a,b)(a’,b") = (aa" — bb',a'b + ab').

Entonces Px]/(z* + 1) = R? es un isomorfismo de cuerpos.

Proposicién 1.1.3 Sea My(R) = {A = (a;;):a;; € R,j € {1,2}}.
Considerar C = {A = (a;j) € My(R) : a11 = a2, @12 = —ag1}.

a b a b\ ([ ad—=bb ab +adb
—b a - o« ) \ —at —ab ad — b
Entonces Pz]/(z* + 1) = € isomorfismo de cuerpos.

Nota 1.1.2 El elemento (0,1) = [z] = D donde D = (a;;) con a1 = ag2 =
0, a12 =11y as; = —1 se denota por i.
Todos estos cuerpos se denotan por

C={z=z+iy:xz,y € R}

Definicién 1.1.4 Dado z = x + iy € C se definen:
Re(z) =z, Im(z) =y,
zZ=ux — 1y el conjugado de z,

|z] = /2% + y? el mddulo de z.

Proposicién 1.1.5 (i) C es un espacio vectorial de dimension 2 sobre R.

(ii) C no tiene una estructura de orden compatible con la estructura de
cuerpo, ya que i> = —1.

(ii) La aplicacion z — Z es un automorfismo de C con las siguientes
propiedades:

Z=z,z2z2=] yz=2&z2€R.

Ademds Re(z) = 2, Im(z) = 5=,

(iv) La aplicacion z — |z| es una norma sobre C verificando:

2| = 2], max{|Re(2)], [Im(2)[} < 2]
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1.2 Consideraciones topolégicas: Conexion.

Obsérvese que la propiedad (iv) de la ultima proposicién permite dar a C
una estructura de espacio de Banach (normado y completo), en particular de
espacio métrico, y que la distancia que se genera corresponde con la euclidea.
En este sentido (C, |.|) es homeomorfo a (R?, dy), siendo da((z,y), (z',y)) =
|z — 2| paraz =z +iyy 2 =d +ib.

Denotaremos por §(C) y K(C) el conjunto de abiertos y de compactos de
C.

Dados zp € C y r > 0, escribiremos D(zp,7) = {z € C: |z — 2| <r} y
D(z,7) ={2 € C: |z — 2| <r}. D corresponde a D(0,1).

Definicién 1.2.1 Una aplicacion continua de un intervalo en C, v : [a, b] —
C se denomina curva.

v(a),v(b) son los puntos inicial y final de la misma.

Denotamos v* = {(t) : t € [a,b]} el rango de la curva.

Una curva se dice cerrada si y(a) = y(b),

simple (o arco) si y es inyectiva y

cerrada simple cuando es inyectiva sobre [a,b) y v(a) = y(b).

(Notar que estas definiciones tienen sentido en un espacio topoldgico gen-
eral).

Una curva se dice diferenciable en [a, b] siy es derivable en (a,b) y ezisten
v (a™),~'(b7) y ademds v es continua.

Una curva se dice camino cuando es existe una particion to = a < t1 <
tn = b tal que |, 1, es diferenciable.

(Nota: En un camino las derivadas laterales en los puntos t; existen pero
no tienen porque coincidir.)

Nota 1.2.1 Un segmento [z,w] es el conjunto de puntos resultante de unir
ambos con una recta, es decir [z,w] = {(1 —t)z +tw:0 <t < 1}.

Una poligonal es un camino formado por segmentos.

Una circunferencia {7(t) = cost+isent : t € [0,27]} es un camino cerrado
simple.

Definicién 1.2.2 Sea Q un subconjunto de C.

Se dice conexo si no existen dos abiertos (relativos) no vacios disjuntos
cuya union da 2, es decir no existen A, B € G(C) tales que Ay = ANQ y
By = BNQ cumplen que AyN By =9 y Ay U By = Q.

Se dice conexo por arcos si cada par de puntos puede unirse por un arco.
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Se dice convexo si para todo par de puntos z,z' € Q el segmento [z, 2] €
Q.

Se dice estrellado si existe zy € ) tal que para todo z € Q el segmento
20, 2] € L.

Se dice region si es un abierto no vacio y conezo.

Definicién 1.2.3 Sea @ # Q C C Qy C Q2 se dice “componente conexa” de
Q st es un subconjunto conexo maximal.

Proposicién 1.2.4 Sea @ # Q C C.

(i) Toda componente conexa de Q) es relativamente cerrado.

(i) Componentes conezas distintas son disjuntas.

(#i) Todo conezxo de Q) estd en una y sélo una componente coneza.

(iv) Q es union (disjunta) de sus componentes conezas.

(v) Si 2 es acotado entonces existe una unica componente no acotada en
C\ Q.

(vi) Si Q2 € G(C) entonces sus componentes conezxas son abiertas y ademds
tiene un nimero contable (finito o numerable) de ellas.

Proposicién 1.2.5 Sea @ #Q C C y 2z € Q).

(1) Q2 es conexo por arcos < todo z € ) puede unirse a zy por un arco
contenido en ).

(ii) Si Q es conexo por arcos entonces también es conezo.

Demostracion (i) = Obvio.
< Sean z, 2’ € Qy 71,7 arcos parametrizados en [0, 1] tales que v;(0) =
z, (1) = 20, 12(0) = 20 y 12(1) = 2’. Es claro que si definimos

Y(t) =n(2t), te]0,1/2],
V() =2t -1), tell/2,1],
entonces tenemos una curva que une los puntos z y z’. Consideremos
A={te0,1/2] : existe s € [1/2,1],71(2t) = 12(2s — 1)}.

Si A = @ entonces 7 es un arco.
Caso contrario sea tg = infA. Es facil ver que ty = minA. Entonces
existe un unico sy € [1/2,1] tal que 71(2ty) = v2(2s9 — 1). Por tanto

() =7(2t), te0,to,
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Y(t) =12(2s = 1), s € [so,1],

es un arco que une z y z’.
(ii) Sea z € X. Escribimos 7, un arco contenido en ) que une zy y z. Al
ser ) = Uy, es conexo, por ser unién de conexos con un punto en comun.

Teorema 1.2.6 Sea @ # Q2 € G(C). Q es conexo si y solo si€) es conexo por
poligonales (que pueden ser elegidas, en particular, con segmentos paralelos
a los ejes coordenados).

Demostracion. Si es conexo por poligonales, lo es por arcos, y por tanto
conexo segun (ii) de Proposicién 1.2.5.

Sea zg € €. Definimos A el conjunto de los z € 2 tales que pueden
unirse por poligonales (de segmentos paralelos a los ejes) con z. Es claro
que A # @. Si comprobamos que A es abierto y cerrado, como €2 es conexo,
entonces A = ().

Siz € Aexiste D(z,r) C Q,y por tanto D(z,7) C A. Luego A es abierto.

Siz € Q\ A entonces existe D(z,r) C Q (por ser €2 un abierto) y ha de
cumplirse que D(z,7/2) C Q\ A, pues en otro caso existiria 2’ € D(z,r/2)NA,
es decir que puede unirse con poligonales paralelas a los ejes con zg, lo que
implica que z € A. Por tanto A es cerrado y se concluye la demostracion.

1.3 Consideraciones topoldgicas: Compacidad

Definicién 1.3.1 Un espacio topologico se dice compacto si de todo cubrim-
tento abierto se puede extraer un subrecubrimiento finito.

Nota 1.3.1 Es claro que C no es compacto. (Usar G, = D(0,n) como
cubrimiento de abiertos sin subrecubrimientos finitos). Vamos a considerar
la compactificacion de Aleksandrov (o de un punto ).

Consideremos un punto oo ¢ C, y definamos Co, = C U {o0}.
Sea Goo = 9(Cr) = GU Oy donde

O = {C\ K : K € X(C)}

es la familia de entornos de oco.
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Teorema 1.3.2 (i) G es una topologia en Cy.

(ii) (C,G(C)) es un subespacio denso de (Cuoy Goo)-

(711 )(Cso, Goo) €5 un espacio topolégico compacto.

(iv) La topologia anterior es la inica que cumple (i) y (iii) salvo home-
omorfismos.

Demostracion

(i) Es claro que @,Cy € Goo.

Sean {G,}ier € Goo. Pongamos I ={i €I :G; € G} e L ={i€l:G; €
O }. Se tiene que

Uie1Gi = (Uier,Gi) U (Uie, G;) = GU (C \ NK;).

Dados Gl,GQ € 900. Entonces Gi NG, € G si Gl,GQ € 9, GiNGy = Gl\Kg
siGy € Gy Gy =Cy \ Ko, y finalmente G; NGy = Cy \ (K7 U K3) cuando
G;=Cy \ K; parai=1,2.

(ii) Es obvio

(iii) Sea Co = UG;. Tomar G;, = C, \ Kj tal que co € G, y observemos
que (Coo = Ui#ioGi U Gz‘o'

Como Ky C U, (G; N C) usamos la compacidad en C para extraer un
subrecubrimiento finito y se combina con lo anterior.

(iv) Supongamos que tenemos (C,,,7) espacio topoldgico con las dos
propiedades anteriores. Basta ver que si co ¢ G € T entonces existe K €
K(C) con G = Cy \ K. Sea K = C\ G. Es claramente compacto en C,
(cerrado en compacto) pero no es dificil ver que de hecho es compacto en C.

Nota 1.3.2 C,, es metrizable, pues es Ty, regular y tiene base contable,
pero no existe ninguna métrica sobre Cy extension de la euclidea sobre C.
En otras palabras el plano complejo no es una representacion fiel del trozo C
en Cu.

En efecto: Supongamos p : Co X Coo — RT con p(z,2') = |z — 2| si
z, 72 € C.

Entonces n = p(n,0) < p(n,00) + p(c0,0). Como limn = oo entonces
p(n,o00) = 0, lo que lleva a contradiccion.

Un posible modelo de C, viene dado por la “Esfera de Riemann”

Sy = {(z1, 70, 23) : ; € R, 2] + x5 + 25 = 1}.
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El homeomorfismo viene dado por la llamada “Proyeccion estereogrdfica”
que consiste en asignar a cada punto de la esfera el nimero complejo resul-
tante z = = + iy donde (x,y,0) es el punto de corte de la recta en el espacio
que pasa por el polo norte N = (0,0, 1) y el punto dado P = (21, x9, x3).

Es claro que el polo sur S = (0,0, —1) corresponde al origen z = 0 y que
el polo norte no tiene ningtin correspondiente en C sino que se le asigna oo.

Teorema 1.3.3 La aplicacion 7 : So — C, es un homeomorfismo que viene
dado por la siguiente formula:
1 .
m((z1, 72, 73)) = (21 + iz2) (z3 # 1),
1— T3
7((0,0,1)) = 0.
Ademds la aplicacion inversa 7= : Coo — Sy viene dada por:

2Rez  2Imz |z]*—1
T+ 2271422 1+ |22

T (2) = (

) (z=1+iy),

71 (o0) = (0,0,1).

Demostracion Sea P = (x1,%2,x3) € Sy con x3 # 0, N = (0,0,1), z =
r+iyy Z = (v,y,0).
La ecuacion de la recta que pasa por N y P viene dada por:

(A =t)zy, (1 = t)ag,t + (1 —t)x3) : t € R}

x
Con ésto le punto 7(P) es el punto de corte de dicha recta con el plano

z = 0. La solucién es t' = 2, lo que determina

m((x1, 29, 23)) = . _1x3 (x1 +izs) (x3 #1).

Asignando 7(N) = oo tenemos la definicién de la proyeccién estereogréfica.
Para el calculo de la inversa. La ecuacion de la recta que pasa por N y
Z viene dada por:
{(1—=t)z, (1 —t)y,t): t € R}.

Con ésto le punto 7 (2) es el punto de corte de dicha recta con la esfera
1-|z|2
1+|z[2?

2z 2y |2)* =1
L4227 1+ 227 1+ |22

Ssy. La solucién valida es t” = lo que determina

Tz +iy) = ( ) (z=z+iy).
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Definiendo 77 '(00) = N tenemos la inversa. Es una comprobacién que
7 H2)) =zy Y= (P)) = P.

La continuidad de 7 puede probarse por sucesiones (por ser metrizable).
Sea P, = (2, 28,2%) € Sy — P = (21,x9,23) € Se. Veamos que 7(P,) =
zn = w(P) = z.

Si P # N, es decir x3 < 1, podemos suponer z < 1 para todo n > ny.

22T

L 2% para g =1,2.

Entonces z, — z equivale a

1—z% 1—x3
Si P = N, es decir x3 = 1, podemos suponer también z% < 1 para todo
. . 14a?
n > ng. Entonces z, — oo equivale a |z,| — oo y se tiene que |z,|* = 14_'% —
3

00.
Queda como ejercicio al lector la demostracién de la continuidad de 71,

El homeomorfismo anterior permite de nuevo ver que C,, es metrizable,
pero ain mas se puede ver una métrica que consiste en trasplantar la métrica
euclidea de S5 a C,, por la aplicacién 7.

Definicién 1.3.4 Dados z, 2’ € C, y denotando por P = 7 1(2) = (x1, z, x3)
y Q = n1(2) = (2, xh,24) definimos la “distancia cordal” entre ellos al
valor

de(2,2') = /(w1 — 27)? + (w2 — a5)? + (23 — 24)2.
Proposicién 1.3.5 Sean z, 2’ € C,. Entonces
B 2|z — 2|

VI TP

2
dC(Ooa Z) = — Z € C.

V1+ |22

Demostracion Es claro que si z, 2/ € C

(2,2 € C)

de(z,2)

do(2,2) = /2 — 2(z12) + To2h + T325).

Por tanto

2 / _ 2 = / ]
di(z,2) = 2— TENEEI (z+2)(2" + 2
- (=2 -

| =

1+ 2)?)
)+ (2 = D = 1))
(222" + 222/ + (|2 = )(]Z)]* = 1))

N

—~| N

(14 [2[%) (1 +[2]%)
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1 o
= arEmaE T )
4]z — 2|2

LT+ 1220+ [7)

El caso z = oo queda como ejercicio. .

Proposicién 1.3.6 (i) 7! transforma rectas del plano en circunferencias
en Sy que pasan por el polo norte.
i) mt ' as del pl ' ' S
(i) m* transforma circunferencias del plano en circunferencias en Sy
que no pasan por el polo norte.

1.4 Problemas propuestos

1.- Demostrar las siguientes propiedades:

a) |Rez| < |z; [Imz] < [2|

b) [2122] = |21][22]

¢) |21 + 22|* = |21)* + |22]* + 2Re(2122)

d)|z1 + 22|? + |21 — 22]% = 2|21]? + 2| 2|2 Interpretar geométricamente este
resultado

2.- Dado un nimero complejo a # 0 , hallar todos los niimeros complejos
2 # a para los cuales w = 22 es:

a) real

b) imaginario puro

3.- Sean z; y 29 numeros complejos tales que % es imaginario puro.
Probar que |z1| = | 22|

4.- a) Hallar la ecuacién compleja de la circunferencia cuyo centro es el
afijo del nimero complejo w y cuyo radio es r .

Probar que la ecuacién puede expresarse en la forma 2z2+4+az+az+b =0,
determinando a y b .

b) Comprobar que |z + a|? + |z — a|* = 4]a|?, donde a € C es un ntimero
dado, es la ecuacion de una circunferencia. Hallar el centro y el radio.

5.- Demostrar que si |z1| = |z2| = |23| ¥ 21+ 22 + 23 = 0 entonces los afijos
de los nimeros complejos 21, 2o, 23 son los vértices de un triangulo equilatero.
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6.- a) Demostrar que si ag, ay, as, ..., a,_1 son nimeros reales y a + bi (a
v b reales) satisface la ecuacién 2" + a,,_12" ' + ... + a1z + ap = 0 , entonces
a — bi satisface también esta ecuacién. Por tanto las raices no reales de una
ecuacion de este tipo se presentan siempre por pares.

b) Concluir que 2™ + a, 12" + ... + a1z + ap = 0 es divisible por 2% —
2az + (a® + b?), cuyos coeficientes son reales.

7.- Demostrar que los afijos de las raices de la ecuacién (z +1)" + 2" =0

estan situados sobre la recta x = —%.

8.- Sea a € C tal que |a|] < 1. Demostrar:

|z| < 1siysélosi =2 <1

9.- Determinar en qué conjunto se transforma cada una de las regiones
siguientes al aplicarles la transformacién w = 22 :

a) Primer cuadrante del plano z.

b) Regién limitada por Rez + Imz = 1, Rez = 1,Imz = 1.

10.- Demostrar que f(z) = i—:é realiza una biyeccion del conjunto

M = {z|Imz > 0}
sobre el conjunto

D = {w||w| < 1}
y de R sobre el conjunto U = {w||w| =1, w # 1}.

11.- Se considera la ecuacién agz™ + a1 2"t +as2" 2+ ...+ ap_12+a, =0,
con a; € Cy ayg # 0. Sean 21, 23, ..., 2, las n raices de esta ecuacién.

Establecer las formulas de Cardano: z; + 25 + ..... + z, = —Z—é
2129 + 2923 + ..... + Zn_1%n = Z—z
212923 + 292324 + ... + Zp_9Zn_14n = — 8

ao

12.- a) Probar que

de(z1,2) 2
d(z1,2) 14 |z*

lims, .
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b) Sea v : [a,b] — C una curva de clase C'. Sea o su imagen en la esfera
de Riemann. Probar que se cumple

te = [ 2

L+ |v(s)?
c) Hallar la longitud de la anteimagen de una recta por la proyeccién
estereogréafica.
13.- a) Probar que
de(z1,20) = do(Z1,%2) = do(—21, —22) = do(L, L) v d.(z, %1) = 2.

210 22
b) Demostrar que d (21, z2) = 2 si y sélo si 2125 = —1.

14.- Probar que 7! transforma rectas en circunferencias que pasan por
el norte.

15.- Probar que 7! transforma circunferencias en circunferencias que no
pasan por el norte.

16.- Sean a y b nimeros complejos. Hallar el supremo y el infimo de

{d.(a+ z,b+ z); z € C}.






Capitulo 2

Holomorfia y nociones
asocladas

2.1 Funciones holomorfas

Definiciéon 2.1.1 Sean Q2 C C, 20 € QNQ y f: Q — C. f se dice continua
en zg si Ve > 0 eziste 6 > 0 tal que si |z —zo| < & entonces |f(2)— f(z0)] < €.

Denotamos por C(2) el espacio vectorial de las funciones continuas en
todo punto de Q.

Definicién 2.1.2 Sean 2 C Cy, 0 € QNQ y f: Q — C. [ se dice
continua en oo Si

Caso f(o0) € C:

Si Ve > 0 existe K > 0 tal que si |z| > K entonces |f(z)| < e.

Caso f(oc0) = oo

SiVR > 0 existe K > 0 tal que si |z| > K entonces |f(z)| > R.

Nota 2.1.1 La aplicacion j : Coo — Co dada por j(z) = 1/z (z € C\ {0}),
Jj(0) = 00 y j(o0) =0, es una isometria.

Segin ésto f(z) es continua en z = oo si y solo si f(1/z) es continua en
z=0.

Ejemplos:
Polinomios P(z) son continuas en C,, asignando P(c0) = 0.
Funciones racionales R(z) = gg con P(z),Q(z) polinomios, son con-

tinuas en C., asignando R(z;) = oo para {z; : Q(zx) = 0} y R(co) =
limp oo R(2).

17
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Definicién 2.1.3 Sean Q C C, f,, f: Q2 — C.
Se dice que f,, converge puntualmente a f en Q si Vz € €,

limy ool frn(z) — f(2)| = 0.

Se dice que f, converge uniformemente en () a f si

lim sup [fu(2) = f(2)| = 0.

n—oo 2€9

Se dice que f, converge uniformemente sobre compactos de 2 a f si para
todo compacto K € K(Q),

lim sup| £, (2) - f(2)] = 0.

n—oo 2eK

Lema 2.1.4 Sean QQ C C, 20 € Q f,,f : Q@ — C. Si existe R > 0 tal que
fn converge uniformemente en D(zy, R) y fn son continuas en z, entonces
f es continua en z.

Demostracion Dado € > 0 existe ng € N tal que si n > ng
SUP|.—zo<r| fn(2) — f(2)] < g/3.
Existe 0 > 0 tal que si |z — 2| < 9
| o (2) = frp (20)] < &/3.
Por tanto si |z — 29| < min(d, R)
£ (2) = F(20)| < [f(2) = fro ()| + g (2) = fng (20)| + [ frg (20) = f(20)]-
De aqui

£ (2) = f(20)] < 2supjosi<rlf(2) = fao(2)] + | fno (2) = fro(20)| <.

Proposicién 2.1.5 Sea Q2 un abierto y f,, € C(2) una sucesion que converge
uniformenente en compactos de Q a f. Entonces f € C(Q).
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Definicion 2.1.6 Sea ) un abierto en C, zp € Q y f : Q@ — C. f se dice
derivable en zy si existe

lim f(zo+h) — f(20)
h—0 h

e C.

A dicho valor se le llama derivada de f en zy y se denota f'(z) .

Proposicion 2.1.7 Sea Q un abiertoenC, z0 € Q ,a, € Cy f,g: Q2 — C.
(1) Si [ es derivable en zy entonces f es continua en 2.
(i1) Si f, g son derivables en zy entonces af +Bq, fgy f/g (si g(z) #0)
son derivables en zg.
Ademds
(f +9)'(20) = ['(20) + ' (0),

(f9)'(20) = g(ifo)f/(zo) + f(20)9'(20) ¥
(f/9) (z0) = f (Z0)9(222;)§2(20)f(20)

(117) Sea Q4,8 abiertos en C, zg € Qq, f: Q1 — Qy, g:Q - C. Si f
es derivable en zy y g es derivable en wy = f(29) entonces g(f)(z) = g(f(2))
es derivable en zy. Ademds

(9(f))(z0) = ¢'(f(20)).f"(20)-

2.2 Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Definicién 2.2.1 Sea ) un abierto en C, zo € Q y f : Q — C. f se dice
diferenciable compleja en zy si existe L € L(C,C) tal que

f(z0+2) — f(20) — L(2)

z

lim

z—0

=0.

Observar que L(z) = zL(1) para todo z € C.

Definicién 2.2.2 Sea Q un abierto en R?, 2 = (zo,40) € L y [ : Q — R2.
[ se dice diferenciable real en zy si existe D f,, € L(R?* R?) tal que

f(wo+h,yo + k) — f(xo,40) — Dfey (R, k)
N

Nota 2.2.1 Si f : Q — R? y escribimos f(x1,22) = (f1(z1,72), folw1,72))

entonces Df,, = (am)ijzl con a; ; = %(zo,yo).

St u: Q) —= R es diferenciable real, escribimos indistintamente % = Uy =
D, u.

lim
(h,k)—(0,0)

o
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Teorema 2.2.3 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann) Sea € un abierto en C,
20€Quy f:Q—C, donde f =u—+iv. Son equivalentes

(i) f es derivable en z.

(i) f es diferenciable compleja en z.

(111) f es diferenciable real en zy con Df, = (a;;) tal que a1 = uy(2) =
Uy(Zo) =dag2 Y ai2 = Uy(Zo) = _Ux(ZO) = —Q271-

Ademds ['(20) = L(1) = ug(20) + ivs(20) = us(20) — ity (20)-

Demostracion
(i) < (i1). Sea L(z) = zf'(z0). Claramente

. fz0+2) = f(20) — 2f'(=0)

z—0 z

=0.

(i1) <= (ii7). Siz = h+ik,h,k € Ry L(z) = (a+ib)(h+ik) y escribimos
Df.,(h,k) = (ah — bk,ak + bh) entonces se tiene (iii) con a;; = ags = a =
uz(20) ¥ uy(20) = @12 = —agq = —v,(20) = —b.

(17i) <= (i). Se define f’(z9) = a11 + ias;. Entonces

flzo+2) — f(20) = ul(zo+2) —u(z0) +i(v(z0 + 2) — v(20))
= ug(20)h — ve(20)k + |2| E1(2) 4 i(ve(20)h + uz(20)k + |2| Ea(2))
= (ug(20) + 1vz(20)) (h +ik) + |2]£(2)
= (f'(z0)z + 2£(2) (&(z) = 0,2 — 0).

Definicién 2.2.4 Sea Q2 un abierto en C y f =u+iv: Q — C. f se dice
holomorfa en §) si es derivable en todos los puntos de 2. Se denota por H(2)
el conjunto de funciones holomorfas en Q.

Dado A C C f se dice holomorfa en A si para cada punto a € A existe
una bola D(a, R) de manera que f € H(D(a, R)).

f se dice entera si f € H(C).

Proposicién 2.2.5 Sea ) un abierto convexo, f € H(Q) con f'(z) = 0
Vz € Q) entonces f es constante.

Demostracion Sean zp,z; € . Si f = u + v definimos ¢ : [0,1] — R por
g(t) = u((1 —t)zg + tz1). Es continua en [0, 1] y derivable en (0,1). Ademés
g'(t) = Re(z — zo)gm (z0+t(z1 — 20)) + Im(z — ZO)B“(ZO +1t(z—2)) =0.



2.2. Ecuaciones de Cauchy-Riemann 21

Por tanto, utizando el teorema de variable real, existe K € R tal que
g(t) = K,t € [0,1]. Por tanto u(z;) = u(zp).
Similarmente v(z1) = v(2p). Lo que da f es constante. .

Corolario 2.2.6 Sea Q una region, f € H(QQ) con f'(z) = 0 Vz € Q en-
tonces [ es constante.

Demostracion Sea zy € Q1 y

A={zeQ: f(z) = f(2)}.

Es un cerrado no vacio. Sea z € Ay D(z,r) C . Usando el teorema anterior
f es constante en D(z,7) y por tanto D(z,r) C A. Luego A es abierto. Por
conexién A = 2, de lo que se deduce que f es constante. .

Proposicién 2.2.7 Sea Q2 una region, f € H().
(i) Si |f| es constante <= f es constante.
(11) Si Re(f) 6 Im(f) es constante <= f es constante.

Demostracion
(i) Si suponemos u?+v* = K con K > 0 (pues K = 0 es trivial) entonces
podemos derivar y obtendremos

Uty + VU, = 0 = uuy, + vo,.

Es decir, vu, = —vv, y uu, = —vv,. Ahora usando las ecuaciones de Cauchy-
Riemann
P, = —uvv, = —v U,
De donde u, = 0. Anélogamente v, = 0. Por tanto f' = 0 y asi f es
constante.

(ii) Si u, = u, = 0 entonces también v, = v, = 0. .

Proposicién 2.2.8 Sea Q una region, f € H(Q).
Si f e H(Q) y f e H(Q) entonces [ es constante.

Demostracion Si f = u+ tv entonces f = u—iv. Por (CR) u, =v, = —v, y
Uy = —V; = v;. Asl v es constante y por consiguiente también f. .
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2.3 Funciones armodnicas

Definicién 2.3.1 Sea Q2 un abierto de C, u : Q — R se dice armdnica en €2
si u € C*(Q) y verifica la ecuacion de Laplace
0?u 0?u

3 (@, 9) + 25 (2, ) = Uaa(2) +vyy(2) =0

Au(z,y) = 922 Iy

para todo z = x + 1y € €.
Denotamos Har(Q2) el espacio vectorial de funciones arménicas en Q.

Nota 2.3.1 Sea [ = u+iv € H(Q) donde u,v € C?*(Q), entonces u =
Re(f) € Har(92).

En efecto, usando el Teorema de Schwarz sobre las derivadas cruzadas, ug, =
Uyg Y Ugy = VUyg. Por tanto

Ugz + Uyy = (Vy)e + (—V2)y = Vya — Vay = 0.

Nota 2.3.2 Sea f = u+iv € H(Q) conu,v € C*(Q) y f(2) # 0 para z € Q.
Entonces U(z) = log(|f(2)]) € Har(R).

En efecto, U(z) = tlog(u?(z) + v*(z)). Luego

UU, + VU, Uy + VUy
uz 402 Y u? + v?

U, =

((u:c)2 + Ulgy + (Uz‘)2 + U’Uxx)(uz + ’02) - Q(qu + UUx)2

U;Ez -

(W2 + 02)?
= (ue)?u? — (02)20® — AUV, + (Ullgy + VU ) (U7 + 02) + 07 (uy)? 4 u?(v,)?
o (u? + v?2)2 )
Analogamente

—(uy)*u® — (v,)*0* — duvuyvy, + (Uty, + voy,) (U? + v?2) + v (uy)? + u?(v,)?

Uy = (u2 + v2)?

Por tanto, usando que w,v € Har(2) y las ecuaciones de Cauchy-Riemann
es facil comprobar que U, + Uy, = 0. .
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Proposicion 2.3.2 Sean ) un abierto de C, u,v : Q — R funciones en
C?(Q).
f=u+ive H(Q) < u,v e Har(Q) y satisfacen u, = vy, uy = —v,.

Demostracion Inmediata. "

Definicién 2.3.3 Dada u € Har(QQ) se llama arménica conjugada de u a
una funcion u € Har(Q) tal que f=u+iu € H().

Proposicién 2.3.4 Sea Q=D ¢ Q =C. Siu € Har() entonces existe
armonica conjugada de u en §2.

Demostracion Sea z = x + iy € () consideramos

y
any) = [ a0yt + o)
0
Usando la armonicidad se tiene

m(%y):jéy“mﬁmwdt+¢%w)=

‘42m@@w+w@=—%mw+%@m+w@»

Como pretendemos que se cumpla (CR) ponemos ¢'(z) = —u,(x,0), es decir

o(x) = — [ uy(s,0)ds + C'y definimos

u(z,y) = /Oy Uy (z, t)dt — /Ow uy(s,0)ds.

Es una comprobacién que u + i4 verifica (CR) .

Definicién 2.3.5 Dada f : Q — C se llama primitiva de f a una funcion
g € H(Q) tal que ¢'(z) = f(z) para todo z € S).

Proposicion 2.3.6 Sea u una funcion armonica en una region . u admite
armonica conjugada en §2 sty solo si f = u, — iu, admite primitiva en §.

Demostracion = Tomar g = u + v, donde v es una armonica conjugada de
u. Es claro que es la primitiva de u, — iu, = u, + v, = f.

< Sea g € H(Q) tal que ¢'(2) = f(2). Poniendo g = U + iV tenemos
Uy = uy, U, = —u,. Por tanto, de la primera condiciéon U = u + ¢(y) vy, de
la segunda, ¢/(y) = 0. De aqui U = u+ C con C' € R y por tanto u admite
como armoénica conjugada la funcién V. .
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2.4 Problemas propuestos

1(*) Probar con un ejemplo que, en general, las funciones holomorfas no
satisfacen la propiedad del valor medio. Sin embargo, se tiene el siguiente
sustituto : Sea f una funcién holomorfa en una regién convexa D. Dados
a, € D con o # (3, probar que existen A, u € [a, (] tales que

fl@) = f(B) = (o = B)[Ref'(N) + ilm [’ ()]

2.- Sean uy, Usg, ..., Uy, U3 + ... +u2 funciones armoénicas sobre una region
D. Probar que cada uy es constante sobre D.
3.- Hallar todas las funciones de la forma wu(z) + iv(y) que sean enteras.

4.- Hallar el polinomio arménico mds general de la forma ax® + bx?y +
cxy? + dy?. Determinar la armonica conjugada.

5.- Sea () un dominio simétrico respecto del eje real. Probar que las
funciones f(z) y f(Z) son simultdneamente holomorfas en €.

6.- Determinar en qué puntos satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann
las funciones: f(z) =7, g(z) = |2* , h(z) = 2rmRe 2.

7.- Demostrar que f(z) = |RezImz|'/? satisface en z = 0 las condiciones

de Cauchy- Riemann, pero no es derivable en dicho punto.

8.- Encontrar funciones armoénicas, no constantes, de la forma: i) g(zy); ii)
g(2*+y?); iil) g(%) donde g es una funcién real de variable real suficientemente
derivable.

9.- Verificar que f(z) = f(z +1y) = x(2? + y*)~' —iy(z? + ¢*) 7! es
holomorfa en C — {0}.



Capitulo 3

Series de potencias y nociones
asociadas

3.1 Series de funciones y de potencias

Comenzaremos este capitulo con varios resultados previos ya conocidos
sobre series:

Definicién 3.1.1 Dada una serie (formal) de nimeros complejos, denotada
Y oo Zn, viene dada por un par de sucesiones (z,,s,) de manera que s, =
o %k

Se dice convergente si existe lim,_,ooS,. Al valor de dicho limite se le
llama suma de la serie.

Se dice absolutamente convergente si Y |z,| es convergente.

Nota 3.1.1 Sea z, = x,, + 1y,

(a) D77 o zn €s convergente si y s6lo si Y " XTn Y D ooy Yn SON conver-
gentes.

Ademds Y 7 02 =Y o gTn+ 1D 0o Un.

(b) >0 zn es absolutamente convergente si y solo siy " Tn Y Y oo o Un
son absolutamente convergentes.

(¢c) Si > 07,z converge si y solo si Ve > 0 existe ng € N tal que
ISzl < e Vm >n > no.

(d) Siy "> zn converge entonces 1My, oo D ey 2k = 0 Y liMy 002, = 0

(e) Sean > 7 zn y > 0wy, dos series de niumeros complejos. Denota-
n
Mos Cn = Y 1o ZkWn—k-

25



26 Capitulo 3. Series de potencias y nociones asociadas

SUY 0% YD ey Wn SON absolutamente convergentes entonces Y - ¢y
es absolutamente convergente.

Ademds 3707 o cn = (32070 2n) (2o0Zo Wn).-

Cuando la serie Y >, ¢, converge se llama el Producto de Cauchy de las
dos series Yy " Zn Y D oo Wn.

Definicién 3.1.2 Una serie (formal) de funciones, denotada )"~ fn, viene
dada por un par de sucesiones (fn,s,) de manera que S, =Y ., _q .
Se dice convergente en A C ) si existe

limp—00n(2)

para todo z € A. Al valor de dicho limite se le llama suma de la serie.

Se dice uniformemente convergente en A C § si limy,—oosn(2) = s(2) es
uniforme en A.

Se dice que converge uniformemente en compactos de ) si existe limy, 008, (2) =
s(z) uniformemente en compactos de Q.

Se dice absolutamente convergente si Y |fu(2)| es convergente.

Teorema 3.1.3 (Criterio M-de Weierstrass) Sea A C C y sean f, : A — C.
Supongamos que existe x,, > 0 tal que sup |f,(2)] < z, con > >~ x, < co.
z€A

Entonces Y~ fn(2) converge absolutamente y uniformente en A.

Demostracion Veamos que la sucesion de sumas parciales es de Cauchy
(tanto en valor absoluto como uniforme en A).

M M
YRS o
n=N n=N

M M
supzeal D fa(2)] €Y an.
n=N n=N

Aplicando el criterio de Cauchy a la serie Y z, se tiene el resultado.

Definicién 3.1.4 Una serie de potencias es una serie de funciones donde
fn(2) = an(z — 20)™ para cierta sucesion (a,) C C y zo € C, es decir es de la
siguiente forma Y " an(z — 29)".
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Analicemos para que valores de z € C converge dicha serie. El conjunto de
tales valores se llama dominio de convergencia de la serie. Nétese que es no
vacio pues zg esta en dicho conjunto.

Es 1til recordar el concepto de limite superior de una sucesiéon de ntimeros
reales.

Definicién 3.1.5 Dada una sucesion de niumeros reales (x,)22, se definen
los limites superior e inferior respectivamente como

lim(z,) = 11;% sup{zg : k > n},

lim(zx,) =supinf{zy : k > n}.
n>0

Algunas formulaciones equivalentes son las siguientes:

Nota 3.1.2 Dada (x,)32,.
(a) lim(x,) es “el mayor ” de los limites de todas las subsucesiones de
()02 (Deben considerarse los valores +00 y —oo como posibles limites).
(b) lim(z,) =1 € R si y sdlo si para todo € > 0 existe una subsucesion
Tp, tal que |l —e < xp,, y existe ng tal que x, <+ € para todo n > ng.

La propiedades basicas de dicha nocién vienen reflejadas en la siguiente
observacion.

Nota 3.1.3 Dadas (2,)50 ¥ (Yn)2- o o
(a) Si (x,)22, es convergente entonces lim(x,yy,) = lim(x,)lim(y,).
(b) lim Szl < lim, [V" < Tim|, V7 < Tim el
Teorema 3.1.6 (Abel) Dada una serie de potencias Y -, an(z — 2)", con-
sideremos R € [0, 00] dado por

R = Timla,| '™,

(a) Si R >0, 7 a,(z—z)" converge absolutamente y uniformemente
sobre compactos de D(zg, R) = {z € C: |z — z| < R}.

(b) Si R < o0, > an(z — )" no converge en (D(z, R))* = {z € C:
|z — 20| > R}.

(¢) Eziste un unico R verificando las propiedades (a) y (b).

El este 1inico valor R se le llama el radio de convergencia de la serie y la
formula del mismo se conoce por formula de Cauchy-Hadamard.
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Demostracion

(a) Es suficiente probar que la serie Y~ |a,||z — zo|™ converge uniforme-
mente en todo compacto K C D(zg, R) .

Dado un compacto K existe 0 < § < R con K C D(zy,0). Es claro que
existe ng tal que |an|1/” < 2; + % para todo n > ny.

Entonces existe C' > 0 tal que

1 o
—(1+=)"
S+ %))

Aplicando el criterio M-de Weierstrass tenemos la convergencia uniforme
en K.

(b) Sea z € C tal que 6 = |z — z| > R. Si la serie >~ a,(z — 2)"
converge entonces el término general tiende a cero. Por tanto existe ng € N
tal que |a,|6" < 1/2 para todo n > ny. Esto implica que % = lim|a,|'" < %
que es una contradiccién. .

sup.er|an||z — 20|" < |an|0™ < C(

(c) Sea R' cumpliendo (a) y (b). Veamos que R = R'. Si consideramos
cualquier r < R’y cualquier z tal que |z — z| = 7, como >~ |a,|r" es
convergente y en particular acotada, se concluye que 5 = = lim(|a,|r™)V/" < 1.
Esto implica que r < R. Es decir R’ < R.

Por otro lado dado € > 0 la serie ) |a,|(R + €)" no es convergente.
El criterio de la raiz implica que

R S—
gg — Tim(|an|(R + 2)")/" > 1.
De donde se concluye que R < (R’ +¢). Y por tanto R < R'. .

Nota 3.1.4 Sobre el comportamiento en la frontera del disco de convegencia
no puede decirse nada.

Caso 1.- Y~ Oz converge <= |z| < 1.

Caso 2.- 3", n2 converge <= |z| <1 .

Caso 3.- Y (= converge <= |z| <1,z # 1.

Proposicién 3.1.7 Sean f(z) = Y .~ an,2", g(z) = > 2 by2" con radios
de convergencia Ry, Ry respectivamente. Entonces

(i) (f +9)(2) = > 0eo(an + by)z" con radio R > min(Ry, Ry).

(ii) (Ag)(z) =D "y Aanz" con radio R = R;.

(i) (fg)(z) = >0 2™ donde ¢, = >} _jarbo_x y con radio R >
min(Ry, Ry).
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Proposicién 3.1.8 Sea >~ a,z" una serie de potencias con radio de con-
vergencia R > 1 tal que

o)

> an — an_i| < +oo.
n=0

Entonces D(0,1) \ {1} C {z € C : Y7 a,z" converge} si y sélo si
limy,— ooty = 0.

Demostracion

=) Es inmediata, pues tomando z € D\ {1} con |z| = 1 la convergencia
implica que el término general converge a cero.

<) Sea s,(2) = > p_, arz*. Entonces, si m > n,

m

(1= 2)(sm(2) —sa(2)) = (1 —2) Y a2k =

k=n+1

m
g ak — 1) 2 F 12" — ™

Entonces

m
11— 2|[sn(2) = sm(2)] < Y lax — @] + |ana| + [an].
k=n+2

Usando la convergencia de la serie y el hecho de que a,, converge a cero se
prueba que s,(z) es de Cauchy si z # 1. .

Corolario 3.1.9 Sea {a,}>>, C R con a, \,0.
Entonces D(0,1) \ {1} C {z: >°77 ; an,2" converge}.

Demostracion Si a,, decrece a cero (siendo nimeros reales) entonces

o0

n=0

Por otro lado como a, < ag se tiene (a,)"™ < (ag)"/" lo que permite con-
cluir que el radio de convergencia de la serie R > 1 y aplicar el resultado
precedente. .
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Proposicién 3.1.10 Sea >~ a,z" una serie de potencias con radio de

convergencia 1. St ZZO:O a, converge, entonces

o o
: n
lim E a,r" = E Q-
r—1-

Demostracion Fijemos N < M.

. _pn —1 . . .
Por tanto, si s, = > ,_gar y b, = =2 = > 0—; ¥ el criterio de sumacién de
Abel implica que

M M M
Qy — a,r" = (1—r) Z(S” — Sp-1)b
n=N n=N n=N
M-1
= (1=r)spby — (1 —=7)sy_1by + (1 =7 Z Sn(bp — bpy1)
n=N
M-1
= (1 =r)spyby — sy_aby + (1 —1) Z Sn(bp — bpi1)
n=N
M-1
= (1—rMsy — (1 —rMsy_y — (1 — r)(z Spr™)
n=N
M-1
= (spr—sy_1)(1—7") 1—TZSM—Sk
k=N
Tomando limites cuando M — oo
DY ™ =Y an| < Ryl(L=rN) + (1=1) Y[R |r®.
n=N n=N k=N

Dado € > 0 existe Ny tal que |R,| = |, ax| < e/2 para todo n > Nj.
Luego, si N > Ny,

\Zw Sl < ) ()Y =

n=N



3.1. Series de funciones y de potencias 31

Por tanto
No—1 No—1 0 0
\Z Zan| < Zanr”—Zan + Zanr"—Zan
n=0 n=0 = n=No n=No
< (No—1)( m]\%x1|an|)( — Nl /2.

Ahora elegimos 0 < § < 1 de modo que si § < r < 1 entonces 1 — rVo~1 <
(2(No—1) max |a,|)*e. Esto permite concluir con la demostracién. =
NSINg—

Es claro que toda serie de potencias, gracias a la convergencia uniforme
sobre compactos, define una funciéon continua en el disco de convergencia.

Teorema 3.1.11 Dada f(z) = > " an(z — 20)" con radio R > 0.
(i) 30" o(n 4+ 1)ani1(z — 20)™ tiene el mismo radio de convergencia R.

(ii) f(z) es deriwable en D(zy, R) con f'(z) =D 0" ((n+ 1)ans1(z — 2)"

Demostracion Podemos suponer (por simplicidad) que zyp = 0.
(i) Es consecuencia del hecho siguiente

lim((n + 1)|a,)*™ = lim(n + DY lim(|a,|) /™.
(ii) Escribimos g(z) = > 2 (n+ 1)a,+12™.

(ORI CRRE e

ap(———— —nz
w—z

n=1
Usando ahora la formula ciclotémica se tiene

w" — 2"
_nznfl — (wnfl_i_ n— 22+ +w2n 2+2n71)_n2n71
w—z

= (w— 2) (w24 220" + 322w + .+ (n— 1)2"72).

Fijado z € D(0, R) elegimos S tal que |z| < S < Ry d > 0talque d < S—|z|.
Ahora para todo w € D(z,0) se tiene que |w| < Sy por tanto

EAC PG |<|w—z|2 =) gnoja, | < Csf — 2|

)

Notese que la serie anterior es convergente por el criterio de la raiz. Podemos
pasar al limite y probamos que f'(z) = g(2). .
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Corolario 3.1.12 Dada f(z) =Y .~ an(z — 20)" con radio R > 0.
(i) 9(2) = >0’y 7225 (2 — 20)™ " tiene el mismo radio de convergencia R.
(ii) g(z) es una primitiva de f en D(zo, R), es decir ¢'(z) = f(2).

Demostracion La parte (i) sigue un razonamiento analogo al anterior y se
omite.
La parte (ii) es consecuencia inmediata del teorema anterior. n

Corolario 3.1.13 Dada f(z) =Y .~ s an(z—2)" con radio R > 0. Entonces
f es infinitamente derivable en D(zy, R) siendo

B (2) = Zn(n —1D(n—=2)...(n — k4 Dan(z — 2)" "
n=k
Ademds a,, = %
Corolario 3.1.14 Dada f(z) =Y~ an(z — 20)" con radio Ry > 0, g(z) =
Yoo o bn(z — 29)" con radio Ry > 0. Entonces son equivalentes:
(1) f(z) = g(z) en |z — 2| < min(Ry, Ry).
(i) a, = b, para todo n > 0.

3.2 Funciones analiticas

Definicién 3.2.1 Dado Q2 C C,a € Q y f:Q — C. f se dice analitica en
a si existe una serie de potencias Y -, an(z —a)™ con radio de convergencia
R > 0 de modo que para algin § > 0 se tiene f(z) = > > jan,(z — a)" en
|z —a| <.

Se dice analitica en Q) | y se denota f € A(Q), si lo es en cada punto
a€ Q.

Nuestro objetivo serd ver que H(Q2) = A(Q2). De los resultados anteriores
hemos probado ya el siguiente contenido: A(€2) C H().

Veamos en primer lugar que las series de potencias son un ejemplo de
funciones analiticas en su disco de convergencia. Para ello necesitamos un
lema previo.
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Lema 3.2.2 Dada f(z) =) - an(z — 2)" con radio R > 0.

(i) Dado k € N, f(z) = > % ansu(z — 20)" tiene el mismo radio de
convergencia R.

(ii) Sea P(n) un polinomio. Entonces f(z) = >, P(n)a,(z—z)" tiene
el mismo radio de convergencia R.

Demostracion (i) Observar que si z # 2z, entonces

m—+k

Za”““(Z —2)" = (2 — 2) 7" Z an(z — 2)".

n=~k

Por tanto la convergencia o no de ambas series coincide.
(i) Se sigue de que lim, ‘TI(D?Z;')‘ = 1. Lo que permite aplicar las

férmulas para calculo del limite superior. .

Teorema 3.2.3 Dada f(z) = >~ an(z — 20)" con radio R > 0. Entonces
f € A(D(z2, ).

Demostracion Dado w € D(zp, R) tomamos 0 = R — |w — 2.
Veamos que f(z) =Y " by(z —w)" en D(w, ).

Z%Z—Zo = Zan(z—w—l—w—zo)”
n=0 n=0
- - n! n—=k
= nz_oan(kz:; (n—k)'k'<z_w) (w—29)""")
— Z( Z = k)‘k'aﬂ(w —20)" ") (z — w)”
k=0 n=k+1
= Z br(z — w)*
n=0
Siendo by = Y 07, ., (nLk')'k' 2(w — 20)" 7%, que estd bien definido para

w € D(zp, R) gracias al lema previo.
La justificacion del intercambio de sumacion es consecuencia de la con-
vergencia absoluta de las series

Z‘%E% Iz = wlt =
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=22 e®lanllz —wl* = _lanl(lw = z0] + |2 = 20])" < 00
n=0

k=0 n=0
donde ¢, (k) =0sin > ky c,(k) = (n_”—k'),k,|w — 29| % paran < k. .

Las funciones analiticas definidas sobre regiones vienen determinadas por
el valor de todas la derivadas en un punto cualquiera de la region.

Teorema 3.2.4 Sea Q2 una region y f : Q — C una funcion analitica en €.
Entonces son equivalentes:

(i) f(z) =0 para todo z € S).

(ii) Exziste a € Q tal que f™(a) =0 para todo n > 0.

Demostracion

(i) = (ii). Obvio.

(ii) = (i). Sea A = {z € Q: f™(z) = 0 para todo n > 0}.

Es suficiente ver que es abierto y cerrado, pues es no vacio (ya que a € A).

A es cerrado por ser interseccion numerable de cerrados.

Aes abierto. Seabe Ay o> 0con f(z) => 7 bu(2—b)" en |z —b| < 6.
Por unicidad de coeficientes en las series de potencias se tiene b, = 0 para
todo n € Ny de ahi se sigue que f(z) = 0en D(b,6) y por tanto D(b, ) C A.

Veamos ahora un principio basico de las funciones analiticas: Los ceros
son aislados.

Denotemos Z¢(2) = {z € Q : f(2) = 0} y recordemos que A’ denota el
conjunto de puntos de acumulacién de A.

Teorema 3.2.5 Sea Q2 una region y f : QQ — C una funcion analitica en €.
Entonces son equivalentes:

(i) f(z) =0 para todo z € S).
(11) Zp(Q) NQ # 2.

Demostracion

(i) = (ii). Obvio.

(ii) = (i). Seaa € Zy(Q)NQy d > 0con f(z) = " bu(z —a)" en
|z —a| < 8. Veamos que b,n! = f(™(a) = 0 para todo n € N.

Si existe by # 0 (supongamos que es el primero de ellos) entonces

f(z)=(z=a)*> bu(z—a)""
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Poniendo g(z) = Y77, b,(2 — a)"*. Se tiene g(a) # 0. Entonces g(z) # 0
en un entorno de a y de aqui f(z) no se anula en un entorno reducido de a
y por tanto a no puede ser punto de acumulacion de ceros. .

Corolario 3.2.6 (Principio de prolongacion analitica) Sea Q0 una region y
f,9:Q — C funciones analiticas en Q. Entonces son equivalentes:

(i) f(z) = g(z) para todo z € Q.

(ii) Eziste a € Q tal que f™(a) = g™ (a) para todo n € N.

(i1i) f(z) = g(2) en un conjunto con puntos de acumulacion en €.

3.3 Problemas propuestos

1.- Calcular los radios de convergencia de:

En!)QZ; b) e 0)22 2" d)ZQz!;

o0
n=0 n=1 n=0 n=0
o0 [e.9] o0
2 !
e) E (n+a")z E n"z"; g) E avz" h) g 2™
n=0 n=1 n=0 n=0
= = 2mn
. n? |
Z) § :a Z1+2+ —I—n E :exp ) nl
n=1 n=1

2.- 81 2 cp,2™ tiene radio de convergencia R, determinar los radios de

convergencia de)_ > a,z", donde a,, es:

Cp

a) P(n)c,(P polinomio no nulo) ; b) (2" — 1)¢, ; c) i d) n"c,.

3.- Discutir el comportamiento de las siguientes series de potencias en la
frontera de su disco de convergencia:

E —_ -
n=0 n=1 7’L n=1 TL2 n=1
00 (_1 ) X _pn
6)Zzlogn 2_22_2’ gZ%pEN
n=2 n=1 n=1

Z anz" ({an}s2, sucesion acotada entre 1y K.)
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4.- Sumar en el circulo de convergencia las siguientes series:

0 o0 n 0 22n+1

2z
n. ~ . .
a);m’ ); n’ C);2n+1’
. (_1)n+1 n - n\ .n . n n
d)ZTZ L) ()" D2 —1)2"
n=1 n=2 n=0
5.- Calcular
i " sin na; i cosne, i senng 0 < |g| <)
n:Op ’ n=1 n ’ n=1 n T

6.- Calcular el desarrollo en serie de potencias en tornoa z =0, z=1y
z = —1i de las funciones

1 z+1 1
2—2" 2247 22 _dr+4+4

7.- Sea f € A(D(0,1)) tal que f(25) = ﬁ para todo n € N. Calcular
f(i/2).



Capitulo 4

Funciones elementales

4.1 Funcién exponencial

Definicién 4.1.1 (Funcion Ezponencial) La siguiente serie de potencias se
conoce con el nombre de funcion exponencial:

Proposicion 4.1.2
(1) Es una funcion entera (radio de convergencia R = 00).
(i1) Es la unica funcion analitica que extiende la exponencial real e*.
(i1i) (e*) = e*.
(iv) e+ = e*e?.
(v) |e*| = e®=) para todo z € C.
(vi) e* 40 y 1/e* = e * para todo z € C.

Demostracion (i) es consecuencia de la férmula de Cauchy-Hadamard.
(ii) es consecuencia del Principio de prolongacién analitica.

z 00 on

(iii) Como e* = ) / = entonces

o o0

(ez)/:Z(n+1)(nj—1)! :nz%:ez

n=0

(iv) Usando el producto de Cauchy de series

' L2 e ()" =11 R
e = (LD EN = e

n=0 ~  n=0 ’ n=0 k=0

37
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— 1 n! bk N (2 2)"

= 20 Hn =i @) =2
n=0 k=0 n=0

(V) |€Z|2 = e%ef = *1Z = 62Re(z)‘

(vi) [e*| > 0y efe® =€’ = 1. .

Definicién 4.1.3 (Funciones trigonométricas e hiperbdlicas)
Las funciones seno (coseno) trigonométricos se definen por:

sen(z) = S55—, cos(z) = %
Las funciones seno (coseno) hiperbélicos se definen por:

sh(z) = ==, ch(z) = <.

elZ _e—iz

Nota 4.1.1 Obsérvese que
sh(z) = —isen(iz), ch(z) = cos(iz), sen(z)= —ish(iz), cos(z) = ch(iz).

Proposicién 4.1.4
(i) sen(z) => 7, %
(ii) cos(z) = Y202y S
(iii) sh(z) = Y00y ol
(iv) ch(z) = 020 Gy

Demostracion Hacemos tinicamente (i), las demds son similares.

((ZS?H _ <_iz)n)

n!

| =
WE

sen(z) =

i
o

(@) = (0§ 1

2n+ 1)1

I
SRS
(]
s
I\
I

i
[en]
[en]

Proposicion 4.1.5

(i) Las funciones sen(z) y cos(z) son enteras. Ademds (sen(z)) = cos(z)
y (cos(2)) = —sen(z).

(i) Las funciones sh(z) y ch(z) son enteras. Ademds (sh(z)) = ch(z) y
(ch(z)) = sh(z).

(i1i) Las funciones sen(z) y cos(z) no son acotadas en C pero si lo son
en R.
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Demostracion (i) y (ii) Usar que son combinaciones lineales de funciones
enteras, 6 bien el radio de convergencia de las series.

(i) Observar que 2cos(iz) = e * 4 € y por tanto no esta acotada.
Anéloga para sen(iz). Por otro lado le™] = 1 luego |sen(z)| < 3(le| +
le™|) = 1. "

Proposicion 4.1.6
(1) cos(z + 2') = cos(z)cos(z") — sen(z)sen(2’).
(i1) sen(z + 2') = sen(z)cos(z") + cos(z)sen(z').
(iii) cos®(z) + sen?®(z) = 1.
(iv) ch?(z) — sh?(z) =1
(v) ch(z + 2") = ch(z)ch(Z") + sh(z)sh(Z').
(vi) sh(z + Z') = ch(z)sh(z') + sh(z)ch(%).

Demostracion Probemos tinicamente la parte (i). La (ii) es anéloga.

Z[((gzz + e—zz)(ezz 4 et ) + (ezz . e—zz)(ezz . 6—27;)] _ 5(ez(z—‘rz ) + e—z(z+z ))
(iii) y (iv) son inmediatas de la definicién.
(v) y (vi) Se siguen de (i) y (ii) usando la relacién entre trigonométricos
e hiperbdlicos. .

Proposicion 4.1.7
(i) Re(cos(z)) = cos(Re(z))ch(Im(z)), Im(cos(z)) =
), Im(sen(z)) = cos(Re(z))sh(Im(z)).

(11) Re(sen(z)) = sen(Re(z))ch(Im(z

(iii) |cos(z)| = \/cos?(Re(z)) + sh2(Im(z)).

(iv) |sen(=)| = |sh(2)] = y/sen?(Re(2)) + s2(Tm(2)).
(v) |ch(2)| = \/cos*(Im(z)) + sh2(Re(z)).

(vi) |sh(z)| = \/sen2(Im(z)) + sh?(Re(z))

Demostracion (i) Notese que
cos(Re(z) +ilm(z)) = cos(Re(z))cos(ilm(z)) — sen(Re(z)sen(ilm(z)) =

= cos(Re(z))ch(Im(z)) — isen(Re(z)sh(Im(z))

El resto se deja al lector interesado. .

—sen(Re(z))sh(Im(z).
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Proposicién 4.1.8 (El nimero w) Existe un nimero real (llamado ) tal
que T € (0,v/3) verificando que cos(%) =0 y cos(z) > 0 siz € [0, F).

Demostracién De las formulas anteriores se tiene que sen?(z) + cos®(z) = 1
y por tanto —1 < cos(x) < 1 para todo x € R. Veamos primero que
cos(z) <1— %2 + g—z para todo x > 0.

En efecto, sea h(x) = cos(x) — 1 + % — %: Veamos que h(z) < 0 para
x > 0. Es suficiente comprobar que h es decreciente. Como h es derivable
con h(x) = x — sen(x) — %3, h'(x) =1— cos(x) — %, h"(x) = senx —x y
h(®(z) = cosz — 1 < 0. Se concluye que h" es decreciente y h”'(0) = 0. Por
tanto se tiene que h”'(z) < 0. Reiterando el argumento se llega a que h es
decreciete y como h(0) = 0 se obtiene el resultado.

Usando ahora que cos(0) = 1y cos(v/3) < 1— 3+ 2 = =3 entonces el
teorema de Bolzano asegura que existe 2o € (0,v/3) tal que cos(zg) = 0.

Sea I = inf{z € (0,/3) : cos(z) = 0}. Dicho valor tiene las propiedades
pretendidas. .

Proposicion 4.1.9 Las funciones seno y coseno funciones son periodicas de
periodo 2.

Demostracion Teniendo en cuenta que sen(%) = 1 se obtiene que cos(m) =

1
cos*(%) — sen®(5) = —1. Por consiguiente sen(r) = 0. Ademés cos(2m)

cos?(m) — sen?(w) = 1. Ahora se tiene

cos(z + 2m) = cos(z)cos(2m) — sen(z)sen(2m) = cos(z).

Similar con la funcién sen(z). .

Teorema 4.1.10

(i) e = ef®) (cos(Im(z) + isen(Im(z))).

En particular e™ 4+ 1 =0 (Férmula de Euler).

(i) ¢ =1 <= z=2kmi (keZ).

Por tanto €* es una funcion periodica de periodo 2.

(iii) €* es una aplicacion suprayectiva de C en C\ {0}.

(iv) €% es una biyeccion de BH_ ., ={z € C: —1 < Im(z) < w} sobre
C\R_.
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Demostracion

(i) Es claro que cos(y) + isen(y) = €% para todo y € R. De aqui se
obtiene facilmente.

(ii) Es elemental del caso (i) y la periodicidad de las funciones seno y
coseno. Ademads e* = e equivale a e~ = 1 y por tanto z = w + 2ki.

(iii) Sea w # 0. Tomar |w| > 0 y definir z = log|w|. Escribimos o =
a + ib donde a? + V? = 1.

Sia=0yb=1, entonces w = i|w| y tomamos y = 7/2 y el punto
z = x +im/2 verifica e = elo8!vleW = gy,

Sia=0yb= —1, entonces w = —ijw| y tomamos y = 37/2 y el punto
z = x + 3im/2 verifica e = elelWle = q.

Sia=1yb=0, entonces w = |w| y tomamos y = 0 y el punto z = =
verifica e = elo8 vl = .

Sia=—1yb=0, entonces w = —|w| y tomamos y = 7 y el punto
z = x + i verifica e = —|w| = w.

Supongamos entonces que 0 < |a|] < 1. Usando la continuidad existe
t € [0,7] tal que cos(t) = |al. Y consecuentemente |sen(t)| = [b]. Ahora

sia > 0,0 >0 tomamos y = ¢, si a > 0,0 < 0 tomamos y = 27 — ¢, si
a<0,b>0tomamos y =m—tysia<0,b<0tomamosy =7+t En
todos los casos z = x + iy verifica que e* = w.

(iv) Siw =z conz < 0y e =z = efGeos(Im(2)) +ief*@sen(Im(z)))
para z € C se tiene que sen(Im(z)) = 0y cos(Im(z)) < 0. Por tanto
Im(z) = km,k € Zy asi z = a+ ikm con k impar. Dado w € C\ R_ existe
un tnico z € C tal que Im(z) € (—m,7) con €* = w.

Proposicién 4.1.11 (i) Zyen(C) = {km : k € Z} y Zeos(C) = {(2k + 1)5 -
keZ}.
(ii) Zsn(C) = {ikm : k € Z} y Zen(C) = {i(2k +1)5 : k € Z}.

Demostracidn (i) sen(z) = 0 equivale a e = e~ **. Es decir ¢* = 1. Es decir
2iz = 2kmi  (k € Z) o equivalentemente z = k7 para algun k € Z.

cos(z) = 0 equivale a e* = —e™**. Es decir €?* = —1 = €™. Es decir
2iz = im + 2kmi (k € Z) o equivalentemente z = (2k + 1)7 para algiin
ke Z.

(ii) Usar que sh(z) = isen(iz) y ch(z) = cos(iz).
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Definicién 4.1.12 Definimos para z ¢ Zeos las funciones

sen(z)7 sec(z) = 1

tag(z) = cos(z)

cos(z)
Andlogamente para z & Zgen las funciones

cos(2) cosec(z) = !

cotag(z) =

sen(z) sen(z)’

Proposicién 4.1.13

(i) Las funciones tag(z) y sec(z) son periodicas de periodo 7 y holomorfas
en BV /050 ={2: —71/2 < Re(z) < m/2}..

(i) Las funciones cotag(z) y cosec(z) son periodicas de periodo w y holo-
morfas en BV = {z: 0 < Re(z) < 7}.

(iii) tag(z)" = 1+ tag(z)? = sec®(z), cotag(z) = —1 — cotag(z)?* =
—cosec?(z)

4.2 Argumentos y logaritmos

Sea T ={z € C: |z| = 1} que es un grupo con la estructura multiplica-
tiva.

Proposicién 4.2.1 La aplicacion ¢ : R — T dada por ¢(y) = €% es un
homomorfimo de grupos continuo, suprayectivo y con nicleo 27Z.
En particular ¢ : R/27Z — T es un isomorfismo.

Demostracion El hecho de que es continua y homomorfismo de grupos son
propiedades conocidas de la exponencial.

Dado w € T, existe, por el Teorema 4.1.10, z € C tal que ¢* = w. Como
lw| = 1 = ef(®) se tiene que z = iy para y € R.

Por otro lado ¢(y) = 1 equivale a iy = 2k7i para algin k € Z. Entonces
Ker(¢) = 2nZ. .

Definicién 4.2.2 Dado z # 0 entonces é € T. El conjunto de los argu-
mentos de z viene dado por

Uy —arg(z) = {0 €R: 2 = |2]e?).
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Proposicién 4.2.3 Dados z # 0 y a € R eziste un inico 6, € [a,a+ 2m) N
arg(z).

Demostracion Tomar 6 € arg(z) cualquiera.
Caso a = 0. Es claro que 6y =  — 27[£] € [0,27) Narg(z).
6o a

Caso a # 0. Definir 0, = 0y — 27[52 — 5=]. Es claro que 6, € arg(z) pues

0, — 0 € 2r7Z. Por otro lado, usando que z — 1 < [z] < z para z € R,

Ha—a:90—a—27r[29—0—21]_
T 27

)
Qa—a<90—a—27r(—0—i—1):27r.
2r 27
La unicidad se sigue del hecho de que dos argumentos distintos difieren

en un multiplo de 27. .

Nota 4.2.1 Se pone Argjqa+2x) al valor anterior. El caso a = —m se conoce
con el nombre de argumento principal y se escribe Arg(z).

Definicién 4.2.4 Dado zy € C y dos caminos que pasan por el vi,vs con
Y (t1) = 7a(te) = 20 y 71 (t1)V5(t2) # 0 se define al dngulo de los caminos en
el punto zy por

Ang.o(71,72) = ATQQ%EZ;)

Geométricamente es claro que el angulo coincide con el dngulo formado por
las rectas tangentes en el punto.

Definicion 4.2.5 Sea Q) una region, zo € Q y f : Q — C tal que existe § > 0
con f(z) # f(z0) para todo z € D(zy,0d). Se dice que f preserva dngulos en
2o si existe a € T tal que para todo 6 € [—m, ) existe el limite

_io [z +71e®) — f(20) _
|f(z0 +1e?) — f(z0)]

Teorema 4.2.6 Sea 2 region, zo € Q y f: Q — C.
(i) Si f es holomorfa en zy con f'(z9) # 0, 71,72 son caminos con v, (t1) =

Y2(t2) = 20 y Vi (t)na(t2) # 0 y st o1(t) = f(n(t)),02(t) = f(12(t)) entonces
se tiene

lim,_€

Angy(z) (01, 02) = Anga, (71, 72)-
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(ii) Si f es holomorfa en zy con f'(zy) # 0 entonces f preserva dngulos
en 2.

(iii) Si f es diferenciable en zy con Df,, # 0 y preserva dngulos en z
entonces f es derivable en zy y f'(20) # 0.

Demostracion
(i) Es inmediato pues o(t;) = f'(20)7i(t;) para i = 1,2.
(i) Tomar a = 50

[ £/ (20)]

_ip J(20 + Tew) — f(20) — lim f(z0 + rew) - f(zo)/rew _ f'(20)

lim,_0€

|f(z0 4+ €”) — f(20)] " f (o + rei?) — f(z0)/re] [ f (z0)]
(iii) Suponer (por simplicidad) zop = f(z9) =0y Dfo(0) # 0. Entonces
fl,y) = Liz,y) + v + yv(z,y)
donde v(x,y) — 0 si (x,y) — 0. En otras palabras para («, 5) # (0,0)
f(z) = az + Bz + |z[v(2).

Tenemos para todo 6 € [—m, )

lim, e~ flre?) _ lim. . reT Bre* + ru(re)  a+ fe
e T e+ Bre @ rw(re®)] T Ja+ G0
—2i0
Suponemos @igﬁ = a para todo 6.

Entonces a + Be % = |a + Be~ 20l
En particular

atB=la+Ble®, a—B=|a-ple".

Se obtiene =0y a # 0.
De donde f es derivable en 0 y su derivada es a. .

Fijemos algunas notaciones de interés:

Dado a € R sea H, = {z =re" :r > 0}.

Dados a,b € [-m,m) con a < b, sea Sup = {z € C : a < Arg(z) < b}.
Dados a,b € R con a < b, sea BH,, = {z € C : a < Re(z) < b}.

Dados a,b € R con a < b, sea BV, , ={z € C:a < Im(z) < b}.

Dados a,b € Rcon 0 < a < b, sea D(zp;a,b) ={z € C:a < |z2—z)| < b}.
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Proposicién 4.2.7 Sea w = exp(z). Es decir (x,y) — (e*cos(y), e*sen(y)).

(i) exp transforma las rectas paralelas al eje OY, x = ¢ en circunferencias
centradas en el origen y radio e°.

(i1) exp transforma las rectas paralelas al eje OX, y = ¢, en semirectas
que parten del origen y pendiente m = tag(c), es decir H..

(i1i) exp transforma rectas y = mx en la espiral de Arquimedes r = e,

(i) Sea 0 < b—a < 2w entonces exp es biyeccion de BH,; en un sector
Swp cond =—1+a—2r[L] yb =—7+b—2r[Z].

(v) Sean a < b entonces exp es biyeccion de BV, yen una corona D(0, €2, e?).

Definicién 4.2.8 Dado S € C y f : § — C\ {0}, una determinacion
continua (o rama uniforme) del argumento de f sobre S es una aplicacion

continua A : S — R tal que A(2) € arg(f(2)), i.e. €4 = |§8|

Proposicién 4.2.9 Para todo a € R la funcion Argiayox) s una determi-
nacion continua del argumento (de la identidad) sobre C\ H,.

Demostracion Suponer a = —m. Veamos la continuidad en 2y = 1. Dado
e > 0 tomamos § = ;=. Si z € D(1,9) entonces |Arg(z) — Arg(1)| = |0],

donde sen(f) = T cos(h) = B2

|| ||

Obsérvese que z € D(1,4) implica Re(z) > 1 =6, |Im(z)| < d, lo que nos

dice que |A| < 7/2. Ahora usando que |0] < |‘Ziz((g))| tenemos
|[Im(z)] 4]

A — Arg(1 =e€.

|Arg(z) — Arg(1)| < Rez) “1-5 °

El caso zp € C\ R_ se reduce al anterior ya que si z, — 2z, entonces
z — 1. Por tanto Arg(Z) — 0.
Ahora bien Arg(2) 4+ Arg(zo) € arg(z,). En efecto

ei(A'r’g(Z—g)—l-Arg(zo)) . Zn/ZO 20 Zn

lzal/l2ol Tzl Tzl

Luego Arg(2*) + Arg(zo) = Arg(zn) + 2K, .

Por tanto Arg(zo) = lim, oo (Arg(z,) + 2K,).

Al ser Arg(zy) € (—m,m) se tiene K, = 0 para n > ng y Arg(zy) =
limy 0o AT g(25).

Para ver que Arg(z) no es continua en R_ basta tomar sucesiones que
converjan al punto en distinto semiplano.



46 Capitulo 4. Funciones elementales

El caso a # —m se reduce al anterior pues Argjgaiom(2) = a + 7 +
Arg(—e~z). (La comprobacién de este hecho consiste en ver que ambos
valores pertenecen a arg(z) N [a,a + 27))

Proposicién 4.2.10 (i) No existe ninguna determinacion continua del ar-
gumento en un conjunto que contenga una circunferencia que rodee al origen.

(i) Dos determinaciones continuas del argumento de una funcion que no
se anula en un conjunto conexo difieren en un maltiplo de 2.

Demostracion

(i) Sea C' una circunferencia que rodea al origen. Supongamos que existe
una funcion continua A : C' — R tal que é = ¢4 para 2z € C.

Veamos que A es inyectiva. Si 21,20 € C'y A(z1) = A(z2) entonces
|2| = ‘Z E Por tanto 21, 29 estan en la misma semirecta que pasa por el 0. Si
z1 # z9 se contradice el hecho de que 0 esté en el interior de la circunferencia.
Como A : C'— A(C) es una biyeccién continua entonces A(C') = [a, b] pues
tiene que ser conexo y compacto. Pero si z; € C' cumple A(z1) =ay 2z € C
cumple A(zy) = b con z; # z3 se llega a contradiccién ya que sélo un arco
que une z; y z3 se podrd poner en biyeccién con [a, b].

(ii) Sea @ C C un conexo y Aj, Ay dos determinaciones continuas del
argumento de una funcién f sobre Q. Entonces f(z) = |f(z)|e!®) =
|f(2)]e2). Luego Ay(z) = Ay(z) + 2K (z)7. Por continuidad K(z) € Z
implica que K(z) = k para todo z € Q.

Definicién 4.2.11 Sea z # 0, w es un logaritmo de z si se verifica €* = z.
Se escribe log(2) el conjunto de todos los logaritmos de z.

Nota 4.2.2
log(z) = {w =log(|z]) +i6 : 0 € arg(z)}.

Se escribe 10g(q,ar2r) = log(|2]) + iATGuatr2n y Log(z) es el logaritmo
principal que corresponde al argumento principal.

Definicién 4.2.12 Dados Q2 € C y f : Q@ — C\ {0} una determinacion
continua (o rama uniforme) del logaritmo de f sobre Q es una aplicacion
continua L : @ — C tal que L(z) € log(f(2)) para todo z € €.
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Teorema 4.2.13 Sea Q) una region y f : Q@ — C\ {0} holomorfa . Sea
L : Q) — C una determinacion continua del logaritmo de f en ). Entonces
L e H(Q) y ademds L'(z) = J}((j)) para todo z € §).

Demostracion Usando limw_meu;j—’1 = 1, la continuidad de L y la derivabilidad
de f tenemos que dado z € 0,0 < ¢ < 2 existen §, u > 0 tales que

si [w] < & entonces |72 — 1] < srpdHes v

si |h| < p entonces |L(z+h) — L(2)] <4y \w — f(2)] < L2,
Por tanto si |h| < p se tiene

’L(Z+h) —L(z) _ f’(2)| _ |L(2+h) —L(z) f(z+h) = f(z) f’(Z)‘
h fz) T flz+h) = [f(2) h z
_ ‘L(Z+h) —L(z) f(z+h) = f(2) f'(Z)|
oL(z+h) _ oL(2) h oL(z)
B 1 flz+h)—f(z) L(z+h) = L(z)
- |6L(Z) ] h e Ie —1 ¢ (2)]
< ‘eLl(z) Hf(Z + hf)’l - f(Z) |’(l;£fzjh;l>L;)I;(i) o 1)’

h

L fe+h) - f()

e e 0]
L elfGel | elf)l

Teorema 4.2.14 Sea Q una region en C tal que 0 ¢ €.

(i) A es una determinacion continua del argumento en S si y sdlo si
L(z) =log(|z]) +iA(z) es una determinacion del logaritmo.

(ii) Si L es una determinacion continua del logaritmo en §) entonces
LeH(Q) yL'(z) =1 para todo z € Q

(i1i) Sean Ly, Ly : Q — C determinaciones continuas del logaritmo. En-
tonces existe k € Z tal que Ly(z) = Lo(z) 4+ 2kmi para todo z € €.

Demostracion

(i) Es inmediato que si A es continua entonces L también. Claramente
eL(Z) = |Z|eiA(Z) = Z.
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Reciprocamente L continua implica A continua. Ademads e*4?) = el(z)~log(z]) —

Z

(11) Aplicar el resultado anterior a f(z) = z.
(iii) Si z = el1(®) = eL2(3) para todo z € Q entonces Li(z) — Ly(2) =
2k(z)mi, pero como k(z) € Z y continua se tiene que es constante. .

Teorema 4.2.15
(i) Log € H(C\R_) y (Log(2))' = L.

(i) Para todo zy # 0 existe una determinacion continua del logaritmo en

D(zo, |20])- .
(iii) Log(1+ z) € H(D). Ademds Log(1+z) =Y o2 ((—=1)"2=, Vz € D.

n+1"’

Demostracion (i) Inmediato del teorema anterior.

(ii) Tomar L(z) = wo + Log(Z) con wy € log(z0). Es claro que si 2 €
D(z0, |20]) entonces = =1+ =2 € C\R_.

(iii) Inmediato usando la derivacién término a término. .

Teorema 4.2.16 Seaa € R. Sea BH, 412, = {z € C:a < Im(z) < a+27}.
Entonces
expq : BHyqi2- = C\ Hy, expy(z) = €*

es una biyeccion.
Ademds logq,ator) corresponde a la inversa de dicha aplicacion.

Demostracion

Inyectividad: Sean z, 2’ € BH, 410, con € = e?. Como z — 2/ = 2kmi
entonces I'm(z) — Im(z') = 2km, luego z = 2.

Suprayectividad: Si w € H, entonces si ¢ = w = re'® se tiene z =
logr +i(a+ 2km) ¢: BH, q42x.

Dado w € C\ H, tomar z = logja, a + 2m)(w). Es inmediato comprobar
que e = w.

Como logja,a + 2m) es una determinacién continua en C \ H, tenemos
que es la inversa de exp,.

Definicion 4.2.17 Dado z € C y n € N se dice raiz n-ésima de z a todo
numero complejo w tal que w™ = z.

Proposicion 4.2.18 (i) Dado z # 0 ezisten n raices n-ésimas de z.
(i4) El conjunto de las raices n-ésimas de la unidad forman un subgrupo
ciclico de T con generador es.
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A +2ik
1/'”'6 rg(zzL ik

Demostracion (i) Sea wy = |z| para k = 0,1,2,....,.n — 1. Es
inmediato que w} = z.

Por otro lado si w™ = z entonces |w|® = |z|. Como nArg(w) € arg(w™) =
arg(z) entonces nArg(w) = Arg(z) + 2ikm para algin k € Z. Es claro que
ke {0,1,...,n—1}.

(i) Inmediata. .

Definicién 4.2.19 Dado z € C con z # 0 definimos por z* el conjunto de
valores {e“"' = w' € log(z)}.
En particular la rama principal de 2% es el valor e
Caso w = % las distintas determinaciones corresponden a las diferentes
raices de z.

wlLogz

Teorema 4.2.20 FEscribiremos \/z la rama o determinacion principal de la
raiz cuadrada de z.

(i) La funcion \/z € H(C\R_) y ademds (v/z) = 2\1/5.

(ii) z — 2% es una biyeccion holomorfa de {z : Re(z) > 0} en C\R_ con
inversa \/z.

(i1i) En particular /1 + z € H(D).

Ademds V1 +2z=1+ Zle(—l)”*%z” para z € D.

Demostracién (i) Obvio de \/z = e2L92,

(ii) Inyectividad: 2% = 2% implica z = 2/ 6 2 = —2/, pero si z,2 € {z:
Re(z) > 0} entonces z = 2.

Suprayectividad: Si 22 € R_ entonces Re(z)? < Im(z)* y Re(z)Im(z) =
0. Entonces Re(z) = 0.

Dado w € C\ R_ tomar z = \/We%. Es claro que Re(z) > 0y
22 =w.

(iii) Nétese que f(z) = ezlos(i+2) y

f(z) = le%Log(”z)L - le%Log(lﬁ)

2 14+2 2

Recurrentemente puede obtenerse que para n > 2

13 2n—3 1-2a
f(z) = ()" == ez Log(l+z)
22 2

(~1)" 11234520 = 3)(2n =220 = 1)-20 3 pgin 1
4nnl(2n — 1) (142"
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De aqui con la férmula de Taylor se obtiene el resultado.

Proposiciéon 4.2.21 Sea w = 2? es decir (z,y) — (22 — y?,2zy) (o bien
Reie N R262i9).

i) 2% transforma las rectas paralelas a los ejes OY en pardbolas (salvo

J

x =0,y =0 que degeneran en semirectas.)

(ii) 2* transforma las hipérbolas x* — y* = ¢, xy = d en rectas paralelas a
los ejes u = c,v = d/2 respectivamente.

(1ii) 2% transforma rectas y = mx en semirectas que pasan por el origen,
siendo m = 0,00 las correspondientes a R, R_ respectivamente.

(iv) Sea 0 < b—a < 7 entonces z* es biyeccion de un sector S, en otro
SQa,2b~

2
(v) 2% es biyeccion de BHyy en {z € C:1— Re(z) > ImT(Z)} \R_.

4.3 Problemas propuestos

1.- Calcular las partes real, partes imaginaria y el médulo de las funciones
senz, cosz, tgz, Shz, Chz, Thz.

2.- Estudiar lim e* a lo largo de cada semirecta con origen en z = 0.
Z—00

3.- Probar que si a € [—1, 1] todas las raices de la ecuacién sen z = a son
reales.

4.-Demostrar que senz y cosz son suprayectivas.

5-Sea a #0, a € C, k € N. Definimos (a?), = ¢'°8k++2m? Probar que
(a*)k es analitica en C y hallar su desarrollo en serie de potencias de z.

6.- Dar la definicién de determinacién de /z. Probar que toda deter-
minacién de y/z es holomorfa y que su derivada es #.Probar que también
es analitica. Ademds, si f y g son dos determinaciones, entonces f = g o

f=-y

7.- Desarrollar en serie de potencias de z y decir cudl es el circulo maximo
en que es valido el desarrollo de las siguientes funciones:

i) sen®z | ii) Ch*z

8.- Desarrollar en serie de potencias de z:
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1+ 2

i) Vz+1i,ii) Log1
—z

9.- Desarrollar en serie de potencias de z:
) z i) 2
i i )

22— 424137 (z+1)2
10.- Desarrollar en serie de potencias de z:
1)Arctgz , i) Arcsenz.

11.- Desarrollar en serie de potencias de (z — 1) y determinar el circulo
maximo en que es valido el desarrollo de las siguientes funciones:
2

i (z+1)2 1)

22245
12.- Desarrollar en serie de potencias de (z — 1):

i) /2 ;i) sen(2z — 22).

o0

"
1 Z ; ( los coeficientes B,, se llaman
n=0

nimeros de Bernouilli ), entonces:
i) By=1
lll) BQn+1 == O,n Z 1.

13.- Probar que si

14.-Utilizando los nimeros de Bernouilli, desarrollar en serie de potencias

de z: 1) j—l :
eZ

t
iv) zcosecz ; v ) Log(ﬁ ) ; vi) Log(
z

i) tgz , iil) zcotgz;

z

).

15.- Estudiar los dominios de definicién y decir dénde son derivables las

-1 z—1

, C) :
z+1

16.- Sea 2 un abierto conexo del plano complejo. Sea g € H(£2) con g(z) #

0, Vz € Q. Sea f € C°(Q) tal que f2 = g (esto es, f es una determinacién
de la raiz cuadrada de g). Probar que f € (). Lo mismo si e/*) = g(2).

senz

ramas principales de las funciones: a) v/22 — 1, b) log :

17.- Demostrar que no existe una determinacién continua del argumento
en la region Q= {z € C;1 < |2] < 2}.

18.- Desarrollar la rama principal de 1/z en potencias de z — a, donde
a ¢ (—o0,0].
19.- Sea Q = {z: Imz > 0}.
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i) (Existe f € H(Q) tal que f2(2) = 2(z — 1) Vz € Q?
ii) Dar el desarrollo en serie de potencias de (z — i) de alguna de esas
funciones (caso de existir).

20.- Probar que existe un abierto €2 que contiene al origen y una funcién
f € H(Q) tal que f?(2) = 1+ senz, Vz € Q. Probar que f admite un
desarrollo en serie de potencias.

21.- Dados u,v € C(u # 0) definimos u¥ = e”'°8%. Probar los siguientes
contenidos y demostrar que pueden ser estrictos: vt C u’.u” ; logu’ D
vlogu ; u”" C (u”)". Probar que si n € Z, u™ consta de un solo elemento y
que ur consta de n elementos.



Capitulo 5

Integracion sobre caminos

5.1 Integracion sobre caminos.

Aunque la teoria de integracién puede hacerse sobre curvas rectificables
(es decir derivables a trozos y con derivada integrable Lebesgue) la haremos
Unicamente sobre caminos.

Definicién 5.1.1 Un camino v es una curva diferenciable a trozos con derivada
continua en cada subintervalo de la particion, i.e. existe tg =a < t; < ... <
tho1 < t, = b tal que 7|[ti_1,ti} es continua, derivable en el abierto, con
derivada continua y existen ' (1 |) y ¥'(t;).

Se dice longitud del camino al valor long(y) = f; |7/ (t)|dt. Denotado
también [ |dz| = long(7).

Definicién 5.1.2 Dada una curva v : [a,b] — C se dice curva opuesta de
v a la curva (=), definida por —vy : [=b, —a] — C siendo (—v)(t) = v(—t)
para t € [—b,—al.

Dadas dos curvas v1 : [a1,b1] = C, ¥ : [ag, by] = C con v1(b1) = y2(as),
se dice curva union de 1 y Y2 a la curva y1 U 7o, definida por v, U 7o :
[a1,b1 + by — as] — C siendo

(71 Ue)(t) = () t € [a, bi]
(M UP)(t) =7t +az—b1)  t€[bi,bi+by— ayl.

Definicién 5.1.3 Dadas dos curvas v; : [a1,b1] — C, 79 : [ag,by] — C.
Diremos que vy & 5 <= existe T : [ag, bs] — [a1,b1] continua estrictamente
creciente con T(az) = a1, 7(b2) = by y ¥2(t) = 11 (7(¢)).

53
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Nota 5.1.1 Las definiciones anteriores (para T biyeccion derivable con derivada

7'(t) > 0) se aplican a caminos, siendo el opuesto y la unidn de caminos
también un camino.

Definicién 5.1.4 Una funcion acotada ¢ : [a,b] — C se dice integrable
Riemann si Re(¢) : [a,b] = R y Im(¢) : [a,b] — R son integrables Riemann.
Ademds se define

/¢ Bt = /Re dt+z/b[m(¢(t))dt.

Nota 5.1.2 El desarrollo de integracion Riemann de funciones complejas es
pararelo al de funciones reales y puede deducirse del anterior, combinando
partes reales e imaginarias.

Definicién 5.1.5 Sea v : [a,b] — C un camino y f : v* — C una funcion
continua, definimos

[rez= [ rawnma =3 [ semn o

Nota 5.1.3 Las integrales de la definicion anterior son integrales Riemann,
pero si se hace el desarrollo sobre curvas rectificables se considera integracion
Lebesgue (que en este caso coinciden).

Proposicién 5.1.6 Sean vy, 72,7 caminos y f, g funciones continuas definidas
sobre los soportes correspondientes.

(i) Si v ~ 72 entonces [ f Jdz= [, f(z

(i) [, £ M——Lf

(i) [, f dz—f f(z dz+f f(2)dz

(iv) [.(af + Bg)(z z—aff dz—i—ﬁfvg(z)dz

(v) !f f(2)dz| < long(v) (2)I

(vi) Sea Q un abierto de C, 7* cQ, f:v"—C continuay F: Q — C
holomorfa tal que F'(z) = f(2) Yz € v*. Entonces

/ﬂmnzﬂww—Fwwy
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Demostracion:
(i) Suponer que v,(t) = v1(7(t)) para t € [¢,d] and T : [¢,d] — [a,b] es
biyecciéon creciente. Entonces

d
/ f(2)dz = / FOn(r () () (£)dt

= / (m(s)n(s ds—/ f(z
/_vf(z)dz _ /_;af<7<_t))(_7)l(t)dt:—/abf(’y(s))’y'(s)ds:—Lf(z)dz

b1+ba—asz
/ e = / Syt
= [ i+ [ s+ an = b)(s + o - b)ds
%)1 1b2
_ / F(n(s)i(s)ds + / F () (s)ds

= /:f(z)dz—l—/wf(z)dz

(iv) Inmediata.
)
[ s < s o) [ ol
(v
[z = [ ey = [(F oy = Fom) - Fa),

Proposicién 5.1.7 Sea v un camino, f, : v* — C funciones continuas
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(i) Si f = limy oo frn uniformemente en v* entonces

/Wf(z)dz:limnﬁoo/vfn(z)dz

(ii) Si f =37 [ uniformemente en v* entonces

/f dz—z

nO'y

Demostracion: (i) se sigue de (v) en Proposicién 5.1.6

[uo -

(ii) se sigue de (i) junto con la linealidad de (iv) en Proposicién 5.1.6.

(2) = f(2)|long(7).

Nota 5.1.4

dz 2T et dt
/ — = / - dt = 2mi.
|z]=1 # 0 €

Sea 7y el cuadrado de vértices 0,2,2 + 24,24 recorrido en la direccion de

los puntos dados
/ dz ,
—— =27,
L 2= (141)

Observamos en primer lugar que parametrizando ambos caminos se ob-

tiene que
/ dz _/ dz
N L) R

donde g el cuadrado de vértices —(1+14),1 —i,14i,—1 + i recorrido en la
direccion de los puntos.

En efecto escribimos y9 = y1 U [—1+1i,—1 —i] donde vy = [-1 —i,1 —
Ul =i, 14+ Ul44d,—1+1].

Tomando F(z) = Logz se tiene que F € H(C\R™) y F'(z) = 1 para

z € ;. Por tanto
/dz /dz /
Yo [—144,—1—1] 27
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dz 3T
P Log(—1414) — Log(—1 —4) = i2L + i~ =
= og(—1+1) og( i) =1 1 +z4

Aunqgue podemos argumentar del mismo modo con otra rama del logar-
itmo, haremos ahora el cdlculo parametrizando el otro camino.

/ dz / dz

[—1+4i,—1—i] ? [—1—i,—1+i] <
B boddt
- /_ =1+t

e 1 t
i —dt — —dt
1 V14t 1V 1+ #2

Finalmente

1 1
—dt=2 | ——dt=
/_1 V1+ 2 /0 14 ¢2

Loy
dt = 0.
/_11+t2

Lo que permite concluir que

/ dz ,
—— = 2.
, 2= (141)

5.2 Construccion de funciones holomorfas

Proposicién 5.2.1 Sea v un camino , 2 € C un abierto y ¢ : v* x 2 —- C
una funcion continua.

(i) Entonces la funcion g : Q@ — C dada por g(z) = f7 o(w, z)dw es
continua.

(i1) Si ademds para todo (w, z)
o(w, z) y la aplicacion (w,z) — g—
entonces g € H(Q) y ¢'(2) = f7 gz(

€ v x Q existe ¢ (z) siendo ¢, (2) =
(w, ) @, (2) es continua en y* x €

Demostracion:

(i) Sea zy € . Consideremos un disco D(zp,7) C §2. Como ¢ es uni-
formemente continua en v* x D(zg,7) dado & > 0 existe 0 > 0 de modo que
|z — 20| < 0 entonces |p(w, z) — Pp(w, zp)| < Tongyr YW €Y
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Entonces

19(2) = g(z0)| = | [ (¢(w,z2) = d(w, 20))dw]

v

< long(7y)supwey+|d(w, z) — p(w, z0)| < €

(ii) Sea zp € €2. Probemos que g es derivable en z.

9(z) —g(20) [ 09

Z— 2 4 02

e 2= olww) 0, )]

P (w, zo)dw‘

Z— 20 0z

/qb w, z) w,zo)—(z—zo)g—f(w,zo)dw

zZ— 20

_ / O(w, z) - q)(w’%)dw‘

Z— 20

donde w — ®(w, z) = ¢p(w, z) — zg¢ (w, z9) € H(Q2). Ahora bien, denotando
D, (2) = P(w, 2),

| P (2) = Pu(20)] = | [ }%(Z)dZI < |z = 2ol supgefzo.)| P (€)1
20,2
Por tanto
9(2) —g(z 9¢
‘M _[22, zo)dw‘ < [ supccnaleL©lld
Z— 2z 0 .
< (long(y)supee(zo.z), (&)1
Como @/ (z) = gi’ (w,z) — gi’ (w, z9) es uniformemente continua en v* x

D(zo,7), y se cumple que @’ (zy) = 0, razonando como en el apartado (i) se

concluye que
o) ot _ [0
”

p— P (w, zp)dw

lim,s,

Teorema 5.2.2 Sea v un camino, f : v* — C continua. Definimos la
siguiente funcién EF con dominio C\ v*,

)= %/yi(f])zdw




5.2. Construccioén de funciones holomorfas 59

Entonces F' € A(C\ v*).
Ademds F™ (z) = 2 f7 =) nﬂdw zeC\ v

2mi

fw)

w—z

Demostracion: Sea ¢p(w, z) = cv* x (C\v*) = C. Es claro que ¢ y

f(w)

9 (w, z) = (w—z)? Son continuas en 7" X (C\ ~%).

0z

Por el teorema anterior ' € H(C \ v*) y ademas
1
F/(Z> = / de
2mi ), (w — z)?

Reiterando el argumento obtenemos al derivada n-ésima.

Probemos que F' es analitica en C\ v* y demos otro modo de calcular la
derivada n-ésima.

Dado a € C\ 7" y w € v* tenemos que si |z — a| < |w — a| entonces

11 1 _i (z—a)"
w—z—w—al—z_a—nzo(w—a)”ﬂ'

w—a

Sea r < d(a,~v*). Entonces si w € v* y |z — a|] < r se puede aplicar la
convergencia uniforme en w € v* de la serie anterior y por tanto

)= 5 f S0 i oo = Z% / ) - )

n=

(El intercambio de sumacién e integral se garantiza por ser limite uni-
forme sobre v* de una sucesién de funciones, o bien pues » >~ |fww| <
M o] r
a7y 2en=o ey < 09:)
Ademas el radio de convergencia de la serie anterior es > d(a,v*) y los
coeficientes de Taylor son

Foo 1 f(w)
n! (a) = %/y (w—a)"t! dw

Observar que en general no es cierto que toda funcién continua tenga
primitiva (por ejemplo f(z) = |z]?). Este hecho se sigue de que si existe
F = U414V tal que F' = f entonces, debido a las ecuaciones de Cauchy-
Riemann, se sigue que f holomorfa.

La existencia de primitiva depende de la integracién sobre caminos, como
pone de manifiesto el siguiente resultado.
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Proposicién 5.2.3 Sea Q) una region y f : 0 — C continua. Son equiva-
lentes

(i) Eziste F € H(Q) tal que F'(z) = f(2).

(i1) f f(2)dz = 0 para todo camino cerrado v C §Q.

(iii) f f Ydz = f f(2)dz para todo par de caminos v1,ve C §2 con los
mismos puntos mzcml Y ﬁnal

Demostmcio’n
)- [, f(2)dz = F(y(b)) = F(v(a)) = 0.
(u) :> (m) Poner 71 U (=72) = 7. Es un camino cerrado, por tanto
f%f dz—fwf dz—f f(z)dz = 0.
(i1i) = (i). Fijamos zg € Q. Para z € 2 definimos F'(z f flw
donde 7, es un camino con 7,(0) = zy y 7.(1) = z (por eJemplo una pohgonal
de lados paralelos a los ejes). Veamos que F' es derivable en Q y F' = f.

Sea 2/ € Q,D(2',6) C Q. Si z € D(Z,0)

/ f(w)dw) — f()

_ Z_z(/wz} w)dw - /f Jdw — f()(z ~ 2))

1
= w)dw — 2 ) dw
Z_lzl(/[z’,z}f< ) [z’,z]f( ) )
= w) — f(2))dw.
[ s =)

z— 2z

Usando ahora la continuidad de f se obtiene el resultado.

Nota 5.2.1 FEl mismo resultado puede enunciarse en abiertos generales, pues
los caminos estan contenidos en cada componente conexa.

Definicién 5.2.4 Si v es un camino cerrado y z ¢ ~v*, se dice indice del
camino respecto del punto z al valor

Ind.(z) = 1/dw.

271 wW— Z
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Proposiciéon 5.2.5 Si v = 9D(z, R), i.e. (t) = 20+ Re",0 < ¢ < 2w
Y |z — 20| # R entonces Ind(z) = 1 si |z — 2| < R y Ind,(z) = 0 si

|Z—Zo| > R.

1

w—z

Demostracion: Suponer primero que |z — 29| > R. Entonces f(w) =
H(C\ {z}) y coincide con

e.9]
=2 g = )" w € Dl |z = 20
n=0
Por tanto tiene primitiva
- ~1
Plu)= Y e — )" w € Dl o — ),
n=0

€

Como v* € D(zy, |z — z0|) entonces la Proposicién 5.2.3 permite concluir que

Ind,(z) = 0.
Sea ahora |z — 29| < R. El caso z = 2 es inmediato

1 / dw 1 [ iRe"dt
gl

Ind,(z) = —

271

w—2z2y 2w J, Re?

Observar que para n > 2 se tiene que

2m
/( dw ; :/ iRV lemitn=Dt gy —
~ (W —=2p n 0

Si |z — 20| < Ry z # 2 entonces

1 dw 1 dw

2mi ), w — 2 2mi w—2z)(1 — Z22)

Z oo
2i — 20) "+1

- </ (w —d:w JEm )

= Ind,(z) + % Z(/ %)(Z —2)"
= Ind,(z) =1 .
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5.3 Problemas propuestos

1.- Caleular [ (z* — iy?)dz, siendo v:
a) El arco de parébola y = 222 entre los puntos 1 + 2i, 2 + 8i.
b [L+ 20,1+ 8] U [1 + 8,2 + 8.
¢) [1+2i,2 + 8i].
2.- Calcular fﬂ/ Z?dz, siendo ~y
a) La circunferencia |z| = 1.
b) La circunferencia |z — 1| = 1.

3.- Calcular
/ Log®z
dz,
4 2

donde v es el arco de circunferencia

{z€C;lz] =1, 0< Argz < g}

4.- Hallar

/ 22L0gz + 1dz.
|z|=2 z—1

5.- Demostrar que
2

e“fsen(sent)dt = 0

e cos(sent)dt = 2.

J
2m

J

6.- Sea (t) = 2| cos2tle”, 0 <t < 27. Calcular

/ dz
72:2—1—1




Capitulo 6

Teorema de Cauchy para
circunferencias y aplicaciones

6.1 Teorema de Cauchy en abiertos estrella-
dos

Definicién 6.1.1 Un tridangulo A es la envoltura convera de tres puntos
distintos z1, 2o, 23, llamados vértices, es decir el minimo convexo que contiene
los puntos.

Es sencillo ver que A es un compacto y que 0A es una poligonal cerrada
formada tres segmentos, que denotaremos [z, 29, 23] = [21, 22] U [22, 23] U

[2’3, Zl].

Teorema 6.1.2 (Teorema de Cauchy-Goursat) Sea 2 abierto no vacio, p €
Q, A C Q un triangulo y f : Q@ — C continua en Q y holomorfa en Q\ {p}.
Entonces
f(z)dz = 0.
[oJAN

Demostracion: Caso p ¢ A. Sea I = [, f(z)dz.
Tomando los puntos medios de cada lado podemos subdividir el triangulo
A en cuatro subtridngulos A;,j = 1,...,4 de tal modo que OA = U?ZlﬁAj.

Como [ = ijzl Jon. f(2)dz, existird al menos un subtridngulo de manera
J

que |faAj f(2)dz| > . Llamemos A" a dicho tridngulo.

63
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De manera recurrente construimos una sucesién de triangulos A" tales
que

A" C ... C Al C A,

long(OA™) = —longz(naA),
I
[ peae > D

Por el teorema de encaje de Cantor existird un tinico punto 2z, € N, A™ y por
ser f(zo) + f'(20)(z — zo) una funcién con primitiva en C podemos afirmar
que

oAn (2)dz = /a - [£(2) = f(20) — f'(20)(2 — 20)]dz.

Por otro lado al ser f derivable en z; se tiene que si ¢ > 0 existe § > 0 tal
que si |z — zo| < 0 entonces |f(2) — f(z0) — f'(20)(z — 20)| < €|z — 20].
Combinando los hechos anteriores existe ng € N tal que

OA™ C D(zp,9),n > ng

y
long(0A
| f(2)dz| < esup,conn|z — zd%.
aA'Il
Como se cumple que
long(0A
Supeonn|z — 20| < %

se verifica para n > ng

1 [ ON)?

Mo [ pea <9080

Lo que implica I = 0.

Caso p € A. Hay tres posibilidades: que sea un vértice o un punto de
uno de los lados o un punto del interior. Descomponiendo el tridngulo en
subtriangulos y usando el caso anterior, en los dos ltimos casos se puede
reducir a ser vértice de otro triangulo.

Finalmente supuesto p es un vértice de JA. Dado € > 0 suficientemente
chico y considerando D(p,e) N OA = {zy, 21} se construye un tréngulo A, =
[p, 20, 21] de manera que OA = 0A, UOA; UJA, y

[ s =1 [ g < max £ Dlomg ),
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Como ¢ es arbitrario se tiene que I = 0. .

Teorema 6.1.3 (Teorema de Cauchy para un abierto estrellado) Sea Q) abierto
estrellado no vacio, p € Q, y f : @ — C continua en 2 y holomorfa en Q\{p}.
Entonces

f(2)dz = 0 para todo camino cerrado v € €.
N

Demostracion: Es suficiente ver que f tiene primitiva en ). Sea a un centro
de 2. Definimos

F(z) = (w)dw,Vz € Q\ {a} y F(a) = 0.

[a,2]
Dado zg € Q, D(z9,R) CQy z € D(z0, R).

F(Z)_F(ZO)—f(Zo): 1

Z— 20 Z— 20

f(w)dw— f(w)dw—(z—20) f(20))-

[a,z] [a,z0]

Noétese que el tridngulo con vértices [a, 2o, 2| estd en Q. Entonces apli-
cando el Teorema de Cauchy-Goursat se tiene:

F(2) — F(20) ) = 1

Z— 20 zZ— 20

/[ () = fen)ie

Usando la continuidad de f se obtiene

F(z) = F(=)

lZ‘mZHZQ ‘
Z — 20

- f(ZO)l S limz%zomal'we[zfzo]’f(w) - f(ZU)’ =0.

6.2 Foérmulas de Cauchy y aplicaciones

Proposicién 6.2.1 (Fdrmula integral de Cauchy para abiertos estrellados)
Sea Q un abierto estrellado y v C Q un camino cerrado. Si f € H()
entonces

w —

F(2)Ind, (2) = %/ f(w)zdw (2 €\ 7).
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Demostracion: Sea z € '\ v*.

o) = T IE v e 0\ (2,
o(z) = £(2)

Es claro que g € H(Q\{z}) y g € C(Q). Aplicando, entonces, el teorema
de Cauchy se tiene f7 g(w)dw = 0. Es decir

0= %A%dw: %[y%dw—f(z)[ndy(z).

Corolario 6.2.2 (Fdérmula de Cauchy local) Sea Q0 abierto, f € H(Q) y
D(a,R) C Q. Si~y = 0D(a,R) orientada positivamente (es decir vy(t) =
a+ Re' t € [0,27]) entonces

f(2) = QLM/ f(wldw, 2 € D(a,R).

w [—
Demostracion: Es consecuencia inmediata de la férmula integral de Cauchy.
Observar que aunque {2 no sea un abierto estrellado podemos considerar

Qy = D(a, Ry) de manera que D(a, R) C ; C Q y trabajar en ;.

Corolario 6.2.3 Sea f € H(D(a,R)) y f € C(D(a,R)). Sivy = 0D(a,R)

orientada positivamente entonces

w—z

f(2) = QLM/ S 4w s e D R)

Demostracion: Denotemos R, = R(1 — +). Fijado z € D(a, R) existe

no € N tal que z € D(a, R,,) si n > ny.
Es suficiente considerar =, : [0,27] — C dado por

Yu(t) = a+ Rpe™.

Podemos aplicar el Corolario anterior en =, y obtendremos

f(z) = %/ f(w)zdw, z € D(a, Ry,).

w —
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Veamos que

L[ fw) 1 fw)
2—m‘/vmdw—l@m — ——dw = f(2).

n—o0 .
2mi ), w—z
n
Parametrizando hemos de comprobar

. 1 (7 fla+ R,et)iR e 1 [* f(a+ Re™)iRe™
iMoo —— , W= — A dw.
2w J a+ R,et —z 27 J, a + Rett — z

Para ello observar que existe ng tal que

, R_R—|z—
la+ Rpe" — 2| >R—|z—a| —— > M, n > ng.
n 2
Entonces si i . ,t) Rt
a+ R,e" )1 R,e
g"(t) - it
a+ R,e?t — z
se tiene
2R

SuPre(0,2m)| gn (t)] < mm@xzez)(a,i)\f(z)\-

Esto permite aplicar el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue y
obtener el resultado. .

Corolario 6.2.4 Sea f,g € H(D(a,R)) y f,g € C(D(a,R)) y~v = 0D(a, R)
orientada positivamente.
Si f(&) = g(§) VIE —a| = R entonces f(z) = g(z) V|z —a| < R.

Teorema 6.2.5 (Fdrmula de Cauchy para derivadas) Sea f € H(Q2) y D(a, R) C
Q. Siy=0D(a, R) orientada positivamente entonces

f(2) = . / (wf&dw z € D(a, R).

- 2mi — Z)ntl
En particular si f € H(Q) entonces f € C>®(Q).

Demostracion: Es consecuencia inmediata de la formula de Cauchy junto con
el teorema de derivacién bajo el signo integral. .
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Teorema 6.2.6 (Desigualdades de Cauchy) Sea f € H(D(a,R)), r < Ry

n € N. Entonces |
. n!
‘f( )(a)’ S T—nmaxp;—a‘:?“’f(’z)"

Demostracion: Aplicando la férmula de Cauchy para v* = {z: |z —a| =1}
y para derivadas tenemos
[f(w)] _ n!

n n! !
[f ™ (a)] < %long(v)supwev*m = L matia—oj=r|f(2)].

Proposicién 6.2.7 (Analiticidad) Sea Q0 abierto no vacio y f € H(2). En-
tonces f € A(Q)).

De hecho, para todo a € Q existe (ay,) tal que f(z) = > 7 jan(z —a)"
para todo z € D(a,d(a,C\ Q)) (para todo z en caso Q = C).

Demostracion: Supongamos que 2 C C. Seaa € Q y tomar 0 < r < R =
d(a,C\ ) y denotemos v} = {2z : |z —a| = r}. Es claro que D(a, R) C Q,
y por tanto, combinando el Teorema de Cauchy y el Teorema 5.2.2 se tiene
que f(z) = 5= . %dw =" ,an(z —a)", donde la convergencia es en el
disco D(a, Ry) para algin R; > r. Como vale para cualquier < R entonces
el radio de convergencia es > d(a,C \ Q).

En el caso de que Q = C podemos repetir el argumento para Qr = D(0, R)
obteniendo validez para Ry > R — |a| para cualquier R. Por tanto radio de

convergencia R; = 00. n

Teorema 6.2.8 (Teorema de Morera) Sea Q) abierto, f : Q — C continua
tal que [, f(z)dz =0 para todo tridngulo A C Q. Entonces f € H(S).

Demostracion: Podemos suponer que 2 es un disco abierto de centro a (por
el caracter local de la derivabilidad).
Definiendo

F(z)= . (w)dw,Vz € Q\ {a} y F(a) = 0.
Dado zyp € Q, D(29, R) CQy z € D(20, R).
F(Z)_F<ZO)—f(Zo): 1

zZ— 20 Z— 20

f(w)dw— f(w)dw—(2—20) f(20))-

la,z] la,z0]
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Noétese que el tridngulo con vértices [a, 2o, z] estd en . Entonces la
hipétesis permite decir que f[a R f(w)dw — f[a ol f(w)dw = f[zo 4 fw)dw.

P = F) gy 1 /[](f(w)—f(zo))dw.

Z— 20 Z— 20
Usando la continuidad de f se obtiene

F(z) = F(=)

limz—)ZQ ‘
Z — 20

- f(ZO)l S limz—)zomaajwe[zfzoﬂf(w) - f(Zl))’ = 0.
Visto que F' es derivable en zg y F'(z9) = f(20). Esto demuestra que F €

H(Q) y por tanto podemos usar que F € C*(Q) de lo que se sigue que
F'=feXHQ).

Corolario 6.2.9 Sea 2 un abierto, p € Q , f : Q — C continua y [ €
H(QN\ {p}). Entonces f € H(Q).

Demostracion: Aplicar Cauchy-Goursat y Morera. .

Teorema 6.2.10 (Teorema de Liouville) Si f es una funcidn entera y aco-
tada entonces f es constante.

flw

Demostracion: Usemos que f'(z) = %m fBD(z R) de para todo R > 0.

Por tanto |f'(2)| < % para todo R > 0.
Pasando al limite se tiene f’(z) = 0 y por tanto f es constante. .

Teorema 6.2.11 (Teorema fundamental del dlgebra) Todo polinomio com-
plejo no constante P(z) tiene al menos una raiz compleja.

Demostracion: Suponer que P(z) = akzk + ... + a1z + ap no constante, es
decir k > 1,a; # 0 y que no se anula y considerar f(z) = =2

P(z)"
Como f es enteray lim,_,o f(z) = 0 entonces es acotada y por el Teorema
de Liouville debe ser constante (contradiccion) .

Teorema 6.2.12 (Principio del mdédulo mdximo) Sea Q una region y f €
H(Q). Si existe un punto a € 0 que es mdzimo local de |f| entonces f es
constante.
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Demostracion: Supongamos |f(a)| > |f(2)|,Vz € D(a, R) con D(a, R) C
Q.
Como f(a) = 5= faD(z,r) 1) gy = Lfozﬂ fla + ret)dt para todo r < R

w—a 21

se concluye que |f(a)] < & 0% |f(a + re')|dt. Por otro lado

|f(a+re)| <|f(a)],Vt € [0,27].

Por consiguiente

1 2w )
@)l = 5= [ 1fasrelar
Por tanto OQW |f(a)| — |f(a+re?)|dt = 0y como la funcién del integrando
continua y no negativa implica |f(a)| = |f(a + re™)| para todo t € [0, 27).

Por ésto | f| es constante, pero como es holomorfa se tiene f es constante.

6.3 Problemas propuestos.

Cuestiones.
C1.- Probar que si f(z) es continua en un entorno del punto a
d
lim f(z)dz = 27if(a).
r—0 ‘Z*CL'IT’ Z — Q

C2.- Demostrar que
/ Pu(z)dz 0
|z|=r Zn+1(z - CL) o

si P,(z) es un polinomio de grado < ny a € D(0,r).

C3.- Sea f(z) = y 0 <r < 1, demostrar que

z
1 — 2]

1 2 T
1—r2

|f(re™)|dt =

27 Jo

C4.- Seaw =€ # 0y v un camino en C — {0} que une 1 y w. Demostrar
que dk € Z tal que

d
/—Z = log 7 + i¢ + 2ki.
v 4
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C5.- Sea f(z) => " a,(z —a)"” en D(a, R). Demostrar:
a) Identidad de Parseval. Si 0 < r < R,

1 21

f(a+re")Pdt =) |an*r™".
0

2r Jy

b) Si M(r) = sup{[f()|;|2 — a| = r},

o
D lanr? < M(r).
n=0

C6.- Sea f es una funcién entera. Probar que:
a) Si |f| > 1, f es constante.
b) Si Ref <0o Imf <0, f es constante.
¢) Si Ref o Imf no tienen ceros, f es constante.

C7.- Sean f una funcién entera y A una constante tales que |f(2)| < A(1+
|z|)™. Probar que f es un polinomio de grado < m.

C8.- Sea f € H(C) tal que existen A, M > 0 tales que | f(z)| < MeAF Probar
que
’fl(2)| < MA€A|2‘+1.

C9.- Sean  abierto estrellado y f € H(Q2) tal que f(z) # 0V z € Q. Probar
que g € H(Q) tal que eI = f(2) Vz € Q.
C10.- Sean f € H(Q2) y K compacto C ). Probar que

)~ f(z)

Z—20 Z — ZO

= f'(20)

uniformemente en K.

Cl1.- Sea f : Q — C holomorfa y a € Q. Probar que nunca se pueden
satisfacer las desigualdades

|£"(a)| > nln™ ¥n € N.

C12.- Si f es analitica en D(0, R) — {0}, demostrar que el valor de la integral

/ " f(re®)do
0
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es el mismo Vr, 0 <r < R.

Ejercicios.
1.- Hallar segin los valores de r

dz.

/ senmz? + cos wz2
p=r (2= 1)(2—2)

2.- Hallar

zt
/26 dz,
v 7 +1

siendot >0y v ={z € C;|z| =3}

3.- Calcular .
/ senz sen(z — )dz.
flz 22

4.- Sea 7 una circunferencia que rodea a —1. Calcular

ze?
——dz.
/7 (z+1)3

5- Sea R>1y f € H({z € C;|z| < R}). Hallar
/ (2—1—2—1—1)Mdz.
|z|=1 z

z

Deducir de aqui que

) 21 ) 9
;/0 f(e’9)0082§d6’ =2f(0) + f(0).

z
"dz.
/z1|:1 ( z — 1)

6.- Dado n € N, hallar




Capitulo 7

Teorema homoldgico de
Cauchy.

7.1 Indice de un punto respecto de un camino

Definicién 7.1.1 Dado un camino cerrado v y z ¢ ~* se llama indice del
camino respecto del punto z al siguiente valor

1 dw
[nd’y(Z) = %/w—z
Y

Nota 7.1.1 Es inmediato comprobar que
Ind_(z) = —Ind,(2) y Indy,uy,(2) = Indy, (2) + Ind.,(z)

Teorema 7.1.2 Sea un camino cerrado v y z & v* .
(1) Ind,(z) € Z.
(it) Ind, € H(C\ v*).
(it) Ind., es constante en cada componente conexa de C\ v*.
() Ind, es cero en la componente coneza no acotada de C\ v*.

Demostracion:

(i) Supongamos v : [0,1] > Cconty=0<t; <ta < .. <t, =1y

escribimos 7; @ [t;_1,t;] = C. Asiy =y Uy U...U7,.
s

Definamos g; : [t;—1,t;] = C por g;(s) = b1 =7

Por definicién Ind,(z) = 55 327 (1)

Para evitar el uso del logaritmo (por las justificaciones que ésto requiere)
7 (s)

'Yj(JS)*Z

dt.

haremos el siguiente argumento: Como g;-(s) = se tiene

73
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d gi(s) @gj(s) ! S (g) —2) — ! S egj(s)
4 g0 =) )
ds 7;(s) — 2 (v5(s) — 2)?

Por tanto

e = Cj(y(s) — 2)¥s € (tj-1,1;).
Usando la continuidad de las funciones ;, g; en los extremos se tiene

e9i () e9i(tj—1) 1

ut) — 2 o)~z i) — 2

, (1 () — . . .
De ésto e%(t) = W2 T, que permite concluir por ser un camino cerrado
vj(tj—1)—2
I\ —
que

sty nlt) =2 ) =2 wlta) =2 2(1) =2

() — 2 o) — 7 mlfe) —2 A0 —z "

e

Ahora se tiene que 2milnd,(z) = >_7_, g;(t;) = 2kmi para un cierto k € Z.
(ii) Aplicacién directa del teorema de construccién de funciones analiticas
para la funcién f(z) = 1.
(iii) Se sigue de (i) y (ii).
(iv) |[Ind,(2)| < %long(’y)supweym = %long(”y)m

Dado K < lof% existe z en la componente conexa no acotada tal que

d(z,7*) > 2K. Entonces |Ind,(z)| <  y por ser un entero (y el mismo en la
componente conexa) es |Ind,(w)| = 0 para todo w en la componente conexa
no acotada. .

Corolario 7.1.3 Sea 7 : [a,b] — C un camino, v* C Q y f : Q — C es
holomorfa verificando
i) f(z) #0 Vz €v*
ii) f(v(a)) = F((b)).
Entonces
1 (=)

, dz € Z.
2mi J., f(2)

Demostracion: Considerar el camino cerrado o(t) = f(y(t)) y observar que
L Ix LG 4y = Ind,(0). .

2mi Jy f(2)
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Nota 7.1.2 APLICACIONES:
(a) Sea v :[0,1] = C dada por v(t) = e*™*. Calcular Ind.(0), Ind,(1/3)

y Ind.,(—3).
(b) Sea v :10,1] = C dada por ~(t) = e~ ™. Calcular Ind.(1/2).
(c) Sea v :[0,1] — C dada por ~(t) = 4”” Calcular Ind.,(0).

(c) Sea v : [0,1] — C la poligonal que forma el triangulo de vértices las
raices cubicas de la unidad. Calcular Ind,(0).

Ayuda: (a) (b) y (c) usar la parametrizacién para el centro y la definicién,
mientras que en otros puntos reducir al centro usando las componentes
conexas.

(d) Se considera una circunferencia orientada positivamente y la curva
v U 0D se descompone en cuatro curvas cerradas distintas donde el punto
z = 0 esta en las componentes conexas no acotadas. Usando las propiedades
del indice se obtiene de manera mas rapida que con la parametrizacion y el
uso de logaritmos. .

Proposicién 7.1.4 (Interpretacion geométrica del indice)
(1) Sea un camino 7y : [a,b] — C y z ¢ v* . Existe una funcion ¢ : [a,b] —
C continua y derivable en los mismos puntos que ~y tal que e*®) = ~(t) — 2z
para t € [a,b] (es decir ¢ es un logaritmo continuo de w— z a lo largo de 7).
(i1) Si~y : [a,b] — C es un camino cerrado y a ¢ v*, llamando A(t) =
Im(o(t)) (es decir, al argumento continuo de w— z a lo largo de v que existe
por (i), se tiene
A(b) — Aa)

Ind,(z) = o

Demostracion:
(i) Supongamos 7 : [a b > Ccontg=a<t; <ty <..<t,=0by
escribimos v; = v : [tj_1,t]] = C. Asiy =y U U .. U'yn

Definamos como anteriormente g; : [t;_1,t;] = C por g;(s j; e dt.
Jj— J
El razonamiento de la parte (i) del teorema sobre el 1ndlce permite de01r

e = Cj(y(s) — 2)¥s € (tj-1,1;).
Usando la continuidad de las funciones ;, g; en los extremos se tiene

95 (t5) 1
vi(t)— 2z Y(tji—1) — 2
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Es decir
Y(t) =z = (Y(tj1) — 2)e% 0 vty <t <t

Sea a € R tal que y(t;) — 2z ¢ H, para todo j = 1,2,.
Con ésto

’)/(t) — = eLOQ[a,a+2ﬂ')(W(t]‘*l)_z)"’_gj(t)’vtj_l <t<t.
Entonces, la continuidad de v implica

eLOg[a,a+27r)( (] 1) Z)+g](t ) — eLOg[a a+27r)(’Y( ) )+9J+1( )’

y por tanto existe K; € Z (K, = 0) tal que
Logia,a+2m (V(tj-1) — 2) + 9;(t;) = Logia,aram)(V(t;) — 2) + gj41(t;) + 2K i
Definimos ¢(t) = >_7_, ¢;(t) donde
(bj(t) = g]<t> + LOg[a,a—l—Qﬂ') (’y(tjfl) - Z) + 2m]’71ﬂ-i)x[t]’—l7t]’]7
donde m; = Z?:o K;.
Es inmediato comprobar que ¢ (usando que lim, ,,- ¢(¢) = lim, ,,+ ¢(¢))

es continua y e?®) = (t) — 2, Vt € [a,b].
(i) Sea A(t) = Im(¢(t)). Es claro que es un argumento de w — z sobre
7
Ademas como ¢;(t) = g;(t ) + C7 y el camino es cerrado, usando que
1) =

gi(tj-1) =0y que ¢;_1(t;- o (tj- 1)

2milnd,(z) = /%dt:Zgj(t])

= > (gi(t) = g5(t;1)) = D _(d5(t;) — &5(t;-1))

J=1 Jj=1

= > (8i(t)) — dj-a(tim1) = ¢(b) — ¢(a) = (A(b) — A(a))i.

J:

3l

Nota 7.1.3 Asi pues el indice corresponde a la variacion de cualquier ar-
gumento continuo sobre la curva y geométricamente es el numero de vueltas
que da la curva alrededor del punto z.
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7.2 El teorema homolégico de Cauchy

Definicién 7.2.1 Un ciclo es una union finita de caminos cerrados v =
{7,7, -, Y} donde vi(a;) = vi(b;) siendo v; : [a;,b;] — C un camino para
1=1,...,n.

Denotamos v* = Ui, ~; .

Dos ciclos son 1guales si tienen los mismos caminos y repetidos el mismo
numero de veces.

Dados v = {71,7%2, s} un ciclo y f : v* — C una funcion continua.

Se define
/f(z)dz = Z f(2)dz.
v =1 vV
Siz ¢ v se define

a 1 dw
Ind,(z) = Zlnd%(z) = %/w —
i=1 v

Nota 7.2.1 Las mismas propiedades del indice sobre caminos se tienen para
ciclos generales.

Definicion 7.2.2 Sea ) un abierto no vacio, y v un ciclo con v* C 2. Se
dice que es homdlogo a cero respecto del abierto Q y se denota v ~ 0(resp.Q2)
si Ind,(z) = 0 para todo z ¢ Q.

Dos ciclos v,a se dicen homdlogos respecto del abierto §2 y se denota
v ~ a(resp.Q) si Ind,(z) = Ind,(z) para todo z ¢ Q. Es decir vU (—a) ~
0(resp.§2).

Nota 7.2.2 (Ejemplo 1).- Sea Q@ =D = {z: |z| < 1}.
a)y={2=1/2e":t€[0,27)}. Entonces y~0(resp.Q).
b)y={z=1/4+1/4e" :t € [0,2m)}U{z = —1/4+1/4e" : t € [0,27)}.

Entonces v ~ 0(resp.Q2).
c)y={z=1/2e":t €[0,2m)}U{z = 1/4e7" : t € [0,27)}. Entonces

v ~ 0(resp.Q2).

(Ejemplo 2).- Sea Q= D(0;1/4,1) ={z:1/4 < |z| < 1}.
a)y={z=1/2e":t € [0,2m)}. Entoncesy = 0(resp.Q).
b)v={z=1/2+1/10e" : t € [0,2m)}. Entonces y ~ 0(resp.Q).
c)y={2=1/2e":t € [0,2m)}U{z =1/3e " : t € [0,27)}. Entonces

v ~ 0(resp.2).
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d)y={z=1/2":t € [0,2m)} U{z = 1/3e" : t € [0,2m)}. Entonces
v = O(resp.Q).

Teorema 7.2.3 (Teorema Homoldgico de Cauchy. Prueba de Dizon) Sea )
un abierto no vacio, v un ciclo con v* C Q , v ~ O(resp.Q) y f € H(Q).
Entonces

~
.
~—r

f(2)Ind,(z) = %/i(—gdw.

(id) /7 Flw)dw = 0.

Demostracion:

Sea £ = {w € C\ " : Ind,(w) = 0}. Al ser v ~ O(resp.Q2) se tiene
C\Q C E. Ademés E es un abierto (pues es unién de componentes conexas)
y se tiene C = QU E. Notese también que la componente conexa no acotada
esta contenida en E.

Definimos g : €2 x 2 — C dada por

sy — L 1w) = )

21 wW— 2

(w # 2),

9(z,2) = == f'(2).

271

Denotemos ¢“(z) = g(w, z). Es inmediato ver que g* € C'(2) y g% € H(Q\
{w}). Usando los teoremas de Morera y Cauchy-Goursat se concluye que
g¥ € H(Q).

Es facil ver que g € C(Q x ). En efecto: Sea (wy, z0) € € x {2

Si zg # wp usando que {(w, z) : w # z} es abierto en Q x  existe R > 0
tal que {(w,2) : |lw —wo| < R, |z — 20| < R} C {(w,2) : w # 2z} es entorno
de (wo, Z()).

La continuidad de f en zy y wy implica la de g en (wy, 29) en este caso.

Si zp = wy. Escribimos

(w) — f(2)

1 f
_ <
lg(w, 2) — g(20, 20)| < 2Wmax{| w— >

— ')l 1F'(z) = f'(20)[}-
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Como LM=1G) _ prizy = L Zf[z i (F'(€) = f'(20))d€ entonces

9w, 2) — g0, )| < %Supge[w,z]ﬂf'(f) - P}

Por tanto la continuidad de g en (wy, zo) se sigue de la continuidad de f.
Definimos

h(z) = /g(w,z)dw (z € Q),

)= %Aw(fldw (= € E).

Veremos que h es entera y lim,_,.h(z) = 0. Supuesto probadas ambas
afirmaciones, veamos como se concluye la demostracion.

Entonces usando el teorema de Liouville h(z) = 0Vz € C.

Consecuentemente f7 g(w, z)dw = 0¥z € Q de donde se deduce (i).

Por otro lado fijado u € Q \ v* consideramos f,(z) = f(2)(z — u). Clara-
mente f, € H(Q) y aplicando (i) a esta funcién se tiene

L[ ), )
27m/f %[{Hdw—fﬂdv(u)fu(u) =0

Demostremos ahora que h es entera. En primer lugar hay que probar que
estd bien definida. Sea z € N E, entonces z ¢ ~v* y por tanto

[,g(w’z 27rz/f—z fz)Ind;( 27rz/f—z ‘

El hecho de que h € H(FE) es consecuencia del teorema de construccién
de funciones analiticas.

Veamos que h € H(2). Es continua en € usando que g € C(y* x2). Para
probar que es derivable puede demostrarse que (w, z) — gg (w, z) es continua
en v* X o bien usar el Teorema de Morera. Usaremos el segundo método:
Sea A un tridngulo contenido en 2. Usando Fubini (por ser la integral
de funcién continua en dos variables sobre un producto de compactos) y

g* € H(Q) se tiene

/BA h(z)dz = /6A //g(w, z)dwdz = L/aAg(w, z)dzdw = /7(/6A ¢”(2)dz)dw = 0.
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Finalmente veamos que lim,_,.h(z) = 0.

Como la componente no acotada de C\ v* estd contenida en F entonces
existe R > 0 con v* C D(0,R),C\ D(0,R) C E. Asi podemos decir

1
lim,_ooh(2) = limzﬁm—,/de.
271 S W =2

Entonces

Mazyey| f(w)[long(7y)
27(|z] — R)

donde long(y) = >_7_, long(v;). .

=0

[lim,_ooh(2)] < lim, o

Corolario 7.2.4 Sea ) un abierto no vacio, v un ciclo con v* C €, v ~
O(resp.Q) y f € H(QQ) y. Entonces

C2mi

Ind,(2)f"(2) = n—!/%dw.

Demostracion:
Sea z € Q\ v*. Tomar R > 0,D(z,R) C 2\ ~v*. Como Ind,(w) =
Ind,(z)Vw € D(z, R) entonces

Ind,(z)f(w) = 2L7m'/£f£—£1)ud€ w e D(z, R).

Aplicando la derivacion bajo el signo integral se tiene el resultado. .

Corolario 7.2.5 Sea §2 un abierto no vacio, v1,7, ciclos con ~{,v; C 2.
Entonces
Y1~ Ya(resp.Q) siy solo si

/% flw)dw = /7 fw)dw,¥f € H(Q).

Demostracion: El directo es inmediato del teorema. Para el reciproco tomar

z ¢ Q y considerar f,(w) = -2 .

w—z
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7.3 Conjuntos simplemente conexos.

El teorema de Cauchy en sus dos versiones puede leerse de distintas man-
eras:
1.- Dado 2 abierto “razonable” y f € C(Q).

/f(z)dz = 0 Vycamino cerrado <= f € H(Q).
gl

2.- Dados €2 abierto y v C € ciclo.

/f(z)dz =0VfeH(Q) < v~ 0(resp.Q).

Una tercera posibilidad en la que nos concentraremos es:
3.- Caracterizar €) para que

/f(z)dz =0 Vf € H(Q), Vryciclo C Q.
ol

Teorema 7.3.1 Sea 2 un abierto no vacio. Son equivalentes:
(i) [, f(z)dz = 0 Vf € H(Q),Vyciclo C Q.
(11) Todo ciclo v C 2 es homdlogo a cero respecto de §).
(111) Toda f € H(QY) tiene primitiva en .
(iv) Toda u € Har(Q) tiene armonica conjugada en Q.
(v)Toda f € H(Y) que no se anula tiene logaritmo holomorfo en Q.
(vi) Toda f € H(Q2) que no se anula tiene raiz cuadrada holomorfa en .

Demostracion:
(1) = (17) Seayun cicloen Q, a ¢ Qvy f(2) =
0.

1

z—a’

Entonces Ind,(a) =

(11) = (i) Teorema homoldgico de Cauchy.

(i) = (i11) Visto con anterioridad.

(i1i) = (iv). Sea u € Har(Q). Se probd con anterioridad que la ex-
istencia de armonica conjugada en cada componente conexa equivale a la
existencia de primitiva de u, — iu,. Como la funcién h = u, — iu, € H(Q)
ya que cumple las condiciones de Cauchy-Riemman se obtiene (iv).

(iv) = (v). Sea f € H(Q2) que no se anula. Entonces U(z) = log |f(2)|
es armonica en ). Entonces existe V(z) € Har(Q) tal que g(z) = log |f(z)|+
iV(z) € H(). Como [e93)] = e8lfE)l = |f(2)| se concluye que h(z) =
e 93 f(2) € H(Q) y cumple que |h(2)| = 1 para z € Q. Luego h(z) es



82 Capitulo 7. 'Teorema homoldgico de Cauchy

constante en cada componente conexa de §2. Sea E una componente conexa.
Entonces existe A € R tal que h(z) = €' para todo z de la componente
conexa. Se deduce que f(z) = e9*)*4 y se obtiene un logaritmo holomorfo
en la componente F.

(v) = (vi) Sea f € H(Q) que no se anula y g; € H(Q) tal que e = f.
Considerar g = /291 € H(Q) y claramente g = f.

(vi) = (i) Seaun ciclo y en Qy a ¢ Q. Como f(z) =z—a € H(Q) y
no se anula en Q existe f; € H(Q) tal que f2(z) = f(2)Vz € Q.

Al ser fi(z) # 0 en Q repetimos el proceso y hallamos fo € H(€2) con
f2 = fi y por tanto f3 = f.

Inductivamente tenemos f,, € H(2) que no se anula y con f>" = f.

p

Derivando se obtiene T = 2”;—’2. Entonces

1 d= 1 [fi(z)
/7 d

202mi J oz —a  2mi ), fu(2)

- | < 1 para n grande entonces

Como -L [ 4= L (L&, -7 y _2”127r’ L

25 Jy z—a? 2mi Jy fn(z)

1 dz

=0.
271 yZ—a

Definicién 7.3.2 Un abierto Q2 verificando cualquiera de dichas propiedades
se dice simplemente conexo

La razon para dicha denominacion esta en el siguiente resultado para el
que se necesita un lema previo interesante en si mismo.

Lema 7.3.3 (Ciclo que rodea a un compacto) Sea 2 un abierto no vacio y
K C Q un compacto no vacio.

Eziste un ciclo v C Q\ K (union de poligonales orientadas) de manera
que

v ~ O(resp. Q),Ind,(z) =1Vz € K.
Demostracion: Si Q2 = C tomar v = 0D(0, R) con K C D(0, R).

Caso de Q # C sea § = d(K, 02). Ahora construimos una red de cuadra-
dos con lados de longitud §v/2 y paralelos a los ejes.
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Llamemos Q la familia de dichos cuadrados que cortan al compacto K.
Habré sélo un ntimero finito de ellos.

Ponemos M = {0Q : @ € Q}, (supuestos recorridos positivamente).

Finalmente denotemos por A el conjunto de los caminos que son lados de
uno solo de los cuadrados de Q. Se comprueba que A es el ciclo que buscamos.
Los detalles de comprobacién se dejan al lector ( puede verse en el libro de
W. Rudin, Anélisis Real y Complejo, pp 250-251.) .

Teorema 7.3.4 Sea €2 un abierto no vacio.
Q es simplemente conezo si y solo si Co, \ Q es conezo.

Demostracion:

<=) Sea v un ciclo en . Si C, \ Q es conexo entonces Cy, \ Q estd
en la componente conexa no acotada de C, \ 7*. De donde se deduce que
v ~ O(resp. ).

—) Usando el lema previo y suponiendo que no es conexo existiran A, B
cerrados y abiertos en C,, no vacios, disjuntos tales que C,, \ 2 = AU B.

Supongamos co € B entonces existe un compacto K tal que B C C..\ K.
Por tanto A es cerrado y acotado en C y Q) = C \ B es abierto. Luego
existe y € Q3 \ A C Q con Ind,(2) =1 para z € A C C\ Q y asi v no es
homoélogo a cero respecto de (2.

7.4 Problemas propuestos

632
-dz,
v Z — T

siendo v la elipse {z € C; |z — 2| + |z + 2| = 6}.

1.- Hallar

2-Seaa€C,lal >1,r>la], Q2={z€C;lz| > 1}, g € H(Q) acotada en
Q, f(z2) = a‘;g<z) VzeQ—{a}, vy el ciclo {|z| = 1} U [~{|z| = r}].

— 22

i) Calcular f7 f
ii)Hallar lim f(2)dz. Deducir de aqui el valor de f(2)dz.

r—00

|z|=r |z|=1
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/ (z+1)ex o
|2|=1 2’ .

4.- Sean a,b € C, a # b, |a| =|b] =2. Sean f € H({z € C;|z| > 1})

y P(z) = (2 —a)(z — b). Consideremos la funcién

_ 1 f(2)
PR) = 2mi 2= P(2)

3.- Calcular

dz, R € (1,00) — {2}.

i) Probar que ¢(R) es constante A si R > 2.
ii) Probar que si 1 < R < 2

fla) = F()

o(R) = A+ 10—

5.- Decir si son simplemente conexos o no los siguientes conjuntos:
a) una regién convexa
b) C—{a},aeC
c) D(0;1,2) — {(1,2)}
d) C—{re";0 <r < oo}
¢) C—{RY"U{: +iy;y >0, ne N} }
6.- Sea €2 una regién no vaciay p > 2,p € N j Es cierto que €2 es simplemente

conexo <= V[ € H(Q) con f(z) # 0 Vz € Q, g € H(Q) tal que
g’ (z) =f(z) Vze Q. ?



Capitulo 8

Singularidades y desarrollos de
Laurent

8.1 Ceros y singularidades.

En este capitulo 2 denota una regién. Recordemos que si f € FH(Q), el
conjunto de sus ceros en () se denota por

Zr(Q2) ={2€Q: f(2) =0}

Recordemos que usando el desarrollo en serie de potencias entorno a los
puntos de §2 de las funciones holomorfas se prueba que son equivalentes

(i) Existe a € Q tal que f™(a) = 0,¥n € N,

(ii) (Z2,(Q2)' NQ £ 2.

(iii) f(2) =0Vz € Q.

Definicién 8.1.1 Dado a € Z;(Q2) se dice que tiene multiplicidad k si
k=m(f,a) =min{n : f(a) # 0}.

Proposicién 8.1.2 Si f € H(Q2) no es identicamente nula entonces el con-
Junto Z¢(€2) es un cerrado contable sin puntos de acumulacion en .

Demostracion: Es claro que es cerrado (antimagen de cerrado por una
funcién continua). Al no acumularse en € se tiene que en cada compacto de
Q) puede solamente haber un ntmero finito de ceros. Y entonces en 2 a lo
mas serda numerable. .

85
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Ejemplo 8.1.1 (1) Si f(z) = sent
Zp(C\{0}) ={1/2km : k € Z}
(2) Si f(z) = sen(z)
24(C) = {2k7 : k € Z}

(3) St f(z) = e* se cumple que Z;(C) = @.
(4) Si f(z) = P(2) es un polinomio de grado n.

2(C) ={zih<igy
con j <n, m(f, z)=m; ymi+..+m;=n.

Proposicién 8.1.3 Dada f € H(Q2) no nula. Son equivalentes
(i) a € 2() y m(f,0) = k.
(ii) f(z) =D, an(z —a)™ en un entorno de a y ax, # 0.
(iii) Existe g holomorfa en un entorno de a con f(z) = (z—a)*g(z) donde

g(a) # 0.

Demostracion: (i) = (i1) Sea f(z) =Y .~ an(z —a)™ en cierto entorno de

f(J)(a)
7!

a. Como sabemos que a; =
ag 7& 0.

(1) = (140) Tomar g(z) = > appm(z — a)™.

(iit) = (i1) Si g(2) = > _obm(z — a)™ en un entorno de a donde
bo = g(a) # 0 se obtiene (ii) con a,, = by, .

(17) = (¢) Inmediato de la unicidad de los coeficientes de Taylor que
implica que fU)(a) =0para0<j<k—1y f®(a) #0. .

se tiene que a; =Opara 1 < j <k -1y

Definicién 8.1.4 Sea f : dom(f) — C. Un nimero complejo a € C se dice
que es una singularidad aislada de f si existe R > 0 tal que f € H(D(a, R)\
{a}) y f no es continua en z = a.

Definicién 8.1.5 Sea f: dom(f) — C y a € C una singularidad aislada de
f. Se dice

(i) evitable si existe lim,_,,f(2).

(i) esencial si no existe lim,_,,f(2).

(7i) polo si lim,_,,f(2) = 0.
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Ejemplo 8.1.2 Analizamos el caso z = 0:
(i) f(z) =1/sen(1/z). No es una singularidad aislada.
(1) f(z) = Sen(z) Es una singularidad aislada pero existe lim,_,of(z) =
1. Es por tanto smgulamdad evitable”.
(ii) f(z) = 1. Es una singularidad aislada tal que lim._,of(z) = oo y

lim, 0zf(z) = 1. Es un "polo”.

() f(z) = &. Es una singularidad aislada tal que lim._,of(z) = o0 y
lim, 0z2f(z) = 00. Es un "polo”.

(v) f(z) = ex. Es una singularidad aislada pero no eziste lim._of(2).

Es una “singularidad esencial”

Proposicién 8.1.6 Sea f : D(a, R) \ {a} — C holomorfa.

(i) a es una singularidad evitable <= existe una extension de f, f* €
H(D(a, R)).

(ii) a es un polo de f <= existe Ry < R tal que Z1/7(D(a, Ry)\{a}) =
y lim.a1/f(2) =

Demostracion: (i) se sigue del Teorema de Morera.

(ii) Supongamos que a € P¢(Q). Entonces |f(z)| > 1si0< |z —a| < R’
para cierto R’ < R. Por tanto que f(z) # 0 para 0 < |z — a|] < R’. Usando
que l/f € H(D(a, R')\{a}) y que lim,_,, 1/ f(z) = 0 se concluye el resultado.
El reciproco es inmediato. .

Definicién 8.1.7 Dado ) una region cualquiera y f : Q@ — C. Se dice
meromorfa en ) si todas sus singularidades en £ son polos y evitables. Se
denotard P;(2) el conjunto de polos de f en Q y M(Q) el conjunto de todas
las funciones meromorfas en €2.

Nota 8.1.1 Los polinomios son holomorfas, y los cocientes de polinomios
son meromorfas en C.

Proposicién 8.1.8 Si f € M(Q) entonces el conjunto P¢(2) es un cerrado
contable sin puntos de acumulacion en €2.

Demostracion: Basta usar que los polos de f corresponden con los ceros de
la extensién holomorfa 1/f junto con la Proposicién 8.1.3. .

Definicién 8.1.9 Sea f € M(R2), a € P¢(Q) se dice que es un polo de orden
k de f, denotado o(f,a) =k, si z = a es un cero de multiplicidad k de la

funcion extendida % )
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Proposicién 8.1.10 Sea f € M(Q2) y a € P¢(2). Son equivalentes

(i) o(f,a) = k.
(i) Eziste R > 0 y g holomorfa en el disco D(a,R) con g(a) # 0 y

fz) =2 VzeD(,R)\{a}.
(iii) im, (2 —a)"f(2) =00 i 0 <n < k ylim, (2 —a)*f(2) = X con
0#XeC.

Demostracion: (i) = (ii) Es suficiente observar que para cierto Ry > 0y
Qy 7£ 0

Zan (z—a)" = (2 — a)*h(2), Vz € D(a, Ry) \ {a},

n=~k
con h(a) # 0y h holomorfa en D(a, Ry). Sea 0 < R < Ry tal que h(z) # 0
para z € D(a, R). Definir g(z) = 1/h(2) y se obtiene f(z) = % Vz e

D(a,R)\ {a}.

(i1) = (vii) Es inmediato al tomar limites.

(ii1) = (i1). Definir g(z) = (2 — a)*f(2) si z € D(a, R) \ {a} para R
tal que f € H(D(a, R) \ {a}).Usar el teorema de Morera para ver que tiene
extensién holomorfa a D(a, R).

(17) => (i) Usar la caracterizacién de la multiplicidad de los ceros de la
funcién 1/f. .

Ejemplo 8.1.3 (z) f(z) =5 2 =0 es un polo de orden 2.
(ii) f(z) = ——. 2 =0 es un polo de orden 1.

Teorema 8.1.11 (Cassorati-Weierstrass) Sea f : dom(f) — C ya € C una
singularidad aislada de f. Entonces a es una singularidad esencial de f si y
solo si la itmagen por f de cualquier entorno reducido U de a es densa en C.

Demostracion: Supongamos que f € H(D(a,R) \ {a}) y U es un entorno
reducido de a de manera que f(U) # C.

Sea A ¢ f(U). Es claro que si z € U entonces |f(z)—A| > d(A, f(U)) > 0.
Por tanto

- A
limzﬁaﬂL = 00.
zZ—a

! (z) y ponemos k = o(g, a) existird una funcién ¢

holomorfa en un entorno de a con gi(a) # 0 de modo que g(z) = %.

Si llamamos ¢(z) =
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De ésto se deduce que f(z) = (zf Z()Z )+ ). Consecuentemente a es evitable
(si k=1)opolo (si k>1).

Reciprocamente si existe lim,_,,f(2) = a (respect. lim,,f(z) = o0)
entonces existe 0 > 0 tal que f(D(a,d)\{a}) C D(a, 1) (respect. f(D(a,d)\
{a}) € C\ D(0,1)) lo que contradice la densidad de la imagen del entorno.

Ejemplo 8.1.4 Sea f(z) = e'/*. Nétese que la periodicidad de la funcion
exponencial permite probar que f(U) = C\ {0} para todo U entorno reducido
del origen.

Definicion 8.1.12 Se dice que oo es una singularidad aislada de f si existe
R >0 tal que f € H(C\ D(0, R)). De este modo se puede afirmar que

oo es evitable si lim,_ o f(2) € C,

o0 es polo si lim, o0 f(2) = 0.

oo es esencial si no existe lim, o f(2).
Nota 8.1.2 Si consideramos g(z) = f(2) es claro que

z =00 es una singularidad de cierto tipo de f si y solo si z =0 lo es del

mismo tipo para g.

Definicién 8.1.13 oo es un polo de orden k de f(z) si z =0 es un polo de
orden k de f(2)

Nota 8.1.3 Sea P(z) un polinomio de grado k, entonces z = 0o es un polo
de orden k de P.

Proposicién 8.1.14 Sea f € H(C\ D(0, R)). Son equivalentes:

(i) oo es un polo de orden k.

(11) limzﬁm% = 00 Vn<kuy limzﬁoofz(,f) =a#0.

(111) Eziste r > 0 y f1 € H(C\ D(0,r)) tal que lim, oo fi(z) =a #0y
f(z) =2 fi(2).

Demostracion: Inmediata "

Proposicién 8.1.15 (Regla de L’Hopital) Sean f,g € H(D(a, R)\{a}),
no idénticamente nulas.
St suponemos que



90 Capitulo 8.  Singularidades y desarrollos de Laurent

i) im,,, f(z) =lim,,9(2) =0, ¢
(i) lim,_,, f(z) = lim,_,, g(2) = 0o entonces

lim J2) = lim &(E CuU{oo}).

z—a g(z) z—a g’(z)
Demostracion: (i) Existe R > 0 tal que f(2) = (z —a)fi(z) y g(z) =
(z—a)g1(2) en |z—a| < R donde fi, g; son holomorfas en el entorno. Entonces
f'(z) = fi(2) + (2 = a) fi(2) ¥ §'(2) = 91(2) + (2 = a)gi(2). Por tanto

lim M = lim hz) _ lim f)

Mg T B) e g

Noétese que lim,_,, 518 puede ser infinito si m(a, g) > m(a, f).

(ii) Supongamos que o(f,a) = k y o(g,a) = k’. Existe R > 0 tal que
flz) = % v g(z) = (fi(a?k/ en 0 < |z—a| < R donde f;, g1 son holomorfas

en el entorno con fi(a) # 0, g1(a) # 0. Entonces
A ARG G AE)

fz) = _k(z —a)H T (z—a)k Tz—a  (z—a)®
oy 91(2) nz 9G4
9(2) = k(z—a)k'+1+(z—a)k' kz—a+(z—a)k"

En el caso de que k = k' se obtiene

F'(2)(z=a)f = =kf(2)(z=a)* '+ [1(2), ¢'(2)(z—a)" = —kg(2)(z—a)* " +g;(2).
Por tanto

O T 71O et A (ORI

=vag/(z) = —kg(2)(z —a)f T+ gi(2)  eag(z)]

En el caso de que k > k', es decir, lim,_,, 1) — 55 se obtiene

9(2)
Por tanto
—kfi(2)+(z—a)fi(2)

_fe) G—a)F T
lim ~ = lim — Ty —
z—a (z) 2—a —Kg1(z)+(z—a)g;(2) z—a —k'gq (z) + (z — a)gi(

(z—a)¥'+1

Similarmente se obtiene el caso k' > k, es decir, lim,_,,

De manera andloga se prueba (la demostracion se deja al lector interesado)
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Proposicién 8.1.16 Sean f,g € H(D(0, R,o0)), no idénticamente nulas.
Silim, oo f(2) = lim, 00 g(2) € {0,000} entonces
/
lim /) = lim ')
200 g(z) 200 g’(z)
Probaremos ahora un resultado que caracteriza cuando las funciones en-
teras tienen singularidades en z = oo.

Proposicién 8.1.17 Sea f € H(C).
(i) oo es evitable si y solo si f es constante.
(71) oo es un polo de orden k si y solo si f es un polinomio de orden k.
(i1i) oo es esencial si y solo si VA € C eziste z, € C tales que z, — 00 y

f(zn) — A

Demostracion: (i) se sigue del Teorema de Liouville.

(e CU{o0}).

(ii) Usando que existe lim,_,, % junto con la regla de L’Hopital se tiene
que
f) e ()

Por tanto f*) es entera y acotada, y por Liouville, f*)(z2) = ag. De donde
se tiene que f es un polinomio de grado k.

(iii) es aplicacién directa de Cassorati-Weierstrass y el hecho de ser z =0
esencial para f(2). .

8.2 Desarrollos de Laurent.

Es sencillo comprobar que si una funcién tiene una singularidad aislada
tipo polo de orden k en un punto a entonces admite un desarrollo en un
entorno reducido del siguiente tipo:

) = 2ok G-(k1) e N an(z —a)".
IO o G T T g T

La cuestion que se resolvera en este parrafo es el hecho de que toda
funcion holomorfa en una corona y en particular un disco punteado en torno
a una singularidad esencial admite un desarrollo en serie doble de potencias
positivas y negativas.

Recordemos la notacion siguente, para 0 < Ry < Ry < 00,

D((I,Rl,Rz) = {Z eC: R, < \z—a| < Rg}
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Proposicién 8.2.1 Sea (a,) una sucesion de nimeros complejos, a € C y

S = lim(|a,|)"/". Entonces
(i) >, z“z)n converge absolutamente y unifor. en compactos de D(a, S, o).
(i1) Si z € D(a,S) entonces Y 7 | —2— no converge.

n=1 (z—a)"
(i1) f(z) = an( = € H(D(a, 5, 00))

(iv) S es el unico valor que cumple (1) y (ii).

Demostracion:
(i) Sea K un compacto en D(a, S, 00) entonces existe S; > S tal que
K C D(a,S;,00). Dado S < Sy < S; existe ng tal que |a,| < S¥,Vn > no.
Como |#| < (g—f)",‘v’n > ng, 2z € K entonces hay convergencia uniforme
y absoluta en el compacto K.
(ii) Usando el Teorema de Wieierstrass > - a,w™ no converge en D(0,1/5, c0)

y de ahi si z € D(a, S) > 7% 1o converge.

(iii) Como z — — es una biyeccién holomorfa de D(a, S, c0) en D(0,1/5)
entonces f(z) = g(:=) € H(D(a, s, 00)) donde g(w) = > ja,w"

(iv) Inmediato. .

Definicién 8.2.2 Sea (2,)nez una sucesion doble de nimeros complejos.
Una serie doble ZZO:_OO 2, se dice convergente a z si existe limy p—oo Zivz_M 2y =
z, i.e para todo € > 0 ezisten Ny, My € N tales que | ZiV:_M Zp — 2| < € para
todo N > Ny y M > My. A dicho valor z se dice suma de la serie.

o0

Nota 8.2.1 Es equivalente a la convergencia de Y >z, y de Y " |z,
simultaneamente.

Proposicion 8.2.3 Sea (@n)nez una sucesion de numeros complejos y a € C.
Definimos Ry = lim(|la_,|)"/" y Ry' = lim(|a,|)*/™. Entonces

(i) > s converge absolutamente y uniformemente en compactos

de D(a Rl,_fgz)
(i) Si z ¢ D(a, Ry, Rg) entonces y .~ D
(iii) f(z) => 0" (Z i € H(D(a, Ry, Ry))

(iv) Ry, Ry son los tnicos valores que cumplen (i) y ().

no converge.

Demostracion: Aplicacién del Teorema de Weierstrass y la proposicién ante-
rior simultaneamente.
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Nota 8.2.2 Caso de a_, = 0,Yn € NU {0} conduce a que Ry =0 y usando
el teorema de Morera se concluye que f es holomorfa en el disco.
Caso de a_, = 0,Yn < —M. Se tiene que Ry = 0 y por tanto z = a es

una singularidad aislada de f. FEs inmediato comprobar que es un polo de
orden M .

Teorema 8.2.4 (Teorema de Laurent) Sea f € H(D(a, Ry, R2)) para ciertos
0< Ry < Ry <o0. Entonces

f2)= ) an(z—a)"
donde a,, = 231'1 o T anﬂdw Ye={z=a+re?:0€[0,2m)} y R <r <
R,.

Demostracion: Supongamos que a = 0. Fijamos Ry < r < Ry y definimos
gr : D(0,7) — C dado por

gr(2) = L/ f(w) dw.

2mi J., (w— z2)

Del mismo modo definimos h,. : D(0,r,00) — C dado por

hy(z) = L/ J(w) dw.

2mi [, (2 —w)

Es claro que g, € H(D(0,7)) y h, € H(D(0,r, 00)).

Fijado z € D(0, Ry, R2) denotemos 2, = D(0, Ry, Rs) \ {z}. Sean r,s
tales que \z| <r<s<Rs.

Como £ ) € H(Q,) y v ~ 7s(resp. €,) entonces el teorema homolégico
de Cauchy permlte concluir que g,(z) = gs(2).

Podemos definir g : D(0, Ry) — C por g(z) = g.(z) para cualquier |z| <
r < Ry y ademas g € H(D(0, Ry)).

Nétese que g™ (0) = g™ (0) = 2L [ LW g

omi Jyp wntl

- w) n
Z 27TZ/Y wn+1dw)z )

Por otro lado, para z € D( , R1, Ry) tomando ahora r, s tales que Ry <
r < s <|z| y usando de nuevo Q, = D(0, Ry, Ry) \ {2}
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Como £ € H(Q.) y 7 ~ 7s(resp. €2.) entonces el teorema homoldgico
de Cauchy permlte concluir que h,.(z) = hg(z).

Podemos definir h : D(0, Ry,00) — C por h(z) = hs(z) para cualquier
Ry < s < |z| y ademés h € H(D(0, Ry, 0)).

Por otro lado como - = m =3 - siempre que |w| < |7|
y siendo la convergencia es uniforme en compactos de D(0,|z|), podemos
escribir

1
- omi

:;27”/]‘“ Yw" rdw)z ",

Veamos ahora que f(z) = g(2) + h(z) para acabar el resultado.
Fijado z € D(0, Ry, Ry) tomemos Ry < r < |z| < s < Ry y definamos

1 fw) = f(2)

271 wW— z

F(z) = —f(2)

21

Como F € H(D(0, Ry, Rs)) y v ~ 7s(resp.D(0, Ry, Rs)) aplicando otra vez
el teorema homolégico de Cauchy se concluye que

/% F(w)dw:/%F(w)dw
Sl R
-/

Fw) = w2,

y de ahi

i) g@zd — f()nd,, () = 5 ifldw—f(z)fnd%(z).

Es decir f(z) = g(z) + h(z)

Corolario 8.2.5 Sea Q = D(a, Ry, Ry) con 0 < Ry < Ry < 00.
f € H(Q) siy solo si existe un unica sucesion (ay)nez tal que

[e.e]

f(z) = Z an(z —a)",Vz € Q.

n=—oo



8.2. Desarrollos de Laurent. 95

Demostracion: Sélo hay que probar la unicidad.
Supongamos f(z) = > 2 by(z —a)",Vz € Q. Como hay convergencia

uniforme en compactos de €2, si tomamos 7, la circunferencia de centro a y
radio r con R; < r < Ry entonces

1 1 e oo bi(w — a)”
LR RPN ) v S
2mi )., (w—a) 2mi J.,, (w—a)
. 1 k—n—1 .
bk% (w—a) dw = by,

donde aplicamos que

1 2w

1 .
m—1 m _imt
o ’yr(w (l) w 5 ; re d ,m

Proposicion 8.2.6 Sea a una singularidad aislada de f. Por tanto existe
R >0 tal que f € H(D(a,0,R)) yasi f(z)=> 2 a,(z—a)".

Definimos A\(f,a) = inf{n € Z : a, # 0}. Entonces
(1) a es evitable si y sdlo si A(f,a) > 0.
(ii) a es polo de orden k si y sdlo si \(f,a) = —k.

(i1i) a es esencial si y sélo si A(f,a) = —o0.

Demostracion: Inmediata. "

Proposicion 8.2.7 Sea oo una singularidad aislada de f. Por tanto existe
R >0 tal que f € H(D(0,R,0)) y asi f(z) =>07 ___ an,z".

Definimos 5(f) = sup{n € Z : a,, # 0}. Enfonces
(i) oo es evitable si y sdlo si B(f) = 0.
(ii) 0o es polo de orden k si y solo si 5(f) = k.

(11i) oo es esencial si y sdlo si B(f) = oc.

o0 n

Demostracion: Usando g(z) = f(1/z) se tiene que g(z) = > .~ a_,2".
Por tanto

Mg, 0)=inf{ne€Z:a_, #0} = —sup{n € Z: a, # 0} = —5(f).

Usar ahora el resultado para singularidades en z = 0 de la funcién g. =
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Ejemplo 8.2.1 Sean 0 < |a| < |b|. Calcular el desarrollo de Laurent de

flz) = m en coronas centradas en los siguientes puntos: z = 0,z =
a,z=>.

Demostracion: En todo los casos usaremos que
E an § ﬁn - § E akﬁl)
n=0 k+l=n

bajo condiciones de convergencia absoluta de las series involucradas.
(i) Caso z = 0: Como f € H(C\{a,b}) tenemos los siguientes desarrollos:
En D(0, |a|) que corresponde a un desarrollo en torno de z = 0.

n

&) =7 —_(i/b)) a(l —_(1z/a)) - (; %) (E% ail)'

n=

Por tanto

- Z<Z Wan—kﬂ)zn
n=0 k=0

En D(0, |b],00) que corresponde a un desarrollo en torno de z = co.

&) =a —1(b/z)) =1 —1(a/z)) N (; %) (2% ZZZJ

Por tanto -
f(Z) _ Z(Z bk&nfk)zf(n+2)'
n=0 k=0
En D(0, |al, |b]):

n

f(z) = b(1 —_(1z/b)) (1 —1a/z (nz bi+1) (Z ZZL)

n=0
o0 k l
=3 (X )

m=0 k+i=m

Por tanto, usando n = k — [ — 1 se tiene

0 l

F@==3 (>

n=—oo k—Il=n+1
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(ii) Caso z = a: Como f € H(D(a,0, |b| — |a|)) tenemos

-1 f: z—a)" f: n—l
(b—a)(1— )z—a — —a”“z—a c~ (b—a ”“

(iii) Caso z = b: Como f € H(D(b,0,|b| — |a|]) tenemos

B ~1 I e CEt L S e N Rt
f(z)_(a—b)(l—zf)z—b_ Z(a—b)”“z—b Z(a—b)”“'

z=b
a—b n=0

Ejemplo 8.2.2 Calcular el desarrollo de Laurent de f(z) = cotag(z) en la
corona D(0,7,2m).

Demostracion: Observar primero que

lim, (2 — m)cotag z = limz_mm =1.

sen z — senm

(z + 7)cosz

lim,,_(z 4 m)cotag z = lim,_,_ =1.

sen z — senw
lim,_zcotag z = 1.

Luego f tiene polos simples en {k7 : k € Z}.
Consideremos
1 1

(2) = cotag 2 — (2 + —— + )
zZ) = cotag z — |—
g g z Z—T z4+m

Es facil ver que esta funcién es holomorfa en el D(0, 27).

En efecto

) cos z 32 —m2  i(e? +1)(23 — 722) — (322 — m2) (e — 1)

Z) = — = : .
g sen z (22 —7m?)z (%2 — 1)(22 — m2)z

Comprobando que existen lim,_,,g(z), lim,—,_g(z) y lim,_09(z) se ob-
tiene la derivabilidad por el teorema de Morera y por tanto

oo
= Zanzn, |z| < 2m.

n=0
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Ahora despejamos

= 1 1 1
= a2+ =+ +
— zZ Z—T z+T

2z _ 0 —n .
Ponemos %= =) " b,27" con |z| > 7 y obtiene

o0 oo 1
= n " bn " K < < 27,
;)az +§ z +z T < |z s

Ejemplo 8.2.3 Desarrollar f(z) = ﬁ en la corona 0 < |z — 1| < 2.

Demostracion:
Método 1: Escribimos

1 1 J 1 / 1 d
Ay = z=— 2.
210 gz (22— 1)2(z — 1) 21 Jppqjmr (2 4+ 1) (2 — 1)

Llamando ¢(z) = —3 se tiene a, =0sin < -3y

(z +1)

1 (—1)™(n+ 3)

_ (n+2) _ o
an——(n+2)!g (1) = I , n > —3.
Método 2: Ponemos
1 B 1 1
(22 —1)2 (2 — 1)2 (z + 1)2
1 1

Se termina usando

1 w"

Método 3: Ponemos
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_1< LR S S )
4 (z-1)2 (z—=1)  (z+1) (24127

8.3 Problemas propuestos.

1.- Puntos singulares, su naturaleza, y comportamiento en co de:

2 24241 e . z - senz, a
(1+Z>4’ 232(2— 1) ’ z(l—efz)’ 23 ’ 6247
—(jef 1'33; z4sen;; cosec(z1); cos(2* + ;)a e
1—e? t th 1
¢ g enE) 1
= = sen(d)
( 1 ) = 1 1
cos : zel—z — ————gen—.
cos(1) (1-2)2 =z

2.- Desarrollar las siguientes funciones en serie de Laurent en los entornos de
los puntos que se indica, determinando el dominio en el que vale el desarrollo.

a) 25 enz=0,2z=o00. b)wenz:i,zlzoo.

c)(z a)k(a#OkEN)enz:O,z:oo. d) eT= en z = 1.
e)zezeHZ—OZ—oo. f) 25 en 2z =0.

g) = 00. h) 9% en z = 0.

1) cost= 4)'22 en z = 2. j) 22 sen; en z = 1. k) z=1

3.- Desarrollar las funciones en las regiones que se citan en cada caso.
1 _ _ _
a) menz—O,z—1,z—ooyenlac0rona1<|z\ < 2.
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b (z _Qj;fl) en z =2, en la corona 1 < |z| < 2.

) & 2en]z|<2\z]>2
) €* ien0<|z|<oo

e) senzsent en 0 < |z| < oo,
f) =

Logz—ﬂenz—ooyen1<\z|<2.

o o

4.- Dada la funcién g, encontrar f € H(Q) tal que f? = g y desarrollarla en
serie de Laurent en €2, siendo

a) g(z) = (z —a)(z — b) con Q = {z;|z] > mazx|al, |b|}.

b)g(z) = E=L= con © = B(0;|al, b)), |a| < [b].

¢) 9(2) = gz con Imf(3/2) > 0,22 = B(0; 1,2).

5.- Sea f(2) = =5
Probar que f(2) = 3.7 ¢,2% en 1 < |2] < 2 donde ¢, = ﬁ sik>0,A=

cte. | En qué otros dominios es f(z) = 7% ¢ 247




Capitulo 9

Teorema de los residuos y
aplicaciones

9.1 Teorema de los residuos

El objetivo de esta seccién es calcular f7 f(2)dz para ciclos v ~ 0(resp.Q2)
cuando f no es una funcién holomorfa en €2, sino para funciones con singu-
laridades dentro de 2.

Observemos varias situaciones que tenemos resueltas en la teoria prece-
dente.

) Si f € H(Q) y D(a, R) C Q entonces f\z—a|:Rf(Z)dZ = 0.

) Si f € H(Q\{a}) y D(a,R) C Q, supuesto f(z) =00 an(z—a)"

n=-—oo
entonces

/ f(2)dz = 2mia_;.
|z—a|=R

) Si f € H(Q\ {a,b}) v {a,b} € D(z, R) C €, entonces

[ e[ e [ e

para 11,79 tales que a ¢ D(b,15) C D(z0,R) y b ¢ D(a,m) C D(z, R),
quedando este caso reducido al caso anterior.

Este 1ltimo resultado es consecuencia inmediata del Teorema homoldgico
de Cauchy, considerando ©; = Q\ {a, b} y el ciclo

{|]z— 20| = R} ~{|z —a| =r1} U{|z = b] = ro}(resp.Qy).

101
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Definicién 9.1.1 Sea f € H(D(a, R)\{a}). Se dice residuo de f en el punto
a, denotado Res(f,a), al coeficiente de Z% en el desarrollo de Laurent en la
corona D(a,0, R), es decir

1

Res(f,a) =a_y = — f(2)dz,0 <r < R.
2me

|z—al|=r

Proposiciéon 9.1.2 Sea a un polo de orden k para f. Entonces

. 1 k1
Res(f, a) = lim 7—5;((= = a)f f ()"

Demostracion: Usando la caracterizacion de polo de orden k£ podemos decir

que existe g € H(D(a, R)) con g(a) # 0y f(z) = % en D(a, R) \ {a}.
Denotando g(z) = > 7 b,(2 — a)™ se tiene f(z) = > o by(z —a)" "
Por tanto

Res(f,a) = by_1 =

Corolario 9.1.3 Si a es un polo simple para f. Entonces

Res(f,a) = lim (z — a) f(2).

zZ—a
Ejemplo 9.1.1 1.- Si f(z) = mi(z) entonces z = 0 es un polo simple y
Res(f,0) =1.
2.- Si f(z) = senlz(z) entonces z = 0 es un polo doble y Res(f,0) = 0.
3.- Si f(z) = 22e: entonces z = 0 es esencial y Res(f,0) = %.
Demostracion: .
1- R 0) =lim, ,o—— =
es(f,0) = lim “0sen(z)
22 2z sen(z) — zcos(z)
2- R 0) = lim,_o(——=—)" = lim, =0.
es(f,0) = lim _)O(senQ(z)> HTz0 sen(z) sen?(z)

. . ’ 2 .
Otro procedimiento plausible de calculo de (mfw)’z:o consiste es con-
. . . ., 2
siderar la serie de potencias de la funcién o) = > o a2y entonces

calcular a; del siguiente modo:

[e9]

(Z anz")sen®(z) = 2%

n=0
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Igualando coeficiente a coeficiente se tiene

(1 + a1z + CLQZ2 + )(22 — %24 + 3_1626 + ) — 22'

De donde a; = 0.
3-f(z) =32, W, luego coeficiente de 2 es paran =3

Proposicién 9.1.4 Sea f € H(D(a, R) \ {a}) y supongamos

[e.9]

f2)= ) an(z—a)"

Si S, ={a+re’:te0,n]} y0<r <R entonces
> T2n+1
= —R — n—.
27m/ f(z es(f,a) + n_Z:OO @ 2n+1
Demostracion:

% f(z)dz = Zan/ (z —a)"dz

Sy n=—oo

- an/ n+1 zn-l—l tdt

i(n+1)m 1
= — Ay r" 16—dt + a1
271 e n+1 2
1 Dmr—1
_ 1 ot cos(n + 1)m it +
211 n;é | n+1

2n+1 a_,
. AR P
Z g 7T 5

a_q

2
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Corolario 9.1.5 Sea f € H(D(a, R) \ {a}) y supongamos que a es un polo
I}

simple de f. Si S, ={a+re:t€[0,7]} y0<r <R entonces

Res(f,a) —211m—/ fz

r—0 271
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Demostracion: Notar que a_o, = 0 paran € Ny
0 7,2n
T aon——) — 0,7 — 0.
(nz; M5 1)

Utilizar la Prop. 9.1.4 para terminar la demostracién. .

Teorema 9.1.6 (Teorema de los residuos.) Sea Q0 un abierto de C y una
funcion f € H(Q\ A) donde A C Q es un conjunto numerable de singular-
idades aisladas (polos y esenciales) de f. Sea v un ciclo contenido en Q) tal
que v ~ 0(resp.Q) y AN~* = &. Entonces

2m/f dz—ZResfaInd()

acA

Demostracion: Supongamos primero que €2 # C. Consideremos
={a € A: Ind,(a) # 0}.

Veamos, en primer lugar que Ag es finito.

En efecto, Ay es acotado, pues Ind,(z) = 0 para todo z en la componente
conexa no acotada de C\ v* que necesariamente contiene el C\ D(0, R) para
algin R > 0.

Supongamos que Ag es infinito entonces existe una sucesion de puntos
distintos a,, € Ay convergente en €. Es claro que z = nh—>r£10 a, € 0 (pues

otro caso € tendria singularidades no aisladas).

Ahora bien si r > 0 es tal que D(z,7) Ny* = @ (lo cual se consigue con
0 < r < d(0Q,7*)) entonces Yw € D(z,7) se tiene Ind,(w) = 0 (ya que si
w ¢ Q entonces Ind,(w) = 0 y el indice es constante en toda la bola). Por
tanto se obtiene un absurdo, ya que a,, € D(z,r) N A,.

Por consiguiente fijando 0 < § < min{d(a,b) : a # b,a,b € Ay} con
0 < 9 < d(Ap,v*) se tiene una coleccién finita de bolas D(a,d) C 2\ vx tales
que D(a,0) N A = {a} para todo a € Ay.

Consideramos entonces el ciclo vg = Uge 4,74 siendo v, = Ind,(a)0D(a, g)

Veamos que 7 ~ yo(resp.£2\ A). (Observar que A es cerrado)

En efecto si w ¢ Q entonces Ind,(w) =0 = Ind,, (w) Va € A,.

Si w € Ay entonces

Ind,, Z Ind,(a)Indyp, s ( ) = Ind,(w).

acAy
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Siw e A\ Ay entonces Ind,(w) =0 = Ind,,(w) pues IndaD(avg)(w) =0
siw ¢ D(a,2) sia€ A,.
Aphquemos ahora el teorema homolégico de Cauchy, obteniendo

3w [ 10z = o [ e

- % Z Indv(a)/ f(2)dz

é
ac€Ap |Z a|_7

= Zlnd YRes(f,a) and JRes(f,a).

a€Ap acA

Si consideramos el caso 2 = C nos podemos reducir al caso anterior pues
Ay C D(0, R) para algin R > 0 y se considera Q; = D(0, R). .

9.2 Aplicaciones a integrales y series

Ejemplo 9.2.1 (Cdlculo de integrales sobre caminos)
Calcular para n € N

/ (coth z)(cotag z)dz.
|z|=(n+3)

Resolucion: Consideremos las funcién

2z 1 2iz 1
f(2) = (coth z)(cotag z) =i et

e?s —le¥s — 1
Como € =1 <= z =kmi,k € Zye** =1<4«= 2z =kmk €7,
tenemos
Py = {km kmi: k € Z}.
Consideremos v, = {z € C : |z] = (n + )7}. Por el teorema de los
residuos

/ f(z)dz:2m'< z": Res(f, kmi)+ z”: Res(f,kﬂ)+Res(f,O)>.
l2|=(n+3)m

k=—n,k#0 k=—n,k#0
Para k # 0 entonces

ki 2km 1
Res(f, kmi) = Zlirg}rz %(catag 2)(ch z) = cotag(kmi) = —i—zm —i__ T
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Res(f,km) = lim (2 = km) (cothz)(cos z) = coth(km) = e%ﬁ—le

ok Sen z e2km 1’
Por ultimo

22(623 + 1)<e2zi_|_ 1)

RGS(f, 0) = Z( (62Z . 1)<€2zi . 1) )/2:0'

Poniendo
( 2z +6212 +€2z(1+z + 1 b .
(622(1—1—7,) — 27 — 27 ]_ Z o

Buscamos b;. Por otro lado tenemos que
4
42 +4(1 ba2™)(2(1 (T4 —1—)22+..).
2+ 4(1414)2° Z 2" +1)? +3(( +1) i°)2° + ...)
De aqui que 4 = 2(1 +14)%by y

41414) = bo(= (1 +1)> =1 —14%) + b,(2(1 +0)?).

QO W~

(4(1 +4) — 8=y = 0.

Lo que permite despejar b; = EHE

1
2(1+4)2

Ejemplo 9.2.2 (Cdlculo de integrales sobre caminos)
Sea P(z) un polinomio de grado k y consideremos r > k. Calcular

/ P(z)(eé t e —|—...+eﬁ)dz.
||

Resolucion: Consideremos

k k

f(2) = P(2)(e* +e71 + ..+ em) = Y P(z)e = > fal2).

Observar que z = n es una singularidad esencial de f,(z) = P(z)eﬁ.
Sea 7. = {z € C : |z| = r}. Entonces, por el teorema homoldgico de
Cauchy;,
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/ P(2)(e* +e7T + ..+ evF)dz = Z P(z)e=ndz
|z|=r

Por otro lado

Res(fn,n) = % | |_lfn(z)dz
1 2 P(z)

. Il
Por tanto
ko ;
1 1 1 P(J’l)(n)
P(z)(ez—l—e;—!—...—i-eﬂ)dz = —
[e%S) 1 k
=Y e (3 PO m))
= +DH0N? =

Ejemplo 9.2.3 (Cdlculo de integrales trigonométricas)
Calcular
2T 1 — cos2t
—dt
o 2+ cost

Resolucion: Transformamos en una integral compleja sobre la circunferencia
unidad mediante el cambio z = €.

T 1 — cos2t M9 et ot , 222 — 24— 1dz
———dt = . —dt = —i _
o 2+ cost o 4d+ett4eit =1 22 H4z+1 22
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Consideremos ahora

con zp :—2+\/§,z2:—2—\/§.
Utilizando el teorema de los residuos

2m 1— 2t
/0 Gt = 2miRes(f, =2 +/3) 4 2riRes(£.0).

Donde
(vV3-2?2-1)

2V3(V3—-2)2
(2% - 1)?
(224+42+1)

Res(f,2 —V/3) =i

Res(f,0) = (i )omo = —4i.

Ejemplo 9.2.4 (Cdlculo de integrales impropias: Tipo I)

Calcular
/OO dz
I e

Resolucion: Como la integral impropia es convergente se tiene

/OO dx _ /” dx
———— = lim _
w2+l noeo ) x4 +41

Consideremos la funcién

1

o=

y la semicircunferencia
S, = {ne" .t €[0,7]}, v = Sp U[—n,n].

Entonces como Py = {—1 + %gi, -1 \/752},

/%f(z)dz:/n az +/nd—x=27riRes(f,_%+§i)_

224+ z+1 a4+l
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Ahora bien Res(f,—3 + ‘/732) = ﬁ y
1 1
< = , 2 €S,
A ey i s L
Por tanto
dz ™m

< — 0, (n — 00).
Snz2+z+1‘_n2—n—1 (0 = 00)

Tomando limites se concluye que
/ o0 dx 27
o2 TH+1 3

Nota 9.2.1 El camino anterior se toma para modelos

* P(z)
dx
|
donde P(x) y Q(x) son polinomios con grado(Q)—grado(P) > 2 y ZogNR =
.

Ejemplo 9.2.5 (Cdlculo de integrales impropias: Tipo 1)
Calcular -
/ xsen(z) .
oo T2 44 + 20
Resolucion: Como la integral impropia es convergente se tiene

/ T _msenl®) - lim / e ).

o T2+ 42+ 20 n—00 nx2+4$+20$

Consideremos la funcién
Zeiz

1e) = Z a0

y sea vy, = [—n,n] U [n,n+in]U[n +in, —n +in] U [—n +in, —n].

[()de = /[ ze%dz

' nntin] 22+ 42+ 20
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n / ze*dz
[n+in,—n+in] 22 + 4z + 20

N / ze¥dz
[-n+in,—n] 22 +42+20

/ " xedr

+ —_.

T2+ 4x 420
Notar que Py = {—2+ 4i, —2 — 4i} y usando el Teorema de los residuos,
/ f(2)dz = 2miRes(f, —2 + 4i).
Tn

Ahora bien Res(f, —2+ 4i) = —_28Jg4i6*2i*4.
Por otro lado

i / vetde / wsen(z)dx

an T2+ 4x 420 a2+ 4r 420

Despejando, entonces

/" zsen(x)dx

—1+2i 4 o
_ e
n T2+ 4x + 20

5 )
ze#dz
- I _
m /mm] Py P}
7 (/ ze*dz )
— Im _
[n+in,—n+in] Z2 + 4z + 20

zedz
— Im(/ ")
[—n-in,—n] 2~ T 42+ 20

= m(

Ahora bien
/ zedz /” (n + it)e gt
- = idt.
nnin] 22+ 42 +20 o (m41it)?2+4(n+it)+ 20
Llamando ¢, (t) = = +%’;ﬂe(;:; —55X[0.n] Se tiene, para n grande,

2ne?

n?2—n—20

Por tanto por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se
tiene

|¢n(t)| < X[0,n] < Cve_tX[(),oo)-

. ze#dz
im _— =
n—00 [n,n+in] 22 + 4z + 20
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Por otro lado

/ ze®dz /” (t +in)e™" 0t
bin—ntin] 2242420 J, (in+1)2+4(in+1t)+20
Es claro que, para n grande, es decir (n? — 4n — 20 > 0),

ze#dz on.v/2ne "
2 | < 2 An _ -
224+ 4z+ 20 n 4n — 20

Por ultimo

0(n — o0).

[n+in,—n+in]

/ ze%dz /” (—n+it)e =" dt
S 1dt.

npin,—n] 2>+ 4z + 20 o (—n+it)?2 +4(—n+it)+20

El mismo argumento que en la parte primera permite concluir

ze?dz

2,
224+ 42420

lim
n=%0 JI_n+in,—n]

Combinando todos los hechos anteriores se tiene

*  zsen(x) 1420 _, o 4 sen2
/_OO mdl’ = Im(Te ) =Te (COS2 —+ 9 )

Nota 9.2.2 El camino anterior se toma para modelos

h P(x) - MCOS x)axr
/_oo Q) ") /_oo Q) )

donde P(x) y Q(x) son polinomios con grado(Q)—grado(P) > 1y ZgogNR =
.

Ejemplo 9.2.6 (Cdlculo de integrales impropias: Tipo III)

Calcular - ()
sen(x

— .

/o o —a?)
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Resolucion: Como en el ejemplo anterior

/0°° J;n—%dﬁ = %fm(/oo mf;ixz)dm).

o0

Consideremos

que tiene los siguientes polos simples Py = {0, 7, —}.
Consideremos el camino

1 1 1
US(O»E)U [ﬁ’ﬂ_ﬁ]

1
uS(—m, 5) U[r+ E,n] U [n,n + in|
Uln + in, —n + in] U [—n + in, —n],
donde S(a,r) = —{a+re : ¢t € 0,27}

Observar que con esta eleccién del camino f% f(z)dz = 0.
Utilizando el Corolario 9.1.5 tenemos

—i

lim f(2)dz = —imRes(f, —m) = i< > = -
n—oe Jg(—r 1) 2m 2m
im [ f(:)dz = —imRes(fm) = iy =
im z)dz = —imRes = iT— = —.
lim f(2)dz = —imRes(f,0) = -

0

e Js0,h)

Por otro lado

lim f(z)dz— /
n=oo S, [n,n+in]U[n+in,—n+in]U[—n+in,—n|

Calculemos ademés

f(z)dz = / : ___
/[n,n-l-in]u[n-i-in,—n-&-in}u[—n-&-in,—n] 0 (n + Zt) (7T2 - (TL + lt)2)
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- /_n im0 =Gt

_ /0 (—n + it) (72 — (—n+z't)2)idt'

De nuevo, argumentando como en el ejemplo 2, puede verse que en el
limite son todos cero, por medio de estimaciones directas, ya que

idt| <

| /0 (n+it)(7% — (n +it)?)

| /" eit—n | < 2ne "
_ (in+t)(m2 = (t+in)?) ' T n(n?—n2)

| /0 S = (=) = a =y

Finalmente, combinando lo anterior, se tiene

/ sen(x) dp — l
o x(m?—1z?) T

Nota 9.2.3 FEl camino anterior se toma para modelos
x)

&
o Q)
donde P(x) y Q(x) son polinomios con grado(Q)—grado(P) > 1y ZoNR #
& pero la integral impropia es convergente!.

R(senx, cosx)dx

Ejemplo 9.2.7 (Cdlculo de integrales impropias usando ramas del Logaritmo)
Sea —1 < a < 1,a#0. Calcular

(e} (e
0 rr+ur+1

Resolucion: Observemos que es una integral impropia convergente pues

z® N 1
2 4tr+1 22

—, & — 00,
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:L.CM

—_—— =~ x% 7 — 0.
2441

Por tanto
0 r2+x+1 n—oo J1 2+ x4+ 1
Estudiamos primero los ceros del denominador:
P rr+1=020=—-1/2+V3/2i, 2, = —1/2 —/3/2i.
Sea S} = {ne™ : ¢t € [0,%]} y 2 = —{Le" : ¢ € [0, %]}, pongamos

1 1
n n
(El camino elegido no debe de contener singularidades e incluir el intervalo
de integracién).
Consideremos

eozLog,T7T (2)
& =577
(La funcién ha de ser holomorfa en un abierto que contenga el camino
elegido.)

Observar que los polos de f estan el interior del dominio limitado por la

curva y son zg = _71 + ‘/732', zZ = _71 — ‘/Tgi, siendo
aLog _x (F-+%2i)
-1 3 E
Resf, b+ Yoy =
2 2 V/3i
aLog —x (5t —%9)
-1 3 I
Res(f, L - V3= I
2 2 V/3i

Usando el teorema de los residuos

aLog,ﬁ(%l—‘r@i) aLog _» (i—ﬁz)
- (& a

V3i N V3i )

/ f(z)dz = 27rz'<e
Yn
Observar que

-1 V3 . -1 V3
Log—x 5 +72) = (2m/3)i,  Log—x( 5
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y por tanto

2 ( B = T (o3t _ B ) = e gin(—
téj@ﬂz=7§es—e )= e ) == sin().

Por otro lado,

[ see= [ (:)d.
Tn SLul—in,—LiuSZU[L n)

Ahora bien, usando —1 < a < 1,

3m
2 nndt
| [ f(2)dz] < / ’ # < On* ' = 0(n — ).
sk o N 1

—n —

| S f(2)dz| 5/2 111 < O~ = 0(n — o0).
2 0 —n T nZ

Para el célculo de f[_m?_ 1 f(2)dz consideraremos otra funcién g que
coincida con f en el eje real y de manera que el valor de an’f%ﬂ f(z)dz =
C. f[—in,—%i] g(2)dz.

Esto se consigue tomando otra determinacién del logaritmo, por ejemplo
la rama principal y el recinto complementario. Es decir,

eaLogz

g(Z): 22_|_Z_|_1'
Sea S = (—{ne” :t € [5F,0]}), Sp = {2e : ¢ € [5F,0]}), pongamos

1 1
n n

Por tanto, como la singularidades quedan fuera del recinto, usando el
teorema de los residuos se tiene

O:/ g(z)dz:(/ +/ +/ +/ )g(z)dz.
T s3 Jl-in—gi Jsh il

Observese que g(z) = f(z) para z € R.
. 1 . . . ’371—
Por otro lado para z € [—in,—7i] se tiene Log—xz = log|z[ + iF y
Logz = log|z| — i%, luego

3m

2

‘Z|a€ia%ﬂ __—21aa ‘Z 27
22+z+1_6 22+z+1_e 1(2)

alo
|“e

g(z) =
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De aqui que

Como

se concluye que

/ f(Z)dZ — _627rai/ g(Z)dZ . e27rai/ f(Z)dZ
[~in,~i1] SUSh [7zom]

Como en el argumento anterior se tiene que

lim g(z)dz = 0.

n—infty S3US4
Ahora despejando del paso previo, pasando la liimite, tenemos

(1 — ) /000 f(z)dx = —4—\/7%2'60‘” sin(%).

De donde, como « # 0 se tiene

S L
:c2—|—x+1x \/§1—ezmzsm

3

V3emi —e—mai | f3gin(ar)’

/oo e Ami eom (om)zllm' sin(%57) 27 sin(%)
0

Ejemplo 9.2.8 (Aplicacion de cambio de variable, evitando las ramas del

logaritmo.)
> logx
————dx.
|, we

Calcular
Resolucion: El primer paso es hacer un cambio de variable que evita el uso

del logaritmo.
*  logx < tet
————=dr = ————dt.
/ T+ /. (L4 e
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Como la integral impropia es convergente se tiene

o0 tet ) n tet
/oo 1+ e%)2dt = lim, L0+ e2t)2dt

Consideremos la funcién

z

ze
f(Z) - (1 + 622)2.
Debido a la periodicidad de la exponencial un posible camino de integracién
es el siguiente v, = [—n,n| U [n,n +in] U [n +ir, —n + i) U [—n +im, —n].
ze®
z)dz = ——dz
Tn f( ) /[n,n+i7r] (]‘ + €2z)2
+ g

[n+im,—n+in] (1 + 62Z>2
ze?
+ ——dz
/[—n+i7r,—n] (1 + 62z)2
"o tel
———t.
- [ aey

Observemos que

* n(F i) et i
/ Tt =~ [ eyt
fn-tim—nevim) (14 €%) _ (e2T2 1)
"o tel n ot
- e adt i —_dt.
e e

= {—(Qk”;l)m : k € Z} y usando el Teorema de los residuos,

Notar que Py =

/ f(2)dz = 2miRes(f, gz)
Tn
Luego concluimos que

2miRes(f

———dz
/[n n—l—wr] 1 + e2z>

+ ———dz
/[n-l—nr —n] 1+62Z>
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n tet
+2/;H:§¥ﬁ

N A
+ Z7T/; mdt

Ahora bien, por un lado,
z ™ t n—+it
/ Tl = / i
[n,n+in] (1 te z) 0 (6 w4 1)

ze* (n+m)e”
_ P gy < gt E
| osin) G e = T2

Por otro lado
e? T (—n + it)e it
/ - ads = _/ ( f2n+;’t) 5 idt.
[-n+in,—n] (1 +e ) 0 (6 + 1)

ze* (n+me™

_ "l < R
o TR STy

Combinando lo anterior

Es decir,

Es decir,

— 0(n — o0).

00 t t
2/ gt = 2miRes(f, gz’)

oo (1 €2%)2
o0 et
) —dt
Zflm@%+w2

Combinando todos los hechos anteriores se tiene

o0 t t |
/_oo m dt = —Im(Res(f, 51)).

Ademas se concluye también que

00 et 00 dx .
/—oo mdt - /0 (I t+a22 2Re(Res(f, 51))‘

El resultado final se consigue calculando el Res(f, 57) siendo Zi un polo

doble. "

Para el calculo de sumas de series necesitamos los siguientes lemas.
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Lema 9.2.1 Sea 7, = 0Q, donde Q, = co({z; : i = 1,...,4}) con z; =
(1—1—2’)(71—1—%),22 = (1—i)(n—|—%),23 = (—1+i)(n—|—%) Y24 = (—1—i)(n—|—%).
Existe ng tal que

|cotagmz| < 2 Vz € ,,Vn > ny.

Demostracion Observar que
|cos(m2)|? = cos®(nx) + sh?(my),

|sen(72)|? = sen®(wx) + sh?(my).
Considerando los lados horizontales

€ It s it D), —n— i DU S —i(n 2) s —i(nt o)
z n 2 7(n 2, n 2 1(n 2 n 2 1n 2,77, 2 7(n 2 N

entonces z =t £ (n+ 1)i,t € [-(n+ 1), (n+ 3)]. Entonces

o _ L+sh’(n(n+3))
= sh?(m(n+3)) =1+ sh*(r(n+3))

|cotag(mz)|

. 1
Por tanto existe ng tal que Tt D) <1,n 2> nyg.

Considerando, ahora los lados verticales

1 1 1 1 1 1 1 1
z € [—n—§+i(n—|——), —n———z’(n+§)]u[n+§—i(n+§),n+§+i(n+§)]

entonces z = it = (n+ 1),¢t € [-(n+ 1), (n+ 3)]. Entonces

cos*(m(n + 3)) + sh*(nt)  sh®(rt)
1)) + sh?(mt) 1+ sh2(nt) ~

cotag(m2)|? <
| g(m2) ~ sen?(m(n +

Ejemplo 9.2.9 (Suma de series)
Calcular
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Resolucion: La idea bésica consiste en encontrar una funcién con polos en N

y de modo que los residuos en los mismos sean #

Esto se consigue con
cotag(mz)

£2) =

Observemos que Py = Z, y tenemos o(f,k) =1,k # 0y o(f,0) =
Ademsés si k # 0

Res(f. k) = lim (z — k)cosmz _ 1

ik 22senmz k2

1
Res(f,0) = lin(l] é(zcotag(ﬂz))” = A.

Consideremos el camino

= [t s ti(n D) —n— = +i(n+ o))
Wh = n 2 f n 2 ,1n 2 f n 2 1
U[—n—%+i(n+%),—n—1§—i(nﬁé)]
U[—n—§—z(n+§),n+§—z(n+§)]
u[+1 ‘(+1) +1+‘(+1)]
n 5 i(n 2,n 5 t(n 5

Por tanto

n

/f Ydz = 2mi( Z+Z Res(f, k) + 2miRes(f,0).

k=—n k=1
De donde
— ! .
4@2 o / f(2) — 2miRes(f,0).
’YTL

=1 1 7r
Z@:Enh_{lolo nf<2)—§R€5(f>0)-

Utilizando el Lema 9.2.1 se tiene

lim [ f(z2)=

n— oo
Tn
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pues

[ $epas] < 20,

Para el cdlculo de Res(f,0) denotemos zcotag(rz) = > 00 b,2*" y cal-
culemos b;.

& n 2n & n 2n+1 e
2 1 2 1 2
Z oy T Qn 0O ™)

Identificando coeficientes se obtiene b; = =*. De aqui se concluye que

2

=1
Z_ _2:”__
[ ]

Para el estudio de series alternadas es de utilidad el siguiente resultado:

Lema 9.2.2 Sea 7, = 0Q, donde Q, = co({z; : i = 1,...,4}) con z; =
(1+i)(n+3),20=1—4)(n+3),23=(—1+0)(n+3) yza = (—1—3)(n+3).
Existe ng tal que

|cosecmz| < 1Vz € v,,Yn > ny.

Demostracion Observar que
|sen(m2)]* = sen®(nz) + sh*(my).

Considerando el caso

1 1 1 1 1 1 1 1
€ [n+§+i(n+§),—n—§+i(n+§)]u[—n—§—i(n+§),n+§—i(n+§)],
entonces z =t + (n+3)i,t € [-(n+1),(n+3)]. Entonces existe nq tal que
si n > ng se tiene que

1
|cosec(m2)|? < ————— < 1.

sh?(m(n + %)) -
Considerando, ahora el caso

1 1 1 1 1 1 1 1
z € [—n—§+i(n+§), —n—§—i(n+§)]U[n+§—i(n+§),n+§+i(n+§)]
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entonces z = it = (n+ 1),t € [-(n+ 1), (n+ 3)]. Entonces

1
2 __
jcosec(m)l” = Tt S

Ejemplo 9.2.10 (Series alternadas)

Calcular

= (~1
>

n=1

Resolucion: La idea basica, de nuevo, consiste en encontrar una funciéon con
. . —1 n
polos en N y de modo que los residuos en los mismos sean %

Esto se consigue con
cosec(mz)

() = 22
Observemos que Py = Z, y tenemos o(f,k) =1,k # 0y o(f,0) = 3.
Ademsas si k # 0

Res(f, k) = lim (z=k) _ ! _

=k 22senmz  k%mweos(mk) k%

— 11 1 n__
Res(f,0) = £1_I>r(1) 5(260866(7TZ)) =A.

Consideremos el camino

= s di(nt o) —n— s ti(nt D)

'Yn = n 2 7n 2,1n 2 17/n 2 1
U[—n—%+z(n+%),—n—1§—z(nti)]
U[—n—§—z(n—|—§),n+§—i(n+§)]

Uln+ = —i(n+ 2)m+ 2 +i(n+ )]

ntg —ilntg)nt g i+ )l

Por tanto

—1 n

/ f(2)dz = 2mi( Z + Z)Res(f, k) 4+ 2miRes(f,0).

k=—n k=1
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De donde

3

1)
4i Z k2 = / f(z) — 2miRes(f,0).
k=1 Tn

Z (_k? = Enhm / f(z) - —Res(f 0).
k=1

Utilizando ahora el Lema 9.2.2 se tiene

lim f(z) =

n— o0
Tn

[ reae) < ),

pues

Para el cdlculo de Res(f,0) denotemos zcosec(wz) = > 00 b,2?

culemos b;.
o ( 1>n 2n+1

Z:(; (2n+1 2n+1 sz

123

"y cal-

Identificando coeficientes se obtiene b; = . De aqui se concluye que

[o@) _1n .
Z<n2) T

n=1

9.3 Consecuencias del Teorema de los resid-

uos.

La primera de las aplicaciones es el conocido como Principio del Argu-
mento, que entre otras cosas permite calcular el niimero de ceros y el de polos

dentro de recintos.

Teorema 9.3.1 (Principio del argumento) Sea f € M(QQ) y supongamos
que Pr(Q) = {p1,p2, ..., Pm} ¥y Z5(Q) = {21, 22, ..., 2w } siendo my, = o(f,py)

Sea v C Q un ciclo tal que v ~ 0(resp.Q2) y v* N (Z5(2) U P,(Q))

=J.
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Entonces

f’z
— anfnd 2k) kalnd Dk)-

271 z

Demostracion:
Sea a € Z¢(2) con m(f,a) = k.
Si f(z) = (2 —a)*g(z), para g € H(D(a,r)) y g(z) # 0 entonces
f'iz) kg
) " a9l
Por tanto £ e H(D(a,7)) y a € ’Pf/ olf a)=1y Res(’% a) = k.
Sea b € Tf(Q) con o(f,b) = k.
Si f(z) = (z(b))k’ para g € H(D(b,r)) y g(z) # 0 entonces
re) -k g
) T b gy

Por tanto £ € H(D(b,r)) y b € PfT/,o(fT/,b) =1y Res(4,b) = —k.

f 9

La consecuencia de este argumento es que si f € M(2) entonces
M(Q) y Pp = ZpU Py y son todos simples.
i
Usando el teorema de los residuos

1 f’(Z)dZ _ Z Ind,(a )Res(ﬂ,a)

2mi J, f(2) a€2; (U7 (0) !

= ) Indy( Z Ind.,(b)o(f,b).

aEZf ) bePf

[
m

Siguiendo las mismas ideas puede obtenerse la siguiente generalizacién
inmediata.

Teorema 9.3.2 (Principio del argumento generalizado) Sean g € H(Q) y
f e M(Q) y supongamos que P (L) = {p1,p2, -, Pm} YZ5() = {21, 22, ..., Zm }
siendo my, = o(f,pr) y ne = m(f, zx).
Sea v C Q un ciclo tal que v ~ 0(resp.Q) y v* N Zp(Q) UPs(N) = 2.
Entonces

1 f'(2)
omi 79( DT

dz = ang 2 ) Ind, () kag (px) Ind (pr.)-
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Nota 9.3.1 Supongamos que f € H(Q) con Q simplemente conexo y 7y es
una curva cerrada simple orientada positivamente que no contiene ceros de
la funcion. Denotemos No(f, A) el nimero de ceros de f en A (contados con
sus multiplicidades). Entonces

1)
2mi J., f(2)

dz = NO(f7 I?’Lt(’}/))

Recordemos del Capitulo VII que f7 %dz tiene una interpretacién en
términos del argumento continuo sobre la curva. Concretamente tenemos el
siguiente resultado:

Proposicién 9.3.3 Sea 7 : [a,b] — C un camino, v* C Q y f:Q — C es
holomorfa verificando
i) f(z) #0 Vz €v*
i) £(1(a)) = F(2(5)). Entonces
1 (1), 00) —0a)

2mi )., f(2) T 27

donde 0(t) es un argumento continuo sobre f(7).

Demostracion: Notar que o(t) = f(y(t)) es una curva cerrada y si 6(t)
es un argumento continuo sobre f(y) entonces, usando (ii) en la Proposicién
7.1.4, se tiene que

N G

0(1) — 6(0)
2mi ), f(2) '

21

dz = Ind,(0) =

Nota 9.3.2 Supongamos que f € M(Q) con Q simplemente conexo y =y es
una curva cerrada simple orientada positivamente que no contiene ni polos
ni ceros. Denotemos No(f, A) el nimero de ceros de f en A (contados con
sus multiplicidades) y N,(f, A) el nimero de polos de f en A (contados con
sus drdenes). Entonces

0(1) — 6(0)
2m

1 [ fz), Q) — nt(Q)) —
églﬂ@@_mmlwm N, (f, Tnt(92))

donde 0(t) es una determinacion continua del argumento sobre la curva f(7y).
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Ejemplo 9.3.1 Cllculo del nimero de ceros del polinomio
p(2) =28 +322+72+5

en el primer cuadrante.

Demostracion: Dado R > 0, consideremos la curva cerrada

vr = [0, R]U{Re" : t € [0, g]} U iR, 0].

Si Ng = No(p, Int(ygr)) tenemos que

Vo[ PE, [ PE, @),
2miNe = /[O,R] p(2) det /aR p(2) det /[iR,O] p(2) b

Observar que

Pt)=t1"+3t+Tt+5>0sit >0,

P(it) =13 —3it3 + Tti + 5= (¥ +5) +i(=3t> + 7t) si t > 0.

Asi que Re(P(z)) > 0si [iR,0]U]0, R], y por tanto Arg(P(z)) es continua
en dicho conjunto.

De aqui que

—R*+ 7R
R +5

/ Py, logM +i(Arg(P(R)) — arctag )
[

iR,0]U[0,R) p(2) |P(iR)|
Para tratar z = Re", ¢ € [0, 5] tenemos

3 7 1
P(z) = 28(1 + st ;) = 2%q(2).
P(Reit) — R868it(1 + 3R—5€—5it + 7R—7e—7it + 5R—86—8it>7

ahora bien si R es sufientemente grande
q(Reit) — QR(t) =14+ 3R75675it 4 7R77€77it 4 5R78678it

estd proximo a 1y por tanto ArgQr(t) estd préximo a 0.

Por tanto si z € og, 8Arg(z) + Arg(q(z)) es un argumento continuo de
P(z) sobre o para R grande y 8Log(z)+ Log(q(z)) es un logaritmo continuo
de P(z) sobre og.
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Por eso,
3o [ B = AR (R) + Arg(a(iR)  8Arg(R) ~ Arg(a(R)
’ R0
i ()

Por consiguiente, usando que log‘f((i}}?)ll + log ||";’]((i}%)|| = 0, se tiene

1 1 —R>*+ 7R
Np = 24+ —(A R)) — A _ L
R o= 2+ o (Arg(q(iR)) — Arg(g(R))) — o arctag—pe—

Ahora pasando al limite cuando R — oo se obtiene Ny(f,2) = 2.

Ejemplo 9.3.2 Calculo del nimero de ceros del polinomio
p(z) =2"+ 2t +22° —82—1

en el semiplano {Re(z) > 0}.
Demostracion: Dado R > 0, consideremos la curva cerrada

vr = [iR, —iR| U {Re' : t € [—g, g]}.

Si Ng = Ny(p, Int(yg)) tenemos que

O O
N = /[iR,—iR] p(2) det /UR p(2) o

Para tratar z = Re,t € [—5, 2] tenemos
P(Reit) — R5€5it(1 + Rflefit 4 2R72672it o 8R74€f4’it o R75675it>,
ahora bien si R es sufientemente grande

q(Reit) _ QR(t) -1 + R—le—it + 2R—26—2it _ 8R—4€—4it _ R—5€—5it

estd proximo a 1 y por tanto ArgQg(t) estd préximo a 0. Por tanto si
z= Re" : t € [-5,3], 5Arg(z) + Arg(q(z)) € arg(P(z)) es un argumento
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continuo de P(z) sobre la semicircunferencia para R grande. Usando el
logaritmo correspondiente se tiene

1 PE,
omi ), p()°
_ %(5Ar9(iR)+A7"g(q(z’R))—5Arg(—z’R)_Arg( (—iR)))+— log |(|JCé(zR)|>|

5 1 R
= 5+ o) + o TS

Por otro lado en el segmento se observa que
plit) = t* — 1+ i(t° — 263 — 8t) = u(t) + iv(t) si —R <t < R.
u(t) =t -1+ 1)+ 1),
v(t) =t(t —2)(t+2)(t* +2).
Analizando el comportamiento de la curva cuando variamos de t € [—R, R]
se tiene
u(t) > 0,v(t) < 0,t < —2
u(t) >0,v(t) >0,-2<t<—1
u(t) < 0,v(t) >0,—-1<t<0
u(t) < 0,v(t) <0,0<t <1
u(t) > 0,v(t) <0,1 <t<2
u(t) > 0,v(t) > 0,t > 2
Por ésto la curva da una vuelta al origen y estd orientada en sentido
negativo. De aqui que

1 /
P,
27” ,—iR)] p<2)
1 U(—R) v(R) p(—iR)|
= 14+ —(arctag _ gret L og P
g larctag gy —arclagiiey) + o G loe T e
Por consiguiente
5 1 R —2R* -8R 1 —R°+2R®*+8R
NR:§+¢(R)—1—%arctag FT —i—%arctag BT :

Ahora pasando al limite cuando R — oo se obtiene Ny(f,Q) =1. =
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Teorema 9.3.4 (Teorema de Rouche) Sean g, f € M(2) y supongamos que
Pr(€) = {p1.p2, o}y Zp(Q) = {21, 20, .., 20}, Py(Q) = P, Do Pl } Y
Z’Q(Q) = {Ziv Zé" =z n’} siendo my = O(f pk) ng = m(f, Zk) m;{ = O(g,p;) Yy
nj, = m(g, 2).

Sea v C Q un ciclo tal que v ~ 0(resp.Q).

Supongamos que

1f(2) +9() <[f) +9(z)]  Vzer,

entonces

anlnd (zk) kalnd k) anfnd 2.) kalnd D).

En particular, si g, f € H(Q) y D(a, R) C Q y se cumple que

1f(z) =g <lg(2)]  V]z—al=

Entonces

No(f, D(a, R)) = No(g, D(a, R)).

Demostracién: La condicién impuesta implica v* N (Z () UP(Q)UZ,(Q)U
?,(52) = .

Es claro que no hay polos pues las funciones estdn determinadas en la
curva v* y es inmediato que no hay ceros ni de f ni de g en v*, pues caso de que
un cero de g estuviera en la curva se tendria |f(z)| < |f(2)| y andlogamente
para los ceros de f.

Tomar entonces 2; un abierto que contiene a v* de manera que f, g ni se
anula ni tiene polos en él y definamos

Q= {2z € :|f(2) +9(x)| <|f(2)] +1g(2)[}-

Es inmediato observar que {25 es un abierto y que v* C {25. En dicho abierto
se tiene que
f(z)

9(2)

¢ RT. Esto permite definir la funcién

14+ == <|—=|+1

f(2)
9(2)
2

Por tanto si z € 9 entonces L

Logy, 27r) E H(£2). Asi pues

g(z
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f(2)
= N N ORI
0= o dz = dz
1o ) T e
El resultado se sigue ahora del principio del argumento.

Para probar el caso particular, basta observar que yg = 0D(a, R) verifica
que g ~ 0(resp.2). Tomando g;(z) = —g(z) se tiene

1f(2) + 92 <l < [f()+ o (z)] Y]z —al = R

Como f, g1 no tienen polos y Ind,,(z;) = 1 si z; € D(a, R) se sigue del
caso anterior. n

Corolario 9.3.5 Sean g, f € M(Q) y D(a, R) C Q. Supongamos que
1f(2) +9G) <[f) +1g(2)]  V]z—al =R
Entonces
No(f, D(a, R)) = No(g, D(a, R)) = N, (f, D(a, R)) = Ny (g, D(a, R)).

Demostracion: Inmediata. "

Ejemplo 9.3.3 Probar que 25 —42°+22—1 = 0 tiene cinco ceros en |z| < 1.
Demostracion: Sea g(z) = —42°.

Es claro que si |z| = 1 entonces
[P(2) = g(2)| = [+ 2* = 1] <3 < g(2)].
Ahora usando el Teorema de Rouche se tiene Ny(P, D) = Ny(g, D) =5. =

Teorema 9.3.6 (Teorema fundamental del dlgebra) Si P(z) es un polinomio
no constante de grado n. Entonces No(P,C) = n.

Demostracion: Tomemos g(z) = a,2" siendo P(z) = ag + a1z + ... + a,2".
P(z)-9()
9(2)

[P(z) —g(z)| <lg(z)]  V|z| =R

Como l1m,_seo = 0 entonces existe R > 0 tal que

Aplicando ahora el teorema de Rouche se tiene que

No(P, D(0, R)) = No(g, D(0, R)) = n.
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Teorema 9.3.7 (Teorema de Hurwitz) Sea Q2 una region, {fn}, f € H()
tales que f, — f uniformemente en compactos de 2.

Si D(a, R) C Qy f(2) # 0 para z € dD(a, R) entonces existe ny € N tal
que No(fn, D(a, R)) = No(f, D(a, R)) para n > ny.

Demostracion: Tomar € = min|,_q=g|f(2)| > 0 entonces existe ng € N tal
que para n > ng

[fa(2) = f(2)l <e<|f(2)],  VI[z—al=R.

Por tanto el resultado se sigue, ahora del teorema de Rouche. .

Corolario 9.3.8 Sea Q) una region, {f.}, f € H(Q) tales que f, — f uni-
formemente en compactos de 2 donde f,(z) # 0 Vz € Q. Entonces o bien
f(z2) A#0Vz€Q o bien f(z) =0Vz € Q.

Demostracion: Si f no es identicamente nula entonces para cada a € (2

existe D(a, R) C Q donde f no se anula en dD(a, R). Aplicando el teorema
de Hurwitz se tiene que f(a) # 0. .

Ejemplo 9.3.4 Sir < 1 entonces P,(z) = 1+ 22+ 32 + ... + nz" no se
anula en D(0,7) para n suficientemente grande.

Demostracion: Observar que

uniformemente en compactos (por el teorema de Weierstrass) de D(0,1), y
como ﬁ # 0 si |z| = r entonces por el Teorema de Hurwitz se obtiene el

resultado. "

Teorema 9.3.9 (Teorema m-1) Sea Q un abierto, f € H(2) no constante y
20 € Q con f(z9) = wo ym(f —wy, z0) = m. Entonces existen dos abiertos no
vacios V,W en C con zg € V. C Q, W = f(V) tales que card(f~'(w)) =m
para todo w € W\ {wo}, es decir si w € W\ {w}existen m puntos distintos
en V tales que f(z) = w.
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Demostracion: Sea r > 0 tal que D(zp,7) C Q con f —wy y f' funciones que
no se anulan en D(zy,7)\ {20}. Tomemos a = min{|f(z) —wo| : |z — 20| = r}.

Definimos V' = {z € D(zo,7) : |f(2) —wo| < a} y W = D(wy, ).

Es claro que V' es abierto y no vacio (z9 € V) y que f(V) C W.

Dado w € W\ {wp} consideremos fi(z) = f(z) —w y g1(2) = f(z) — wy.
Se tiene que

1f1(2) = q1(2)] = |lw —wo| < a < |g1(2)],Vz € OD(29,7).
Por tanto, por Rouche, se tiene
No(f1, D(z0,7)) = No(g1, D(20,7) = m.
Ademas son todos ceros simples por la hipétesis f'(2) # 0 en D(zo,7) \ {20},
.

lo que demuestra que card(f~(w)) =m y que W C f(V).

Corolario 9.3.10 (Teorema de la aplicacion abierta) Sea Q un abierto no
vacio y f € H(Q) no constante. Entonces f es abierta.

Demostracién: Sea U un abierto de Q. Si w = f(z) € f(U) entonces (apli-
cando en teorema m-1 a f : U — C existen V,W donde V C U, f(V) =W
luego w e W C f(U). .

Corolario 9.3.11 Sea v una curva. Si f € H(Q) y f(z) € v para todo
z € ) entonces f es constante

Demostracion: Caso de no ser constante, teniendo en cuenta que f(€2) C ~*
y f(€) tiene que ser un abierto en C se llega a una contradiccién. .

Corolario 9.3.12 (Principio del médulo mdzximo) Sea Q un abierto no vacio,
f € H(Q) no constante y z € Q. Entonces |f(z)| no es un mdzximo local de

|f1-

Demostracion: Como f(£2) es un abierto entonces existe D(f(z),r) C f(£2)
lo que implica que hay valores 2z’ € Q con |f(Z")] > |f(2)]. .

Corolario 9.3.13 Sea Q abierto acotado no vacio y f € H(Q)NC(Q). En-
tonces

maz,co|f(2)| = max.coalf(2)|
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Demostracion: Usando el Teorema de Weierstrass se tiene que el méaximo se
alcanza en el compacto €2, y como no puede estar en el interior ha de estar
en la frontera. .

Teorema 9.3.14 (Teorema de la funcion inversa global) Sea 2 un abierto
no vacio y f € H(Q) e inyectiva. Entonces f'(z) # 0 para todo z € Q y
71 f(2) = Qes holomorfa

Ademds (f~')(w) = W para todo w € f(Q).

Demostracién: En primer lugar observar que f~! es continua, por ser f
abierta. Si existe z € Q con f'(z) = 0 entonces por el teorema m-1, no
serfa inyectiva. Finalmente es inmediato comprobar que f~! es derivable en
w = f(z) y el valor de la derivada es el inverso de f'(z).
En efecto, usando u = f(v),
fHu) -z 1 1

limu—m) = =

u— f(2) limv_mM f(z)

v—2z

Teorema 9.3.15 (Teorema de la funcion inversa local) Sea 2 un abierto no
vacio, f € H(Q), z0 € Q, f(20) = wo y f'(20) # 0. Entonces existen dos
abiertos no vacios V,W en C con zg € V C Q, wyg € W tales que f:V — W
es una biyeccion. Ademds f=' : W — V es holomorfa y si D(z, R) CV y
vr = 0D(zy, R) entonces para todo w € f(D(zy, R)) se tiene

L[ ),
27.‘-7’ YR f( )
Ademds si lw — wo| < 0 donde 6 = d(wy, f(OD(z, R))) se tiene

@ =3 (55 [ g e

n=0

(4) fHw) =

z.

0 equivalentemente podemos expresar, para |w — wy| < 0,

I R M G == TC ) RURe

donde ¢(z) = o
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Demostracion: Una consecuencia inmediata del teorema m-1 es que se tiene
una biyeccion local.

Para el calculo de la férmula de (i), observar que si w € f(D(zo,7))
como f1(z) = f(z) — w no tiene polos y sélamente tiene un cero (digamos
en f~'(w) = a) entonces usando el principio del argumento generalizado
(aplicado a las funciones f; y g(z) = z) se concluye que

L)
21 ) 7C2) -

Para comprobar la expresién (ii) tomemos una bola D(wq, s) C f(D(zo,7)).
Si|w —wp| < s se tiene que

—1\(n wo
i) = S Y0 e

n!
n=0

dz = alnd,,(a) = f~(w).

donde, derivando bajo el signo integral en (i), se obtiene

U _ L O,

nt o 2mi ), (f(z) - wo)r

Para saber el maximo valor s donde vale el desarrollo es suficiente recordar
que (por prolongacién analitica) como f~!' es holomorfa en f(D(z,7)) se
tendrd s > d(wo, C \ f(D(z0,7)). Nétese que f : D(zp, R) — f(D(z, R)) es
un homeomeorfismo y usando el teorema de la aplicacion abierta se puede
ver que necesariamente f(0D(zg, R)) = 0f(D(z0, R)), de donde se concluye
que s = 0 = d(wo, f(0D(29, R)).

Para obtener la expresién (iii) observemos que para n = 0 se tiene zg =
fH(wo) y para n > 1 podemos integrar por partes del siguiente modo

b zf'(2) L b YR (1r(?))
i ),y () — wgy” i) om0 o™
_ —7R(27r) s —r(0)
2m n(f(vr(2 y ) 2min(f(vr(0)) — wo)™
R
* 2nm/0 ) —w0> “
= dz
2n7rz

- ‘R‘”<< T ZO)
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_ 1 A"t (2 — z)"
- T v

n(n — 1)l dzn-1

Ejemplo 9.3.5 Probar que si |w| < 1 entonces z* + 2z —w = 0 tiene una
unica raiz en D(0,1). Desarrollar la solucion en serie de potencias.

Demostracion: En primer lugar aplicamos el teorema de Rouche con las
funciones g(z) = 22 + 2z —w y h(z) = 2z.
Es claro que

19(2) = h(2)| = |2* —w| < |2]* + Jw] <2 < [A(2)],V]2| = 1.

De ahi que Ny(g,D) = 1.

Llamemos f(z) = 2% + 2z. Entonces f~!': D — D tal que f~}(w) = z de
modo que g(z) = 0. Para desarrollarla en potencias de w en el disco unidad
aplicamos (iii).

I
-1 _ E . _ n.
fow= n=1 nldz"1 (f(z)n Jeots
Notar que % = @, y por tanto
d* 1

@(m) = (=D n(n+1)...(n+ &k —1)(z +2)~ "),

Por consiguiente

) =3 g 1

n=1

9.4 Problemas propuestos

Cdlculo de integrales y series

1.- Calcular las siguientes integrales:

22 272
a) f|z|:r —(z_j)(b_z)dz ,0 < lal <7 <10l
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b) J, 22 > con r ¢ N,

z|=r zsenﬂz

Oy . Temz—gdzconn<r <n+1paraunn € N.
d) f|z‘:1 esenl/zdz.

2.- Calcular:
f277 2cost dt.
b) 7T dx

0 5+4cosx”
) /2 dx
0 1+sen2x

3.- Probar que si a,b € (0, 00)

/°° dx _ 7m(2a+0)
o (224 a?)?2(22 +b2)  4adb(a+ b)?

Utilizar este resultado para calcular fo e +1)2

4.- Probar que si « € (—1,1) y a > 0 entonces

/oo o 4 Wa(a_l)/z
r=—.
o r2+a 2cos"

5.- Probar que si a € (0,1) y b > 0 entonces

/OO senbxd 'Nt—a) =«
0

o v = seng(l—a).

Indicaciones: i) Si 6 € [0, 7] , senfl < 0 < Tsend.
ii) Puede considerarse el recinto: {(x,y):z > 0,y > 0,r < 2* +y* < R}.

6.- Sea s € C tal que —1 < Re(s) < 1. Calcular [* dx.

(x+1 m+2)

7.- Calcular la suma de las series:
9T
00 _1 n
b) 0 (2n+l)3

8.- Dado a € C\ {iZ}, probar que:

= 1
Z a2 = —cothwa ~ 9
1
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Cuestiones
1.- Sifes holomorfaen @ = {2z € C:r < |z]| < R}y a € C es tal que
f(2) # a para todo z € Q, probar que Ind,, (a) tiene el mismo valor para
todo t € (r, R), siendo v, = f({z : |z] = t})

2.- Sea f € H(D(0,2)) con f(z) > 0en |z| =1. jPuede ser f(0) = 07.

3- Sea f € H(2) con D(0,1) C Q tal que Ref(z).Imf(z) > 0 para z €
0D(0,1). Probar que f no tiene ceros en D(0,1). ;Es cierto este resultado
si f e H(D(0,1)) y es continua en 0D(0,1)?.

4- Sea f € H(Q) con D(0,1) C Qy |f(2)] < 1si]|z| =1. ;Cuédntos puntos
fijos tiene f en D(0,1)?.

5.- Sea f € H(2) con D(0,1) C Q tal que |f(2)] > 2si|z] =1y f(0) = 1.
iDebe tener f un cero en D(0,1)?.

6.- {Como debe ser una funcién entera para que sea constante en cada cir-
cunferencia de centro el origen?.

7.-Sea f € H() y zo € Q un cero de f de orden p.
Probar que si |z — 29| < R < d(z0,09)

|z — 2|

)P sup | f(w)].

R lw—20|=R

[F(2)] < (

8.- Sean f,g € H(Q), Q una regién con D(0, R) C € tal que |f(2)| = |g(2)|

si |z] = R. Probar que si Z(f) = @ = Z(g) en D(0, R), existe A constante
tal que [A| =1y f = Ag.

9-Sea0<r <Ry A={z:r <|z] < R}. Probar que existe € > 0 tal que
para todo polinomio P, sup{|P(z) — 27! : z € A} > ¢ (En particular, 1 no

es limite uniforme de polinomios en A).

10.- Sea A frontera de una regién no acotada €2, f € H(f2) y continua en A
tal que |f| < M sobre A, |f| < Ben Q ( My B constantes ). Probar que
|f| < M en Q.
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11.- Sea © una regién y D un disco tal que D C Q. Si f € H(Q) es no
constante con |f| constante en 9D, probar que f tiene al menos un cero en

D.

12.- Sea () una regién acotada, (f,) una sucesion de funciones continuas sobre
€2, holomorfas en () tal que f, — f uniformemente sobre d€). Probar que
fn — [ uniformemente sobre 2.

13.- Sea f holomorfa en un abierto que contiene a D(0, R), verificando
1f(2)] < M si|z| < Ry |f(0)] = a > 0. Demostrar que el nimero de
ceros de f en D(0, R/3) es menor o igual que —log(M/a).

log2

14.- Sea f € H(D(0, R)) no constante. Probar que M(r) = sup |f(2)| es una

|z[=r

funcién estrictamente creciente en [0, R).

15.- Sea f holomorfa, en {|z| > 1} y continua en {|z| > 1} tal que existe
lim f(z) € C. Demostrar que |f| alcanza su maximo absoluto en {|z| = 1}
Z—00

y que M (r) = sup |f(z)| es una funcién decreciente en [1, 00).

16.- Si P es un polinomio de grado n y |P(z)] < M en {|z| > 1}, probar que
|P(z)| < M|z|" en {|z| > 1}.

17.- Sea f € H(Q2) no constante. Si zg € Q'y f(z9) = 0, probar que existe
V' entorno abierto de zy en Q y ¢ € H(V) inyectiva sobre V' tal que f(z) =
[6(2)]™ para todo z € V| siendo m el orden de zy como cero de f.

18.- Sea f : C — {a} — C holomorfa e inyectiva. Probar que f(z) = ‘;szr’fl,

con ad —bec # 0y d+ ac # 0. En particular, si f es entera y biyectiva,
f(z) = Az + B para todo z € C.

19.- Sean P,(z) = 1+2z+ ZQ—Q, + + 21 v Qu(2) = Pa(2) — 1. ;Qué puede decirse
sobre la localizacién de los ceros de P, y @),, para n suficientemente grande?.

20.- Probar que para r > 0 suficientemente pequeno todos los ceros de f,,(z) =
1+ % + -+ — pertenecen, para n suficientemente grande al circulo |z| < 7.

nlzm

21.- Probar el siguiente principio del minimo: Si f es no constante, holomorfa
en ) y continua en {2 con ) acotado, entonces f tiene un cero en 2 o |f|
alcanza su valor minimo en la frontera de ().
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Problemas del Teorema de Rouche y aplicacion abierta
1.- Si XA > 1, demostrar que A —z — e~ * = 0 tiene una solucién con parte real
positiva. Probar que ésta debe ser real. ;Qué le sucede a la soluciéon cuando
A decrece hacia 17.

2.- Hallar el niimero de ceros de

Z—Br+lenl<|z| <2

2+ 2%+ 1 en el ler cuadrante.

3.- Probar que el polinomio 244223 —22+10 posee una raiz en cada cuadrante.

4.- Sea P(z) = z* +iz* + 1.
a) Probar que todas las raices de P estan en D(0,2).
b) Estudiar cudntas raices de P hay en el primer cuadrante.

5.- Demostrar que todos los ceros de P(z) = 2°—z+16 estan en {1 < |z| < 2}
y dos de ellos tienen parte real positiva.

6.- Probar que w = ﬁ posee una unica solucién en un cierto entorno del

origen. Desarrollar esta solucion en serie de potencias de w.

7.- Resolver la ecuacién w®43w—z = 0, encontrando w = w(z) como funcién
analitica en un entorno de cero.

8.- Sea g(w) = f|z_2‘:1 %dz.g)Dénde define esta férmula una funcién holo-

morfa?. Probar que en un entorno de w = 4 se tiene g*(w) = —7w2w.
9.- Sea g(w) = f|z_1|:1 ~-dz. ;Dénde define dicha férmula una funcién

holomorfa?.

10.- Sea 0 < |a] < 1y p € N. Probar que la ecuacién (z — 1)? = ae™? tiene
exactamente p raices con parte real positiva, simples y que todas ellas estan
en D(1,1).



