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Abstract

We define a convolution on W\Mw provided 4 is a Banach algebra, The space of multipliers of
w\\m is characterized for Banach algebras 4 with bounded sequential approximate identity and some
questious about idempotent clements and the spectrum of these algebras are studied in the case
A=cq.

Resumen

Sobre los espacios M\M de medidas vectoriales con valores en un algebm A so define 1a convolu-
cion por dos procedimientos distintos. Se estudian los multiplicadores del dlgebra V4 cuando 4 tienc
unidad aproximada acotada secuencial y se resuelven algunas cuestiones relativas a los clomentos idem-

potentes y espectros en el caso de 4 = ¢p-

1. INTRODUCCION

.m_o_&ﬁ?omowmg ﬁm@_&.onwﬁoﬁs%@amwom @mﬁmowcmﬁqan_ﬁo&%m
-variacién acotada sobre un grupo compacto G y con valores en un
ra de Banach conmutativa 4.

- Estos espacios, considerados valorados en un espacio de Banach, han
studiados por diferentes autores y en distintos contexiocs. Son un susti-
de los espacios de Bochner-Lebesgye LY, (G) en distintos casos. Asi

. . i i
(L (GYys =VE, con =+ =1y [ sp<eo
i 7 Iy

r 6] .\._.ﬁm. son los valores frontera de las funciones en Al (D) (ver [3]),
Teeen como espacios de multiplicadores {ver [ST), ... Estos espacios apare-

lass AMS (1980): 46822, 43410, 46HD5.
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cen por primera vez en [4] en ¢l caso de funciones real-valuadas y son estu-
diadas posteriormente por Leader [12] en el caso real y Dinculeanu [7lenel
caso vectorial,

Supuesto que A es un algebra de Banach, nosotros intentaremos dotar
de un producto al espacio .W\M de modo que lo convierta en adlgebra de
Banach y esto se hard por dos caminos diferentes.

A continuacidon estudiaremaos para estos espacios algunos de los topicos
clisicos de la teorfa de Algebras de Banach, como son el estudio de los mul-
tiplicadores v el estudio del espectro.

Aunque los espacios V§ estdn obviamente contenidos en My, siendo
My las medidas regulares de variacion acotada y M4 es dlgebra de Banach
(ver [15]), nosotros introduciremos sobre ellos una convolucion directamen-
te, va que el espacio ¥ que definiremos a continuacion, es un espacio de
trabajo mds sencillo v la convolucién en este Gltimo es sencilla de definir.

' En lo que sigue 4 serd un dlgebra de Banach conmutativa, & un grupo
compacto con.medida de Haar m.
Recordemos las definiciones de los espacios ¥ .

Definiciones 1
: — Si 1 <p <o, VI eselespacio de medidas aditivas u: & (G) >4
fales que

M

L e (BT NYF .
M, =supl 2 N BT < hoo (1.1}

7w FEeEy W Am‘lvﬁim
donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas de .

w Para p = 1, ﬁ ¢s ¢l espacio de medidas contablemente aditivas
B @B(G)—~ A, absolutamente continuas respecto de m y de variacion aco-
tada, dotado de la norma ful, =gl (G).

— Para p =ce, Vi esel espaci: de medidas finitamente aditivas tales
que existe € > 0 de modo que g E)|| < Cm (F) paratodo E€ B,
La norma en cste espacio es

wl_=inf (O g W< Cm(E) YEEBG), (1.2)

Recordemos que en los casos | < p oo las medidas en estos espacios
son necesariamente contablemente aditivas v absolutamente continuas y que
Vi (1 < p < ) son espacios de Banach con sus normas respectivas [7].

Es sencillo verificar la relacion siguiente entre éstos

e o et o~ wE D o~ vl o~ nsg P TP o e e Fil B Y
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donde por M4 denotamos las medidas regulares sobre G vy de variacidn
acotada.

- Expondremos en forma de proposicidn algunos de los resultados que
utilizamos sobre estos espacios.

Proposicion 1.— [2]. Sea 1 < p <o Si u€ WV en ..
o . 2RIGRCES >
gELF (G) tal que A ces existe

i (EYy= mwﬁv%\: Y ESC B (1.3)
¥
ity = ilgli,. (1.4}
Proposicion 2.— [2]. Sea | < p <oo,
LY (G S VY isométricamente. (1.5)
Ly (¢y=v%
si y sélo si A tiene la propiedad de Radon-Nikodym. {1.6)

- wu,m:.m poner ar Emw:ﬁomﬂo las diferencias enire Liy W\\M demostraremos
la siguiente proposicién, donde G=T= {z: |z|=1}.

Proposicion 3.~ Ung medida w & V2 s slo i exi . 057
de funciones £.) X ! # co S x\momo si existe una sucesion
m . nhwez en L (T) y una funcién positiva f& L' (T) ta-
es que

Dy s ae
1y f, (m) ﬂ, 0 VYmez

[feo

vV oon

pE)= Q Tn %W.,qmw.

Dem Ay Qo 171 . 3
"y onm.ﬁ_éﬁosu ..mﬁ uE Veo ¥ consideremos g, la medida que resulta
¢ componer con el funcional coordenada n-¢sima. Obviamente g,, cs una
Hng&m absclutamente continua v de variacion acotada v ¢ntonces el teore-

ma de RadonNikodym asegura que existe fo ELY (T talque

u, ()= ﬂ fo (Y dr ME S BT (17



Andlogamente [#] ¢s también absolutamente continua y de variacion acotada
y de ahf que existe g2 0, g €L (T) tal que

_E@n\amﬁ% VEE B (T) (1.8)
Al ser obviamente (M, | ()= [g] () ¥V E se tiene de modo sencillo que

i (DI<g (@) t-a.e. (1.9)
Para demostrar (2) tengamos en cuenta que
dr =
[, 5w @war > o
plbs p{£)E¢, v portante para toda funcion simple s,

[swnoa

converge a cero. El teorema de Egoroff nos permite demosirar de forma sen-
cilla que

b g fn (1)

converge a cero para toda g continua, va que dada g € C(T) y dado >0,
existen £ € 4B (T) con m (E)<< ¢ yssimple tal que |s(8) —g(n)l<¢
Vi ¢ E. Asi pues

_b g

<e f 0, + _b fos

<

bfmb A.wtmv%,m.whﬁ.m?% +‘\m gl <

+ b;ﬂ__; Csup g ()]

xe

El segundo sumando puede hacerce “pequefio’ para 7 suficientiemente
“orande” y el tercer sumando al ser f, € L' (T) tiende a cero si M (F)

tiende a cero. )
Tomando g (£) = e ™ s obtienc la implicacién directa. Para ver el

reciproco, ¢s cbvio comprobar que

H(E)= mb Ja () %Wsz

es una medida con valores en 17, Para ver que el rango de ¢ estd contenido
en ¢g, tengamos en cuenta que de ser

foim) - 0 Ymcd

Jn (=) ae.

se deduce de modo simple que ¥ g (T

[ ewsn war » o

b oo

o Ahora el .303:5 de Lusin junto con el argumento de aproximacion
similar al anterior nos conduce a probar que

CONVETge a cero si lul — oo,
El hecho de ser una medida de variacion acotada v absolutamente conti-
nua se desprende de la acotacién f, (0 <f () ac, #
Esta proposicién pone de manifiesto las diferencias entre Li, v V4
pueste que una funcion F € hma (T) sif se corresponde con una sucesion
Undnen con fn € L' (T), tales que

(H mw (Yisg(t) rae.
2y fu (M) >} uniformemente en m S 7.

f [ree

D de Y omoe i N .
EMMO& g () Sup Un () €LV (T) y (2) esdebidoaque £, (x) ~ 0 x-ae.

fa )9 x)—>0  xae. ¥ ol =<1,

Como |fy (1) ()1 < g (1) t-a.e. uniformemente ol <1 entonces

mm me;w 0

n | rea

uniformemente en #2,

2. DEFINICION DE LA CONVOQLUCION EN <w
gmwcno 1

Dada v€My v rey (Gy esclaro que tiene sentido la integracion
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[ rodu@=1im S FOn)u(ED 2.1)
19

i=1

donde x; € E;, E; son una particiéon de & y el limite s¢ toma cuando el
didmetro a la particion tiende a cero.

El limite en (2.1) existe por las condiciones sobre Fvuyserdun
dlegebra de Banach.

Observemos que si estamos con medidas no sélo en My sino en V4
podemos obterier el siguiente lemad’

Lemal - SivEV).y EEB(G) entoncessi E—g5={x: X+ =
la funcion s = » (E —s) s una funcién continua,
Demostracién — Utilizando la proposicién 1 existe g £ L (&Y tal que

b (F —sy —v{F —sHl=
=Wy ((F - HNE — N —v ({(E — s\ (E —-spl <
S HE ~ HNE = + v [(F —sHNE -] <

SWwlE—s)A(E~s )= g(nrd .
AE-HAE-s=] o e@dm®
Alser

m{(E — )N (E -~ :v@i
Yy

m (£~ sIN(E —s3) ~ 0

£y

entonces

V(E ~5) = v{E—5).

58

Definicién 2.— Dada u €My v » € V4 definimos

Fsta bien definida por el lema ! y obviamente es finitamente aditiva.
Comprobemos que es regular y serd entonces contablemente aditiva 8t
Al inspeccionar (2.2) v (2.1), es claro que

e u @l [ PIE-D a6

vr oy ey P
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lr = u (EHI< .NM” M Is 8 (t — sydm va diplis) =

M\m ﬂ\o gt —s)dlul @vw dm (1) =

ﬁ%m (Il *=g) () dm(r). (2.3)

Alser |l % g una funcidn en L' {G) es claro que ¥ = i esregular v de
variacion acotada.

Veamos qué propicdades se mantienen al convolucionar.

Proposicion 3. Si w €My vy vEVY con 1< p <o eutonces
poavEVE. Ademds (i xvip, <lply v,

Demostracion. — Por (1.3) se tiene que

mmiﬁsm_mhf_EVS%S

v asi tendremos, para cada particidon n de Gy 1 <p oo,

m . M_vu_htav_m.u w:.qim 5 Am:\*tﬁbz
Een  m(EY! B N WW

R PE N IY
= 5 o 4 . 8
P g, Tmayr PElE B w
_iBgl . . »
msm o mm: m (EY'P Xp j =) (eydm(ty: m.Wﬂ 1Be fﬂm =

< lg = jull, < lghy - luly =Ilvip - lul,

Loscasos p =1, p=2o0 g hacen de forma similar.

Corolario 1.—

. ) .

a) Para 1 <p oo, V{ son dlgebras de Banach con lo convolucion.
2]

0y VP esunideal en Ms nara cualauier 1 <p < oo
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Método 2

Introduciremos, ahora, una convoelucidn en ¥ de un modo distinto.
Para ello usaremos la teoria de operadores.

Dinculeanu en [7] encontrd una formulacién equivalente del espacio 141
en términos de operadores, demostrande la isometria existente entre vE oy

: 1 i
NN W N
p P

I

== .wu
aommo., L (L7 (G), A) denota el espacio de los operadoresen L (P (G), 4)
tales que

WTllp =sup {Z log b T (X b 12 aXgyllpr < 1 <=2 (2.4)
Laisometria viene dada gracias a & (F)y= T (Xg) para cada £ € F(C).

Por otro lado., puede verse en [1] un procedimiento para definir una convo-
lucion entre ciertos tipos de operadores como sigue:

Definicion 3.— Para 1 <p' oo,
Si R & L (IP (G, Ay v K€L {Cs (G), A) podemos definir
K+ R: L7 (G)— A dado por:

KR (¥)=K(@gy) (2.5)
donde g, csla funcidén dada por
gy ($)=R (¥y) con Ys(By=ywils 0 (2.6)
como § -+ W, escontinua se deduce que gy, 1o es tambicn. #
Vamos a abordar la definicion de convolucion entre medidas.
Scan vE VY con | <p<Soeoy pEMy.

Consideremos T, & & an (&), A) el operador asociado a ¥ por la
isometria de Dinculeanu v sea K,: Cyq (&) +A dado por

Ku{g)= % g(OHdr(n

v

scein (2.1). _
Claramente K, = T, € L(LF (G), A).
Proposicion 4.— Enlas condiciones anieriores K, = T, mﬁmw@uw (G, Ay y

MK =T . =<lIpt. ~lul (7T

ARLIERMAD WL DAINALD WE WMEWVIAD VEw IWURIALES ey

Demostracion,— Por la proposicion 1,

L= | g (0 dm () con g€1¥ (&)

Y por tanto

@:m.l,&nh%@\baﬁu

asi pues, dada

it
b2 axeg I =1,
i p

se tiene
7

S gl K+ T )l = 2 lel | v -9 e ] <

h.HH ?

< oyl h:imﬁés ()=

b4

ﬂu.ﬂw.ﬂ ?x._m. \hﬁﬂm.\w n?ﬁﬂ@hwwhﬁwvﬂ/m

<lg s ullp s irly - liglly =luly iy #

Noga.— En el caso p =1 puede hacerse un proceso andlogo teniendo en
cuentaque €My sivsdlosi T,: C(G)y—=A4 definido por

T = [46) duts)

es absolitamente sumante (ver [6 ]k

3. MULTIPLICADCRES Y ESPECTRO PARA V)

Es conocida la siguiente caracterizacion de los multiplicadores del al-
gebra LY (G) (ver [131]).

Si A es un dlgebra conmutativa con unidad aproximada acotada se-
cuencial entonces

Mul (L1 (6 = M o0 (3.1)
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Usando (1.6) tenemos que en caso de que A tenga la propiedad de Radon-
Nikodym se verifica que

Mul Aw\\m Y= My A

Este altimo resultado es el que perscguimos en caso de que A4 sea cualquice-
ra con las condiciones precedentes, tanto si tiene la propiedad de Radon-
‘Nikodym como si no la tiene. Para cllo daremos el siguiente

m hmim 2.— Seagn A, B &%ngq Qm Banach conmutativas v A con w.a.a. Si
.l < B < Mul (4) entonces Mul (B) es isométrico a Mul (4) {donde
A < B indica gue A es ideal en B y estd contenidn isométricamente en B).

Dembstracion.— Sea ¢: Mul (BYy -+  Mul (4)
T —=¢(I=Tla

Bsta bien definida. Bn efecto, como 7 es un multiplicador y A tiene
: aa. el ?o?:: n_r factorizacion de Cohen asegura que A* = A v portanto
T(Ay=T(A*)=A - T(A) y como A es ideal en B se tiene que T (AY T A,
‘s claro que ¢ es 55553350 de dlgebras, invective v continue siendo

174 g o) = 17 s )

 Estudiemos la suprayectividad. Dado § € Mul (4) consideremos el multi-
- phicador

” és: Mul (A) - Mul (4)

: T - 5T

LY pensemos en

~

mv,ww_m. =58

Es claro que S eMul (B) pues Besideal en Mul(4), v ademas ¢ (5=
=8 pues m_h = 5,

Teniendo en cuenta que ¢ es inyectiva se observa que dado T € Mul {(8)
y Tiy =8 entonces S = T, luego

1 Tlhwa ) = 1S Ty 3 =, $u0 1SB 1l <

i ol B=<1
<< sup 1S &t o1y = 1S T 4y = W74 fapa e
b all {4yt
Proposicion 5.— Si A es un dlgebra conmutativa con u.a.a. secuencial

CnIOnNCes

Mul (Vi) = Myt cay- (3.2}

R R T B R LT et .=

Pemostracidén. — Se basa en el lema anterior junto con (3.1) va que
LY <V <My <M.
Por ser LY (G)= LY () @a A esconocido de forma sencilla que [14]
Spec (LY (G))=T @ Spec (4),

donde I es ¢l grupo dual de &,

La pregunta que nos formulamos es saber si Spec C\\M ) coingide con el
Spec (LY (G o no.

m.m claro que Spec QMM (G C Spec (V] ), pero en general, el contenide
€8 estricto.

Proposicién 6. — Sea G=T y 4= ¢y

Spec (L3, (T) % Spec (Véy)

Demaostracion.— Consideremos p: & (T) - o
E = {Xg Whez
donde Wm. denota la transformada de Fourier de
Es una comprobacién que ¥ € Vi, . P%Bum t no es representable por
una fen LY, (T) pues I& ()l =1, vrEZ
Teniendo en cuenia que

pAE) = Qw i %Wx .

un calculo simple prueba que i es idempotente. En efecto,

(M * ) Cwuﬂx\m uE —sydu(s)= ﬂ‘\.ﬂ A\mwm m.lw,ﬁ Qmei.é &mw:mm -
- m\»ﬂ %ﬂ Xg -5 (1) e dy %W:mm.

Con el cambio
F+s5s=u

se obliene que fo# p (F) = p () ﬁmwm todo & € &B(T). Ahora bien, si
Spec mﬁmﬂb = Spec Ahwov gntonces So\ o (T} esun dlgebra radical.
Por consigulente

W+ LY I = (e + LI 1"
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converge a 1, que es una contradiceidn.

En la demostracion hemos utilizado que cierta medida s idempotente,
ahora daremos un resultado m neral que nos permite encontrar idempotentes
denorma ten Vi con 1 <p< w.

%Szom.m&: 7-8ea 1 <p<s2 y pt& Two W oes idempotente con
_E = | si ysolo si existen dos sucesiones {€,} C {0, 1} v {m,} TZ
ch%m card {n: m, =k} es finito para todo k€7 y

u(E)= A\. €y @™ %Wzmw

MS_S todo E & B(T).

Demostracién.— Dado p & ﬁ\qno por la prop. 3, 82 tencmos

%@Thbsg

con

ol ST ae Y Fulm) = 0

ﬁmﬂm cada m € Z. Como-
W@=[ roa v wer

entonces FE L7 (T) v por tanto i EIP (M.
Alser p =y =p entonces u, * u, =, ydeaqui f, *7, i?

Qra:or pues, tomando los coeficientes de Fourier de f, que % Qﬁv =
= € m e {0, 1;. Como

H (my - 0
fm {vo
se tiene que J M, .falque
My _
L= = g, " (2.3
a o=y
Ahora bien, como |ui, 1, e entonces 15, =N/, =1. Porotro lado,

alser f, €47, 1 <{p <2, entonces Q Qsdsmm 17 v asi
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¥y consecueniementc £, 4 =0 salvo para a lo mds un valor de m. Hamémos-
le my . Asf construimos m, v £, donde €, =1 siexiste alglin mn  con

fn (M) =1y g, =0 si f, =0
Ast hemos probado que

pAEY= M\. £, ¢iMnt Q‘nw )
Iy nEZ

El hecho de no axm.ﬁ:, un namero inficito de my  que coinciden se
debe a gue en ese caso \s (Ky=1 para un niimero infinito de valores de » ¥

RGE

F:,m ver el reciproco, obsérvese que una medida dada por

#hn omvn\m £, eifnl gy

es tal que
B () = 0

va que la transformada de Fourier mm (mp )=+ 0 pues s, debe ser una sub-
sucesion no acotada de Z por las hip6tesis.

Es ws:ﬁw%io veriticar que  #& € FF pues realmente 8 € V7 al ser
Il (B) <m (E), ¥ E€H(T). #

Observaciones.— De (1.3) se deduce que si p > 2 entonces Ve, CVE v
por tanto el teorenia anterior cs aplicable a medidas # € V2, con 1 <p S

con Wll, = 1. Porotro lado la restriccién de ser de norma 1, puede quitarse
obscrvando Ia demostracion, obteniendo entonces un resultado similar.

Reconocimientos.— Queremos agradecer al profesor J, Galé Gimeno sus
utiles sugerencias.
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