GEOMETRIA ANALITICA.
PROBLEMAS AFINES Y METRICOS
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PARA EMPEZAR, REFLEXIONA Y RESUELVE

Punto medio de un segmento

Toma los puntos P(2, 5),
Q(0, 3) y represéntalos
en el plano:

P@G,s5

B Localiza graficamente el punto medio M del segmento PQ y da sus coordenadas.
¢Encuentras alguna relacion entre las coordenadas de M ylasde Py Q?

E Haz lo mismo con los segmentos de extremos:
aP'5, 1D, Q'O,7 b) P"(0, 1), Q"(10,5)

B Basandote en los resultados anteriores, intenta dar un criterio para obtener las
coordenadas del punto medio de un segmento a partir de las de sus extremos.

m M6, 4
10 + 2 +5 ¢
M , 5
2 2 P2, 5 // Io}
Y [/ L~
M, ) —
= / 0 (10]3)
yolll /
7 o
m )M, 4
b) M"(5, 3)

B Sean A(ay, a,) y B(b,, b,) los extremos de un segmento.
ay+ by a,+b,

El punto medio de AB serd M > 5
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Ecuaciones de la recta

x=-3+3t

Observa las siguientes ecuaciones: { .
y =

B Comprueba que, dando a ¢ los valores 0, 1, 3, 4, 5, se obtienen puntos que es-
tan todos sobre una recta.

x=2+3t

4ot corresponden también a una recta,
y=4—

B Comprueba que las ecuaciones {

hallando varios de sus puntos. (Dale a ¢ los valores -2,-1, 0, 1, 2, 3 y repre-
senta los puntos correspondientes; comprobaras que todos estian sobre la mis-
ma recta).

B Elimina el parametro procediendo del siguiente modo:
— Despeja t en la primera ecuacion.
— Sustituye su valor en la segunda.
— Reordena los términos de la ecuacion resultante.

Obtendras, asi, la ecuacion de esa recta, en la forma habitual.

[
t -2 -1 0 1 2 3
G, M| (4,0 (1,9] 2,4 | (5,3) | (8,2 |1, D
Y
—46)
~_ |1} 5)
M~ (2,|D
~L_ (5,3
~l_ (8,12
~_ (11} 1)
™~
X
xX—2
m=
3 —>x;2=4—y%x—2=12—5y%y=%%
l1=4-—y
- 14
- Y= —x+ —
y X 3
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Distancias en el plano

0G,7

B Halla la distanciade P yde Q acadaunade las rectas 7 y s.
B Halla la distancia entre los puntos P y Q (ayudate del Teorema de Pitagoras).

H Halla, también, la distancia entre:

a) P'(0,5), Q'(12,0) b) PG, D, Q"(7,4)
mdPr)=1, dP s)=8;, dQ,r=5=d(Q,s)
mdP Q) =PO — PQ*=32+42=25 - PQ=5
ma)dP,Q0)=PQ — PQ?=52+122=169 — PQ'=13

b)d( //,Q//)ZPTQ//—)PTQ/2+42+32=25 _)PTQ//ZS

W dA, B) =\ —a)?+(b,—a,)?, donde Ala,, a) y B(b, b,.

da, B) = | AB|
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— —
1. Halla las coordenadas de MN y NM, siendo M(7,-5) y N(=2,-11).
MN = (22, ~11) = (7, =5) = (=9, —6)
NIt = (7,-5) — (-2, -11) = (9, 6)

2. Averigua si estan alineados los puntos P(7, 11), Q(4,-3) y R(10, 25).

—
PO = (-3, 14 - -
Q=3 -19 N A %4 — A, B y C estan alineados.

OR = (6, 28) 6 8
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3. Calcula el valor de k para que los puntos de coordenadas A(1, 7), B(-3, 4),
C(k, 5) estén alineados.

%

AB = (=4, - 4 - _
B L, 4 L3 4o 3km9 5 3k=s o k-
BC=(k+3,1) ks 1 5
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4. Dados los puntos P(3,9) y Q(8,-1):
a) Halla el punto medio de PQ.
b) Halla el simétrico de P respecto de Q.
c) Halla el simétrico de Q respecto de P.
d) Obtén un punto A de PQ tal que PA/AQ = 2/3.
€) Obtén un punto B de PQ tal que 173/15 =1/5.

o m(3E8. 9+(—1))= g,4)
2 2 2
b)32x=8 S ox=13 P(3,9
— P'(13, -1D) 0@, D
i N
2 P'(x, )

¢) Llamamos Q'(x’, ) al simétrico de Q respecto de P.

AsI: x;8=3 Oy =2 (o}
Q'(=2,19) P
'+ D L
s 9 = »y' =19 g

d) Llamamos A(x, y) al punto que buscamos. Debe cumplirse que:

PA= 240 » @-3y-9=2@-x-1-p

x—3=%(8—x) - x=5
5 AG5,5)
y—9=§(—1—y) - y=5

e) Llamamos B(x, y) al punto que buscamos.
— —>
Ph=1P0 —» (x=3,y-9=2G6-10=(1,-2)

x—-3=1 — x=4 B
yo9=2 = p=7 4,7
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1. Escribe las ecuaciones paramétricas de las rectas:
%
a) Que pasa por A(=3, 7) y tiene una direccion paralela al vector d(4,—7).
%
b) Que pasa por M (5, 2) y es paralelaa d'(2, 2).

En ambos casos, dando valores al parametro, obtén otros cinco puntos de la
recta.

T
aA)OX=0A+td — (x="(a,a)+td,d) —

xX=a, +1d =_
N { 1 1_>{x 3+ 41
y=ay+id, y=7-T7t

t -2 -1 0 1 2 3
o, W11, 2D (7,19 | (3,7 | (1,0 | G,-D | 9, -14)

b) OX = OM + td' = (x, ) = (my, my) + 'y, d') —

R x=m +1d/ . xX=5+2¢
y=my+id y=2+2

t -2 -1 0 1 2 3
| 1,-2 | G0 | 5,2 | (7,9 | 9,60 | 11,8

2. Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por:

a) P(5,-2)y Q(0, 4) b) M(3,7)y N3, 0)

c) A(0,0)y B(7,0) DRA,DYySG, 3)

a) El vector direccion es: P_Q> =(-5,60 — { x= 5-5
y=-2+0t

by d=MN = (0,-7) — {“5
y=7=Tt

Od=AB=(7,0) - {":”
y=0

- - -
Dd=RS=22 — {x b+
y=1+2

x=1+3t

3.Halla k para que S(-5, k) pertenezcaa r: {
y=2-4t

{_5=1+3t - z=—6/3=—2}% k=2-4(=2)=10
k=2_4t
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1. Halla el dngulo que forman las siguientes rectas:

{x=3—2t {x=1—4t
r: r,:
y=7+¢t y=4+3t
- -
Los vectores directores de 7, y 7, son, respectivamente, d, (-2, 1) y d, (-4, 3).
7 -l V3
cos o = - 8#3 M _ NS 984 5 = 10° 18 174"

21zl 5N sVs %

2. Obtén para las rectas del ejercicio anterior:
a) La paralela a r, que pase por el punto (5, 7).

b) Una perpendicular a », que pase por (0, 0).

ar/n }%;=Z}_>V:{x=5—2t

PG, 7Der Per y=7+t
- - -
Dl > dld d’=(3,4)}% ,,:{X=3z
P(0, 0) y=4
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1. Considera las siguientes rectas:
,os x=7+5t L x=2+1 s x=5+3t o x=5-2¢
Uly=-2-3¢ Zly=1-2t ¥ly=-5-6t Fly=-12+4t
Halla la posicion relativade r, y r,, r, y 3 73y 7y,
e Posicion relativa de »; y 7,

JF5t=24s } >t = S=;5} Por 2 la 12 ecuacién y se suman:

—2-3t=1-2s 31+ 28 =

10t — 2s = =10

—3t+2s=3

7t =-7 > t=-1 — dela 12 ecuacion: s=5+5(-1) =0

Como tiene solucion tnica, entonces r; y 7, se cortan en el punto P(2, 1) (que
se obtiene sustituyendo #=-1 en 7 o s=0 en 7).

* Posicion relativa de 7, y 7,
2+ s=5+31 } s—3t=3

Las dos ecuaciones son equivalentes.
1-2s=-5-01) -2s+01=-6

Luego el sistema tiene infinitas soluciones. Por tanto, 7, = r; (son la misma recta).
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* Posicion relativa de 73 y 7

5+3t=5-12s } 3t+2s=0 }—)Notienensolucién.

S5 —-06t=-12+4s | —61—4s=-7
Luego no tienen ningin punto en comun. Por tanto, son paralelas.

Es decir, r;// r,.
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1. Halla las ecuaciones paramétricas de la recta que tiene por ecuacion:

5x -3y +8=0

x =1

Sea x=1 = 5t-3y+8=0 —>{
y=8/3+(/3)1

NOTA — 22 METODO

El vector (5, =3) es perpendicular a 7. Por tanto, el vector (3, 5) es paralelo a 7. Po-
demos tomarlo como vector direccion:

N
d=(3,5)

Si x=0 —>y=%. Luego (O, %)er

Asi, las ecuaciones paramétricas son:
x =3t
r
y=28/3+5t
(equivalente a la obtenida por el otro método).

x=5-3t

2. Halla la ecuacion implicita de la recta: { — 1+2¢

Multiplicamos la primera ecuaciéon por 2 y la segunda por 3, y las sumamos:

2x =10 - 061
3y=-3+0t
2x+3y=7 > rn2x+3y-7=0

NOTA — 22 METODO: X =5-3f — = xX—5
-3 x-=5_Jy+1
y=—1+2t—>z=y;1 - 2

2x—-10=-3y-3
r:2x+3y-7=0

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos 0
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1.

Escribe la ecuacion de la recta de pendiente 3 y cuya ordenada en el origen es —5.

m=3 }—> riy=-5+3x-0 —
P, -5) er
— 7r: Y =3x—5 —> ECUACION EXPLICITA

— r:3x—)—5=0 — ECUACION IMPLICITA

. Halla las ecuaciones de las rectas que pasan por los siguientes pares de puntos:

a) (_77 11)9 (19 7) b) (39 _2)7 (1’ 4)
C) (6’ 1)7 (11’ 1) d) (_29 5)’ (_2’ 8)

I T O e ) S R N T . SV
R e N N A
Tomando el punto (1, 7) x+2y-15=0

_4+2 _ 6 _ e 2w

Tomando el punto (1, 4) | 3x+y—7=0

y=-1=0 - yp=1

Tomando el punto (6, 1

dm = % iImposible! Entonces, no tiene pendiente.

No se puede poner de forma explicita. Es la recta x = -2, paralela al eje Y.

. Halla dos puntos de la recta y = —3x + 4. Calcula a partir de ellos su pendiente,

y comprueba que es la que corresponde a esa ecuacion.
Si x=0 - y=4 > A0, 4D er
Si x=1 ->y=1 —>B{A,Der

Efectivamente, es la de la recta y = -3x + 4.

s r Escribe las ecuaciones de las rectas representadas.

{ mg=-1/2
s:

P0, 3 — Como s:y=mx+n —>s:y=%x+3

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos o



—>r:y=%x+2; l‘:{ml:0 - ny=1

[mg=2/3
' PO, D

P, 2)
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1. Averigua la posicion relativa de los siguientes pares de rectas:

a){—x+3y+ 4=0 b){5x+ y+ 3=0
3x—9y—-12=0 x—-2y+16=0

Se puede resolver el sistema o bien observar los coeficientes y el término indepen-
diente de ambas ecuaciones:

VyT3 TS T T o
Es decir: % = % = % — Son la misma recta.

b) 2 # € — A * B — Las rectas se cortan en un punto.
1 -2 A’ B’

Para calcular el punto de corte, bastara con resolver el sistema.
Despejando en la primera ecuacion: y = -3 — 5x
Sustituyendo en la segunda ecuacion:
x=2(-3-50+16=0 5> x+0+10x+16=0 - 1lx=-22 — x=-2
Con lo que:

y=-3-5(2)=7 = (x,)) =(=2,7) — Punto de corte

2. ;Cual es la posicion relativa de estos dos pares de rectas?

a){3x+ 5y-8=0 b){2x+y—4=0
6x+10y+4=0 x—y =0

2

B c
= —_ # — — Son paralelas.
10 B’

3 _ =8
a)g * 4 — iC’

SIS

b)2x+y—4=0} 2x+x—4=0} 3x=4 — x=4/3
xX-y =0 X =y ) y=4/3

Son dos rectas que se cortan en el punto (4/3, 4/3)
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1. Obtén la distancia entre los siguientes pares de puntos:

a) (39 _5)’ (1, 4) b) (09 7)9 (_59 7) C) (_2, 5)’ (_3, _7) d) (8’ 14), (39 2)

) dist (P, Q) = IPEI —J1-32+@+52 =4+81 =85

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos 0



%
b) dist(P, Q) = | POl = N(5 - 02+ 7 -72 =+25+0=5

V145

%
o dist(P, @) = | POl = V(=3 + 2% + (-7 - 52

d) dist (P, Q) = |P_Q>| =V3-82+2-14% =169 =13

2. Halla la distancia de Q(-3, 4) a las siguientes rectas:

= 0,55

= 1,94

x
d)2

= 3,71

y
=1
3

-1 y—4 x=1-2t
2x+3y=4 p) X =V c {
@) 2w+ 3y )2 5 My-3-6
aA)2x+3y-4=0
2 (= 4 -4 -6+12-4
dist(Q,r)=| (-3)+3 | _ -6+ | _2V13
V22 + 32 V13
b)x;1=% - 5x-5=2y-8 5 5x-2y+3=0
5.(-3)—2-4 -15 -
disto, 1y = 22 +3| _[-15-8+3] _ 20V29
V52 + (-2)? V29 29
C)l‘=x__21
x_—21=ﬁ - -6x+6=-2y+6 > 6x-2y=0 — 3x-y=0
_5 - -
-
(34| |-9-4
dist(Q,r)=|3 3 -4 _ |9 |=£=13\@z4711
Vo +1 vio Yo 10
dD3x+2y=6 -5 3x+2y-6=0
(- 24— _ _
dist (0, 1y = 13D+ o [-9+8-6] 713 _
V32 + 22 V13
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Ecuaciones de la recta

1 Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por A(-3,7) y
tiene una direccion paralela al vector d(4,—1). Dando valores al parametro,
obtén otros cinco puntos de la recta.

X =-3+4t
y= 7-1

t

-2

-1

(x, »)

(=11, 9)

(-7, 8)

1, 6)

(5, 5)

0, 4

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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2 Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por:
a) P(6,-2) y Q(0,5) b) M(3,2) y NG, 6) ©) 4(0,0) y Q(8, 0)

Halla, en todos los casos, la ecuacion implicita.

a)P_Q>=(—6,7) —>r:{x= 6—6[57:{ =0
y

=-2+7 =5+7t
(Usando el punto P) (Usando Q)
> 1=
-6 X _r=5
p=X=> -6 7
7

- Tx=-0y+30 - r:7x+6y-30=0

x=3

Sedr x =3 — recta paralela al eje YV
y =

%
b) MN = (0, 4) — r: {

- -
) AQ=(8,0 — r:{x it - =0 = eje X

3 Halla las ecuaciones paramétricas de cada una de las siguientes rectas:

a)2x—-y=0 b)x-7=0 A3y-6=0 dx+3y=0
. X =1
DS x=1t 5 20-y=0 5> y=2 > r:{
y=2
x=7 x=1 x =-3t
t <))
)){y=l C){y=6/3=2 {y=l‘

4  Escribe las ecuaciones paramétricas e implicitas de los ejes de coordenadas.

@& Ambos ejes pasan por el origen de coordenadas y sus vectores directores son los
vectores de la base.

{O(0,0)eejeX x =t

Eje X:{ > — Eje X:{ —- =0

d.=(,0) y=0
{O(0,0)eeje Y x=0

Eje Y: 4 > — Eje Y:{ - x=0
d, =, 1D y=t

5 Halla la ecuacion de la paralelaa 2x—3y =0 cuya ordenada en el origen es —2.

@ La recta pasa por el punto (0, -2).

r:2x—-3y=0
s/ r — pendiente de s ha de ser igual a la de »
P(0,-2) €s
me=m,_=2/3 2 _
: ==x-2 -5 2x-3y-6=0
{P(O, 2 es Y73 4

ECUACION EXPLICITA ECUACION IMPLICITA

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos 0



6 Dadalarecta 4x + 3y—6 =0, escribe la ecuacion de la recta perpendicular a
ella en el punto de corte con el eje de ordenadas.

@ Fl eje de ordenadas es el vertical: x = 0.

e Veamos primero cudl es el punto de corte, P(x, ), de la recta con el eje de or-
denadas.

r:{4x+3y—6=0

= 4-0+3y-6=0 > 3y=6 > y=2
Eje Y:x=0 Y Y Y

Luego P(0, 2) er y también debe ser P(0, 2) €s, donde s L r.

e Como sl r — sus pendientes deben cumplir:

ms.mr=_1 - ms=_=_=_

e Como P(0,2)es y ms=% —>y=%x+2 — 3x—-4y+8=0

7 Escribe las ecuaciones paramétricas de las siguientes rectas:
. ea - . ea . T
a) Su vector de posicion es a (-3, 1) y su vector de direccion v'(2, 0).

x=1-1¢

b) Pasa por A(5,-2) y es paralela a: { -
y =
¢) Pasa por A(1, 3) vy es perpendicular a la recta de ecuacion 2x—3y + 6 = 0.

d) Es perpendicular al segmento PQ en su punto medio, siendo P(0, 4) y
Q(-6, 0), en su punto medio.
a) La ecuacion vectorial sera:
_) = —
OX=a+10 = (x, ) =(=3,1+1(2,0 - {x 15+ 2
y =

b) El vector direccion de la recta buscada debe ser el mismo (o proporcional) al de

la recta {x =l-t (pues debe ser paralela a ella).
y =2
_)
Luego: d (-1, 2)

Como debe pasar por A5, -2) — { x=5-1

y=-2+2
¢) La pendiente de la recta 7: 2x -3y + 6 =0 es:

m==% >m
3

; = _73 (pues m,. - m =-1 porser rLs)

N
Un vector director puede ser T=(2,-3).
Ademas, A(1, 3) €s.

x=1+2t
y=3-3t

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos Q
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d) El punto medio de PQ es m(_—26, %) = (-3, 2)

%
PQ = (=6, -4)
{ m(=3,2) €s
- 1> - -
d (4, -6) es un vector director de s, pues d L PQ
Luego, s: { =3t
y=2-06t

Coordenadas de puntos

8 El punto P(5, -2) es el punto medio del segmento AB, y conocemos
A(2, 3). Halla B.

) Lo x+2 y+3 _
- §7 B—(x,y),( 2 P 2 ) (5; —2)
Si B=(x,y }%(x+2 y+3)=(5 ) o
Como P es punto medio de AB 2 72 '
_){x+2=10 - x=8 }_>B=(8,_7)

y+3=—4 > y=-7

9 Halla el punto simétrico de P(1,-2) respecto del punto H(3, 0).
@ H es el punto medio entre P y su simétrico.
Si P'(x, y) es simétrico de P(1,-2) respecto de H(3,0) —
— H es el punto medio de PP' —

—>(’”1,u)=(s,o> > {’“1:6 _’“5} = Pis,2)
2 2 y=2=0 = py=2

10 Halla las coordenadas del vértice D del paralelogramo ABCD, sabiendo
que A(I, 2)’ B(S’ _1) Y C(6, 3)'

Sea D(x, )). D o )
- o I N
Debe cumplirse: AB = DC .
1 1-2)=(6—x 3— e C6:B)

5-1,-1-2)=06-x,3-) — Aalok
_>{ 4=6-x _){x=2 S D2, 6) N /

-3=3-y y=06 N

B (5, -

11 Dalas coordenadas del punto P que divide al segmento de extremos
A3, 4) y B(0,-2) en dos partes tales que E’) = 21?4).
Sea P(x, ).

Sustituimos en la condiciéon que nos imponen:
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— —
BP=2PA = (x-0,y-(2)=2B-x,4-)) —

x=23B-x) x=06-2x 3x =06
- - -
y+2=204-y y+2=8-2y =

N {x=z = P2, 2)
y=2

12 Determina k para que los puntos A(-3,5), B(2,1) y C(6, k) estén aline-
ados.

— —
Debe ocurrir que AB y BC sean proporcionales.

%

AB = (5, -4)
%
BC=(4,k-1)

- =t skos=_16 —>/e=%

- k-1

»Jkl\h

Distancias

13 Halla la distancia del punto P(2,-3) a las siguientes rectas:

a){x=2t D y=—~> )2x+5=0
y=— 4

a) Veamos primero la ecuacion implicita de la recta:

{t=x/2 N %=_y S ox+2p=0

I==y
Entonces:
. |1-2+23]| _ [2-6] 4 445
dist (P, r) = = = F _ 2V
V12 + 22 Vs 505
=92 _9_
b)y T Y3 0
Por tanto:
. [1(=3)-9/4] _ |-3-9/4] _ 21
dist (P, r) = = = £
V02 + 12 V1 4
' 2-2+5] _ 9
o) dist(P,r) = ————— = =
wl22+0 2

14 Calcula la distancia del origen de coordenadas a las siguientes rectas:
a)3x—4y+12=0 b)2y-9=0
ox=3 d)3x-2y=0

W dist (0, ry = 12 0=4-0+12] _ 12

V32 + (—4)2 5
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. [2:0-9] _9
b) dist (0, r) = F——ZLL = Z
Voz+22 2
. lo-3] _3
o) dist(0, r) = ———-===3
Viz+oz 1
3:0-2-0] _ 0

d) dist (0, r) = 0

Vo223

(es decir, la recta 3x — 2y =0 pasa por el origen).

15 Halla la longitud del segmento que determina la recta x —2y +5 =0 al cor-
tar a los ejes de coordenadas.

Hay que calcular la distancia entre los puntos de corte de la recta con los ejes de
coordenadas.

Calculamos primero dichos puntos:

-{X_ZerS:O - 2y+5=0 —>y=i -
x=0 2

- A(O, %) es el punto de corte con el eje YV
.{x—2y+5=0 > Xx+5=0 5> x=5 >

y=0
— B(5,0) es el punto de corte con el eje X

— 2
o Luego AB =dist(A, B) = (5-0)*+ (o _ %) =

L s B 415 s
25+ TR

16 Halla la distancia entre las rectas r: x—2y+8=0 y r':-2x+4y—7=0.

@ Comprueba que son paralelas; toma un punto cualquiera de r y balla su distan-
ciaa r.

l\)l»—\

Sus pendientes son m =

- =m,, — Son paralelas.

Entonces, la distancia entre r y 7’ sera:
dist(P, r") donde Per
Sea x = 0.
Sustituyendo en r — y = % =4 - PO, 4 er
Ast:
|2 0+4-4-7] _116-7] _ 9 _ 9Vs
V(22 + 42 V20 25 10
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17 Determina ¢ para que la distancia de la recta x—3y + ¢ =0 al punto (6, 2)

18

sea de V10 unidades. (Hay dos soluciones).

) [1-6-3 2+¢| |6 -6+ c| |cl
dist(P, r) = = = =10
V1 +9 V10 V10

|c

L _V10 = ¢ =10
0

ﬁ

Hay dos soluciones:

o

| -
_—\/TO —)CZ——lo )(\0’0
x =

\.P

Las dos rectas solucion seran dos rectas paralelas: %
s\
=

Calcula el valor de a para que la distancia del punto P(1, 2) a la recta

5]

ax +2y—2=0 seaiguala V2.

dist (P, 1) =2 — la-1+2 2-2| -2 >

a’+4
a*2 _\p S a+2-\2@t+ 4
a’+4
=
%=—\/§ — a+2=-N2a*+4)
a“c +

Al elevar al cuadrado obtenemos la misma ecuacion en ambos casos.

> (@+2?=2@?*+4) —> a’*+4a+4=2a*+8 —

4 +N16 - 16

- a’-4a+4=0 _>“=f=2
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Angulos

19

Halla el angulo que forman los siguientes pares de rectas:

a){y= 2x+5 b){ 3x—5y+7=0

y=-3x+1 10x +6y—3=0
c){x=3—t{x=—1—3t C){Zx—y=0
y=2t y=4+t 2y+3=0
Q) riy=2x+5 } — sus pendientes son: {mV:Z
siy=-3x+1 mg = -3
oy = m,. — =‘ 2—-(-3) =‘i‘= _ 4=o
i ‘1+m,ms T2 |37t e s
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%
b) =(5,_5)J—71 o~ _<\_)
- S OU=Er = 0w >
w=(10,6)J_r2
10wl |30-30]
— cos o= —~—— = — =y =0 — o=90°
171 Tw! 1] ]

C) Los vectores directores de esas rectas son:
- -
d=(1,2) y dy=@31

Entonces:

%
d) 611=(2,—1)J_7’1 PN ﬁ/\%
- o=rr=da, d, =
67;=(072)er 172 1 2

la, - al
a - d, |0 - 2] 2 1 \s

- coso= ———— = =——==——-=
5

@l lal 547 V52 5

= 0,4472 — o= 63°20' 5,82"

20 ¢Qué angulo forma la recta 3x—2y + 6 = 0 con el eje de abscisas?

@ No es necesario que apliques ninguna formula. Sabes que la pendiente de r es la
tangente del dngulo que forma r con el eje de abscisas. Halla el dngulo con la pen-
diente de .

La pendiente de » es m, = %

La pendiente de r es, ademas, g o

m=1go > 1ga=2 - 0=56"18 358"
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21 ;Qué angulo forma la recta 2x—y + 5 =0 con el eje de ordenadas?

@ El dngulo pedido es el complementario del dngulo que la recta forma con el eje

de abscisas.
El dngulo pedido, o, es complementario de B — g B = tgLOL

Por otro lado, g =m, = 2:

1 1
1 = = = = 24° 14211
g O <P 2—>oc 6° 33' 54,
vl /.
o

; :

22 calcula n de modo que larecta 3x + ny—2 =0 forme un angulo de 60° con

el OX.
Y 1g 60° = \/g
/ Como 1g 60° = m,, se tiene que:

(o 5 313

PARA RESOLVER

23 cCalcula m y n en las rectas de ecuaciones:
rimx—-2y+5=0 s:nx+6y—8=0
sabiendo que son perpendiculares y que » pasa por el punto P(1, 4).

@ Las coordenadas de P deben verificar la ecuacion de vr. Asi calculas m. Expre
sa la perpendicularidad con vectores o con pendientes y balla n.

eP(l,H)er > m-1-2-4+5=0 - m=3

e(m,-2) Lr

(n,6) Ls - (m,-2) L (n,6) —

Como deben ser r Ls
> m -2 n,60)=0 >m-n+=2)-6=0 -
—>3n-12=0 - n=4
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NoTA: Usando las pendientes m, = % y m, = %, para que 7» L s debe ser

N

m, - mg=-1, es decir:

%-(i)=—l - -mn=-12 - Bn=-12 = n=4

6

24 Halla las ecuaciones de las rectas 7, s, y p.

30|

Y

/1

180° — B
/\0‘ B .

e p: Pasa por los puntos (-3, =3) y (1, 4).
Asi, su pendiente es:
_4-=3 _7
"I o) A
Por tanto:

b y=1+%(x—4) - 7x—-4y+9=0

e 7: Su pendiente es 0 y pasa por el punto (O, _—23)
Por tanto:
7 y = —?

e s: Su vector director es (0, 1) y pasa por (2, 0).

x=2
S:
b

e /: Pasa por los puntos (1, 0) y (-3, 2).

Por tanto:

Asi, su pendiente es:

Por tanto:

t: y=—%(x—1) - x+2y-1=0

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos
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25

26

x=-1+3t

halla k£ de modo que 7 sea paralela a la
y=2+kt

Dada la recta r: {

bisectriz del segundo cuadrante.

X =—1

e La bisectriz del segundo cuadrante es x = -y — { (en paramétricas).

_)
Su vector director es d = (-1, 1).

%
e Bl vector director de r es r = (3, k).

e Como queremos que 7 // bisectriz del segundo cuadrante, entonces sus vectores
directores deben ser proporcionales:

11 -
3% - k=-3
En el triangulo de vértices A(-2, 3), B(5,1), C(3,—4), halla las ecuaciones de:
a) La altura que parte de B.
b) La mediana que parte de B.

¢) La mediatriz del lado CA.

a) La altura que parte de B, by, es una recta perpendicular a AC' que pasa por el
punto B:

%
hy L AC(5,-7) — el vector director de by, es by (7, 5)

%
B(5,1) €hy
fo X=5
%bB:{x=5+7t% 7 x=5_y-1
y=1+5t poy-1 7 >
5

= bhg:5x—=T7y—-18=0
b) m, (mediana que parte de B) pasa por B y por el punto medio, m, de AC:

(2350 e

2 72 27 2 N
BG, D em,
%
— My (5 - l, 1+ l) = (2, é) es vector director de m,,.
2 2 272
Luego: 9
x=5+>1 2x =10 + 9t
mpg: - -
2y -2
y=1+ =1 f=yT
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_ 2x-10

9 2x—10 _ 2y—2
- - = — My 6x—18y—-12=10
o 2p-2 9 3 5 Y

©) La mediatriz de CA, =z, es perpendicular a CA por el punto medio del lado,
m'. Asi:

— -
CA =(-5,7) Lz — vector director de z: z (7,5)

m' 3-2 _44-3)=(l —l)ez

2 2 272
x= 7 p= 221
o 2 14% 20-1 _ 2p+1
' S G Lo+l T4 10
YT 10

— z:20x-28y-24=0 - z:5x-7y—-6=0

27 larecta 2x + 3y —6 =0 determina, al cortar a los ejes de coordenadas, un
segmento AB.

Halla la ecuacion de la mediatriz de AB.

@ Después de ballar los puntos A y B, balla la pendiente de la mediatriz, inversay
opuesta a la de AB. Con el punto medio y la pendiente, puedes escribir la ecuacion.

N

A

Y

«A=7reje Y:{2x+03y_6=0 S 3y—6=0 = y=2 — A0, 2)
x:

«B=7rcje X:{ZX+05y‘6=O 5 2x-6=0 > x=3 = BG3,0
y:

- -
e AB=(3,-2) L m,, (mediatrizde AB) — m,,= (2, 3)
%

m (%, %) = (%, 1) (punto medio de AB) € mediatriz

—>y—1=%(x—%) —>y=%x—% = My 6x—4y-5=0
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28

29

30

Determina los puntos que dividen al segmento 4B, A(-2, 1), B(5, 4), en tres
partes iguales.

—

@ Si Py Q son esos puntos, AP = éﬁ

Escribe las coordenadas de AP y de AB yobtén P. Q es el punto medio de PB

B
Q
P
A
= 1 =2 1
0AP=§AB —>(x+2,y—1)=§(7,3) -
x+2=%—>x=%—2=% .
- —>P(g,2)
‘V—1=%—>y=1+1=2

e O esun punto medio de PB — Q(1/52+5, 2;4)%Q(%,3)

¢Qué coordenadas debe tener P para que se verifique que SP_Q) -2 Q_I)Q =0,
siendo Q(3,2) y R(-1,5)?

— -
3PQO=20R —» 33 —x,2-))=2(-4,3) —

17
-_— x=_
_>{9—3x——8% 3 —>P(1?7,0)
6-3y=06 =0

Los puntos medios de los lados de cualquier cuadrilatero forman un parale-
logramo. Compruébalo con el cuadrilatero de vértices:

AG,8)  B(,2)  C(1,00  D(-1,6)
5+3 8+2)\
p( *3, 84 ) -4, 3)

Q@3, D; RO, 3; SA,7

%
PO=3B3-41-5=0-1,-9| —» >
SR=0-1,3-7) =1, -4

%
SP=(G-1,5-7=3,-2 | > —
SP = RQ

%
RQO=03-0,1-3)=(@3,-2)
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31 Halla el pie de la perpendicular trazada desde P(1,-2) alarecta
rix—2y+4=0.

@ Escribe la perpendicular a r desde P y balla el punto de corte con r.

\
Qrd, -2 rix—-2y+4=0
\

Sea s la recta perpendicular a r desde P y 7 = (2, 1) vector director de 7.

%
Asi, PP’ 1 7 = el vector director de S, ? también es perpendicular a 7 (?J_ 7),
luego podemos tomar s_>(1, -2). Como P(1,-2) es:

x=1+1 - t=x-1
Y+ 2

-2

St y+2 —>x-1=

- 2x+2=p+2 >
y=-2-2 > t="

— s:2x+y=0
El punto P’(x, ») es tal que:
P=sr $:2x+y=0-—> y=-2x
rix—2y+4=0
Sustituyendo en la segunda ecuacion:
X—2(2x)+4=0 > x+4x+4=0 —

- x:j N y=_2(j)=§
5 b) 5

-4 8)
Luego: P'|—, =
uego (5,5

32 Las ecuaciones de los lados del triangulo ABC son AB: x + 2y —4 = 0,
AC: x—2y =0, BC: x +y=0. Halla:

a) Los vértices del triangulo.

b) El vector que une los puntos medios de AB y AC. Comprueba que es
paralelo a BC.

@ p) Las coordenadas de BC deben ser proporcionales a las del vector que bas ba-
llado.
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a) A=AB( AC
B=AB BC
C=AC(\ BC

{AB: X+2y—4=0
e A:
AC: x—=12y =0 Sumamos las ecuaciones:

2x -4=0 -5 x=2
Sustituyendo en AC: 2-2y=0 — y=1
Luego: A2, D

.B:{AB: X+2y-4=0 }%
BC: x+ y =0 - x=-yp

- —p+2)-4=0 5 =4 -5 x=-4
Luego: B(-4, 4)

.C:{AC: x=2y=0 }%
BC: x+ y=0 - x=-y

- —y-2y=0 - y=0 - x=0

)

Luego: C(0, 0)

b) El punto medio de AB es M, (—1,

o |

El punto medio de AC es M, (1, %

~———

\

—

R —
MABMAC=(2’ -2) — 1 =
. Asi, MABMAC// BC, pues: M, M, = ?BC

-
BC = (4, -4)

33 Halla el area del cuadrilatero de vértices:

@ Traza una diagonal para descomponerlo en dos tridngulos de la misma base.
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A (—4]3) \
8 \
\
\
\

D3, 12 W, 12

e La diagonal AC divide el cuadrilitero en dos triangulos con la misma base, cuya
medida es:

%
lac] =18, -5)| = V89

e Sean b, y b lasalturas desde B y D, respectivamente, a la base:

by =dist (B, r) 'y b, =dist(D,r)

%
donde 7 es la recta que contiene el segmento AC.

%
Tomando como vector director de 7 el vector AC, la ecuacion de dicha recta es:

5x+8y+k=0 } 20+24+k=0 > k=-4 = r:5x+8y-4=0
Como (-4, 3) er
Luego:
, [5-0+8-5-4] _ 36
b, =dist (B, r) = =
B V89 V89
. |5(3) +8(=2)—4| _ 35
b, =dist (D, r) = =
D V89 V89
e ASI:
b-hg bbb,
Aypep = Agpet Aupc = 5 T3 T E(bB * bp) =

=V§9(36+35)=Q
2 \\so  so) 2

34 Calcula el area del triangulo cuyos lados estan sobre las rectas:

rix=3 s:2x+3y—-6=0 t:x—y-7=0
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ed=rs X3 5 6+3y-6=0 = y=0
: {2x+3y—6=0 Y Y

Luego: A(3, 0)
-B=rﬂt{x=3 = 3-9-7=0 > y=-4
x—y-=7=0
Luego: B(3, —4)
°C=sﬂt{ZX+3y_6=0 N
xX-y-=7=0 - x=y+7
- 2(00+7D+3y-6=0 —
S 2+ 14+3y-6-0 = Sp+8=0 =>y=§ -

-8 27

- x=+7=2L

X5 773
27 -8
L O =, —
Uego (5’5)

e Consideramos el segmento AB como base:

%
l4B] =10, ~D| =16 =4

. |(=8/5) = 3|
e La altura desde C es b, = dist (C, r) = ——=—
’ V12 + 02

23
5
e Asi:

%
Areq = 4B - b, _ 4-23/5 _ 460
2 2 5
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35 Traza, por el punto B(0, 5), una recta de pendiente 1/3. Por el punto
C(5, 0), traza una recta perpendicular a la anterior. Se cortan en un punto
A. Halla el area de triangulo ABC.

L
A3,16)
B0, 5Nt
1 \
L~
s
C B, )

® Sea r larecta por A y B. Su pendiente es m, = % = ry= %x +5
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e Sea s larecta por A y C. Supendiente es m = -3 (pues rLs):

s:y-0=-3x-5 — s:y=-3x+15

eA=rs {y=(1/3)x+5 S Axes=3x+15 >
y=-3x+15 3

10

- —x=10 > x=3 5 y==-3+5=0

1
3
Luego: A(3, 6)
%
e La base del tridngulo es: laBl = |3, -DI =10

%
La altura es: |AC| = [2,-6)] = V40 = 210
——
[4B] 14C] 10 - 2410

2 2

=10

El drea es: A, =

36 En el triangulo de vértices A(-1,-1), B(2,4) y C(4, 1), halla las longitudes
de la mediana y de la altura que parten de B.

e Mediana. Es el segmento BM donde M es el punto medio de AC.

M(é, o) ~ BM - (i 2, 0_4) - (_l, _4)
2 2 2

%
La longitud de la mediana es: |BM| =~1/4 + 16 r

e Altura. Es el segmento BP donde P es el pie de la perpendicular a AC desde B.

%
AC = (5,2) = larecta que contiene ese segmento es:

7:{x=—1+5t N x+1 _py+1 - 2x-59-3=0

y=-1+2t 5 2

=(=2,514 C = larecta s Lr que pasa por B:
{x 2-20 o x22 o4 spi0p-18=0
y=4+5t -2 5

P=rs = {r:Zx—Sy— 3=0
$:5x+2y—-18=0

Multiplicamos la primera por 2 y la segunda por 5, y sumamos:
4x—-10y-6=0
25x+ 10y -90 =0

96
29
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96 192 105

—)Z'E—Sy—5=o—)sy=w—3=2—9—>
_d0s o _ 21
SR R
(%2
Luego: P(29, 29

b _1EP| - ﬁ_ﬂ) =\/10469~\/10469~
Ast: by = 157! ‘(29’ 29‘ 297 " 0B

37 Halla el punto de la recta 3x—4y + 8 = 0 que equidista de A(-6,0) y B(0,-6).

o
A (=6, 0)

®B(0, -6)

P(x, y) debe verificar dos condiciones:
1. Px,y) er = 3x—4y+8=0
2. dist (A, P) = dist (B, P) = \(x+ 62+ y2 = \Vx2 + (y + 6)?

_>{3x—4y+8=0 %{Sx—4y+8=0_>

xZ+ 12x+ 36 + p2 =x2 + p2 + 12y + 36 x=y
- 3x—-4x+8=0 > x=8=y — P8, 8
38 Determina un punto en la recta y = 2x que diste 3 unidades de la recta
3x—y+8=0.

{P(x,y)er:y= 2x
dist(P, r") =3, donde r:3x—-y+8=0

y=2x
- N M: - |X+8| =3 -
ELENRL A M m
V10

— dos posibilidades: | ¥+ 8= 3710 > Xy = 310 -8 —
x+8=-3V10 — x,=-3V10 -8 —
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— 3, =610 - 16 P, 3310 -8, 6310 - 16)
%
- 3,=-6710 - 16 P, (-3\10 -8, -6\10 - 16)

39 Halla los puntos de la recta y =—x + 2 que equidistan de las rectas x +2y—5=0
Y 4x—2y+1=0.

Sean 7, r, y 1y las tres rectas del ejercicio, respectivamente.

Buscamos los puntos P(x, y) que cumplan:

Per, = y=-x+2 N
dist(P, ) = dist (P, ry) — 1x+2y=5] _ [4x—2y+1]
Vs V20
[x+2(=x+2) =5 _ |4 —2(=x+2) + 1|
- = -
Vs 25
6x — 3 .
—x-1= , 0 bien
- |—x—1|=@e 2 -
_x_l_—6x+3
_>{—2x—2=6x—3,obien_>{8x=l _){x1=1/8 N
2x-2=-6x+3 4x =5 x, = 5/4
1 15 1 5
w2 [
N R 8 8’ 8
_ 243 5 3
A I ey
40 Calcula ¢ para que la distancia entre las rectas 4x+3y—6=0y 4x+3y+c=0
sea igual a 3.
Sea Per; donde x,=0 — y,=2 — P(,2)ern
o . [4-0+3 -2+ |
Asi, dist(r,, r,) = dist(P, r,) = =3 -
1 2 2 '\/1674-9

|6+ c| _3 6+c=15 = ¢ =9
5 6+c=-15 = ¢,=-21
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42

El lado desigual del triangulo is6sceles ABC, tiene por extremos A(1,-2) y
B(4, 3).

El vértice C estaenlarecta 3x—y+8=0.

Halla las coordenadas de C y el area del triangulo.
%
e La recta del lado desigual (base) tiene como vector director AB = (3, 5):

r:{x=1+3t — x-1_y*+2 - r:5x-3y-11=0

=-2+5¢ 3 5
N —
e La recta que contiene la altura tiene por vector director a = (-5, 3) L AB y pasa
por el punto medio del lado desigual AB, es decir, por m (%, %)

_)

b:{x=5/2—51 L o2x=5 _2p-1
“ly=12+3 -10 6

— b 12x+ 20y —40 =0 — h: 6x + 10y —20 =0

e C=5(1h, donde s:3x—-y+8=0

{3x— y+ 8=O_>{—6x+ 2y-16=0
6x + 10y —-20=0 6x + 10y —-20=0

12y =36 =0 —)y=5—6=3 -
12
- 3x-3+8=0 > 3x+5=0 > x=%
Luego: C(_—S, 5)
3
- =
p base X altura |AB||Cml| (*)\/3_4'(\J850/6)
e Area = 5 = 5 = 5 = 14,17

— —
AB=(3,5 — |A4Bl = V34
()

6 2

- (_ _ - N
Cm( 25 5) - |Cm| 850

Dos casas estan situadas en los puntos 4(4, 0) y B(0, 3). Se quiere construir un
pozo que esté a la misma distanciade A yde B, ya8 m de una tuberia que une
A y B. ¢Cual es el lugar adecuado?

La recta que une A y B tiene por vector director:

A%=(—4,5) - V:{x=4_4t SN e S
y=3t —4 3

- r3x+4y-12=0

El pozo debe estar en un punto P(x, y) tal que:
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dist(P, r) =8 N
dist (P, A) = dist (P, B)

3x+dy—12l _ [swedp-12] _

- N9 + 16 5 -

V-2 +p2 = a2+ (p=32 - x2-8x+16+p2=x2+y2 -Gy +9

[3x + 4y — 12| =40
6y + 7 =

-8x+16=-6y+9 - x=

- 3-6yT+7+4y—12‘ =40 — |18y +21 + 32y - 96| =320 —

— Is50y-751 =320 - {50y—75=320
50y — 75 = =320

_ 320475 _ 79 . _ 6910 +7 _ (474+70)/10 _ 34

1 50 10 1 8 8 5
_)

_ 320475 _ —49 _ 6. (=49/100 +7 _ 14

2 50 0 % 8 5

. 34 2) (ﬁ —49)
Luego: Pl(S’lO’ 2\737 0

(Son dos puntos de la mediatriz del segmento AB).

43 Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccion de las
rectas r y s y forma un dngulo de 45° con la recta: x +5y—6=0.

r:3x—y—9=0 s:x—3=0
P=VﬂS:{3x_y_9=o - 9-9-9=0 -5 y=0
X -3=0

Luego: P(3, 0)
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Como la recta pedida 'y x + 5y —6 =0 forman un dngulo de 45°, entonces si sus
pendientes son, respectivamente, m, y m,, se verifica:

, 450_‘ m, — m, _’ (=1/5) — m,
& - 1+m,- - m - 1+ /5 - my
‘—1—5-1711
> 1l=|—] =
5-m,

5—my =-1-5m, o bien
-5 -mp)=-1-5m,

4m; =-6 — m, =-6/4
om; =4 — my=4/6

L2

Hay dos posibles soluciones:  #;: y—0 = ? x—=3) = t;:y= %x 3

44 Dadas las rectas:
r:2x—-5y—-17=0 s:3x—kRy—8=0
Calcula el valor de k paraque r y s se corten formando un angulo de 60°.

@ Halla la pendiente de r. La pendiente de s es 3/k. Ten en cuenta que obtendrds
dos soluciones.

Las pendientes de 7 y s son, respectivamente:
_ 2 _3
m, = g y mg= E

Entonces:

tg60°=‘ 2/5-3/k ‘ _)\/’=‘2/e—15

T+ 25 3% 5/e+6‘ — dos casos:
V35k+6)=2k-15 — 53 k+ 633 =2k—15
3Gk+6)=2k-15 — —-5\3k-63 =2k—15

~15+ 6V3
5V3 -2

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos é
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46

Las rectas 7:3x—2y+6=0, $:2x+y—6=0y £ 2x—-5y—4 =0 son los
lados de un triangulo. Represéntalo y halla sus angulos.

) Y 7

mr = ? /
/
mg = =2 /
/
2
m, = 5 /'4//
/ =

A~ -l

18 (r,s) = 3/2 —(=2) _72 _7 = <
1+3/2-(-2) 2 4 /A
A ]

Luego: (7, s) = 60° 15' 18,4" L /I ’

1+3/2 25|

g r, ) = 10+6]| 16

> ‘ 3/2-2/5 ‘15—4 11

S

Luego: (r, 1) = 34° 30' 30,7"

A~ A~
Por dltimo, (s, t) = 180° — (7, s) — (r, 1) = 85° 14' 11"

Halla los angulos del triangulo cuyos vértices son A(=3, 2), B(8,-1) y C(3,—4).

@ Representa el tridngulo y observa si tiene algiin dngulo obtuso.

— —
AB = (11,-3); BA (11, 3) v
— —
AC = (6,-6); CA (=6, 6) A5, )
“—
— — —
BC=(-5,-3); CB(5,3) F— =
// B =1
- o ]

A AB-AC 66 + 18 -

cosA = = = 0,868
4Bl 1adl V130472 %

A
Luego: A = 29° 44' 41,6"

cos B = BA-BC _ _55-9 = 0,692

54| 152 V13034

Luego: B = 46° 13" 7,9"

A N N
Asi, C = 180° — (A +B) = 104° 2' 10,5"
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47 Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto (0, 2) y forma un angulo
de 30° con la recta x = 3.

@ La recta que buscamos forma un dngulo de 60° o de 120° con el eje OX.

% 7 La recta » forma un dngulo de 60° o de 120° con el eje
N1 / OX.
\ / Su pendiente es:
\ ) m, = 1g 60° = \/g, o bien
A\ IV4LH A
NyaANS m, = 1g 120° = -3
e DY)
: ZINEF +|  Teniendo en cuenta que debe pasar por P(0, 2), las
70T I\ posibles soluciones son:
/ \
// N ry= \/E x+2
m ryy = —\/gx + 2

48 Larecta 2x +y=0 es labisectriz de un angulo recto cuyo vértice es (—l, 1)-

Halla las ecuaciones de los lados del angulo.

Las pendientes de las tres rectas son:
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49 Encuentra un punto en la recta x — 2y — 6 = 0 que equidiste de los ejes de
coordenadas.

Eje X:»=0 . . L .
N { dist (P, eje X) = dist (P, eje Y) 5

Eje Y:x=0 2y 6 =
Plx,y)er x=-2y-6=0
] = x| — dos casos:{x=y
- Noz+12 o2+ 12 x==y =
x-2y-6=0
y-2y-6=0 =y, =-6 = x, =-6 N P, (-6, -6)
-y-2y-6=0 = p,=-2 = x,=2 P, (2,-2)

50 Halla las ecuaciones de las rectas que pasan por A(-2, 2) y forman un an-
gulo de 60° con la recta x = y.

b: x =y — su pendiente es m, =1

1-m 1-m
1600 = |~ L= | 3=
g ‘1+1-m‘ V3 ‘1+m’

1-v3
V3 +1

—\/7—\/§m=1—m %m2=ﬂ

_3+]

V3 +3m=1-m - my =

%

Teniendo en cuenta que pasan por A (=2, 2):

1’1:)/—2=—1_\/g (x+2)
V3+1
ECUACIONES PUNTO-PENDIENTE
7y —2= A3 E (x+2)

_\/§+]
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51 Un rayo luminoso parte del punto P(2, 4) y se refleja  [Y]
sobre el eje de las abscisas en el punto Q(5, 0). Halla L z -
la ecuacion del rayo reflejado. .
e Sea P el dngulo que forma PQ con el eje X. STANGA
— Q X
Como PQ = (3, —4):

—4
CLE

e Por otra parte, o =180°-B — tg o =1g(180°-P) =—ig B

4
oo = —
8973
e Como la pendiente de r es m,=1g o = % y esa recta, 7, pasa por Q(5, 0):
4 4 20
:Yy—0=—(x- = rny=s—-—x-—-=—
rey 3 (x—-5) rys=zx-3

52 Escribe la ecuacion de la recta » que pasa por A(2,3) y B(5,6) yhallala
ecuacion de una recta paralela a », cuya distancia a » sea igual a la distan-
ciaentre A y B.

%
. {Vector director AB = (3, 3) o {x =2+ 3t
pasa por A(2, 3) y=3+3

X;Z =% = 3x-3y+3=0 5> rnx-py+1=0

es/r > m=m.=1 5> y=x+c > s:x-y+c=0
dist (r, s) = dist (A, s) = dist (A, B) —

_ —>
Lod2=sed 2 S

V12 + (-1)?

[1+ ¢l — V18 — -1+¢c=6 =¢=06+1=7
\2 -1+c=-6 = ¢,=-6+1=-5

> Sspx=-y+7=0

$:x=5=0

53 Halla el punto simétrico de P(1, 1) respecto alarecta x—2y—4=0.

= > . . - .
e PP'1 v donde P’ es el simétrico de P respecto a esa rectay v es el vector di-
rector de la misma.

- >
pPP-v=0 > x@-1,y-D-2, D=0 -
2> 2x-D+(@p-D=0 > 2x+y-3=0
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e Ademas, el punto medio de PP’, m, debe pertenecer a la recta. Luego:

x+1,y+1 er - x+1_2y+1
2 2 2 2

- x+1-2y-2-8=0 —

-4=0 -

> x-2y-9=0
e Asi, teniendo en cuenta las dos condiciones:
2x+y—-3=0 N
X—2-9=0 =5 x=9+2y

- 20+2)+y-3=0—18+4y+y—-3=0 —>y=%5=—3

- x=9+2(-3)=9-6=3
Luego: P'= (3, -3)
54 Unrombo ABCD tiene un vértice en el eje de las ordenadas; otros dos vérti-
ces opuestos son B(3,1) y D(-5,-3).
Halla las coordenadas de los vértices A y C y el area del rombo.
Sea AeejeY — A=(0,y) yseaelpunto C=(x,, »,).

Como estamos trabajando con un rombo, sus diagonales AC y BD se cortan en
su punto medio, M.

Ademads, AC 1 BD.

Y
C B|(3, 1
[l 1A X
LT )4
(s \W4ds |
B P 7 A

3-5 1-3
2 72

o M( ) = (-1, -1) es el punto medio de BD (y de AC).

e Sea d la recta perpendiculara BD por M (serd, por tanto, la que contiene a AC):
— -
BD = (=8, -4) — d=(4,-8) es vector director de d} N
M1, -1 ed
-8

La pendiente de d es m, = - "2

M1, -Ded
- d:iy+1==2x+1D - ypy=-2x-3
e Asi:

A=d()eje Y:{y=(_)2x_5}—> y=-3 - A0,-3)
X =
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O+x, =3+,
e M es punto medio de AC — (-1, -1) = ,

2 2
X
1=2 5 x,=-2
2
- - C=2,D
_3+y2
-1= 5 >y, =1
= >
) laC||BD|
e Area = ———
2
lacl = 2, H] = V20 = 245
’ - Area=M=20

18D] = |8, —9] = V8 = 45

55 En el tridngulo de vértices A(-3, 2), B(1,3) y C(4, 1), halla el ortocentro y
el circuncentro.

@ Fl ortocentro es el punto de interseccion de las alturas. El circuncentro es el pun-
to de interseccion de las mediatrices.

ORTOCENTRO: R =h, (b, b, donde b, b, y b, son las tres alturas (desde A4,
B y C, respectivamente).

%
. ALBC=(3-2) = a=(2,3) Ly [x=3ea
Al Aeh, T ly=2+3

x+3 -2
5 =—y3 —>bA:5x—2y+13=0

%
. DLAC=(7,-1) — b=(1,7 _)b.{x=1+l
B Beh, P ly=3+7

Sox-1=223 hp:7x—y—4=0

-
_)
CLAB=((4,1) — =0, -4 x=4+1
* b — b -
Cebh, y=1-4
- x—4=% = bhoidx+y-17=0

Bastaria con haber calculado dos de las tres alturas y ver el punto de interseccion:

Tx—y— 4=0
by b
B {4x+y—17=0 Sumando:

11x —21=0—>x=f—1
! R(g 103)
21 147 — 44 103 1’
Ty 4=7.21 _4_147-44 103
y=7x [T 11 11
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NOTA: Puede comprobarse que el ortocentro, R, esta también en hb,. Basta con
sustituir en su ecuacion.

CIRCUNCENTRO: S = m (1 my (1 m,, donde m,, m, y m, son las tres mediatrices
(desde A, B y C, respectivamente).

%
a1 BC = ad=(2,3)
.mA

5 -
Punto medio de BC: m(E,Z)emA
N (V) 34 7
B z(x 2)_%}’ 2577
%
CLAB=(4,1) — ¢ =1, -4
°m, 5 -
Punto medio de AB: m/(—l, 7) emg
- y—i=—4(x+ D - y=—4x—é
2 ; 2
Asi:
3 7
y=sx- =
S=m,Nm.: 2 4 - ix—%=—4x—% -
3
= oy 2
YT
- 6x-7=-16x-6 — 22x=1 - x=% -
1 3 _ —4-33 _ -37
= _4 _2 = 0 - T2/
- 2 2 2 22
. 1 —37)
Ac —_—, —.
ghshz’n

NOTA: Se podria calcular m, y comprobar que S € m,,.

56 larecta 2x +y—4=0 eslamediatriz de un segmento que tiene un extremo
en el punto (0, 0). Halla las coordenadas del otro extremo.

r2x+y—4=0

0 (0, 0 A Cx, »
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Un vector director de la recta es el 7= 1, -2).
— —
e Debe verificarse que: V10A=7-04=0
1,-2)+(x, =0 > x-2y=0 = x=2y

e Ademas, el punto medio de OA, M, pertenece a la recta:

x ) x Y _
M(i,?)erez ?+7—4—0—>
—>2-27y+%—4=0 —> 4y+y-8=0 —

%y=% %x=2-§=%

16 8 )
L cAl—, —
uego ( 53

Pagina 210

57 Los puntos P(-2,4) y Q(6, 0) son vértices consecutivos de un paralelogra-
mo que tiene el centro en el origen de coordenadas. Halla:

a) Los otros dos vértices.

b) Los angulos del paralelogramo.

a) Como las dos diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio, que
es el centro, se tienen facilmente los otros dos vértices:

R(2,-4), S(=6,0)
- = - =

b) PO = SR =(8,-4) — QP = RS = (-8, 4)
- = - =
PS=QR=(-4,-4) — SP=RQ=(4,4

- -

A PS - P _ A A

cos oo PO L 20 (51605 e 108026 5.8 = R
ps| [PQl N32-N80
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A A
A o _ A
ée 360 2(P+R) = 71033 54 = O
N
NOTA: Podriamos haber calculado § con los vectores:
- —
A SP + SR 32 - 16

A
cos S=——F——5— = =0,31623 — S=71°33' 54"
sl skl V3280

58 Dos de los lados de un paralelogramo estan sobre las rectas x + y—2=0 y
x—2y+4=0 yuno de sus vértices es el punto (6, 0). Halla los otros vértices.

e Como las rectas no son paralelas, el punto donde se corten sera un vértice:
Vli{x+ y—2=0 N { x+ y-2=0
rlx—-2y+4=0 —x+2y-4=0
mey=2 -
5> x+2-2=0 - x=0

Luego un vértice es A (0, 2).

e El vértice que nos dan, C(6, 0), no pertenece a ninguna de las rectas anteriores
(pues no verifica sus ecuaciones, como podemos comprobar ficilmente sustitu-
yendo los valores de x e ) por las coordenadas de ). Asi pues, el vértice C
no es consecutivo de A.

Sean s,//r, una recta que pasa por C y s,//r, una recta que pasa por C.

Se trata de las rectas sobre

$2
las que estin los otros la- /
dos. A !
— 7
Asi, los otros vértices, B y
D, seran los puntos de cor- 2 .
te de:
r,Ns,=B r, s =D - = 5

+y+a=0
51:{96 yrd = s5:x+y-6=0

Cesy > 6+0+a=0 —a=-6

) -
Sz:{x y+b=0 = 5 x—-2y-6=0

Ces, >6-0+b=0 - b=-06

~2=0
e B=7r [)s,: X+ y-2
! 2{96—23/—6=0

Resolviendo el sistema:
De la primera ecuaciéon — x=2-y — enlasegunda — 2-y-2y-6=0 —

SEREHREEE S le oy
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2y+4=0
e D=r,Ns: {7 }—>6— -2y+4=0 >
z 1{x+ y-6=0 5> x=6-y yo

10 8 ( 8 10)
— > D= =
3 373
59 Halla un punto del eje de abscisas que equidiste de las rectas 4x+ 3y + 6 =0
Yy 3x+4y—9=0.
P(x, 0) debe verificar dist (P, r) = dist (P, s):
l[4x+3-0+6] _ [3x+4-0-9|

V25 V25

4x+6=3x-9 — x, =-15
4x+060=-Bx-9) = x,=3/7

%
3
- P15, 0, p2(7, o)

60 Dadalarecta r: x—2y—4=0 yel punto P(1, 1), halla los vértices de un
cuadrado que tiene en P uno de sus vértices y un lado sobre 7.

@ Traza la perpendicular a r desde P y balla el punto de corte, Q. Halla la pa-
ralela a r que pasa por P y las paralelas a PQ a una distancia igual a PQ. Hay
dos cuadrados.

e Un segundo vértice estaria en el punto de corte de r con la perpendicular a »
por P, s (de vector director (1, —2)).

S:2x+y+C=0

5 2+1+C=0 > C=-3 - s:2x+y-3=0
P, es

Asi: Q=sﬂr{ x¥=2p-4=0
2x+ y=3=0

Resolvemos el sistema y obtenemos Q(2, —1).

e Un tercer vértice estara en una recta #, t//r, que pase por P(1, 1).
Entonces:

Lix—=2y+k=0

= 1-2+k=0 > k=1 - t:x-2y+1=0
P, et

Asi, el tercer y cuarto vértices seran los puntos de corte de la recta paralela (hay dos
soluciones) a s a una distancia igual a PQ, con ¢ y con 7, respectivamente.

Sea m//s — 2x+y+M=0, con:

dist (P, m) = dist (P, Q) — w V121 (22 -
5

[3+m| _ 2
- 2Tl =q5 5 |3+M =5 >
Vs

3+M=5 —> M =2 — m3:2x+y+2=0
3+M=-5 > M,=-8 = m,:2x+y—-8=0
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61

Calculemos, por ultimo, los vértices R y § (habra dos soluciones para cada
uno):

R1=m1ﬂr{ZX+y+2=0 }—)

X=2y-4=0 > x=4+2y

- 2@ +2)+y+2=0 - 5p=-10 - y=-2 = x=0

Luego: R, (0, -2)

R2=m2ﬂr{ZX+y_8=O }%
X-2y-4=0 > x=4+2y

- 2(4+2)+y-8=0 = 5=0 - y=0 - x=4

Luego: R, (4, 0)

e[ R
x=2y+1=0 = x=2y-1

- 2Qy-D+y+2=0 = 5=0 = =0 = x=-1

Luego: S, (-1, 0)

52=m2ﬂt{ZX+y_8=o }—)
x—-2y+1=0 - x=2y-1

- 2Q2y-D+y-8=0 - 59=10 - y=2 - x=3

Luego: S, (3, 2)

e Por tanto, hay dos cuadrados: PQR,S, y PQOR,S,

NOTA: Podriamos haber calculado S, y S, teniendo en cuenta que el punto me-
dio de las dos diagonales coincide.

Halla el punto de la recta 2x —4y—1 =0 que con el origen de coordenadas
y el punto P(—4, 0) determina un triingulo de irea 6.

@ Si tomamos como base |P_O) | =4, la altura del tridngulo mide 3. El punto que
buscamos estd a 3 unidades de PO y en la recta dada. Hay dos soluciones.

Los vértices son O(0, 0), P(—4, 0), Q(x, ).

Si tomamos como base OP, entonces:

0P| b
Area:T %6=4'Tb - h=3

El punto Q(x, y) €r — 2x—4y—1=0 y debe verificar que d(Q, OP) = 3.

%
La recta sobre la que se encuentra OP tiene por vector director OP (-4, 0) y pasa
por (0, 0). Luego es el eje X:py=0.
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2x—4y—-1=0
|| _3 _){y1=5
«[02_'_12 y2=—3

2x—4-3-1=0 —>x1=1—23

20— 4(=3)~1=0 —>x2=%

Luego hay dos tridngulos, OPQ, y OPQ,, donde:

of2 v of2

62 Dados los puntos A(—2,-1) y B(4, 0), determina un punto C tal que R = ZB—>C.

Halla la recta que pasa por C Yy tiene pendiente igual a 2. Llama D al punto
de corte de esa recta con el eje de ordenadas.

Demuestra que el area del tridngulo ACD es el doble de la del triangulo
BCD.

— —
e AC=2BC - (x+2,y+ D =2(x—-4,y-0 —

R {x+2=2x—8 — x=10

— 0, D
y+1=2 - y=1

eriy—1=2(x-100 — y=2x-19

eD=rejeY — D, -19)

_)
lAC|- by,
AreaACD 5
%
) |BC|- b,
AreaBCD 5

— —
Pero como C estal que AC = 2BC, entonces:

A, B y C estan alineados — b, = h',
— —
lac| =2 |BCl —» V148 = 2437
Luego:

— —
) lAC|- b, 2|BC| b, ;
AreaACD = 5 = 5 =2 AreaBCD
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63 Sean A, B, C, D los puntos de corte de las rectas x—2y+2=0y 2x—y—2=0
con los ejes de coordenadas.

Prueba que el cuadrilatero ABCD es un trapecio isosceles y halla su area.

x=29+2=0

0 > x=-2 = A2,0)
y:

Sean: A =r()eje OX: {

B=VﬂejeOY:{ - y=1= BO,D
X

2x-y-2=0

0 - x=1= C,0
y:

C=sﬂejeOX:{

2x—-y—-2=0

- y=-2 = D, -2
x=0

D=sﬂejeOY:{

Calculamos los vectores direccion de los lados:

-
AB=(2, 1)
N — — - =

-\, > —
Ch = (-1, -2) |48l =5 = [cDl

ﬁ
DA = (=2, 2)

Luego, efectivamente, ABCD es un trapecio isosceles de bases BC y DA.
Para calcular el area necesitamos la altura:

%
Como AD(Z’_Z)}%y=—x—2 = AD:x+y+2=0,
D(0, -2)

b=dist(B, apy = 1012l 3 _ 3V2

— —
. IBCl+pAl 3Nz N2w2V2 32 9.2
Area = : = : =
2 2 2 2 4

2
2

64 lLarecta x+y—2=0 yunarecta paralela a ella que pasa por el punto (0, 5)
determinan, junto con los ejes de coordenadas, un trapecio isoésceles. Halla
su area.

s/rix+y—-2=0 =>x+y+k=0

}—>O+S+Ie=0 - k=-5
P, 5) s

Luego s:x+y—-5=0
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e Sean: A =r()eje X: S x=2 = AQ,0

+
o =
I
Do
[
o

B=r(ejeY: - y=2 = B, 2

+
o<
|
Do
I
o

x
y
x
x

+

-5

1
(e

C =5 eje X: > x=5 = C5,0

—_——
2R 2R
I

+

N4
0
g_5=0 - y=5 = D(,5)

D =s(eje Y:{

- -
e AB =(=2,2); CD=(=5,5)

- = - =
(o o |ABI+ICDI - laB]+|cDI

Area ‘ - dist (A, s) =
2 2
_N8+50  [2+0-5| _2V2+s5V2 3 _7V2 3 .
2 V12 + 12 2 2o 2 N2 2

65 Los puntos A(1,-2) y B(2, 3) son vértices de un triangulo de area 8. El vér-
tice C esta sobre la recta 2x + y—2 = 0. Hallalo.

|AB| b
°Area=T %8=W 58

e h = dist(C, AB)

%
AB = (1,5 — pendiente m =5
A(l,-2)eAB

—-> AB:y+2=5x-1 —

— AB:y=5x-7 = AB:5x-y-7=0

b = dist(C, AB) — A0 _ 15x=y-7]

V26 V26
N {5x—y—7= 16 — hay dos soluciones:
Sx—y—7=-16
Cy: {5x—y—7=16 -
ri2x+y—-2=0 - y=2-2x
- 5x—-2+2x-7=16 — 7x=25 —>x=2—75 -
Sym2o2 B0 (B2
7 7 7 7
c;{Sx'y_7=_16 -
r2x+y-2=0 - y=2-2x

= 5x-2+2x-7=-16 5 7Tx=-7 > x=-1 >
- =4 - G149
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66 Un punto P, que es equidistante de los puntos A(3, 4) y B(-5, 6), dista el

doble del eje de abscisas que del eje de ordenadas. ;Cuales son las coordena-
das de P?

e d(P, 0X) = 2d (P, 0Y) — |yl =2|x| - {y=292€
Y=

— —>
o laPl = [PBl - V=372 + (- 42 = V(5 -2 + (6 - —

- x2+9-6x+p?+16-8y=x?+25+10x + y? + 36 — 12y —

— —6x—-8y+25=10x-12y + 61 — 16x-4y+36=0 — 4x-»+9=0

e Como deben cumplirse las dos condiciones, habra dos soluciones:

L] y=2x _ - -2 -
Pl'{4x—y+9=0 = 4x-2x+9=0 -5 x 5 - y=-9

Luego: P, (_—29, —9)

=—2x -9 _-3
P, 4 2 = =2 =22 =
2{4x—y+9=0 = 4x+2x+9=0 > x ¢ 5 Y 3

Luego: Pz(__;’ 3)

67 De todas las rectas que pasan por el punto A(1, 2), halla la pendiente de
aquella cuya distancia al origen es 1.

@ La ecuacion y =2 + m(x —1) representa a todas esas rectas. Pdsala a forma ge-
neral y aplica la condicion d(O, r) = 1.

e Esas rectas tienen por ecuacion:

y=2+mkx-1D —> mx-y+Q2-m)=0

2-m=\Am2+1
cd, -1 s L2=ml o, i

mZ+1

=S Q-m@P=m?+1 > 4+m?>-4dm=m?>+1 -

S h—dm=1 = m=>

4

68 Dado el triangulo de vértices A(—4,-2), B(-1,5) y

Y
C(5, 1), halla las ecuaciones de las rectas » y s que D
parten de B y que cortan a AC, dividiendo al trian- 5
gulo en tres triangulos de igual area. JARR D
i A 1
e La altura de los tres tridngulos es igual a la distancia de J/lE X
B allado AC. Por tanto, tendrdn la misma drea si tie- T NS

nen la misma base. Asi, se trata de hallar los puntos, P
y Q, que dividen el lado AC en tres partes iguales:
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2,

— -
- ZOA+OC=(
3

> OC+ 20C
oP= 3 ) O+—=(§, o)

. O =
) Q 5

e Larecta r esla que pasa por B y por P

1-5 6

(R S A s S G V) S

y=5-18x+1) — rl18x+y+13=0

e La recta s esla que pasa por B y por Q:

5-0 __ = _ 15

T D= ®3 @13 11

y=5—%(x+l) S 11p=55-15x—15 — s 15x+ 11y —40 =0

Dada la recta »: 2x — 3y + 5 = 0, halla la ecuacion de la recta simétrica de 7,
respecto al eje OX.

e Hallamos dos puntos de la recta dada. Por ejemplo:

AQ2,3) vy BG,5)
e Los dos puntos simétricos respecto al eje OX de A y B son A'(2,-3) y B'(5,-5)
e La recta, 7/, simétrica de 7 respecto al eje OX serd la que pasa por A’ y B":

_H5-(3)_5+3
5-2 3

m

=2
3
La recta 7' es:

=—3—%(x—2) - 3y=-9-2x+4 —> 2x+3y+5=0

e De otra forma:

Si (x, ) esun punto de la recta 7, entonces (x, —)) es un simétrico respecto
al eje  OX. Por tanto, la ecuacion de la recta 7/, simétrica de r» respecto al eje
OX, sera:

)

2x=3(=) +5=0 —> 2x+3y+5=0

Pagina 211
CUESTIONES TEORICAS

70

Prueba que si las rectas ax+by+c=0 y a'x+ by + ¢ =0 son perpendicu-
lares, se verifica que aa' + bb' = 0.

e El vector (a, b) es perpendicular a la recta ax + by + ¢ = 0.
e El vector (a’, b') es perpendicular a la recta a’x + b’y + ¢’ = 0.
e Si las dos rectas son perpendiculares, entonces:

(a, b) « (a', b") = 0; es decir, aa’+ bb' = 0.
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71 Dadalarecta ax + by + ¢ = 0, prueba que el vector V = (a, b) es ortogonal a
cualquier vector determinado por dos puntos de la recta.

%
@ Llama A(x,y,) y B(x,y,) y baz V + AB. Ten en cuenta que A y B verifican
la ecuacion de la recta.

*Si A(x,, y;) pertenece a la recta, entonces ax, + by, +c=0
* Si B(x,, y,) pertenece a la recta, entonces ax, + by, +c¢c=0
e Restando las dos igualdades: ax; —x,) + by, —y,) =0

Esta ultima igualdad significa que:

(a, b)_-> (x; —x,, ¥, —»,) = 0; es decir, que el vector (a, b) es perpendicular al vec-
tor AB, siendo A y B dos puntos cualesquiera de la recta.

72 a) ¢Qué se puede decir de una recta si en su ecuacion general falta el térmi-
no independiente?

b) (Y si falta el término en x?

©) ¢Y sifalta el término en y?

a) La recta pasa por (0, 0).

b) Es una recta horizontal (paralela al eje  OX).

¢) Es una recta vertical (paralela al eje OY).

73 Prueba que la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos P(x,, y;) Y
Q(x,, y,) puede escribirse de la forma:

Y= _ V2=
x—xl xz—xl

%
Un vector director de la recta es PQ = (x, — x;, », —»;) y un punto de la recta es
P(xy, yp.

Entonces, las ecuaciones paramétricas de la recta seran:

X -
x=x1+(x2—x1)t—>t=
Xy =X
%
y_yl
YEN Oy =)l s ———
1 2~ N -
X —X - - -
N 1=yy1_>y2y1=yy1
XNp=X1 Vo= Xy =X X=X

0, lo que es lo mismo:

Y=y _JD2=h

X — X Xy — X
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74 Demuestra que si una recta corta a los ejes en los puntos (a, 0) y (0, b), su

75

ecuacion es:

x )y _
a+b 1

Como A(a, 0) y B(0, b) son dos puntos de la recta, podemos tratar como vector
ﬁ
director AB= (-a, b).

La pendiente de la recta sera:

)
a
Luego su ecuacion es:
Y= —gx + b  (ecuacion implicita)
bx + ay = ab

Dividimos entre a - b los dos miembros de la ecuacion:

bx _ay _ab x )

+ 2 =22 5 4=

ab  ab  ab a b
Dada larecta r: Ax + By + C=0 yun punto (x,, y,) que no pertenece a r,
estudia la posicion de estas rectas con respecto a 7:
s:A(x—x0)+B(y—y0)=0 t:B(x—xO)—A(y—yo)=0
es:Ax—x)+ By -y,)=0 = Ax+ By - Ax,— By, =0
Como % = % =1:

— Si ¢ . 1 — coinciden 7 y s
—Ax, — By,

— Si ¢ #1 — son paralelas r// s
—Ax, — By,

Es decir:

— Si Ax, + By, + C=0 — coinciden; pero esto significard que (x,, y,) €7, lo
cual es falso. Por tanto, 7 #s.

— Si Ax, + By, #—-C — r//s. Ahora bien, como

(xg, y)) €1 — Axy+ By, + C#0 — Ax, + By, #-C
Por tanto, 7 // s.
*t:Blx—x)—-AQW-y) =0 — Bx—Ay + Ay, - Bx, =0
%
El vector director de t es t=(A, B) yelde r es 7 = (B, -A).
- >
Luego ¢t L r (pues ¢ - r=0).

Ademis, (x,, y,) €1, pues verifica su ecuacion.

Por tanto, ¢ es la recta perpendicular a » que pasa por el punto (x;, ).
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76 ¢Como varia la pendiente de la recta Ax + By + C= 0 si se duplica 4? ;Y si
se duplica B? ;Y sise duplica C?
—2A

*:2Ax+By+C=0 — m= =

4 m, =2m, (la pendiente se duplica)

rAx+By+C=0 — m.=

_ m
*s:Ax+2By+C=0 — m = % - mg= T’ (la pendiente se reduce a la mitad)

-4

*n:Ax+By+2C=0 — m, = - - M (la pendiente no varia)

77 Demuestra que las coordenadas del baricentro del tridngulo de vértices
A(xla yl) B(x29 yz) C(x?,, ys) son:
x1+x2+x3 _)}1+")}2+J)5
3 ’ 3

— —
@& 2 GM = BG; M es el punto medio de AC.

El baricentro (punto donde se cortan las medianas) verifica, para cualquier tridngu-

— -
lo de vértices A, B, C que BG =2GM, donde G es el baricentro, G(x,y), y M
es el punto medio de AC.

Asi:
X, + X Yty
=2y, y—p) = 2| =52 —x, =2 —y| >
2 2
x1+x3—2x
X—2xy=2" > = X=Xy =Xt Xy 2X
YtV — 2y
Vo=l 2V Tt Yy

X+ X+
3x=x1+x2+x3 - XxX= — =

3
V1TVt s
By =yt s o y=1f
Luego:
X, X, tx, Yttty
Glx, gy = [ 12 7% 1727 )3

3 ’ 3

PARA PROFUNDIZAR

78 Un rombo tiene un vértice en el punto (6, 1) y una diagonal que mide 25
sobre la recta 2x + y— 3 = 0. Halla los otros tres vértices.

e A(6, 1) ¢r: 2x + y—3 =0, pues no verifica la ecuacion.
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Entonces, la diagonal que esta en 7 y que mide 2 V5 serd BD (llamando ABCD
al rombo), pues es la que no contiene al punto A.

%
Asi, |BD| =245
e La otra diagonal, AC, es perpendicular a » y pasa por A.
Sea s la recta que contiene dicha diagonal.
Sera:

XY G=0 6 24 G=0 5 G=-4
Como A(6, 1) es

= s:1x-2y-4=0

Ny t DI
1y '
v -
.
N
D =
. R A6, D) r
7/ A4
/ HallW
)4 \ B )4 X
\‘ -
erfs
/ v 7/
/ - ‘ /
yar NP4
0
A |
. *, 13|
P r \‘
0
IXF Y3

e El punto de corte de ambas rectas serd el punto medio de las diagonales, y punto
donde se cortan:
M=rﬂs{ZX+y_3=o }a8+4y+y—3=0 - y=-1 -

X=2y—-4=0 - x=4+2y
- x=2 — MQ,-1)

e Ademis, M es el punto medio de ambas diagonales. Luego M es punto medio

de AC:
6+C
(6+C1 1+CZ) 2= - ¢ =2
2,-D = , -
2 2 1+C,
l=—— > (=3

Luego: C(-2,-3)

e B y D estan en las rectas que equidistan de AC. Dichas rectas son todos los
puntos P(x, y) tales que:

d(P,s>=£=§=@ . |x-%_4| N

2
X=2y—-4=5 —=>1:x-2)-9=0
X=2y—4=-5 = t,;x-2y+1=0
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Asf:

R
2+ y-3=0

-5 20+2P+y-3=0 > 18+4y+y-3=0 - 59+15=0
> y=-3 5 x=9+2(=3)=3 - B(3,-3)

ponn I T

> 2CE1+2)+Y-3=0 > 2+4+y-3=0 > 59-5=0
>y =1 ->x=-1+2=1 > D, D

79 Un cuadrado tiene una diagonal sobre la recta x + 5y — 6 = 0 y uno de sus
vértices es A(-2, —1). Halla los otros vértices y la longitud de la diagonal.

e Se comprueba que A s

e Luego la otra diagonal en la que estd A sera r tal que r Ls:

S5x=y+G=0 - -10+1+G=0 - G=9 =5 rnS5x—-y+9=0
Como Aer

y il
Ca !
N AN ¥
15, L h N f
XDy T T 0
N P, '
RIS D : T
DN\ - M \\ '
\o S INB
N A "=~
] ] A
; AP ) X
d i
S AG2=D T

e M =r(s sera el punto medio de las dos diagonales:

- y+9=0 > 56-5)-y+9=0 >
{x+5y—6=0 %x=6—5y} Y
- =¥ .3 —6-5.3-3
—30-25y-y+9=0 =y 55 X 6-5 >3
Com(=3 3
Luego: M(Z’Z)

2+C —1+Cz)
%

e M es el punto medio de AC — (_—5, 2) = ( ,
272 2 2

C(-1, 4
3=-1+C, > C,=4 }% 14
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e B y D estan en las rectas que equidistan de AC.

Dichas rectas son todos los puntos P(x, )) tales que:
dp, r = B2 AC
2 2

pues, al ser un cuadrado, sus diagonales son iguales. Es decir:

ac _la,5] _ V26
2 2 2

%

dap, r) =

L Isx-yeol 26 %{SX—y+9=26/2

V26 2 Sx—y+9=-26/2

N L:5x—y— 4=0
1,: 56—y +22=0
Ast:

BB i o

X+5-6=0 > x=06-5y

— 30-25y-y-4=0 - y=1 - x=1 = B, D

I o
X+5—- 6=0 > x=6-5y

= 30-25y-py+22=0 > y=2 > x=-4 = D(-4,2)

e La longitud de la diagonal sera:
- —
lacl = 1BDI = V26

80 De un cuadrado conocemos dos vértices contiguos A(3,1) y B(4, 5). Calcula
los otros vértices. ¢Cuantas soluciones hay?

D, A Dy

C, B Ci

C y D son puntos de las rectas s y r perpendiculares a AB, y cuyas distancias

%
a B y A, respectivamente, son |AB|:
_)
e AB=(1, 4 —>S:x+4y+’€=0} 5 4+20+k=0 = k=-24 —

Como Bes
— S:x+4y—24=0
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%
e AB=(1,4) > rix+4y+k'=0

}—>5+4+/e’=0 - k==7 =
Como Aer

- rx+4y-7=0

%
.AB=(1,4)—>t:4x—y+/€”=0}_>12_1+/€//=0_>/€//=_11 N

Como Aet
> tid4x—-y-11=0
%
e C y D son puntos que estin en las rectas cuya distancia a AB es l4B| = V17.

Sean P(x, y) tales que:

| 400 — p — 11]
adip, ) = ——— =117
17

{4x—y—11= 17 - {tl:4x—y—28=0
4x—y—11=-17 — |[Lidx—y+ 6=0

Son dos rectas paralelas. Hay dos soluciones. Asi:
C1=tlﬂs{4x_ y-28=0
X+4y—-24=0 > x=24-4y
- 96-10y-y-28=0 - y=4 - x=8 — ;8 4

C2=fzﬂs{4x_ y+6=0
X+4y—-24=0 > x=24-4y

= 96 -16y-y+6=0 - y=6 - x=0 = C,0,06)

D1=tlﬂr{4x_ y-28=0 .
xX+t4y— 7=0 > x=7—4y

- 28-16y-y-28=0 = y=0 = x=7 — D;(7,0)

D2=tzﬂr{4x_ y+6=0
x+4y-7=0 > x=7-4y

= 28-10y-y+6=0 - y=2 = x=-1 = D,(-1,2)

T~
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81 1La diagonal menor de un rombo mide lo mismo que su lado y tiene por
extremos los puntos A(-3,-2) y C(1, 2). Halla los vértices By D y el
perimetro del rombo.

—
—T .’
.
.

— -
« AC= (4,4 — lacl =32 =42
Como esta diagonal mide lo mismo que el lado, entonces el perimetro sera:

%
Perimetro = 4 | AC| = 162

%
e Los otros dos vértices estan en la perpendicular a AC por ser su punto medio
M1, 0).

La recta AC tiene por vector director (1, 1) — x—y+ k=0 N
Como, ademas, A(-3, -2) erecta AC

- B3+2+k=0 - k=1 - AC:x—-py+1=0
La recta s perpendiculara AC sera:

six+ty+k'=0

= -1+k=0 2> k=1 >s:x+y+1=0
Como M(-1,0) €s

Los puntos B y C serdn los (x, ) que estén en s y cuya distancia al vértice A4
sea igual a la diagonal, es decir, igual a 4V2.

(x,1)es - x+y+1=0 > x=-1-y

Ve + 32+ g+ 22 =4V2 > (x+ 32+ (p+ 22 =32

S5 Q-+ Q+22=32 5> 4+ —dy+pi+d+dp=32 > 2?2 =24 >

- y=2V3 = x =-1-2V3
— y?= -
y,==2V3 = x,=-1+2V3

Luego, los vértices B y C son:

-1-2v3,2V3) y (-1 +2V3,-23)
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Halla la ecuacion de una recta que pasa por el punto P(3, 1) y forma con la
parte positiva de los ejes de coordenadas un triangulo de area 6.

e Las rectas que pasan por P(3, 1), tienen de ecuacion: y— 1= m(x — 3)

PG, D

e Los vértices A y B seran los puntos de corte de la recta con los ejes:

x=0 =>y-1=-3m — y=1-3m

y=0 > 0-1=mx—-3m —>x=—3mm_1

Luego: A0, 1—3m) y B(%, 0)

base X altura
2

Tomando como base OA y altura OB:

(1= 3m) (M)

2

e Como Area =

6=

- (1—3m)(5”:n—‘1)=12 -

—9m?—1+ 6m
m

- =12 > -9m?-1+6m=12m —

L OmEebmt1=0 — m= —0EN30-36

5 -3

Luego la recta es:

rry—-1=-3(x-3) - riy=-3x+10

83

Determina la ecuacion de una recta de pendiente —2 que forma con los ejes
un triangulo de area igual a 81. ;Cuantas soluciones hay?

e Las rectas de pendiente —2 tienen por ecuacion:
=-2x+#k
e Los puntos de corte con los ejes, A y B, son:

Si x=0 > y=k = A0, &
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. _k o gk
Si y=0 — x 5 %B(Z,O) \A

® Asi: B

Area=M=81 — kr=324 — ky =18 \
2 k, =18

Dos soluciones:

rppy=-2x+18 y r,;;y=-2x-18

Conocemos dos vértices de un trapecio rectangulo A(1,1) y B(5,1) y sa-
bemos que uno de sus lados esta sobre la recta y = x + 1. Calcula los otros
dos vértices. (Hay dos soluciones.)

Podemos comprobar que A4, B 7.

Como un lado estd sobre 7, los otros dos vértices estin en 7 vy, portanto, A y B
son vértices consecutivos.

— —
Ademais, un vector director de 7 es r = (1, 1), que no es proporcional a AB= (4, 0).

- >
Por tanto, ¥ AB — loslados AB y CD no son paralelos, luego no son las ba-
ses del trapecio.

Podemos construir dos trapecios:

a) ABC,D,, donde AB es la altura del trapecio:

C, y D, serdn los puntos de corte de r con las rectas perpendiculares a AB

que pasan por B y A, respectivamente.

%
et 1l AB 4dx+ k=0
- 4+k=0 = k=-4 = 114x-4=0 = 100=1

Como A(1,1) et

x=1

Asi: D1=tﬂr{ —y=2 - D/1,2

y=x+1

-
es | AB 4x+ k=0
$ - 45+ k=0 — k=-20 = 5:4x-20=0 —> s:x=5

Como B(5, D €s

. x=5
Asi: C1=sﬂr:{y=x+1 - y=06 — C|(5,0)
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b) ABC,D,, donde C,D, es la altura del trapecio:

C, y D, seran los puntos de corte de 7 con las rectas perpendiculares a r que
pasan por B y C, respectivamente (es decir, C, y D, son los pies de dichas
perpendiculares).

el lr 5> y=—x+£k
4 ym }—>1=—1+/e—>/e=2—>t:y=—x+2

Como A€t
=_x+
Ast: D2=tﬂr:{y X2 - x+2=x+1 5 1=2x —
y=x+1
—>x=i—> =é—>
2 Y 2
1 3
- D,|=, =
Jrﬁ

eslr > y=—x++ék
Como B es }—)1——5+/e—>/e—6 - s:y=—=x+6

Asf: C2=sﬂr:{y:_X+6 - x+6=x+1 > 5=2x >

y=x+1

-5 -7 5 7
Xty Y 2%Qb’g

Y
A
LA
A
Lz/
-
B
T | A X
L1
4 S
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85 Lasrectas x+y—2=0y 9x—3y—4 =0 son dos alturas del triangulo ABC
de vértice A(2, 2). Halla las ecuaciones de los lados del triangulo.

@ Halla las pendientes de los lados AB y AC que son perpendiculares a las alturas.
Obtén los puntos B y C como interseccion de la altura y el lado correspondiente.

Comprobamos que Ag¢r:x+y—-2=0
Ags:I9x—-3y—4=0
Pendientes: m, = -1, m =3

Luego 7 y s son las alturas correspondientes a los puntos B y C.

o A_C>J_r — la ecuacion de AC sera:
AC: x—y+ k=0 (puesla pendiente m,.=1 por AC L r)
Como A € AC, entonces:
2-2+k=0 > k=0 - AC:x-y=0

%
e ABls — AB:3x+9y+ k=0

} - 6+18+k=0 —
Como AQ2, 2) e AB

— k=-24 > AB:3x+9y-24=0 —
— AB:x+3y-8=0

eB=rNAaB:{ ¥t ¥=2=0 _ Jx= y+2=0
x+3y-8=0 x+3y-8=0

2y—-6=0 —
> y=3 5 x=2-y=-1 - B(-1,3)
C=SﬂAC:{9x_3y_4=O - 9-3y-4=0 >
x—y =0 - x=y

—>y=i=£ _>x=£ —>C(E 2)
6 3 3 373
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— _ _ —
BC = (%, ?7) — la pendiente es my. = 577/33 = ?7
Como B eBC:

BC’:y—3=%(x+ D - BC:y=%x+% — BC:7x+5y-8=0

86 Supongamos que larecta r: x + 2y —4 = 0 es un espejo sobre el que se refle-
ja un rayo luminoso que parte de A(1, 5) y llegaa B(6, 2). ;En qué punto de
la recta incidi6 el rayo?

e Hallamos el punto A’ simétrico de A respecto a la recta 7:
Como AA'Lr — AA": 2x—-y+ k=0
%

Como A e AA’

- 2-5+k=0 > k=3 -5 AA":2x-y+3=0

C/=VﬂAA/:{ X+2y—4=0 —>X=4—2y N
2x— y+3=0
- 24 -2 -py+3=0 > 8-4y-py+3=0 —>
11 -2 -2 11
=11 = — = — C'N\—=, =
- 5y =>y5—>x 5—> (5,5)
C' es el punto medio de 44" —
=2 _x+1
%(—_2’2)=(x+1’y+5)_> 5 2 R
52
_){—4=5x+5 _){x=—9/5 N A,(ﬁ,ﬁ)
22 =5y + 25 y=-3/5 55
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%
0A’B=(6+%,2+%)=(ﬁ ﬁ) — la pendiente es: mA,B=%=%
Ademas, B e A'B.

A’B:y—2=%(x—6) — AB:x-3y=0

e Por dltimo, el punto C en el que incidi6 el rayo serd el punto de corte de r con
A'B:

C=rﬂA/B'{x+2y_4=O - x=4-2y N
x—-3y=0
- 4-2»-3y=0 = 4-5=0 =

PARA PENSAR UN POCO MAS

87 El conjunto de todas las rectas que pasan por un punto P(x,, y,) se llama
baz de rectas de centro P y su expresion analitica es:

® a(x—-xy) + b(y -y, =0 o bien
@y =yy+m(x—xy)

. P (x0, 10)
Dando valores a a y b en D se obtie- X0, 70

ne una recta del haz, excepto en el caso
a=0vy b=0.

Dando valores a m en (2 se obtiene una recta del haz, excepto la paralela al
eje OY.

a) Escribe la ecuacion del haz de rectas de centro (3, —2).

b) Halla la ecuacion de la recta de ese haz, que pasa por el punto (-1, 5).

c) ¢Cual de las rectas del haz es paralelaa 2x +y = 0?

d) Halla la recta del haz cuya distancia al origen es igual a 3.

D alx—3)+b(y+2)=0; obien y=-2+m(x—-3)

b) Si pasa por (-1, 5), entonces, sustituyendo en y = -2 + m(x — 3), obtenemos:
5=2+m(=1-3) — 7=—4m — m=—%; es decir:
y=—2—%(x—3) & dy=-8-Tx+21 — Tx+4y—13=0

©) Si es paralela a 2x + y = 0 tendrd pendiente —2;
por tanto, sera:

y=-2-2(x-3) > py=-2-2x+6 — 2x+y-4=0

Unidad 8. Geometria andlitica. Problemas afines y métricos @
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d) Una recta del haz tiene por ecuacion:

=2+mx-3 — y==22+mx-3m — mx-y-3m-2=0
Su distancia al origen ha de ser igual a 3:

M = 3; es decir:

m? + 1
|-3m — 2| = 3Ym? + 1. Elevamoso al cuadrado y operamos:
Om? + 12m + 4 = 9(m* + 1)

9m? + 12m + 4 =9m? + 9

12m=5 — m=i
12
Por tanto, sera:
5 15 _ B 20
12963/1220—>5x 12y -39=10

Determina el centro del haz de rectas de ecuacion 3kx + 2y—3k + 4 = 0.

Llamamos (x,, 3,) al centro del haz. Vamos a escribir la ecuacion que nos dan de
la forma a(x —x) + b(y -y, = 0:

kx+2y—-3k+4=0 — 3kR(x-x)+20p-y)=0
3kx — 3kx, + 2y — 2y, =0

3k + 2y = 3kx, — 2y, =0

Han de ser iguales las dos ecuaciones. Por tanto:
By, =3k — x,=1

2y,=4 = y,=-2

El centro del haz es el punto (1, -2).



