
Complements al tema 1

Resum

Explicarem el teorema de Steinitz i les seues conseq�u�encies.

Teorema 1 (de Steinitz). Siga V un espai vectorial i fv1; v2; v3 : : : vng una
base, si el sistema de vectors fs1; s2; s3 : : : spg �es linealment independent, ales-
hores:

p � q.

Hom pot substituir p vectors de la base fv1; v2; v3 : : : vng pels vectors
del sistema fs1; s2; s3 : : : spg de manera que s'obt�e tamb�e una base
de V

Demostraci�o Com que el sistema fv1; v2; v3 : : : vng �es una base de V, tos els
vectors de fs1; s2; s3 : : : spg es podran escriure com una combinaci�o lineal dels
vectors de fv1; v2; v3 : : : vng aleshores hi ha �1�2�3 : : : �n en R de manera que :

s1 = �1v1 + �2v2 + : : :+ �nvn

Com que algun �i ser�a diferent de zero, doncs el vector s1 no �es el vector nul, per
formar part d'un sistema linealment independent, podem suposar sense perdre
generalitat que �1 no �es zero. Tenim doncs que :

v1 = s1 �
�2

�1
v2 �

�3

�1
v3 � : : :�

�n

�1
vn (1)

Vegem que el sistema format per fs1; v2; v3 : : : vng �es una base de V.

� �es un sistema linelament independent:
Si ens plantegem el sistema d'equacions:

0 = �1s1 + �2v2 + : : :+ �nvn (2)

i substitu��m s1 obtenim

0 = �1 (�1v1 + �2v2 + : : :+ �nvn) + �2v2 + : : :+ �nvn =

�es a dir

�1�1v1 + (�1�2 + �2) v2 + : : :+ (�1�n + �n) vn = 0

Com que el sistema fv1; v2; v3 : : : vng �es linealment independent tenim :
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�1�1 = 0 ; �1�2 + �2 = 0 : : : �1�n + �n = 0 per�o �1 �es diferent de zero
aleshores necess�ariament :
�1 = 0 ; �2 = 0 : : : �n = 0
aleshores les �uniques solucions del sistema (2) s�on �1 = �2 = : : : = �n = 0
i per tant el sistema fs1; v2; v3 : : : vng �es linealment independent.

� �es un sistema generador: Si w �es un vector de V s'escriur�a com una com-
binaci�o lineal dels vectors fv1; v2; v3 : : : vng, existiran doncs uns escalars
�1,�2 : : : �n tals que :

w = �1v1 + �2v2 + : : :+ �nvn

Si substitu��m v1 emprant l'equaci�o (1) tenim expressat w com a combinaci�o
lineal dels vectors fs1; v2; v3 : : : vng

Qu�e �es el que hem provat �ns ara?
Doncs que podem canviar el vector s1 per un dels vectors (que era v1) del sistema
fv1; v2; v3 : : : vng i el nou sistema obtingut �es una base de V.Podem repetir el
raonament amb la nova base fs1; v2; v3 : : : vng i el sistema fs2; s3 : : : spg.
Aleshores hi ha �1�2�3 : : : �n en R de manera que :

s2 = �1s1 + �2v2 + : : :+ �nvn

Algun �2,�3,�4 : : :,�5, ser�a diferent de zero,ja que en cas contrari, s1 = �1s2 i
aix�o entra en contradicci�o amb el fet que s1 i s2 siguen linealment independents.
Raonant de manera an�aloga arribem a la conclusi�o que podem substitu��r un dels
vectors (posem per cas v2) per s2 i el sistema obtingut fs1; s2; v3 : : : vng ser�a de
nou una base de V. Ja estem en condicions de provar el teorema:

a) p � n ja que si p > n podriem substitu��r tots els vectors fv1; v2; v3 : : : vng pels
vectors fs1; s2; s3 : : : sng, que seria una base de V i encara restarien p�n

vectors fsn+1; sn+2; : : : spg que , com que fs1; s2; s3 : : : sng seria una base
de V, es podrien escriure com a combinaci�o lineal de fs1; s2; s3 : : : sng, aix�o
contradiu que fs1; s2; s3 : : : spg siga un sistema linealment independent.

b) Hom pot substituir p vectors de la base fv1; v2; v3 : : : vng pels vectors del
sistema fs1; s2; s3 : : : spg de manera que s'obt�e tamb�e una base de V. Ja
que ho hem provat per a s1 i s2 per�o el proc�es es pot generalitzar.

Queda provat doncs el teorema de Steinitz.
Algunes conseq�u�encies importants s�on

a) Totes les bases d'un espai vectorial V tenen el mateix nombre de
vectors.Este nombre rep el nom de dimensi�o de l'espai V.
Si tenim dues bases fs1; s2; s3 : : : png i fv1; v2; v3 : : : vng pel teorema ante-
rior tenim que p � n i n � p i per tant p = n.

b) Un sistema format per n+1 vectors d'un espai vectorial de dimen-
si�o n s�on linealment dependents.
Si fv1; v2; v3 : : : vng �es una base de V, el teorema anterior ens assegura
que qualsevol sistema de vectors independents cont com a m�axim n vec-
tors, per tant un sistema format per n+1 vectors no pot ser linealment
independent.
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c) Si V �es un espai vectorial de dimensi'o n , qualsevol sistema format
per n vectors linealment independents �es una base de V.
Doncs si dim(V)=n, hi haur�a una base B1 = fv1; v2; v3 : : : vng formada per
n vectors, si tenim un sistema format per n vectors ( en general diferents)
linealment independents, S2 = fs1; s2; s3 : : : sng, el teorema anterior ens
permet canviar tots els vectors de B1 per tots els vectors de S2 i el nou
sistema format �es una base, aleshores S2 �es una base de V.

d) Si H � V �es un subespai vectorial de V, dim(H) � dim(V ) i
dim(H) = dim(V ) si i nom�es si H = V

Si dim(H) = p tenim que hi haur�a un sistema format per p vectors li-
nealment independents, pel teorema anterior p � dim(V ).Supossem que
dim(H) = dim(V ) = n, i siga w un vector de V, si BHfs1; s2; s3 : : : sng �es
una base de H, els n vectors seran linealment independents i per l'apartat
anterior seran una base de V, aleshores w s'expressar�a com a combinaci�o
lineal dels vectors de BH i en conseq�u�encia w tamb�e estar�a en H.
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