10. Integracd de funcions de diverses
variables. Aplicacions

Com ja vam estudiar en el Tenfda integral d’'una fund y = f(x) en
un interval|a, b] es pot considerar comdfea de la re@i compresa baix de la
grafica de la fund fins a I'eixz, , &€s a dir, la integral definida

b
Area:/ f(x)dzx

En aquest tema estudiarem com les integrals de funcionsvéesdsg variables
es poden interpretar coarees i volums d’unes certes regions.

10.1 Integrals dobles

Comencarem per estudiar les integrals d’una foidei dues variables definida
sobre una re@irectangulafa, b] x [c, d], despés algunes propietats d’aquestes
integrals, i finalment, calcularem integrals sobre dominés generals.

Suposem que la funeif (x, y) esé definida en una regirectangular don-
adapera < x < bic <y < d. Aleshores, podem considerar particions dels
intervalsia, b] i [c, d], &és a dir,

a=20<T1 < <Tp1<Ty=0b, c=yo<yi < <yYn-1<yn=d,

i triar en cada reéingle[x;_1, k] X [yi—1, ¥i] un punt(z, g;) i ara calcular la
suma del volum dels: x n parallelepipedes que tenen per bases elsaegles
[Tk—1, k] X [y1—1, 9] i alturesf (7, 1)

m n m n
=3 f@ g @k—rk)—y1) = Y > f (@, 0) Azk Ay,

k=1 l=1 k=1 1=1
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ONAx, =xp —xp_1 1 Ay =y — Y11

Doncs [, si en aquesta suma la distia entre els punts de la parbi@s
fa tendir a zeroés a dirAx;, — 0, Ay; — 0, aleshores en €irhit aquesta suma
és el que s’anomena la integral doble de |a faresi el rectangléu, b] x [c, d] i
es representa pgfgd f: flx,y)dzdy.

Definici6 10.1.1 Amb les mateixes notacions que abans

d b m n
/C /a [z, y)dedy = Mwlg’gyﬁozz f (@, ) Az Ay,

k=11=1

El raonament anterior, ens permetinterpretar el valor hteégralfcd f; f(z,y)dady
com el volum del cos limitat pels plans=a, t =b, y =c¢, y=d, z=01ila
grafica de la fund f.

Algunes propietats de les integrals doblearsixpressades en les Begts
Propietats.

Propietats 10.1.2Siga f(x, y) una funcd de dues variables definida en una
regio rectangularR, aleshores

(W) [ [pk- flzy)dedy=Fk- [ [, f(z,y)dedy, ke
(i) [ Jr(f(z,y) £g(x,y) dedy = [ [ f(z,y) dedy £ [, [ g(z,y) dzdy.

(i) [ [p f(2,y)dedy > 0sif(z,y) >0enR.

Exemple. Calculem el volum comgs baix del pla& = 4 — z — y en la regd
rectangulad <z < 2,0 <y < 1delplaz = 0.

Sol. Una manera de calcular aquest vol@s utilitzar el resultat ja conegut,
Definicio 6.5.1del Tema d’Integraé de funcions d’una variable, que ens per-
metia calcular el volum a partir d&lfea d’'una secoi En particular, ara podriem
calcular el volum com

r=2
V:/ A(x)dr obe V= / y) dy,
=0

com s’observa en els dibuixos
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Integracb de funcions de diverses variables. Aplicacions

1=d~xy

\ y=1
x A= -x-y)dy
y=0

Lesarees de les seccions les podem calcular amb una integralegmix

y=1 r=2
A(o:):/ U-z—y)dy | A(y>:/ (4—o—y)dr,

=0 =0

i per tant, combinant @carribem a que el volum el podem calcular amb

r=2 y=1 =2 y2 y=1
VvV = / (/ (4—Jz—y)dy> dx:/ [4y—my—] dx
=0 y=0 =0 2 y=0

r=2 2
7 7 T
/.I;:O (2 %) do [2$ 2 } 7

0 bé amb

y=1 =2 y=1 332 =2
vV = / (/ (4—x—y)dw> dy:/ {496——3/1‘] dy
y=0 =0 y=0 2 =0

El fet que el volum siga el mateix si comencem integrant @&z o la
y, per a continuar des@s en l'altra naes cap fet estrany. De fés el que passa
sempre com ens diu el segnt resultat.

Teorema 10.1.3 Teorema de Fubini.Siga f(z,y) una funcd coninua en la
regio rectangulara < 2 < bi ¢ <y < d, aleshores

/Cd/ab f(a:,y)dxdy/ab/cd F(z,y)dy da.
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Exemple. Calcular la integral de la fungif (z,y) = 10— 22 — 32y en el domini
D:{(x,y)GRQ; 0<z<1, 2<y<3}
Sol. Com el dominiés un recingleD = [0, 1] x [2, 3], aleshores

1/ /3
/ (10 — 22 — 3zy) do dy = / (/ (10 — 2 — Smy)dy) dx
D 0o \J2

1 273 1
9
:/ 10y—m2y—3xy— dx:/ 30 —3 2% —3x= — 20+ 222 + 6z | dr
0 21, 0 2

!

1
15 1 15
- 10— 22 — =z ) do = |10z — —2® — —2?| = —=

Teorema 10.1.4 Teorema de Fubini 11.Siga f(x,y) una funcé confnua en
una regb R, aleshores

e SiRestdefinidapen <z <bi fi(z) <y < fa(z), aleshores

/ﬁjwwmwzféi?mme.

e SiR esh definidaper <y <dig(y) <z < gs(y), aleshores

ey = [ [ fapdeay.
/1, [,

A continuacd hi ha alguns exemples de com s’aplica aquest resultat.

Exemple 1.Calcular la integral de la fungif (z,y) = 2> + y? en el dominiD

del pla limitat per les recteg= 3z, z = 1 i I'eix z.

Sol. Leix z és larectay = 0. Aixi, el valor dex estah compeés entrer = 0
(queés el valor dex en el punt intersecoide la rectay = 32 amb la recta

y = 0)i 1 (donat quer = 1 és una de les rectes que limiten el domini). D’una
altra banda, el valor dg estaa compgés entre el valor que pren gn= 0, que
es0, i el valor que pren ely = 3z, queés 3z, per tant (vore dibuix adjunt)
D:{(x,y)ERQ;nggl, 0 <y <3z}
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Integracb de funcions de diverses variables. Aplicacions

4
3
2
1

-0.5 0.5 1.5
-1

Ara com a consedncia del Teorema de FubinilD.1.4,

1 3x 1 373
/ (2?2 4+ 9y dedy = / (/ (22 +y?) dy) dx = / {ny + y} dx
D 0 0 0 3 1o

1 4 a71
3zt 0.
/ (323 + 92%)da = [m + ”‘} —3.
0 4 4 0

Exemple 2. Calcular la integral de la fungif (z,y) = = + y en el dominiD
del pla limitat per les recteg= 0,y = 1iles corbes: = y?, = =y + 1.

Sol. Com el domini est fitat per les recteg = 0, y = 1, sembla clar que, en
el domini D, la variabley varia entre0 i 1. D’una altra banda, com el domini
est compeés entre les corbes= y? i z = y2 + 1, la variabler varia entrey? i
y?+1. Pertant, el domingsD = {(z,y) € R* 2 <o <y?+1,0<y< 1}.

1.2}
. pd e
0.8
0.6/

0.4
0.2
-0.550'2\ 051 15 2 25

211



Ara com a consedncia del Teorema de FubinilD.1.4

y 41

/D(x—i—y)dxdy — /01 (/yj2+1(x+y)dx)dy:/ol [f+ym]y2 dy

1 3 1
1 A 4
2
—_ d:— —_ —_ = —.
/O(y+2+y)y {3+2+2]0 3

Exemple 3. Calcular la integral de la fun@if(z,y,z) = xz en el domini
D:{(x,y,z)eRS;OSxSL 0§y§4,3§z§3+%y}.

Sol. Apliqguem el Teorema de Fubini 110.1.4a aquesta funbide tres variables,
i obtenim que

1 4 3+3y 1 47 L2 3+3y
/a:zdwdydz = / / / rzdz | dy dx:/ / [m} dy | dx
D 0 0 3 0 0 2]
4

1 4 1
9 9 9 , 3
= Z = dy | dx = Z = d
/0 (/o <4Iy+32xy) y) ! /0 {Sxy +32xyh !

1
1
= /O (182 + 6z)dx = [122%] | = 12.

10.2 Determinacb dels imits d'integraci6

A vegades la part &s dificil del calcul d’'una integral doblés determinar
correctament quinsos els Imits d'integracd. No obstant, aix es por fer si es
segueixen aquest consells:

e Sivolem integrar primer respecte gé despeés respecte de

1 Imaginem una rectsertical que talla a la re@ R segons la direcoi
creixent dey.

2 Ellimit inferior per a lay és el punt on la recta entraen laredii el
limit superiorés el punt d’eixida de la recta de la regi

3 Triem els Imits dex que incloguen a totes les rectesticals que tallen
anR.

e Sivolem integrar primer respecte de despés respecte dg

1 Imaginem unarectaoritzontal que talla alare@ R segons la direcéi
creixent der.
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Integracb de funcions de diverses variables. Aplicacions

2 El limit inferior per a lax és el punt on la recta entraen laredii el
[imit superiorés el punt d’eixida de la recta de la regi

3 Triem els Imits dey que incloguen a totes les rectaesritzontals que
tallen ar.

Exemple. Determinar elsimits d’'integracd de la regb compresa entre les
corbesr +y =1i2%+y? =1.

Sol. Si dibuixem una recta vertical a I'esquerra de la deighnem menejant-
la cap a la dreta (sentit positiu de I'eiy) el primer punt on talla a la regi
ésx = 0. Despés en un punt a la dreta del zero la recta "entra“ en ladregi
travessant la corba+ y = 1 i ix travessant la corba® + y2 = 1. Per tant, els
limits d’integrach per a la variabley sony = 1 — « (inferior) i y = V1 — 22
(superior). Finalment, la recta deixa de travessar lérggan: = 1, i per tant,
els limits d’'integracd per a lax sbnz = 0 (inferior) i = 1 (superior),

r=1 y:\/m
I (y)dyde.
=0 y=1l—x

. 2

0. 75
0.5
0. 25 "
40.2 | 0.20]40.60.8 .2 0.2
-[0. 25
-0.50.25 | 0.250.50.75
-0.5 i

Si en el mateix exemple busquem éfsits d’'integrach amb rectes horit-
zontals s’observa que el primer punt on tallen a laGégiy = 0, despes entren
en la regb travessant la corba+ y = 1 i ixen travessant? + y? = 1, i fi-
nalment deixen de tallar a la régguany = 1. Per tant, la integral es calcula

amb
y=1 r=4/1—y?
[ (. y)dedy.
y=0 z=1—y

10.3 Exercicis

1 Determina el volum limitat per les supiefesz = 22 +9%, z+y =2,y = x,
r=0,z=0.
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Calcula el volum del domini limitat per el cilindrg = 4 — z i els plans
y=2zx,z=0yz=0.

Calcula el volum del domini limitat per el cilindte® = 4y i els plans3z +
y—z2=0,z=2yyz=0.

Calcula el volum del domini limitat per el cilindee? + y> = 4 i els plans
z="Tx,y =0y z=0en el primer octant.

Calcula el volum del domini limitat por el cilindi@? + y?)z = 1y los plans
y=uz,y=1,y=2,2=0yz=0en el primer octant.

Calcula el volum del domini limitat por el cilindrg = cosz y los plans
z=y,z=5,v=0y2=0.

Calcula el volum del domini limitat per el cilindrgz + ,/y = /a i els plans
r+z=a,z=0,y=0iz=0.

Calcula el volum del domini espacial determinat per kafiga de la fund
z = 2x + 3y sobre el dominipl® <2 < 1,0 <y < 1.

Calcula el volum del domini espacial determinat per kafiga de la fund@
z = 2z + 1 sobre el domini pldz — 1)? + y* < 1.

Calcula el volum del domini espacial determinat per Efiga de la fun@
z =4 —y* — 12” sobre el domini pldy — 1)% + z* < 1.

Calcula el volum del domini limitat per el paraboloide- 22 +y? i el cilindre
2?4+ y? < 1.
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