2. Espais vectorials, matrius,
determinants I sistemes
d’equacions lineals

2.1 Definicions

Un espai vectoriaés una estructura algebraica com térhlo $n el con-
cepte de grup, d'anell o el de cos. iAtonsiderarem exclusivament espais vec-
torials sobre el cos commutatilR, +, -), encara que la definigide tal concepte
es pot fer sobre qualsevol altre cos.

Definicid 2.1.1 Es diu que un conjunit té estructura d’espai vectorial, si:

e EnV hi ha definida una llei de composicinterna 4’ de manera que
(V,+) és un grup commutatiu.

e Hiha una llei de composibiexterna, denotada per,

=
X
<
I
<

() a-(V+W)=a -V +a- W,
(i) (a+B)-V=a -V +6-7,
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Denotarem I'element neutre & per0 i I'element neutre d¢V, +) tamke
per0. Encara que es denoten amb el matémixl, el context permetrdeduir
quan es tracta d'un escalar o d'un vector. Els elementseediuen vectorsi els
delR escalars. Els vectors es denotaran amb lletres llafifies;, z°, vv, w, .. .,
i els escalars amb lletres greguasg, v, A, i, ...

Nota. El signe *’ denota la llei de composiciexterna i d’ara endavant a vegades
es suprimié. Aixo es faa aid sempre que no hi haja lloc a confasi

Exemples.
e (R",+,) és un espai vectorial.

e El conjunt de vectors fixos del pla ordinari que tenen un maient ori-
gen.

e El conjunt, R"[z], de polinomis d’una variable indeterminada, amb
coeficients elR, de graun, amb la suma de polinomis i el producte d’un
escalar per un polinomi.

Propietats. De la definico d’espai vectorial es compleix que
¢ 0-U=0-0=0, YacR VT eV.
e (-V)=(-a) V=—(a-7), YaeR VYV eV.

e a- v =0implicaqueokka=00be™ =0.

e Sia- v =a-wilescalara # 0, aleshoresy” = .
e Sia- v =f- v ielvectorv # 0, aleshoresy = 3.

2.2 Subespais vectorials

Definicio 2.2.1 Siga(V, +, -) un espai vectorial i sigd un subconjunt dé’.
Direm queH és un subespai vectorial dé si H és un espai vectorial amb les
mateixes operacions.

Exemples.

() SigaV = R? [x] I'espai vectorial dels polinomis de coeficients reals de
grau menor o igual qu2 El subconjunt de polinomis dé que s’anulen
enxz = 1 és un subespai vectorial @& Peo el subconjunt de polinomis
deV que en: = 1 prenen el valo no hoés.
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Espais vectorials, matrius, determinants i sistemes diemuns lineals

(ii)y SigaV = R3, el subconjunt de vectols:, y, z) tals que2z — z = 0 és un
subespai vectorial d&. Peb el subconjunt de vectors:, y, z) tals que
2r — z = —2no hoés.

Proposicio 2.2.2 Caracterizach dels subespais vectorialsSiga(V, +, ) un
espai vectorial i sigaH un subconjunt dd/. Aleshores,H &s un subespai
vectorial deV’ siinonés sivv', w € H, es compleix que

a- v +p-w € H,
per a qualsevoly, 3 € R.

Exemples.Considerem I'espai vectorial dels vectors en eII@Fai els segients
subespais

H={(z,y) eR* Jz+y=0" , Hy={(z,y) e R*/z+y=2}

Anem a provar quéf; &s un subespai vectorial ® pe queH; no hoés.

Siguenv’ = (vy,v2) 1 W = (wy,w;) elements déf; (&s a dir, verifiquen
quev; + vy = 0 quew; + wo = 0) i siguena, 3 € R. Vejam que I'element
a- v + 3w tamke és un element d&/; siguen els que sigueni (3,

-V + B W = (avi, avs) 4+ (Bwi, fwz) = (avr + Bwr, avs + Bws),
i es compleix que la suma de les seues coordereslggial a zero
(av1 + Bwy) + (aws + fwa) = - (v1 +v2) + 3+ (w1 +wa) = a-0+3-0 = 0.

Anem ambHy, siguenv = (vy,v2) i W = (w1, ws) elements deéd, (és
a dir, verifiquen que + v, = 2 i quew; + wo = 2) i siguena, 3 € R. Vejam
que l'elementy - v + 3 - w NO és en general un element &g,

a- v+ B w = (avy + Pwy, avy + Bwy),
i es compleix que
(a1 + pwy) + (avg + fwz) = a- (v1 +v2) + - (w1 +w2) = -2+ (- 2.

Per tant, noras per a alguns valors dei 3 es compliria pey NO per a tots.
En particular, sigue’ = (2,0) € Ho i w = (1,1) € H,, aleshores

2.(2,0)+5-(1,1) = (4,0) + (5,5) = (9,5) & Hy.
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Exemples.Anem a provar que el subconjunt de polinomisldgue s’anulen
enxz = 1 és un subespai vectorial de

Hy ={A2* +Bx+C amb A+B+C=0, A B,CcR}.

Per tal de fer-ho, siguen’ = A,2°+Bx+C, € Hyi w = Ax®+Byx+C5 €
H, dos elements dé&l,, i o, 3 € R. Considerem el polinomi de gralique
s’obté al multiplicar-los perv i 3, aleshores
- (A11'2 + le + Cl) + ﬁ . (A21'2 + BQLC + CQ) = (aA1 + ﬁAg)LEQ
+(01B1 + ﬂBQ)fE + (0[01 + 602),

&s un polinomi de segon grau que s'alauénx = 1,
Oé(A1+Bl+Cl)+ﬁ(A2+BQ+CQ) =a-04+3-0=0,

jaquev = A2? + Bix + C1 i W = Ay + Box 4+ Cy sOn elements déf; .
Per tant,H; &s un subespai vectorial de I'espai vectorial dels polisaiei
grau2 que s’anulen enz = 1.

Vejam pebd que el subconjunt de polinomis dfeque en:: = 1 prenen el
valor 2 no és un subespai vectorial. Siga

Hy={A2* +Bx+C amb A+B+C=2, A B,CcR}.

Aleshores quan agafem dos polinomis d’aquest subedpat + Byx + C i
Asx?® + Box + Co, i €ls multipliquem per uns escalais 3, i despés calculem
el seu valor e = 1 es compleix que

a(A1+B1+C)+B(A+ B+ Cy) =a-2+3-2,

pe aquest valoNO sempreésigual a2, és a dir, no es verifica per a tots els
a i 8. Nogensmenys, encara no hem provat quésion subespai vectorial. Per
tal de provar-ho anem a donar dos polinomisHieque no ho verifiquen. Per
exemple, sigued’ = 422 —2 —1,i w = 2%+ x, que enz = 1 prenen el valor
2, isiguena = 21i 8 = 3, aleshores

2. V43 W=2-4r?—z—-1)+3-(2*+2)=112%+2 -2,

i quanz = 1 pren el valorll + 1 — 2 = 10. Per tant,H, no és un subespai
vectorial deV.
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Espais vectorials, matrius, determinants i sistemes diemuns lineals

2.3 Generacd de subespais

Anem a vore com es poden obteracfiment subespais vectorials a partir
d’un conjunt de vectors.

Definici6 2.3.1 Sigaw € Vi {v{,vs,...,v,} C V. Es diu quew éscombi-
nacio linealde{vy, vs, . . ., v, } Si existeix un conjunt d’escalafs;, as, . . ., o, }
tals que

— — — —
W = QU] + Q¥ + ... + QpUy.

Exemple. El vector (4,6,7) és combinad lineal de{(1,2,3),(—1,0,2)} ja
gue podem trobar dos valotis = 3 i s = —1 tals que

(4,6,7) =3-(1,2,3) + (—1) - (—1,0,2).

Definicid 2.3.2 Siga S un subconjunt dé&’. Es defineix ebubespai vectorial
generat o engendrat perS, i es denota pe(.S), com el subconjunt d¥,

(S) ={w € V/W = ayv1 + agvs + ... + anv, : v; € S},

és a dir,és el conjunt de tots els vectors que es poden obtenir ambicacrns
lineals dels elements d&

Es diu taml quesS és un sistema generador d#), i de fet,(S) és el
menor subespai vectorial dé que congé el conjunts.

Exemple. Considerem els ségnts subconjunts dE?’,
S ={(1,1,00} , S2={(1,1,0),(0,0,1)}.
El subespai vectorial generat per és
<S8 >={TeR’/T =a-(1,1,0) amba € R} = {(a,@,0) / a € R},

. . 3 . . .
és a dir, tots els vectors d&” que tenen les dos primeres coordenades iguals i
la tercera igual a zero. El subespai vectorial generabpés

<S> = {TeR /T =a-(1,1,00+ - (0,0,1) amb a, 8 € R}
= {(O@O[,ﬁ) /0476 S R}7

. . 3 . .
és a dir, tots els vectors d& que tenen les dos primeres coordenades iguals
(sobre la tercera no hi ha cap restradgi
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En I'exemple anterior a partir d’'uns vectors hem trobat cgsrel sube-
spai vectorial que generen pea vegades el présés a l'inrees: Coneixem
el subespai i volem trobar una fda de vectors que generen el subespai. A
continuacd tenim un exemple.

Exemple. Trobar un conjunt de vectors que generen eliseg subespai
H={(z,y,2) € R’ tals que2z — z = 0}.

Larelacd entre les coordenades d’'un vectorieue ens determina el subespai
ens diu que els vectors dé verifiquen que: = 2z,

(x,y,2) = (x,y,2x) = x(1,0,2) + y(0,1,0),

i per tant, els vectors; = (1,0,2) i v; = (0, 1,0) generen el subespa.

2.4 Depenencia i independencia lineal
Definicio 2.4.1 Direm que la farilia de vectors{v;, vs, ..., v, } €s

e unafamilia ligada si existeixen a1, as,. .., a,}, algun dells distint
de zerqg tals que

— — —
aqv] + agvg + ... + v, = 0.

e unafamilia lliure sil'expressd
107 + aovs + oo + vy =0

implica quea; = 0,0 = 0, ..., v, = 0 (tots han de ser zer).

Exemple.EnR® es considera la faitia
{U_f = (170a2)7@ = (Oa 1,0),’0_}3 = (_1307 1))@ = (2737 _4)}

Aquestaés una farflia lligada ja que

2(1,0,2) + (=3)(0,1,0) + 3 (~1,0,1) + 1(2,3,~1) = (0,0,0),

ped la fanilia formada norés per{v;, v3, v3 } €s lliure.
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2.5 Espais vectorials de dimensifinita

SigaV un espai vectorial. Direm qué és de dimensifinita si existeix un
subconjunfinit S deV tal que< S >= V, és a dir, si existeix un subconjunt
generador finit d& . Aixi, tot vectorv” deV és combinadi lineal d’'un nombre
finit de vectors de5.

A partir d’ara, i mentre no es diga una altra cosa, considaratones
espais vectorials de dimendinita.

Definicio 2.5.1 Base d'un espai vectorial.Siga B un subconjunt finitB =
{v{,v3,...,0,}. Es diu queB és base d& siinoneés siB és sistema gener-
ador deV (és adir,< B >= V)i B és una faria lliure.

Exemples.
e (R" +,.) és unR-espai vectorial. Una bages
{el =(1,0,...,0),e3 = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,0,1)}.
Aquesta base s’acostuma a anomenaalse cadnicadeR".

e Una base de I'espai vectorial dels polinomis de giaen una inégnita
z, R"[z], esh formada pel¢n + 1) polinomis{1,z,z?, ... z"}.

e SiS = {v1,vs,...,0,} €s una fariia lliure, aleshoresS &s una base de
I'espai vectoriake S >.

Les sedients afirmacions permeten parlar amb tot rigor de baseesels
pais vectorials de dimersfinita. Les enunciarem sense demostrar-les.

Proposicio 2.5.2 e Tot espai vectorial de dimer@siinita no trivial & al-
menys una base.

e En un espai vectorial de dime@sfinita totes les bases tenen el mateix
nombre de vectors.

Definicid 2.5.3 Anomenarem dimer&id’'un espai vectorial al nombre de vec-
tors d'una qualsevol de les seues bases.

. . o , . -
Per conveni, direm que I'espai trivigl0 } té dimensb zero. Recordem
gue la dimengi esh ben definida ja que totes les bases tenen el mateix nombre
de vectors.

Exemples.
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o Ladimensd deR’ &s3. Una base d®* és, per exemple, la mateixa base
carbnica
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

Pel n’hi ha d'altres (Quantes? Infinites!). A continu@ééniu un parell

B = {(Lov 1)7 (*2a07 1)7 (17 130)} , By = {(17273)a (475’6)7 (7a8a9)}

o La dimensd deR’[z] €s4. Una bases{1,z,22, 23}, ped tamte n'hi
ha infinites. Per exemple, aquesta t@&éb una base,

{Bs(z) = (1 - 2)*, Bi(2) = 42(1 — 2)°, B} (x) = 62*(1 - 2)*,
Bj(z) = 42°(1 — 2), Bi(z) = 2"} .
Els polinomisB(x) son els polinomis de Bersntein d’ordte

El que $ que farem sérdemostrar un parell degtodes per obtenir bases a
partir de fanilies de vectors que siguerg Bistema generador lanilia lliure.

Proposicio 2.5.4 Siga V' un espai vectorial de dimergsfinita i suposem que
tenim un sistema generador d& S = {v1,vs,...,v,}. Aleshores, podem
llevar vectors de S fins a obtenir una baselte

Demostracb. Ja sabem quéu;, v5,...,0,} €s un sistema generador. Si a
més a nés,és lliure aleshores ja tenim una base. Sésdliure llavors existeix
un vector quees combinad lineal dels altres. Suposem q@és I'lltim. Si
I'el-liminem del sistema generador encara ens quedarsistema generador,
{v1,v3,...,04-1}. Si aquesta nova fdilra de vectorsés lliure aleshores ja
tenim una base. Si nés lliure llavors existeix un vector quEs combinad
lineal dels altres. Suposem qgée 'Gltim. SiI'el-liminem del sistema generador
encara ens quedaun sistema generaddi;, vs, . . ., v,_» ;. Repetint el proes

un nombre finit de vegades, com axm ¢ — 1, obtindiem finalment la base
desitjada. ]

Proposicio 2.5.5 SigaV’ un espai vectorial de dimergsfinita i sigaS = {v7, vs, ..., v, }
una fanilia lliure de vectors dé/. Aleshores, podem afegir.& vectors deV
fins a obtenir una base.

Demostracb. Ja sabem quéuvy, vs, ..., v, } és lliure. Sia ms a nés
és un sistema generador de V aleshores jaigndda base desitjada. Si no
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és sistema generador, llavots S > no és tot I'espai vectorial/, per tant
existeix almenys un vectarr # 0 tal quew no pertany a< S >. Aleshores
{W,v1,03,...,0,} €s una farlia lliure. Repetint el proes, com qué’ és un
espai vectorial de dimergsfinita, tenim que desps d’un nombre finit de pasos
s’aconsegueix la base desitjada. Aquest @sés diu completadide la fanilia
lliure. a

2.6 Coordenades d’un vector respecte d'una base

Definicio 2.6.1Sigav € Vi B = {e1,¢3,...,¢&,} una base. Anomenarem
coordenadesiel vectorv’ respecte de la basB als escalard oy, as, . .., o, }
tals que

— — — —
UV =161 + g€y + ... + apey.

Habitualment, denotarem al vector com = (o, as, ..., a,) i ja entendrem
que les coordenadesrs respecte de la base que estiguem considerant(la base
carbnica sea la nés utilitzada).

Exemple. Les coordenades del vector € R? respecte de la base carica $n
(3,—1,1), pew respecte de labagh = {e; = (1,0,1),e5 = (—2,0,1), e3 =
(L 1, 0)} son 7 = (27 -1, _1)51 ’ ja que

(3a _17 1) =2 (17 Oa 1) + (_1) ' (_2707 1) =+ (_1) ' (la la O)
Proposici6 2.6.2 Les coordenades d’un vector respecte d’'una determinada bas
son dniques.

Demostracb. Sigaw € Vi B = {e1,e3,...,¢,} una base i suposem que
tenim del mateix vector dues expressions en coordendidéates respecte
d’aquesta base

— — — —
UV =161 + agey + ... +ape,

v = Bie1 + B2 + ... + Bnen-

Aleshores,

0 - (0[1 - ﬂl)e—f + (052 - 52)€—2> + ...+ (an - 677,)6—71)7

i donat que{ey, e, . .., e, } €s una farlia lliure, aleshores
ap—Pr=ay—fr=...=a,— (3, =0.
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Es adir,
Q] = ﬁl , Qg2 = ﬁQ ) ey Q= ﬂn

i per tant, les coordenades del vecidrespecte de la bade son Gniques.

2.7 Matrius

Unamatriu és una disposibi rectangular de nombres que s’ordenen en
files i columnes tancada entre clators. Els nombres que apareixen en una
matriu s’anomenen elsoeficientgle la matriu. Per exemple,

1 3 1 -1 0
5 =2/ 7 \'5 4 -5

Les matrius s’acostumen a denotar per lletredis@jles. Direm que una
matriu A és d’ordren x m sobreR si té n-files i m-columnes amb coeficients
reals, i es denotarcomA € M, (R).

Quan es parla d’'una matriu general els coeficients s’ac@astuardenotar
amb dos sulmdexs,a;;, el primer fa refegncia al fimero de la fila i el segon al
numero de la columna en la qual es troba el coeficient. Per dgemp

a1 aig ... A1m

a1 azz2 ... Q2m
_A pr—

ap1  Ap2 ... Qpm

és una matriu d’ordre x m sobrelR, la qual es pot expressar abreujadament
com[a;j]nxm, 0na;; € R. El nombre de filegsn i el nombre de columneas
m.

Les matrius 6n molt(tils per a resoldre sistemes d’equacions lineals com
vorem en els apartafs17i posteriors.

2.8 Tipus de matrius

e Matriu fila, & unalnica fila.
e Matriu columna, & unalnica columna.

e Matriu quadrada,& el mateix nombre de files que de columnes.
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Matriu diagonal . Sia;; = 0 quani # j.

Matriu identitat d’'ordre n. Una matriu quadrada d’ordre, diagonal,
amb els elements de la diagonal iguals@ R. Es denota pefd,,.

Matriu triangular superior. Si;; = 0 quani < j.

°

Matriu triangular inferior. Si;; = 0 quan: > j.

Matriu escalar. Sés diagonal i tots els elements de la diagobaliguals.

Matriu simetrica. Sia;; = aj;, Vi, j, €s a dir, siés sinetrica respecte de
la diagonal.

Matriu antisinetrica. Sia;; = —a;;, V4, j.

Matriu trasposta d'una donada.Es la matriu gue s’oltal canviar les
files per les columnegs a dir,[a;;]% ., = [ajilmxn-

nxm

°

Submatriua;; ] xm- Es la matriu resultant d’diminar d’'una matriu al-
gunes files i/o columnes.

e Bloc o caixa.Es una submatriu formada per files i columnes consecutives.

2.9 Operacions amb matrius

Podem definir les ségnts operacions en el conjunt de totes les matrius
d’'un determinat ordre:

e Suma de matrius.La suma de dos matrius amb el mateix nombre de files
i columnesés la matriu de la suma dels elements corresponesis dir,

[a/ij]nXm + [bij]nXm = [aij + bij}nX’m-

e Producte per un escalar. El producte d’'un escalar per una matési la
matriu que & com a entrades el producte de I'escalar per I'entrada de la
matriu original,és a dir,

(&% [aij}nxm - [Oé . aij]nxm~
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Hi ha una altra operagique es pot fer amb matrius: el producte.(Pana,
per tal de que es puga fer, cal que les files i columnes de legisguarden una
relac: el nombre de columnes de la primera matriu ha de ser igunrabre
de files de la segona matriu.

Definicid 2.9.1 SiguenA = [ai;lnxm | B = [bijlmxp dues matrius. Noteu
nombre de columnes de la matriuA = nombre de files de la matriu B.)
Definim la matriu producte del per B, A - B, com la matriuC' = [¢;;],xp ON

m
Ciky = E aij bk = a1 - big + @iz - b + -+ Qim b
=1

En paraules, I'element;, (fila i, columna k)és la suma del producte de la
fila i-essima ded per la columna:-essima deB.
Exemple.

12 -10 3\ 1-(=1)+2-0 1-0+2-2 1-3-2-1
3 4/)°\ 021 - 3-(=1)+4-0 3-0+4-2 3-3+4-1

(-1 41

o\ -3 8 13 )’
Exemple. La multiplicacb de dues matrius (quan es pot feN)O és una op-
eracb commutativa com ho prova el degnt exemple,

() - (0
e ) - )

Propietat 2.9.2 El conjuntM,, «,(IR) amb la suma i el producte de matriés
un anell amb identitat. L’element identitas la matriu identitat d’ordres.

Fixeu-vos & que nords podem donar tal estructura quas- m. En altre
cas, el producte nés una operagiinterna. Tampoc no hes en I'espai de totes
les matrius perggisi dues matrius no tenen una certa coia@oaia entre el nom-
bre de files d’'unai el de columnes de I'altra, aleshores nadsmpmultiplicar.
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Definicio 2.9.3 Una matriuA € M,,.,(IR) es diuinversible o regular si exis-
teix B € M,,»,(R) talqueA - B = B- A = Id,. En aquest ca® se denota
per A~!ies diu queB = A~! és la matriu inversa del.

El conjunt de les matrius d’ordrexn amb la sumai el producte de matrius
Nno és un cos ja que no tota matriu distinta de la matriulaéls inversible. Per

exemple la matriu
10
0 0

no és inversible com es pot comprovacfiment. En la secoide determinants
caracteritzarem totalment aquelles matrius dureisversibles.

2.10 Rang d’'una matriu

Definicid 2.10.1 SigaA = [a;;]nxm Una matriu d’ordren x m. Elrang de la
matriu A &s la dimengi del subespai generat pelsvectors fila.

Nota. Tamke es pot definir el rang d’'una matriu com la diméndel subespai
generat pelsn vectors columna, ja que els dos coincideixen.

El segient resultat ens permet determinar si una m&sio no inversible.

Proposicio 2.10.2Una matriuA € M, ., (R) és inversible si i noks si el
rang deA és naxim,és a dir,és igual an.

Proposicio 2.10.3 El rang d’'una matriuA € M, «,(IR) no canvia si a una fila
(columna) se li suma una altra fila (columna) multiplicada pa nUmero real.

M etode de diagonalitzadd. Com a conseggncia d’aquest resultat un bon
meétode per tal de determinar el rang d’una maésuel de fer zeros baix de la
diagonal. El proés es pot resumir com:

(i) Suposem que el primer element de la primera {ila, siga distint de zero
(si és zero canviem la primera fila per una altra on el primer ei¢iEe
distint de zero).

(i) Com que el nostre element; # 0 ara ja podem fer zeros en la resta de
les files en la primera posizia;; = 0, multiplicant la primera fila per
a%_ i restant el resultat a la filgressima.
J
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(iii) Ara cal repetir el proés per a la segona fila que f@un zero en la posigi
ao1 = 0, €s a dir, si el coeficientys # 0 es repeteix el prdzs.

(iv) El procés acaba quan ja tenim zeros baix de la diagonal i el rang de la
matriués igual al nombre de files no rlgks.

Nota. Aquest proésés nes senzill si en la positia;; aconseguim que hi haja
unl.

Nota. De fet, el proés es pot continuar degw cap a dalt a partir deliitima
fila que noés tota igual a zero i s'obta la fi una matriu diagonal.

Exemple. Determinem el rang de la matriu

2 0 1 1 2 1 1 2 1
1 2 1 0 1 0 —4 -1
— —

-2 1 3 -2 1 3 0 5 )
1 -2 0 1 -2 0 0 —4 -1

1 2 1 1 2 1

0 -4 -1 0 1 4
— — ,

0 1 4 0 0 15

0 0 0 00 0

Per tant, el rang de la matras3.

Breu descrip@ del pro&s. En el primer pas s’intercanvien les files 2 i 1. En el segtmfika 2 se

li resta dos vegades la primera, a la tercera se li suma dose&tadrimera i a la quarta se li resta
la primera. Tercer pas: a la tercera fila se li suma la segonauiaatayse li resta la segona. Quart

pas: s'intercanvien les files 2 i 3, i a la tercera fila se li sun® vegades la segona.

Nota. La qlestd de determinar si una fditia de vectors &n o no lin-
ealment independents es pot reformular com “determinaarey de la matriu
formada per les coordenades dels vectors escrites en fifisél rang de la
matriu &s igual al nombre de vectors (igual al nombre de files) elLvesn
linealment independents i si el ragg nes xicotet aleshore$s linealment de-
pendents.

Exemple. Determina segons els valors des R quan els segents vectors@
o no linealment independen{$l,0,1), (0,2,1),(1,1,a), (1, —2,0)}.
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Solucb: Per tal de determinar quaarso no linealment independents els vectors
anem a calcular el rang de la matriu formada pels vectors,

1 01 1 0 1 10 1
0 21 0 2 1 0 2 1
— — s
I 1 a 0 1 a-—1 00 a-1-1%
1 -2 0 0 -2 -1 00 0

i, per tant, el ranges tres sia # g (els tres primers vectors linealment
3

independents) oéeés dos st = ;5 (els dos primers vectors linealment

independents i els altres da@scombinad lineal dels anteriors.)

2.11 Homomorfismes d’espais vectorials

All 6 queés important de les matriés que estan associades al concepte de
transformacions d’espais vectorialSs per aix que definirem ara aquest con-
cepte que ens permatdespes estudiar les propietats del conjunt de les matrius.

Definicio 2.11.1 SiguenV i W dos espais vectorials reals. Una aplicadf :
V' — W es diu quees un homomorfisme d’espais vectorialapticacio lineal,
si verifica:

o VU, W eV, f(V+W)=f(V)+ f(W),
eVacR VD €V, fla-7)=a-f(7).

Unacondicio equivalentés la segent:

(fla-T+8-@)=a f(T)+6 f(T) VYo,fecRYT TeV.

Propietats. Algunes conseagncies d’aquesta defin@cson:
() £(0)=70.
(i) f(=7) =—f(0).

(iii) Si H s un subespai d€ aleshoresf(H) = {f(v') : v € H} és un
subespai déV. En particular, prenent-tif = V, tenim quef (V) és un
subespai d&V. Aquest subespai s’'anomeimaatge de I'aplicacio lineal
f,1esdenota per Ith

33



(iv) Si S és un subespai d&” aleshoresf~1(S) = {v € V : f(?V') € S}
és un subespai dé. En particular, siS = {U}, IIavorsf*l(?) ésun
subespai dé/. Aquest subespai s’anomenacli de I'aplicacio lineal
f, i es denota per K¢t (Lorigen d’aquesta nomenclatués la paraula
aleman&ernelque significa nucli).

Definicio 2.11.2Siga f : V' — W un homomorfisme d’espais vectorials, es
defineix el rang def, i es denota per rgf), com a la dimené del subespai
imatge de ’'homomorfisme, Ifn

2.12 Equacions d’'una aplicad lineal

Sigaf : V — W una aplicad lineal d’espais vectorials. Sigue®, =
— — — . . . - 5 -
{e1,e3,...,€,} una base d& (dimensbd deV =n)i By = {dy,dz,...,dmn}
una base dé&V (dimensbd deWW = m). Calculem la imatge pef de cadascun
dels vectorse; de la primera base. Aquesta imatge es pot expressar com a
combinacd lineal dels vectors de la segona base.i Aix

— — —

f(el) = pidi+ pords + -+ pnidim,
— — —

f(e2) = paady + poads + - + pmadm,
— — —

Suposem que un vectar € V té per expresdiv’ = \je; +Xges +- -+ Anen,
i que la seua imatgg (') té per expreséi f(v) = ard; + aody + - +
ozmd—"i, respecte de les bases Wel WW. Volem determinar la relagientre les
coordenades d& en la baseB; i les coordenades dﬁ(?) en la baseBs.
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Substituint enf (') tenim que

F(@) = Mf(e)+Xaf(e) +-+MfEm)

— —
M(piidy + porde + -+ + pmidp,

—

— —
+Ao(p12di + poade + -+ - + fimadi)
— — —
—
= (Mpa1 + depae + -+ Apptan)da
N
+(A1p21 + Aoz + - -+ Anpton)do

—
R ()\1/Jml + Aofbmo + -+ + )\nﬂmn)dm-

Com que les coordenades d’'un vecton &niques (Prop7]), aleshores

ar = A+ Aapie o A g,
ap = A1 + Aafiog + - Apfion,
Q. = All-l“ml + )\2um2 + -+ )‘numn
Agquestaés la reladd que existeix entre les coordenades, A2, ..., A, }
de@ enlabase3; iles coordenadefny, as, . . ., a,, } de f(7') en la base3s.

En notacd matricial,

o M M2 .. Mg A
Q2 H21 H22 ... H2n A2
(0779 Hm1 Hm?2 e Hmn )\n

La matriu[u;;] s'anomenanatriu de I'aplicaci 6 lineal f respecte de les
basesB; i By, i es denota peM (f, By, B2).

Exemple. Sigaf : R> — R raplicacio lineal definida perf(z,y) = (2z +
y,x —y,r —2y), i siguenBj i By les bases camiques dR” i R?, respectiva-
ment. Les imatges dels vectors de la primera base s’esaamra combinad
lineal dels vectors de la segona com a

(1,00 = (2,1,1)=2-(1,0,0)+1-(0,1,0)+1-(0,0,1),
f(0,1) = (1,—-1,-2) =1-(1,0,0) + (=1) - (0,1,0) + (=2) - (0,0, 1).
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Per tant, la matriu de I'aplicagilinealés

2 1
M(f7Bl7B2): 1 -1
1 -2

Agafem araBi = {(17 2)7 (713 1)} [ Bé = {(07 17 71)5 (727 Oa l)a (17 17 1)}
Respecte d’aquestes altres bases,

1 12 4
F1,2) = (4 -1,-8) =2 (0,1,-1) = = (-2,0,1) = = - (1,1,1),
1 3 11
f(=1,1) = (=1,-2,-3)==-(0,1,—1) — = - (=2,0,1) — —= - (1,1,1).
5 5 b)
Per tant, ara la matriu de I'aplicaciineal és
_1 1
5 5
/ ! -
M(f7 1=B2) = _% _%
_4 1
5 5

. . . e s 2
Exemple. Anem a estudiar la matriu associada a una aplictineal deR
especial: les rotacions.
S , L 2 2 -
Unarotaci6 d’angled és una aplicadilineal Ry : R — R” definida per

Ro(x,y) = (rcosl —ysinf, xsind + y cos ).

En forma matricial, la rota6id’angled s’escriu com a

Ro(x.y) cosf —sinf x
T,y) = ) .
oY sin @ cos 6 y

Nota. Noteu queRy = Id, Ry o R, = Ryt ique(Ry) ™" = R_,.

2.13 Determinants

Una de les operacionsés importants associades a les matéisigl deter-
minant. Es important perggi entre altres coses, permet saber si la mésio
no inversible, permet determinar si una fliende vectorss o no lliure i permet
calcular ficilment la solu@ d’alguns sistemes d’equacions lineals. La deftnici
que s’estudiar ad no és la nes elegant des del punt de vista maatin) ped s
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la mes operativaEs una definid que no ens permetiprovar alguns resultats,
pe que $ens permek calcular.

Determinant d’'una matriu. El determinanhomésel podem calcular de
les matrius quadradess a dir, d’'aquelles que tenen el mateix nombre de files i
columnes.

La definicb que donarem a@s recursiva i ens permatcalcular el deter-
minant d’una matriw x n a partir de determinants de matrius— 1) x (n—1).

Els determinants d'ordre 2 i 3. El determinant d’una matriu quadrada

d'ordre2,
ail a2
A= ,
21 A22
ésigual a
aip  ai2
\A| = = 11G22 — @120G21-
a21  A22

El determinant d’'una matriu quadrada d’ordre

A= a21 a2z G23 ,

ésigual a

|A] = aiiaass + a12a23a31 + a13a21a32

—a13G22031 — 12021033 — @11023032.

Exemple. Calcula el determinant de

1 1 -1
A= 0 2 =2
2 =2 3
El determinangés
[A] = 1:-2:34+1-(-2)-2+(-1)-0-(-2)

—(-1)-2-2—-1-0-3-1-(-2)-(-2)=6—4+4—4=2.

Nota. Encara que no gastarem aquesta definjgbdriem dir que el deter-
minant d’una matriu quadrada d’ordneés la suma de tots els productes possi-
bles den elements de la matriu de manera que no hi ha en un mateix sudnand
elements de la mateixa fila o dos elements de la mateixa calunoadascun
d’aquests sumands asdfectat d'un cert signe.
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2.14 Desenvolupament del determinant pels elements d’uriaila

SigaA = [aijlnxn € Muxn(R). Anem a definir el determinant d’'una
matriu quadradal, i que denotarem peri|, com una aplicad

| |: Myxn(R) — R.
Definicio 2.14.1 Donada una matritd = [a;;]nxn € Mpxn(R),

e s‘anomenamenor complementari de I'elementa;; de A i es representa
per A4;; al determinant de la matrign—1) x (n—1) que s’obé al suprimir
la fila i-essima i la columng-éssima de la matriul.

e s’anomenaadjunt d'un element q;; de la matriuA = [a;j]nxn, | €S
denota perD;;, al menor complementari afectat pel signésro menys
segons la sdgent expressi

Dij = (—1)"*i Ay,
[Ds ]

La sedient Proposi@ ens diu com calcular el determinant d’una matriu
nxn qualsevol mitjancant determinants d’ordfes-1) x (n—1). En particular,
fent el @lcul recursivament es pot calcular el determinant d’'un&imaonés
coneixent com calcular els determinants de matrius d'dcte3 o bé de2 x 2.

Proposicid 2.14.2SigaA = [aijlnxn € Mnxn(R), ambi € {1,2,...,n},
aleshores

’ |A| = a;1Di1 + ai2Dig + ... + ainDip. ‘

Aguesta expressis’anomena determinant desenvolupat pels elements de la fil
i-essima. A 1@s a nés, tamk podem desenvolupar el determinant pels elements
de la columna-éssima

’ |A| = a1;D1; + a2;Da; + ... + ani Dy,

Nota. Noteu que quan hi ha que desenvolupar un determinant perlana fi
0 una columnaes interessant que ho feu per una on haja el major nombre de
Zeros ja que aixvos estalviareu fer alguns calculets!

Definicio 2.14.3 Una matriuA = [a;j]nxn € Myxn(R) €s diu quees regular
si el seu determinant no s’anld, |A| # 0.
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Exemple. Anem a calcular el determinant d’'una matdiw 4, desenvolupant
per la primera columna

30 1 2
2 2 0 2 b0
=3 (=) -2 0 3
0 -2 0 3
4 -2 5
1 4 -2 5
0 1 2 01 2
+2- (=12 2 0 3 |+1-(=D"™] 2 1 0
4 -2 5 -2 0 3

=3-(12+10+12) + (-2)- (12+8+410) + (—1) - (4 — 6) = 44.

Per tant, la matriés inversible.

2.15 Propietats dels determinants

Propietats 2.15.1Siga A € M, «,(R), i A; la fila i-essima de la matriui.
Aleshores:

(i) El determinant de la matriu traspostes el mateix que el de la matriu
original, és a dir,|A| = |AT|. Per tant,és el mateix parlar de files o
de columnes pel que fa a determinant. Peraia partir d’ara nonés
parlarem defnies.

(i) Sies permuten ed duesinies contigies, el determinant canvia de signe.
(i) |A1, .., A+ AL L Anl = A1, Ady e A AL AL L Al
(IV) ‘Al, ey Qe Ai, 7An| = |A1, ...,Ai, ...,An‘.

(v) |A| = 0siinones siels seus vectors files (0 columnes) formen un sistema
lligat.

(vi) Sisumem a unaria una combinadi lineal de les altresihies paralleles,
aleshores el determinant no varia.

(vii) SiguenA, B € M, ,(R), aleshores
|A- B| = |A[-|B].
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La segjent proposi@ ens permet calcular el rang d’una matriu, i per tant
la dependncia-indepndencia dels vectors que la formen, amb I'ajuda dels de-
terminants.

Proposicio 2.15.2 El rang d’una matriuA = [a;j]lnxn € Muxn(R) &s el ma-
jor rang dels seus menors no nukss a dir, el rang de la major de les seues
submatrius quadrades regulars.

Exemple. Determina segons els valors des R quan els segents vectors
o no linealment independen{$1,0,1), (0,2,1),(1,1,a), (1, —2,0)}.
Solucb: La matriu formada pels vectoés

— = O
O =

-2

gue €4 files i 3 columnes (quatre vectors &3), per tant segur que n’hi ha un
gue és combinadi lineal dels altres tres ja que la dimemsie R® és3 (nom-
bre maxim de vectors linealment independents). Per exemplelsulem el
determinant de la submatriu formada pels dos primers \&ce@fltim,

1 0 1
0 2 1 |=-2+2=0,
1 -2

és a dir, 6n linealment dependents, i per tant, resthi ha dos vectors lineal-
ment independents. Ens quedem en els dos primers, per exenugl es veu
clarament que@ linealment independents. Ara, per tant calculem el deter
nant de la matriu formada pels tres primers vectors

1
0
1

= N O

1
1|=2a—-2-1,
a

i per tant, sia # % els tres primers vector$s linealment independents. Ara
bé, sia = % son linealment dependents, i per tant, en podem llevar unn@®’u
ullada veiem que podem llevar el tercer, per exemple

1
(1L1,5)=(1,0.1) + 5-(0.2.1)
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En resum, siz # 3 hi ha tres vectors linealment independentsd si 3 només
hi ha dos vectors linealment independents.

Nota. Comparar aquesta resola@mb la donada en I'apartatl 0.

2.16 Gilcul de la matriu inversa

Com ja sabeu, no totes les matrius tenen inversa,ésoes quadrades
poden ternir-ne, pérno totes. Anem a vore una condigiecesaria i suficient
per a que una matriu tinga inversa i, s nés, anem a vore com es calcula
explicitament la inversa d’'una matriu.

Definicio 2.16.1 Donada una matrivA = [a;;]nxn € Muxn(R), s'anomena
matriu adjunta de A a la matriu que & per elements als adjunts corresponents
de la matriu, i es denota pet = [Dijlnxn € Myxn(R).

Proposicid 2.16.2 Donada una matritd = [a;;]nxn € Muxn(R), tenim que

A-(AT) = (AT)- A = |A|Id,.

Proposici6 2.16.3 Una matriu quadradad és inversible si i nos si|A| # 0.

Prova. (—) Si A és inversible aleshores existeix ! tal queA - A~! = Id,,.
Com que el determinant d'un produds igual al producte de determinants, i
com que|ld,| = 1, aleshored = |Id,| = |A- A=Y = |A| - |A~}, i per tant,
|A] #0.

(«) Si el determinant no s’anlé, |A| # 0, aleshores considerem la matriu
B= ﬁ(AT). Comprovem que3 és la inversa del.

r
A

_ b
A

1

A-B=A- -
|A]

(AT) (A-AT) |A|Id, = Id,.

Per tant,B &s la matriu inversa dd. |

Corol-lari 2.16.4 SigaA € M, (R) amb|A| # 0, aleshores,

AT
A= AL
]
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Noteu tamié que de I'expressiA - A~! = Id,, es dedueix qued—!| = -

Exemple 2.16.5Calcula la matriu inversa de

A:

1
0
2

[A]"

En primer lloc, hi ha que calcular el determinant per voréssid-la (NO
podrem calcular-la!) o no. El determinag|A| =6 —4+4 —4 =2 # 0. Per
tal de calcular la matriu inversa cal primer calcular la miedidjunta

2 =2 0 -2 2
-2 3 2 3 -2
1 -1 1 -1 1 2 -4
A= - = -1 5 4
—2 3 2 3 —2
0 2 2
-1 1 -1 1
2 =2 0 -2 2
i tamke la trasposta d’aquesta
2 -1 0
AT=| -4 5
—4
Finalment, la matriu inversas
1
LT 2 -1 0 1 ~2 0
Al="r=—| —4 2 =] -2 51
A~ 2 ° 2
—4 4 2 —2 2 1

2.17 Sistemes d’equacions lineals

Definicid 2.17.1 Anomenaremsistema den equacions lineals ambn incognites
al conjunt d’equacions

1121 + a2 + -+ aipTy, = by,
a21%1 + A22%2 + -+ + Aoy = bo,
Am121 + Gm2To + - + AppTy = b7m
ona;;,b; € Rambi € {1,...,m},j € {1,...,n}ilesinodgnites{z, o, ..., 2, }.
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e Unasolucio del sistemaés qualsevol subconjunt deelements ordenats
{a1,a9,...,a,} amba; € R tals que satisfan les equacions del sistema.

e La matriu de coeficientsdel sistemaés la matriuA = [a;;lnxm €
M, (R), formada pels coeficients de lesncognites en lesn equa-
cions.

e La matriu de termes independentses la matriu columna3 = [b;]1xm
formada pels segons membres de les equacions.

e La matriu ampliada, s’acostuma a denotar pet’, i €s la matriuA a la
qual se li ha afegit una columnaém, la dels termes independeiits

e Lamatriu inc ognita és la matriu column& = [z;]; x,, formada per les
incognites.

e La matriu columna j-ésimaés la matriu columnad; = [a;;]1xm for-
mada pels elements de la columha

Noteu que én equacions lineal&s a dir, no hi ha cap idgnita que tinga
termes em:? o de grau superior.

Expressions equivalents d’un sistema d’equacions:
e Expressh matricial: A- X = B.
. — — e
e Expressh en vectors columnaz; Ay + 249 + -+ - + 2, A, = B.

e Expressb vectorial: f4(X) = B,onf, : R" — R™ és I'aplicaco lineal
que € per matriu a la matriul en les bases caniques d&R" i R™.

Sistemes homogenisUn sistemad - X = B es dia homogeni sB = 0, &s
a dir, si tots els termes independerts siuls. Un sistema homogesempreté
solucb ja que la solud trivial X = (0,0, ...,0) sempre verifica el sistemas
a dir, quan tots el valors de les variables s’deul

Definicio 2.17.2 Donat el sistema d’equacions lineals- X = B s’anomena
sistema homogeni associat al sisterha X = 0.
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2.18 Exisencia de solucions

El sedient resultat ens permet asegurar si un sistema d’equditieals &
0 no solucd i de quin tipus noras comparant els rangs de la matriu de coeficients
i de la matriu ampliada.

Teorema 2.18.1 (Teorema de Rou@hFrobenius)Donat el sistemad - X =
B,onA € M, y(R), aleshores

rg(A) = n = determinat
Solucb Unica.

e rg(A) = rg(A") = sistemacompatible rg(A) =m < n = indeterminat
Conjunt de solucions

= es despejen les variables
en funcod de lesn — m variables.

e rg(A) # rg(A") = sistemaincompatible. No hi ha solucions.

Exemple. Discuteix i resol el segent sistema d’equacions lineals segons els

valor de.
r+y—2z =5

20 —y+ Az =-1
3r—z =4.
Sol. La matriu ampliada&s
1 1 -2 5 1 1 —2 5 1 1 -2 5
2 -1 A =1 ~ 0 -3 A+4 -11 ~ 0 -3 A+4 -11
30 -1 4 0 -3 5 —11 0 0 1-Xx 0

Per tant, es compleix que

e si A # 1 aleshores el sistem@s compatible i determinaés a dir, el
sistema te unanica soluadb.

e si\ =1, aleshoregsangA = rangA’ = 2 < 3 =n° incognites,és a dir,
el sistemaés compatible indeterminat. La solaa’ob& posant dues de
les variables en funéid’una altra. En particular,

— _ 52411

{ —3y+5z = -—11 y ==
_ _ _ 5z+11 _ z+4
r+y—2z = 5 T=5—-y+22=5—-5" 422 =57
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Per tant, una vegada triem un valor per a ligoitaz determinem lar
comz = =4 ilay comy = 5211, Hi ha infinites solucions.

2.19 Sistemes de Cramer

Definicio 2.19.1Un sistemad - X = B és diu de Cramer quan el nombre
d’incognitesés igual al nombre d’equacions i el rang deés naxim.

Com que el rang dél &s maxim aleshores coincideix amb el rang dféi
el sistemas compatible determinat. Aés a nés, com el nombre d’irignites
és igual al nombre d’equacions la matrdués quadradad € M, «,, i el rang
A=n.

Resolucd d'un sistema de Cramer. Com que rgl = n €s naxim i A és una
matriu quadrada, aleshorés regulargs a dir, existeixA~!. Multiplicant per
A~ els dos membres de la igualtdt X = B, s'obg

X=A14.X=A"1.B,

i pertantX = A~' . B (és una matriu columnaBs I'linica solucdd del sistema
de Cramer. En particular, es pot provar que la séla@ la in@gnitaz; es pot
calcular com

1G]
i = Tap>

on la matriuC; és la matriu que& per columnes a les columnes de la mattiu
tret de la columng-ésima, en la qual apareix la columBa

Exemple. Resol el sistema

r+y—z = 1,
2y -2z = -1,
2z —2y+3z = 0.

Sol. El nombre d'in@gnites,3, coincideix amb el nombre d’equacions i la
matriu de coeficientés

1 1 -1
A=10 2 =21,
2 -2 3

el determinant de la qua@s|A| = 6 —4 4+ 4 —4 = 2 # 0, i per tant, el
seu ranges igual a3. Es a dir, el sisteméas de Cramer. Comprovarem ara el
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funcionament dels dos&todes que coneixem per resoldre aquests sistemes. El
primer, multiplicant per la matriu inversa la matriu delsties independents. La
matriu inversa ja 'nem calculat en 'exemel6.5i és

1
i 2 -1 0 1 -1 0
At="="| 4 5 2 |=| -2 5 1
|Al 2 2
—4 -2 21

1 3

1 1 -1 0 1 3
— — 5 _ 9
—2 2 0 —4

i per tant, la solu@ del sistem&sz = 3/2,y = —9/2,z = —4.
D’una altra banda, el Btode de Cramer ens diu que s’han de calcular els
determinants de les sggnts matrius,

1 1 -1 1 1 -1 1 1 1
Ar=1] -1 2 =2 [,A=|0 -1 =2 [,A3=| 0 2 -1 79,
0 -2 3 2 0 3 2 =2 0

i que les solucions venen donades per

4~ 2 YT T A 2T

Per tant, els dos &todes 6n equivalents.

2.20 Diagonalitzacdo de matrius

Siga A una matriu quadrada x n. Direm quew € R" és unvector
propi amb valor propi associat si es verifica que

AT =N,

i que amb notaéi matricial es pot escriure com

a1 aiz -+ Ain U1 U1

21 A22 - A2pn V2 V2
=A

an1 aAn2 Ann Un Un
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Els valors propis d’'una matriu quadrada (si existeixerdptnen al resol-
dre el sistema homogeni
det(A—X-1)=0,

on I és la matriu identitat d’'ordre. Aquesta equabies coneix conequacb
caracteristicade A.

Nota. Aquest resultaés una consed@gncia del fet que els valors propis veri-
fiquen que
AV =X,

per a alguriv’ € R", i per tant,
0=A-7V -X-T-V=(A-\)-7,

és un sistema homogeni que nesreé solucions distintes de la trivial quan es
compleix quelet(A — \I) = 0.

Sil'equacb caracteistica de la matriud tén arrels distintes (valors propis
distints),\1, - - - , A,,, aleshores associat a cada valor propi podem trobar un vec-
tor propi resolent el sistema d’equacians= (A — \I) - ¥, que per forgas
un sistemacompatible indeterminat. Aix0 vol dir que per a cada valor propi
haurem de fer una tria d’un vector propi associat.

Els vectors propis ens permeten definir una mattjuguan posem les
seues coordenades en columna, que verifica

AN -0
Pt.A.P= Lo
0 - A\

La matriu de pad’ est formada per les coordenades dels vectors propis

associats als valors propis posades en columna. Per exesn@ks vectors
propis ®n (v1,vs) I (w1, wy) aleshores la matri# és igual a

P:(”1 wl).
V2 W2

Una de les raons per les quds interessant diagonalitzar una matriu es
perque aixX els vectors propis associats formen una basR dei a més a nés,
la matriu de pas® és precisament la matriu que transforma la base original en
aquesta base.

Es complementaraquest apartat amb la utilitzaalel programa MatLab
gue permet resoldre aquest problema d’'una manera molflsanmiactica.
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Nota. Tamke es pot diagonalitzar la matriu quan la multiplicitat diaig
valor propiés major qud pew coincideix amb la dimensidel subespai propi
associat al valor propi.

Exemple. Diagonalitza la segent matriu

4 6 O
-3 -5 0
-3 -6 -5

Sol. En primer lloc hi ha que determinar els valors propis regdlequacb
caracteistica

4- A 6 0
0 = det(A—X-I)=| -3 —5-2) 0
-3 —6 —5-— A\

= @A=N(-5-N2+18(-=5-N) = (-5 -\ +2)(\—1).

Per tant, els valors propi®s \; = —5, A\s = —2i A3 = 1. Ara calculem
els vectors propis associats als valors propis. En priroerger a\; = —5.

Busquem un vector de coordenad€s= (vy, v, v3) tal queAd - v = —5- 0, i

per tant, hem de resoldre el sistema d'equaciohs- 5-I) - v = 0,

9 6 0 V1 0
-3 0 0 -] v =10
-3 -6 0 v3 0

El resultatesv; = 0, v = 0 i no hi ha cap restricéi sobrevs. Per tant, un
possible vector progsw; = (0,0, 1).

Ara es repeteix per &, = —2. Hem de resoldre el sistema d’equacions
(A+2-1)-v =0,

6 6 0 V1 0

-3 =3 0 |- -] v =10

-3 -6 -3 V3 0
El resultatésv, = —v; i v3 = v;. Per tant, un possible vector pragws =
(1,-1,1).
Finalment per a3 = 1, hem de resoldre el sistema d’equacioas-1-1)- v =
0, i el resultatésv; = —2vy i v3 = 0. Per tant, un possible vector progs
w3 = (—2,1,0).
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Ara la matriu de pas, formada pels vectors propis assoclatsadors
propis posats en columna, verifica giie! - A- P = D, és a dir, si

0 1 -2 ) 0 0
P=]10 -1 1 i D= 0o -2 0 |,
1 1 0 0 0 1
aleshores,
1 2 1 4 6 0 0 1 -2
Pl.A.P = -1 2 0|1 -3 -5 0|-]0 -1
-1 -1 0 -3 -6 -5 1 0
-5 0 0
= 0 -2 0
0 0 1

A més a nés, els tres vectors propis formen una basé%ée és a dir,
{wi = (0,0,1), w3 = (1,-1,1),ws = (—2,1,0)} &s una base.
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2.

10

11

21 Exercicis

Averigua si el subconjunt = {(a,b,1)|a,b € R} &s un subespai vectorial
deRR3.

Troba les equacions paratriques i impicites del subespai vectorial engen-
drat pels vector$l, 2,0) i (0,1, 2).

Demostra que el vect¢r1, 3, 7) noés combinadi lineal dels vector§l, 0, 0)
i (0,1,0).

Troba el valor de: per a que el vectafll, —16, ) siga linealment dependent
dels vectorg2, —1,3) i (—1,2,1).

Averigua si $n o no sistema de generadorsRieels vectors
{(37 71a 2)5 (17 07 71)}
Averigua si §n o no sistema de generadorsRieels vectors

{(1,1,0),(1,0,1),(1,0,—1)}.

Troba la condid que han de complir els components dels vecto®tper
a que siguen combinatlineal dels vectors$l,0,—1) i (0, 1, 2).

Averigua siés 0 no una base @’ la farilia de vectors

{(1,-2,-1),(-3,0,2),(0,—6,—1)}.

Troba una base dels semts subespais vectorials:

= {(x,y,2)|lzr+y=0,2-22=0}
{(z,y,2)|22 +y — 32 =0}
= {(e—yy—zz—a)|lr,y,ze R}

L
M
N
Troba les coordenades del ved®r—1, 2) en la base

{(3,-2,1),(2,-1,2),(0,0,1)}.

Donada la faffia {(1,2,-3),(3,2,3), (-5,—2,-1),(2,0,2)}, averigua si
es pot extraure una base Hé.
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12 Calcula el rang de les s@gnts farflies de vectors
{(1,0,2),(2,-1,1),(—1,1,-1)}, {(-2,1,-1),(3,-1,2),(-1,1,0)}
13 Calculaels valors de i n per a que siguen linealment dependents els vectors
{(-1,2,-3,4),(1,—-1,m,1),(—3,5,—8,n)}.
14 Donada lafaifia de vector(1,0,2),(3,1,0),(—1,1,2), (0,0, 1)}, discuteix
Si es pot 0 no extraure una baseRfe

15 a) Defineix els conceptes de diméndiun espai vectorialy, i de base d’'un
espai vectorial}/, de dimens n.
b) Dbna una base a8’ que continga al vectar; = (1,1,1).

c) Troba les coordenades del vector= (2, —1, 3) respecte de la base triada
en l'apartat b).

16 Siguen
4 1 5 -4 2 0 -1 -2 3
A=| -6 3 2|, B= 1 3 41|, C= 3 2 -1
7 1 0 2 1 6 -1 4 0

Calculeu les expressions
ATy A.BT, A+3B-CT, A-B-C-AT, (24-3B)T.C
17 Determineu les matriuk i Y tals que

5X —Y = 313 . X 42 = o)
~10 -2 -2 4

18 Calculales matriugA — 3B, A - Bi B - A amb les se@ents matrius

2 -1 0 3 1 0
A=1 0 3 =2 B=|0 -2 1
1 -1 2 4 5 2

19 Calculeu el rang de les matrius

1 r -1 2 3 -1 3 -2 4
2 -1 T ) 4 -2 5 1 7
1 10 -6 1 2 -1 1 8 2
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20 Calculeu la matriu inversa de les gegts matrius

—2 1 4
2 5
( ) 0 -1 2
-1 2
30 2
T 1 0
21 Resollequadédetl 0 z+1 2 | =0.
5 r 2

. L 2
22 Calculeu el determinant de la matijiu 5

— 0 5
1 2 =3 2
2 3 1
23 Calcular peraqueelrangdelamatid = | 4 2 =z | siga2.
6 1 5
24 Calcula el rang de les matrius
2 6 3 4
3 2 a+1 a 1 3 2 2
-1 4 )’ a—1 1) -1 -3 -1 =2
3 7 4 6
25 Calcula el rang de les matrius
1 -2 3 -1 -3 4
4 5 -1 2 2 0 -1
5 1 0 -1 3 6

26 Quinés el rang de la matriu identitat d’ord2® | de la d’ordre3? | de la
d’ordren?

27 Calcula el rang de les matrius

1 1 2
4 3 0 1

1 2 3
2 -2 5 4

2 1 3
-3 2 8 7

0 4 4

52



Espais vectorials, matrius, determinants i sistemes diemuns lineals

28 Calcula les matrius inverses de

0 1 1 1 3 4
8§ 3
) 3 1 1 |, -2 1 0
5 2
1 4 3 77 12
29 Resol els sdgents sistemes
3x —4 =4
Ty Az — 2y +62 =—1
20 +y—5z =8
20—y +3z =2
xr+4+2y+3z =14.
30 Discuteix els sdignts sistemes d’equacions
rx—3y—4z =3 —xrx4+y—az =7
ar+5y—az =6 ar —3y+z =0
152 + bay — 30z = 3. ax—y—+z =0.
31 Discuteix els sdients sistemes d’equacions
r+y—6z =0 r4+ay+z =a+2
r—2y+6z =0 r+y+az =-2a+1)
3r—y+mz =0. ar+y+z =a.
r+y =1
32 Donat el sistema d’equacions lineals tly+z =0
r+(1-ty+tz =t+1

mina el paametret de manera que
a) El sistema tinga solugiinica.
b) El sistema tinga infinites solucions.

c) El sistema no tinga soluti

33 Resol els sdgents sistemes aplicant eetode de Cramer

r+y+z =2 r+y

y+z+t = 20 —y—2z =8
rH+z+t =2 rT+2y—z+t =12
r+y+t =2 20—t 12.

rT+y+z
20 —my +nz

deter-
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34 Discuteix, segons els valors del panetren els segients sistemes homogenis:

ar+y+2z =0 r+y—2z =0
dr+ay—2z =0 ax —2y+z =0
dr+2y+2z =0 2z 4+ay =0.

35 Resol els sdgents sistemes d’equacions

ar +y+ 2z a r+2y—3z =0
r+ay+z =a 2c4+y+az =0
r+y+az =a r—z =0.
36 Resol els sistemes
3z — 2y + =3
v r+y =1 T+2y+z
2 +3y—2z =0
2x4+2y =1 2z — 3y — 52
e —y+z =6
37 Resol els sistemes
r+5 —2z =5 a+b—c =0
20 +3y—4z =1 —a+2b+d =14
r—2y—3z =2 2a+c—d =0

38 Classifica i resol, sempre que @igiga possible, els signts sistemes

r—y+2z =4 20 —3y+4z =-—12
T+ ay
y+3z =-1 r4+4y—3z =15
ar +vy
e —2z =12 11y — 10z =42
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