4. Limits i contintitat

4.1 Successions

Definicio 4.1.1 Una succes$i de nombres realés una fun@ tal que el seu
dominiés el conjunt dels nombres natural$, Es a dir,es una fundé ¢ : N —
R, encara que usualment es denota per

{a(); a,az,as,. .. }7
o tamt per{a,} _py 0 b8 {an}iZ,.

Exemple 4.1.2Una manera de definir una succeséis especificar quigs el
seu terme general. Per exemple,

, 1
ap=n , Bn=(—1)" , Y, = — ambn > 0.
n

Definici6 4.1.3 Una success$i{a,, } es diu queesconvergenta un nombre real
¢, i ho escriurem corda,,} — ¢ 0 bé com

lim a, =/,
n—oo
si per a tote > 0 existeix un nombre natural, tal que, sin > ng, aleshores

lan, — €| < e.

Les successions per a les quals el senitles+oc 0 bé —oo s’Tanomenen
divergents.

Es ben écil comprovar que les successions constadisconvergents i
gue el Imit és la mateixa constant.
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Exemples.Les dues primeres successions de I'exemple anterioomoanver-
gents. La tercera convergeiaVegem-ho: La primera succe8sdefinida per
a, = n, N0és convergent. En efecte, suposem dua Eonvergent a un nombre
reall. Agafeme = % per la definiob de convergncia, existeix umg tal que
per a totn > ng, aleshores

1
n—Vl=n—1 <=
an =€ =ln— €] <

Aix0 vol dir que per atot > ng, n €]¢ — 1, ¢+ 1[iaixo noés cert.

La segona successtampocés convergentEs un exemple de les succes-
sions anomenades oskihts. Demostrarem ara que qualsevol nombre real no
pot ser Imit de la succes8i Suposem quéés un nombre real distint dei de
—1. Sigae = min{|¢ — 1|, |¢ 4 1|}. Es facil comprovar que per a aquesenim
que

1,-1¢0—¢l+€l

Per tant, per atot € N, tenim quea,, — ¢| > .

La tercera successH queés convergent i eliinit és0. Demostrem-ho.
Sigae > 0, aleshores% > (i sempre podem agafar un nombre naturabjue
siga major que}. Es a dir, sigan tal que% < ng. Siga aran > ng, aleshores

Per tant, hem provat que la succéssbnvergeix .
Propietats 4.1.4 Siguen{a,, }°° , i {b,,}5°, dues successions convergents amb
limits A i B respectivament.

e Lasucces$i{a, + b,}>2, tamke és convergent i el seinhitésA + B.

e Lasucces$i{a, - b,}>2, tamkeés convergenti el seinitésA - B.

e Siperatotn, b, # 0itamke B # 0, llavors la successi{ = }7° , tamke
és convergent i el seinhit és%.

e Siperatotn, a, > 0, llavors la successi{(a, )" }>° , tamke &s conver-
gentiel seuimitésAZ.

Exemples.Vejam algunsimits de successions
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Limits i contindtat

e Lasuccessi{X +3} és convergent i el seinhit &s la suma deliit de la
successi {1} més el imit de la succeséiconstant{3}, és a dir, elimit
es0+3 =3.

e Lasuccessi{2} és convergenti el seinhit és el producte delrhit de la
successi {1} pel limit de la succesgiconstant{3}, és a dir, elimit &s
0.3 =0.

e (3n45 3+2
e La successi {3242 = ;g

del limit de la successi{3 + 2} pel limit de la successi{2 — 2}, és a
dir, el limit &s3.

} és convergent i el seinhit és el quocient

e Lasuccessi{(3242) 21} &s convergent i el seinhit és(2)2.

En general, si el terme general d’una suc@essiun quocient de polinomis
enn, a, = % i volem calcular elimit quann tendeix a infinit, aleshores es
verifica que:

e Siels dos grausom iguals,grau(p(n)) = grau(g(n)), aleshores elinit
és igual al quocient dels coeficients dels termes de majaregra,

lim 2 _ @

n—oeq(n) b

e Siel grau del numerad@s major que el del denominadgrau(p(n)) >
grau(q(n)), aleshores
i P _
1m

n—o0 q(n)

e Siel grau del numeradé@s menor que el del denominadgrau(p(n)) <
grau(q(n)), aleshores
p(n)

lim —= =0.

4.2 Criteri de convergencia de I'entrepa

Teorema 4.2.1Siguen{a, }°% o, {bn 2, i {cn}22, tres successions de nom-
bres reals tals que, per a tat € N es compleix la séent desigualtat

an < by < cp.

Aleshores, si les successiofts, }5°, i {c, o2, son convergents i hots al
mateix nombre real, tamke hoés la successi{b, }>°, i el seu Imit és el
mateix.
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Definici6 4.2.2 Una succes$i {a,, }5° , es diu queés creixent (decreixent) si
per atotn € N tenim que

ap < Api1 (an > an+1)~

Exemple. Vejam el creixement/decreixement de les successions xientgle
4.1.2 La primera ,«,, = n, €s creixent, la tercera,, = % és decreixent i la
segonaf, = (—1)", noés ni una cosa ni I'altra.

Definici6 4.2.3 Una succes$i{a, } 32, es diu que estfitada superiorment (in-
feriorment) si existeix un nombre refatal que per a totz € N tenim que

Exemple. Tornant a les successions de I'exemple anterior, la prinagra= n,
esh fitada inferiorment. Per exemple, @®Es una fita inferior de la successi
pe no esa fitada superiorment.

La segona succes$sis,, = (—1)", esh fitada inferiorment i superiorment,
per exemple, per-2 i 3. La tercerayy, = % tamke esh fitada inferiorment i
superiorment, per exemple, p&r 2.

El sedient resultat ens permet assegurar que determinadessoosesn
convergents sense haver de comprovar la defiieiconvergncia.

Teorema 4.2.4Siga{a, }22, una succeséj aleshores
e Siés creixent i estfitada superiorment llavoras convergent.

e Siés decreixent i eaffitada inferiorment, llavorgs convergent.

4.3 ElniOmeroe

Es tracta d’estudiar uns tipus especials de successions cagm es poden
transformar en successions del tipdsmeroe.

Propietat 4.3.1 La successi {(1 + 2)"}>2, &s convergent i el seinhit &s el
nimeroe = 2, 71828 ... ..

Demostracb. La convergncia de la successes demostra com a consegcia
del teorema anterioEs a dir, demostrarem primer que la sucaeésicreixent i desps
provarem que eatfitada superiorment. Per tant, necessariar@gbnvergent.
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Limits i contindtat

La succes$i de terme general, = (1 + )" és creixent.
El que farem primer es desenvolupar I'expréssdi+ %)" aplicant-hi el binomi de
Newton.

10, 1 nn-1) 1, nn-1)n-2) 13 nn—1)...2.1 1.,
(1+n) _1+nn+ 2! (n) * 3! (n) ot n! (n) '
Fent-hi operacions, arribem a la segt expressidea,,:
1 1 1 1 2 1 1 2 n—1
Lbld (=) (1= )= ) (1= ) (1= =) (1= =),

Si comparem ara amb,1 observem queu,+1 té un terme rés i que aquest

termeés positiu. Observem tarélgue cada factor e, 1, (1 — n%l), &s major que
k

els corresponents en,, (1 — £). Per tant, el resultat total Setamt& major. Es a dir,

n

An+1 > Qn.

Demostrem ara que la succésssh fitada superiorment.
Sien I'expres$ dea,, calculada aéls substitim els factorg1— £) per1, obtenim
que

141 1 1 1
anp <1+ +a+§+"'+a-

Noteu tami que per a qualsevéle N, 2¢ < k!, per tant

1

1 n n—
an <1+1+ 5+ 4+ ()" =3-(5)"" <3

Es a dir,3 &s una fita superior de la succéssi
En conclush, la successiés creixent i est fitada superiorment, per ta@s con-
vergent.

Hi ha moltes successions quénsde la forma{(a, )"}, i per a les
quals, aplicant-hi les propietats de les successions @srela Propietat.1.4
s'obte una indeterminaoidel tipus1®°. El limit d’algunes d’aquestes succes-
sions es pot determinant reduint-les a expressions relagés amb elimero
e. La propietat se@ent ens mostra com es pot aconseguir la reducci

Propietat 4.3.2 Siga{a,, }52, una successéique divergeix ao, llavors, la suc-
cessb

{1+ D)oy,

n

és convergent alimeroe.

Exemples.
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e Lasuccessi{(1 + -5)"}>2, és convergent.

n n? azm
1 1 "
lim (1+ — lim 1+ —
n—oo n2 n— 00 n2
limy 0o =

1\
<hm (1+2> ) =’ =1.
n—o0 n
1

e Lasucces§i{(1+5) w}o°_ | és convergent, pemoés del tipus imeroe
ja que el imit de la succes8ide I'exponent n@s infinit,lim,, _, o % =0.
Per tant, el selrhit és

1 % 1 limy, oo %
lim <1+2) =(1im <1+2)> =1°=1
n—oo n n—oo n

e Lasuccessi{(1 — L)"}°2, és convergent.

-1
) 1 n ) _1 n ) 1 —n
Iim (11— — = lim (14+ — = lim 1+ —
n—oo n n— 00 n n— oo —nNn

L. 2 2 .
e Lasuccessi{(Z;%2)% 2} | &s convergent.

. n? 49 3n242 . n2 — 54 (542) 3n?42
lim = lm(|——————>

n—oo \n2 —5 n—o00 n2—>5

2
7 3n 42
= Ilim (1
nl—>oc ( + n2 — 5)

n2-5 71'2775.(377,24»2)

1
n—oo #

2
. 21n%+14
= ehmn*)x n2—5 = e

21

4.4 Funcions elementals

Ara estudiarem algunes propietats de les funcioés habituals i que uti-
litzarem durant la resta del curs.
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4.4.1 Funcions polimmiques

Definicio 4.4.1 Una funcb es diu quees polindmica de graun si existeixen
nombre realsig, a1, . .., a,, amba, # 0, tals que

f(@) = ana" + an_12"" " + - + a2a® + a1z + ag,
per atotz € R.

Noteu que el domini d’una fungipolinomicaés sempre taR. Les fun-
cions poliromiques de grau zero reben el nom de funcions constéats = ag.

Nota. Les funcions polidmiques o polinomis@ molt habituals i importants
en matenatiques. Per exemple, hi ha un resultat molt important anaimel
Teorema de Weierstrassle 1885 que diu quees possible aproximar uniforme-
ment funcions cofriues mitjancant polinomiés a dir, sempre podem trobar un
polinomi que s’aproxime tant com vullguem a una funconinua. La definidd
de funcd coninua es troba &s endavant, Definigi4.5.3

Una funcbd f es diuracional si existeixen dues funcions polimiquesp, ¢
tals que

per atotr € R. Eldomini d’una funod racionaks el conjunt dels nombres reals
menys els punts on s’anld el denominadofR — {z € R tals queg(z) = 0}.

4.4.2 Funcio exponencial

Definicio 4.4.2 Sigaa € R, a > 0. La funcb exponencial amb baseés la
funcio f : R — R definida perf(z) = a®.

El domini d’'una funcd exponenciabsR i és una fund injectiva. Al-
gunes de les propietats les teniu a contindiaci

Propietats 4.4.3 Sigaf(z) = a*, amba € R, a > 0, aleshores

i) a° 1 )
i) a"t = a%-a¥ ,
iii) a® Y = a®-a V=%
iv) (a®)F = ak*
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4.4.3 Funcio logaritmica

Donat que la fun@ exponenciaks una fund@ injectiva es pot definir la
seua inversa. Aquesta inver8a la funcd logaitmica i es denota pey(z) =
log, z, &s a dir,log, « és I'exponent al qual hi ha que elevar la basper a
obtenirz,

llogax:b — a’ =1z.

El domini de la fundd és]0, +oo] i el conjunt imatgees la recta real (els valors
compresos entrf), 1] tenen com a imatge els reals negatius i els valors entre
[1,4+o00[ els reals positius).

Sila base dels logaritmés 'anomenatiimeroe = 2, 71828 .. ., aleshores
la funcio logaritme es denota pér x i sS"anomendogaritme neperia.

Algunes propietats importants de la fumdogaitmica, i que norés es-
criurem per a la funéiln z, son les segents

Propietats 4.4.4 Siga f (z) = ln x, aleshores

i) Inl = 0,(e"=1) ,
i) Inzx-y = Inzx+lny ,
i) Iny = Inz—-Ihy ,
iv) Inz¥ = k-Inz

Aquestes propietats es poden deduir de les de laGugonencial i del fet que
aquesta siga injectiva. En particular,

elnwy _ x.y:elnﬁ_elny:elnx—&-lny
Inx
: &
6111% = == _ elnxflny
y ey
k
elnm _ fL‘k _ (elnw)k _ eklnx.

Curiositat. Les escales de mesura de la intensitat d'un témadt més
usades Gn de tipus logdtmic. En particular, I'escala de Richter utilitza una
escala logdatmica de baseo0, i per tant, un augment d’un grau en aquesta escala
no es correspon amb un augment lineal de la magnitud d’uatismol, sird
exponencial. Per exemple, un ter&tol de grau si€s deu vegades menys
intens que un de grau set, i cent vegades menys intens quegnaideuit.
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4.4.4 Funcions trigonoratriques

Les funcions trigonom@triques associen a un angle uns determinats valors.
Un angle ve determinat per la seua mesura en radians (laudndg I'arc de
la circumfeéncia unitat comy@s entre dues semirectes). deintit positiu dels
anglesés el que va de I'eix a I'eix y. Aixi, si 'angleés positiu segueix aquest
sentit i siés negatiu el sentés el contrari.

Considerem la circumfencia unitat i un angle mesurat en radianscde
unitats. L'angler ens determina un punt en la cirungtacia unitat de coorde-
nadeqa, b) aleshores definim les funcions

e sinuscomsin(z) = a,

e cosinuscomcos(z) = b.

0.5

sin tan

0.5
cos

Una relacd fonamentags la identitat

sin?(x) + cos?(z) = 1. ‘

Aquesta relad és conseiiencia de la definiéi ja que el puntsin x, cos ) és
un punt de la circumfé@ncia unitat.

Tant el sinus com el cosinus (i les funcions definides a pdiites) $n
funcions perbdiquesgs a dir, tornen a prendre els mateixos valors en diferents
intervals. Per tant, cap d’ellé&ss injectiva en tota la recta real. A continuaci
podem vore les @gfiques de la fundisinus

1
0. 5E
-6 -4 N2 _g 2 \4\/(
-1
sin(x)
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i la funcio cosinus

AT

cos(x)

Les altres funcions trigono@triques es defineixen a partir d’aquestes. Les

funcionstangenti secant definides per a # kr + 5, k € Z,

tan(z) = i;r;ii))’ sec(x) = 1

cos(z)’
Les funcionscotangenti cosecant definides per a # kr, k € Z,

cot(z) = z?jg)), cse(x) = !

sin(z)

Les seues funcions inverses, amb les precaucions sobremisis de
definicib, s'anomenerarc sinus, arc cosinusi arc tangenti es denoten per
arcsin, arccos i arctan, respectivament. Les dues primeres estan definides en
l'interval [—1, 1] i I Gltima enR. Les altres inverses n@s tan importants.

4.5 Limits de funcions

El concepte intitiu de limit d’'una funcb es pot expressar conQuan
la variable x s’aproxima (tendeix) a un valar, el valor de la fund f(x)
s’aproxima (tendeix) & Amb un exemple entendrem millor aquest concepte.

Exemple 4.5.1La funcio

z? x € [-2,1],
fl@)=1q 3 z=1,

—2?4+2z+1 z€]l,3)].
té com a gafica
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Aleshores, si s'observa la seuafica sembla clar que éhhit de la funco
quanz s’aproxima arg = 0 és igual & = 0 i que quan ens aproximemeg = 2
el limit de la funco és¢ = 1. Peb que passa si ens aproximem@= 1? Aix0
ho vorem de seguida.

Els nombres que estan prop d’'un punt regkls podem dividir entre els
gue estan a la seua esquerra i els que estan a la seua dretantPpodrem
calcular:

e ellimit de la funcd enxg per I'esquerra (quan ens aproximemaa amb
valors que estan a la seua esquerra), i ho denotarem per

lim f(z).

e el limit de la funcé enx( per la dreta (quan ens aproximemma, amb
valors que estan a la seua dreta), i ho denotarem per

lim f(x).

.’E—?fEO

Exemple. Per a la fund de I'exemple anterior (Exemple5.]) es € que

lim =1 , lim f(z)=2.

r—1— r—1+t

Per tant, segons per on ens aproximem al valarge- 1 obtenim un resultat
diferent. En aquests casos direm queimlil de la funcé no existeixquanx
tendeix al.
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Definicio 4.5.2 Sigaf : D ¢ R — R una funco i sigazy € D. Direm que el
limit de la funcd f quanz tendeix ary €s un nombre rea si per a tote > 0
existeix uny > 0 tal que si0 < |z — xo| < ¢, aleshoreq f(z) — ¢| < e. En
aquest cas escriurem

lim f(z) =¢.

P

Intuitivament aquesta definiwivol expressar la ségnt nocd: ens po-

dem apropar d tant com siga necessari amb valors de la imatge de ladyhci
proxims azx i vice-versa, totes les imatges de puntSxims ax, tamke estan
proximes a.

Nota. Encara que ja eatinclos en la definid, direm que elimit de la
funcid enzq val ¢ si els dosiimits laterals én iguals &.

El concepte deiiit apareix tamb en la definidd de continiitat d’'una
funcio.

Definicio 4.5.3 Una funcd f : D ¢ R — R es diu que esontinua en un
punt zg € D si

lim f(x) = f(xo).

r—x0

Es diu que la fund f és coninua enD si hoés en tots els punts de.

Per la definiad de imit d’'una funcd quan x tendeix a, tenim que una
funcio és coninua en un punt, del seu domini si per a tet> 0, existeixd > 0
tal que silz — xo| < 9, aleshores$f (z) — f(zo)| < e.

Exemple. En I'exemple4.5.1la funcio és contnua enzy = 0 i enzy = 2 pen
no és coninua enry = 1 ja que no existeix elinit de la funcod enzy = 1.

Idea geonetrica. S'acostuma a dir que una fuldd@s coninua si es pot dibuixar(
o redrrer) la seua gifica sense algar el llapis del paper en cap moment.

Exemples. Important! Les funcions polidbmiques én contnues i per tant,
tamle les funcions constants. Les funcions racionals tafalia on estiguen
definides). Les funcions exponencials, les ldgaiques i les trigonomtriques
sinus i cosinus tané La tangent tamébhoés en els punts on eéstiefinida.Es

a dir, totes les funcions elementatmscontnues.

Nota. Com a consegencia de la definié de continitat quan tinguem que
calcular el Imit d’'una funcb continua quanx tendeix ary aquestimit és igual
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al valor de la fund en el punty, és a dir,

lim f(z) = f(zo).

T—x0

Un altre exemplés el segent: Sigaf : R — R tal que
1z #0,
fla) = { : T7

Aquestaés una fund definida en tofR pe® que noés coninua ja que no ho
és enrg = 0. Vegem-ho. Siga = 1isigad > 0 qualsevol. Agafemr < 0
tal que—x < §. Per tant, amb aquesttenim que|z — 0] = —z < 0 peR
f(z)=1<0ipertant|f(z) —2|=2-1>2>¢

6

4.6 Criteri de I'entrepa per a funcions

Aquestés un primer ratode per tal de calcular algurimits més compli-
cats i que es pot utilitzar en moltes ocasions.

Teorema 4.6.1Siguenf,g,h : D ¢ R — R tres funcions tals que per a tot
x € D es compleix la ségent desigualtat

f(@) < g(x) < h(z).

Aleshores, si
lim f(z) =y = lim h(x),

T—x0 T—x0

llavors tamt& es compleix quém,, ., g(z) = y.
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Exemple 4.6.2 Calculem el imit de la funcd f(x) = =% quanz tendeix a

sinx

zero i vejam que

lim — =
rz—0 SIn T

Nomeés cal recordar que per la mateixa defibige les funcions trigonoatriques,
tenim que, per a valors deentre0 i 7, es compleix que

sinz <z < tanz,

ja quex és la mesura en radians de la longitud de 'arc de circiant2a entre
els puntg1,0) i el punt(sin z, cos x).

Per tant, sic > 0, podem dividir I'expresgi anterior pesin = i obtenim

x tanx 1
<

~ sinz T sinz  cosz
Podem aplicar ara el criteri de I'ent@pja que elimit de la funcd constant
f(z) = 1 és el mateix valor, i eliit de h(z) = —L— quanz tendeix a0 és
tamte 1. Quanxz < 0 podem fer el mateix pércal anar amb compte amb els
signes i les desigualtats.

96



Limits i contindtat

4.7 Exercicis

1 Calcula el domini de les ségnts funcions:

1

f(z):m,

g(x) = +5, plz)=v2—=z, q(z)=4+10z—2>

1
V2—ux
2 Donades les funciong(z) = vz + =i g(z) = Vo — .

Calculaf +¢g,f —g, f-gi g.

3 Laltura d'un cert cilindreés igual al dimetre de la seua base. Expressa el
volum, I'area lateral i larea total del cilindre com a furizte la seua altura.

4 Prova que si

aleshores
Tty

Fa)+ ) = S

).
5 Prova que la gffica dex? + y? = 100 talla la gafica dey = = + 14 en els
punts(—8,6) i (—6,8).

6 Determina el polinomi de gratital que per als valors de la varialle2, 3 i
4 pren els valorg, 13, 38 i 83 respectivament.

7 Determina el polinomi de grau menor o igual e pera = 0, a, —a, 2a, —2a

s'anutla, per ar = ¢, —% pren el valorl i per az = —3, 37“ pren el valor
—1.

8 Sigag(z) = }jr—; Troba una relaé entreg(x) i g(—). Calcula la fundd
inversa degj.

9 Lafuncd f(z) = fiﬂg:ﬁ és contnua enR — {—2, 2}. Defineix f(2) per a
que f siga coninua enr = 2. Podries fer el mateix pera= —2?

10 Calcula els sagents Imits:

4 — g2 R | )
lim ——, lim ——, lim .
z—2 2 — x2 z—1 132 —1 z—1 12 — 1

11 Calcula els segents Imits:

. z(l+42) Loz . 2 -1 . sin x
lim ———, lm_—, lm-—7—F——F, lim ——.
=0  2x =0 |z|" e—12? =20+ 1" «=0 g(cosz)s
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12 Prova quéim, o 522 = 1.
13 Calcula els sdents Imits

. 22 —b5x+6 . 22 —bx+6 . 22 —bx+6
lim ————, lim —————, lim ————.
r—1 IE2 — 4 r—2 IE2 — 4 r—2 LL‘2 — 4

La grafica d’aquesta fungiés

10}
5l
10 5 — 5 10
a3
_10,

14 Estudia la contiritat de les sdgents funcions:

244 2 —2? 0
N CE SR IV C R

15 Estudia la contiritat de les segents funcions:

2245 <2, 1—2 x<1,
Q) f@)={ 10  w=2 b go)={1  a=1,
14+23 z>2 2?2 —-1 =z>1

16 Calcula els valors de i b per tal que la fund f siga contnua enz = 1 i
discontnua enz = 2,

ar—b x<1,
flx)=1< 3z l<z<?2,
br2—a 2<uz.

17 Determina si les ségnts successionsis fitades i creixents/decreixents

—1 241 —2)"
an:n , bn:n+ ,  Cp = sin( il (=2) .
n 3n+2 n+1
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18 Calcula els sdgents Imits

1
a) lim n , b))  lim

n—1

n—oo N — 2 naoon2+2

19 Calcula els sdgents Imits

) lim (”“)g b

n— 00 n

lim
n—oo

(
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, ¢ lim PR d) lim

n+ 2
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