5. Derivades

5.1 El problema de la tangent a un corba plana

Un dels primers problemes que es poden plantejar quan diestéun-
cions reals$s el segent: Sigaf : D ¢ R — R una funcé. Donat un valor del
domini, a, determina la recta que passa perf(a)) i que més s’aproxima a la
grafica de la fund. La recta que i@s s’aproxima vol dir que en un entorn del
punt(a, f(a)) la grafica i la recta es diferencien molt poc.

Una manera de determinar aquesta réstia de construir rectes que passen
per dos punts de la gfica,és a dir, la de constriur secants a lafgra, i despgs
fer tendir un dels punts a I'altre. La recta tangenadamrectaimit de les rectes
secants.

/ a a+h

En el dibuix es pot observar que s’han determinat els punta defica
(a, f(a))i (a+h, f(a+h)). Els dos punts determinen un triangle rectangle que
té per catet horitzontal un segment de longituidoer catet vertical un segment
de longitud|f(a + k) — f(a)|. La hipotenusa del triangles un segment de la
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recta secant ques la recta que passa pel pdht= (a, f(a)) i té pendent

fla+h) = f(a)
; :

L'equaci de larecta secant es pot escriure, utilitzant I'equpant-pendent,

y_f(a):w(x_a)'

Per tant, 'equad de la recta tangent (ques la rectaimit de les secants quan
h — 0), és la recta que passa pgermamb pendent

lim L0+ = fla)
h—0 h

com

i la seua equadiés

5.2 Derivada d’una funcio

Definici6 5.2.1 Una funcb f és derivable e si existeix elimit

i St = f()

h—0 h
En aquest cas elrit es denota pef’(z) i s'Tanomena derivada d¢ enx.

Direm que una funéi és derivable si h@s en tot el seu domini.

Amb aquesta definidipodem escriure I'equatide la recta tangent en un
punt(a, f(a)) com

[y —f(a) = f(a)(x — a).]

Exemples. Alguns exemples del concepte de derivada d’'una fuistn els
sedlents:

(i) La derivada d’'una funéi constangés nulla. En efecte, sf és una fundé
constant, aleshores es compleix gife + k) — f(x) = 0, i per tant el
[imit és zero.

(i) La derivada de lafun@ f(z) = z ésf’(x) =1,

p J@ D @) wthoa
h—0 h h—0 h h

102



Derivades

(iii) La derivada de la fund f(z) = 2% ésf’(x) = 2x,

oy o fath) = f@) (et h)? —a?
P == =
2 22} h27 2
= lim Z Herh t ’ = lim (22 + h) = 2.
h—0 h h—0

(iv) Lafuncio valor absolut n@s derivable efi. Vejam-ho calculant eldrhits
laterals quark — 0. Si considerem per una banda dque- 0, tenim que

lim M_ lim ﬂ:

= 1
h—0+ h h—0+ h ’

per si considerem quk < 0,

lim M: lim —h=0 = —1.
h—0- h h—0— h

Com que elsimits laterals no coincideixen aleshores la finobés deriv-
able ene = 0. Recordeu que si la funtiés derivable, aleshores @it

liny, o %7 ha dexistir sense que importe si ens aproximem per la

dreta o per I'esquerra.

(v) Lafuncio

T x>0,

I’Q xT
f(z) = { =0

no és derivable ef. El raonamenés semblant a I'anterior exemple.

Teorema 5.2.2Si f és derivable en el puntaleshoresf és coninua ena.

Demostracb: Una aplicadd de que elimit d’'un producteés el producte

dels imits quan ambdis existeixen ens diu que

lim fa+h) - f(a) = %%w'h:%%w
= f'(a)-0=0.

- lim h
h—0

Per una altra banda, la igualtat, .o f(a + h) — f(a) = 0 &s equivalent a

lim, ., f(z) = f(a). Per tantf és coninua ena. O
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Teorema 5.2.3Siguenf i g dues funcions derivables ef)aleshores

() f+ g tamteeés derivable en: |
(f +9)(x) = f'(x) + g'(x).
(i) f-gtamkeeés derivable en i
(f-9)(z) = f'(x) g(z)+ f(x) g ().

(iii) si g(z) #0, g tamte és derivable en: i

Demostracib: Provarem norés la derivada del producte de funcions,

i J @ P9+ h) = fz)g(@) _

h—0 h
i L@ P9 )~ f@)g(e + ) + f@g(e +h) — f@)g()
h—0 h
i F@ Mg+ h) — f@)gle+h) | f@)gla+h) = [(@)g(a)
T h—0 h h—0 h

= f'(z)g(x) + f(x)g' (z).

Exemple.La funcio f(z) = 2™ és derivable if’ (z) = na" 1.
Teorema 5.2.4Les funcionsin(x) i cos(x) son derivables i
sin’(z) = cos(z), cos'(z) = —sin(z).

Demostracb. Utilitzant les relacions trigonogtriques 8.3) del Tema 0 es ver-
ifica que

sin(z + h) — sin(z)

lim = lim sin(z) cos(h) + cos(x) sin(h) — sin(x)

h—0 h h—0 h
. sin(x)(cos(h) — 1) sin(h)
= }lblirb . + cos(x) -
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Derivades

Ja sabem quiémy, o *2") — 1. Només queda comprovar qiien;, o <=1 —
0.
_cos(h) —1 _ylesin®(h) -1 1 —sin?(h) — 1
N N Y T
o - h ( 1 —sin?(h) + 1)
~ im —sin?(h) — lim sin(h) —sin(h)
" ( 1 —sin?(h) + 1) =0 h 1 —sin?(h) +1
in(h —sin(h
= lim sin(#) - lim sin(h) =1-0=0.
h0 P20 /1 —sin?(h) + 1
O

Com que les altres funcions trigonetriques s’expressen com a quo-
cients de les dues anteriors, les seues derivades es pddaelarcéent servir
les derivades del sinus i del cosinus i Iésnfiules de la derivada d’un quocient.
Per exemple,

)/ _ (sin(z))’ cos(z) — sin(x)(cos(x))’

sin(z)
t "=
(tan(z)) <cos(x) (cos(z))?
(cos(x))? + (sin(x))? 1 2
— = - 1 t .
(cos(x))? (cos(x))? + (tan(z))
Teorema 5.2.5La funcb f(z) = log, « definida per ax > 0 &és derivable i
1
/ —
=)= zlna’
Demostracb.
. fle+h)— f(x) .. log,(x+ h)—log,(x)
/ — _ a a
for = m=— ~in h

. loga(r—;h) . T+ h 1 . r+h 1

= Jlim =2 — lim log, (")) = log, (Jim () %)
limp, o 22
B : Py e (s Ly )
= log,(fim(1+ ) = log, ( fim(1+ )
1 1 1 1

= 1 7)) =1 zlogaey — = .

0g,(e*) = log, (a )=_logse=— —

Nota. En particular, si el logaritmés nepe#, es compleix que

|=

/ _ 1 _
In (Z‘) ~ z'lne ~ =z’
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5.3 Més Propietats de les derivades

Teorema 5.3.1(Regla de la cadeng.Sig és derivable em i f &s derivable en
g(a), aleshoresf o g tamte és derivable em i

(feg)(a) = f'(9(a)) - ¢'(a).

Demostracb. Sigak = g(a + h) — g(a), com queg és derivable, en
particularés coninua i per tantimy,_.g g(a + h) — g(a) = limy_o k = 0. Amb
aQ tenim que

i S e9ath) = (fog)a) _ . flglath))—flg(a)) gla+h)—gla)
h—0 h h—0  gla+h)—g(a) h
o S0l 4B~ flg(@) L glath) —gla)
k—0 k h—0 h

Teorema 5.3.2(Derivada de la funcio inversa) Si f és derivable en, f'(a) #
0i f és una bijecd, aleshoresf ~* tamke és derivable erf(a) i

Demostracb De la identitat(f ! o f)(a) = f~1(f(a)) = Id(a) = a,
s’obté, derivant i aplicant-hi la regla de la cadena, que

(F(f(a) - f'(a) =1.

Per tant(f~1)'(f(a)) = 55- O

Nota. Com aplicadd d’aquest resultat calculem a continuala derivada de les
funcions logaritme, de l'arc sinus, I'arc cosinus i l'aragent:

(i) Les derivades de les funcions exponencifls) = a* amba > 0 i de
g(z) = e® sbn

f(x)=a"-na, ¢(z)=¢e" lne=¢e".
La demostra@ d’aquest resultat es demana en I'exercici 4.
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Derivades

(i) Les funcions arc sinus, arc cosinus i arc tangént ks inverses de les
funcions sinus, cosinus i tangent. $fy) = siny es compleix que
f~l(x) = arcsinx = y, i aleshoresr = sin(arcsinz) = siny = f(y)
(Noteu que hem canviat el nom de la variable de la foirfgi Per tant,

Y _ 1V (p) = (£ = ! = !
(arcsin)'(z) = (f ) (z)=(f")(f(y) F'ly)  cosy

\/1—sin2y_ V1—a?

Analogament amkyf(y) = cosy, i f~!(x) = arccosz = y, aleshores
x = cos(arccosz) = cosy = f(y) i es compleix que

(arccos) (z) = (1))=Y (fly) = =

\/1—coszy_ V=22

| tambe ambf(y) = tany, i f~!(z) = arctanz = y, aleshoresxr =
tan(arctanz) = tany = f(y) i es compleix que

(arctan)'(x) = (F7))' (@) = (F 7)) (f(y) =

V1+a2

Nota. La derivada d’una funéidel tipusf(x) = (g(z))"®). Per tal d’obtenir-
la apliquem logaritmes neperians a les dues part de I'esiords(f(z)) =
h(zx) -1n(g(x)), i derivem

f'(x)

=h(2) In(g(x z)- 2
o) = h'(z) - In(g()) + h(z)

per tant,

f'@) = (9@)"@ - (W(@) - n(g(x)) + i) - £2).

g(x)

Dos casos particularés les derivades de les funcions exponendigls =
a” amba > 0ideg(z) = €7,

(a®) =a”-Ina (") =¢e” -Ine =¢€”,
i tambe quanf(z) = a"® i g(z) = @),
(ah(w))/ — M=) . (hl(fc) In a) (eh(:p))/ — (@) . h'(x)
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Exemple. Calcula la derivada de la furiif (x) = =*. La solucd és

fl(x)=2"-(1+Inx).

Com a resum, adeniu algunes de les derivades de les funciois tma-
bituals:

f'x) = (f (u(x)))" =
@) =n-2] ()" = - (ulw) o/ (@)
() = e (e = ) o/ ()
(nay =1 (Infu@))) = -4 - v'(2)
(a*) =a”-Ina (@) = @) Ina - (z)
(log, 7)" = % (log, (u(x))) = ;e - v (@)
(sinz) = cosw (sin(u(z))) = cos(u(z)) - u'(x)
(cosx) = —sinx (cos(u(x))) = —sin(u(z)) - v'(z)
(tanz) = b~ =1+ tan’x ((tanu(z)) = T u'(z) = (1 + tan? u(z)) - v/ (x)
(arcsin(z))’ = -y (aresin(ufa))) = —£2ler
(arccos(x)) = — 117952 (arccos(u(z))) = —%
(arctan(z)) = 172 (arctan(u(z))) = 1+1é7;(8))2

5.4 Extrems relatius d’'una funcio

Definicio 5.4.1 Siga f una funco derivable iz un punt del domini d¢f. Es
diu que

(i) xo €sun punt raxim relatiu def si existeix un intervala, b] contingut en
el domini def, ambzxg € Ja,b[ital que f(xo) > f(y), Vy € [a,b].

(i) xo €s un punt fmim relatiu def si existeix un intervaja, b] contingut en
el domini def, ambzg € Ja, b[ital que f(zo) < f(y), Vy € [a,b].

El valor f(z¢) rep el nom de valor @xim (ninim) relatiu def i direm que
f assoleix un raxim (mMnim) relatiu enxy. Es diu quef té un extrem relatiu en
un puntzq Si zg €S un nxim o un nmim relatiu.

A continuaco teniu un dibuix on apareixen unaxim i un ninim relatius.
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20¢

15;

-2 2 4

6]

Teorema 5.4.2 Sigaf una funcé derivable. Si;y &€s un extrem relatiu, aleshores

f/(xo) = 0

Demostracb Suposem que €s un naxim relatiu. Abo vol dir que existeix
un intervalla, b] tal quexq € Ja,b[i f(xo) > f(y), Vy € [a,b]. Pertant, sh
és un nombre real tal que + h € [a, b], aleshore¥ (z¢) > f(xzo+h), €s adir,
f(@o+h) = f(xo) <0.

Si h €s positiu, aleshorew <0, i per tant,

lim flzo+h) — f(xo)

<0.
h—0t+ h -

Si h &s negatiu, aleshordg?et")=/(z0) > ¢ j per tant,

lim f(xo +h) — f(x0)

> 0.
h—0— h -

Com que la fund f és derivable en , els imits han de ser iguals i coincidir
amb f’(x). Aix0 significa que

flwo) <0 i f(zo) 20,

és adir,f'(zg) = 0.

En el cas que siga un ninim, la demostraéiés semblant. ]
Nota. El redproc noés cert,és a dir, f’(z¢) = 0 no implica quez, siga un
extrem. Un exemple d’aquesta afirmaés f (z) = x3. Noteu quef’(0) = 0,

pel z = 0 no és un extrem d¢ ja que siz < 0, aleshoreg (x) < 0, mentre
que siz > 0, aleshoreg (x) > 0.
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0.02;

0.01;

0.02;

Definicio 5.4.3 Es diu punt singular d’'una fungif a tot puntz, del domini tal
que

f'(wo) = 0.

El valor f(xo) rep el nom de valor singular dg.

5.5 Alguns Teoremes importants

Teorema 5.5.1 Teorema de RolleSi f &s coninua en[a, b], derivable efja, b]
i f(a) = f(b), aleshores existeix un pung € Ja, b[ tal que f'(xy) = 0.

Demostracb La demostrad es basa en que tota fuda@oninua en un interval
[a, b] assoleix un valor gaxim i un valor mnim. Si el valor néxim s’assoleix en
un puntz, €]a, b[, aleshores, donat que la fub@s derivable en, tenim que
I (xo) = 0.

Si el valor ninim s’assoleix en un puniy € |a, b[, aleshores, donat que la
funcio és derivable em, tenim quef’(z() = 0.

Suposem, finalment, que el valoamim i el valor mMnim s’assoleixen en
els extrems. Com qug(a) = f(b), aix0 vol dir que la funadd és constant i ara,
per a qualsevat € Ja, b, f'(z) = 0. O

Exemple 1. La funci6 f(z) = {/(x — 8)2 en 0, 16] compleix quef(0) =
f(16) = 4, peo la seua derivadg’(z) = 33/% no s’anulla en cap punt de
[0,16]. Que passa amb el teorema de Rolle?
Exemple 2. Prova que es verifica el teorema de Rolle per a la furf¢ic) =

V8 — a2 en|0, 8]. Quineés el valorz, tal quef’(zg) = 0?
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Teorema 5.5.2 Teorema del valor mith. Si f &s coninua en[a, b] i &s deriv-
b

able en|a, b, aleshores existeix un pung € ]a, b[ tal que f'(z¢) = W

Demostracb La demostrad es fonamenta en el Teorema de Rolle. Es consid-
era la funcd

h(z) = f(z) - ﬁ(x —a),

i s'aplica el Teorema de Rolle a aquesta fanci

Noteu que la fund h és coninua en[a, b] i derivable enja,b[. A més a
més,h(a) = f(a) = h(b). Per tant, es compleixen les biesis del Teorema de
Rolle. En conseiggncia, existeix um, € [a, b] tal que

7) = f(a)

0= W (o) = f'(z0) ~ T~

d

Definicio 5.5.3 Es diu que una funoiés creixent (decreixent) en un interval
sisempre que,y € I ambx < y, aleshoresf(x) < f(y) (f(z) > f(y)).

Corol-lari 5.5.4 Siga f una funcé derivable en un interval. Si f/(z) > 0
per a totx € I, aleshoresf és creixent ed. Sif/(z) < 0 per atotz € I,
aleshoresf és decreixent eh.

DemostracH Considerem el cag’(x) > 0. Sigueny,z € I tals quey < z.
La funcio f és coninua enly, z] i derivable eny, z[. Per tant, aplicant-hi el
Teorema del valor mij, tenim que, existeix un € |y, z[ tal que

Ara bé, com quef’(x) > 0, aixo vol dir que

f(z) — f(y)
z—y

>0,
i com quez —y > 0, aleshoresf(z) — f(y) > 0, és adir,f(y) < f(z). Per
tant, f és creixent. O

Nota. En els punts raxims i minims d’'una funa f (=) es compleix qug’ (xo) =
0, i aix0 es pot interpretar com que la pendent de la recta targgenero. Per
tant, la tangenés horitzontalés a dir, & per equadi

y — f(xo) = 0.
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5.6 Derivades successives

Definicid 5.6.1 Siga f una funcd derivable tal quef’ siga tami@ derivable en
un puntz, aleshores, la derivada df enzy s’anomena segona derivada de
enx i es denota per” (x).

De la mateixa manera es poden definir les derivades tergéfaguarta,
fUv) | etc. i derivadan-gssima,f ().

Teorema 5.6.2Siguenf i f’ funcions derivables. Suposem gtiézr,) = 0:
(i) Sif"(xo) > 0, aleshoresf té un mnim relatiu enx.
(i) Si f"(x0) < 0 aleshoresf té un naxim relatiu enc.

Demostracb Per definicd tenim que

f'(xo +h) — f'(20)

7 T
(o) = }ng})

h )
i donat quef’(xo) = 0, es pot reescriure com a
(g + h)
" — 1 f (l‘o )
[ (o) e S S

Suposem ara qug’(zo) > 0. Aix0 vol dir que el quocien{w ha de ser
positiu per ah suficientment menut. Per tant, pehanenut,f’(zo + h) ha de
ser positiu quark és positiu if’(zo + k) ha de ser negatiu quanés negatiu.
Aix 0 vol dir quef és creixent en un interval a la dreta:dgi queés decreixent
en un interval a I'esquerra dg. Per tant,f té un ninim enx.

La demostrad per af”(z¢) < 0 és adloga. O

5.7 Regla de I'Hbpital

Teorema 5.7.1 Teorema del valor mih de Cauchy. Siguenf i g dues fun-
cions coninues en[a,b] i derivables enja, b[, aleshores existeix un nombre
xg € Ja, b| tal que

(f(0) = f(a)g'(x0) = (9(b) — g(a)) [’ (x0).

Demostracb La demostrad noés nés que una altra aplicacdel Teorema de
Rolle, araalafun@h(z) = (f(b) — f(a))g(z) — (9(b) — g(a)) f(z). En efecte,
la funcid h és coninua ena, b], derivable efa, b[ i a més a nés,
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Per tant, existeix umg € Ja, b[ tal que

0= h'(z0) = (f(b) = f(a))g'(x0) — (9(b) — g(a)) ' (z0).

0
El teorema del valor migj de Cauchyé una aplicad@ molt important en
el calcul d’'un determinat tipus dénhits.

Teorema 5.7.2 Regla de 'tbpital (%). Suposem que

lim f(z) =0, i limg(z)=0,

r—a r—a

on a tamk®e pot ser+oco 0 —oo, i suposem tant que existeixim, ., gé;;

Aleshores, existeikm,,_,, % i es compleix que

F@) _ o F@)

lim —= = .
e—a g(x)  w—a g'(z)

Exemples.Calculem els sdgents Imits:

(I) lim, o sinI(z) = lim, .o cosl(x) -1
(i) limg—y 2% =lim, ., = = 1.
(iii) limg_o —1%2?*(%) — limy_.o —S;I;(m) S

Demostracb Demostrarem primer quan — a € IR i deixarem per a r@s enda-
vant el casc — oo.

Suposem per tant qun, ., f(x) = 0,limz—q g(x) = 0iquelimgz_q g:gz; =

2ivolem demostrar quBm,_., J;E:; =/

El fet de que existisca eirit lim,_,, g:gg = ¢ vol dir que tantf’ comg’ exis-
teixen en un interval de la formia — h,a + h]. Ara bé si $n funcions derivables en
eixe interval, aleshoren contnues en el mateix interval. Com glien,—.. f(z) =
0,limz—q g(z) = 0 icom que tantf com g son contnues era, aleshoresf(a) =
g(a) = 0.

Podem aplicar ara el teorema de Cauchy per a I'intdeval 4 1] i tenim per tant
que existeix un nombre, € Ja,a + h[tal que

(fla+h) = f(a))g (cn) = (g(a+h) — g(a)) [ (cn).

Tenint en compte qué(a) = g(a) = 0, només queda
fla+h)g (cn) = gla+h)f'(cn).
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Ara be, si existeix elimit lim, ., £ = , aleshores, necemsament el imit

lim,_., ¢’ (), si existeix &s distint de zero. Per tant, podem suposar tang{ug) # 0,
com queg(a + h) # 0 i aixi podem dir que

fla+h) f,(Ch)

gla+h) g(en)’

Sifem ara tendif, — 0, tenim que

flath) _ . flen) _

o gla+h) Py g'(cn)

| aixi demostrem el primer cas. Demostrem ara elocas oco. Aci la clau esa en fer
- . s
x = ; i aplicar el cas anterior de I'épital

lim f(z) = lim
z—oo g(x t—0 g( )

=M 0

TSN AT
%
ok =
=

K’:

—~

ST PN
—

DY 0=k () e g(@)

La segona versi del teorema de I'Bpital, que no demostrarengs la
sedient
Teorema 5.7.3 Regla de I'Bpital (52). Suposem que

limg_qf(x) = £oo, i lim g(x) = o0,

r—a

<

/(QJ

g'(z

—

on a tamke pot ser+oo 0 —oo, | suposem tantb que existeiXim,, .,

|

Aleshores, existeikm,, ., 1) j e compleix que

g(x)
f'(z)

W 1@
;IE}; g(x) o zl—IEz g (z)

Exemples.Calculem els sdgents imits:

In(z)

»—“&\»—t

() limg,_ o =lim, .o = =0.
sec 3z
secx

cosT __ 13 —sinx
= lim x L =
cos 3T lim, . 2 —3sin3z

W=

(i) limg—z = lim; .z

5.8 Diferenciacb implicita

A vegades no tenim I'expregsexpicita d’una funcd, sinb que el que ens
donenés una relad on apareix la funé d'una forma impicita. Si en aquest
cas volem estudiar la varigcie la funcd, és a dir la derivada, podem fer dues
coses: La primera seridllar directament la funéii despés derivar, o la segona,
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derivar implcitament i desgs allar la funcid derivada. S’ha de fer notar que el
primer metode no sempres factible. De vegades pot seridif, o impossible,
aillar la funcid. Per tant, en generals nées facil dllar la derivada una vegada
feta la diferencia@ implicita.

Agquest netode de la diferenciagiimplicita s’acostuma a utilitzar quan la
grafica d’'una equadiF'(x,y) = 0 noés una fund. No obstant, certes parts de
la grafica poden considerarse conmafijgues de funcion€s a dir, que en eixes
parts podem considergr= f(z) tal queF'(z, f(z)) = 0. En aquest cas, quan
volem estudiar la variagide la funcd f(x), é€s a dir la derivada, podem derivar
implicitament i desg@#s dllar la funcid derivada.

Exemple. Sigay = f(z) una funco tal quex? + 3> = 1. Volem calcular
E = f(x).
e El primer netode, dlar la funcio i despés derivargs possible en aquest
cas. En efecte; = f(x) = £v/1 — 22. Per tant,

X

x T
V1—a? V2 Yy

f'(x)

e El segon nétode. Derivem, respecte de la variabletota I'express
x? 4+ y? = 1, i tenim en compte que és una fund dez. La derivada
implicitaés

2x + 2yy’ = 0.
Aillem aray’
X
Yy = ——.
Y
D’aquest resultat podem treure la 8egt conseigencia.

Nota. Com ja sabeu, 'equagiz? + y* = 1 és I'equadd de la circumfegncia

centrada en l'origen i de radi. D’una altra banday’ és la pendent de la

recta tangent a la gfica de la fund@, en aquest cas, la circuméecia. Tamb
coneixem la reladi que hi entre les pendents de dues rectes ortogonalsesi

la pendent d’una recta, aleshores}ﬁ és la pendent de la recta ortogonal. Per

tant, hem provat que la recta tangent a la circugnieia en un puntzo, yo) €s
ortogonal a la recta que uneix I'origen amb el p(ng, o). En efecte, aque-
sta recta& com a pendent> mentre que la recta tangeré tom a pendent
y'(x0) = —";—g. En particular, en un purt,, yo) de la circumfegncia tenim les
equacions

Yy—yo=—32" (x — x0) recta tangent
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i tambe,

y—yo =2 (z—x0) recta normal.

0.5

Exemple. Troba la recta tangent a la cora® + y* = 92y en el punt(1, 2).
De primer comprovem que el punt pertany a la corba. En efecte,

2(15) +2* =2 + 16 = 18.

Derivem ara imgkitament, donat que el primeréatode, dlar y, no és ara
factible.

1225 + 493y = 9y + 9xy/.
Aillem ¢/,
, 9y — 1225
dy3 — 9z

En el punt(1, 2) el seu valoiés

Per tant, la recta tangeas

0 (x—1).

9=
Y 23

Aci teniu un dibuix de la recta tangent en el puht2),
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1.5

0.5 1 1.5 2

5.9 Angle entre corbes

Definicio. L'angle entre dues corbes en un punt d’'interseé&s I'angle
entre les rectes tangents a eixes corbes en el punt d'iotévse
Si les tangents@ perpendiculars diem que les corbés srtogonals.

Vejam com calcular I'angle. Siguehi g dues funcions derivables tals que
les seues @ifiques es tallen en un pufaty, f(xo)) = (xo, g(x0)). Les pendents
de les rectes tangents a lesfifues def i g enxy sON

f(x0) = mq = tan oy, g’ (19) = mo = tan as.

Aci teniu un dibuixet de la situati

N\

/ \
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Si les tangents@ perpendiculars, aleshores la refeentre les pendents

1

mo = T

Si les tangents nobs perpendiculars, aleshorgs= oy — a; és distint de
5 =90 im; -my # —1. Per tant,

tan s — tan o mo — My

tan f = tan(as — a1 ) = = .
A (e ) 1+ tan as - tan o 1+meo-my

En I'expressh anterior s’ha utilitzat la ségent reladd trigononetrica que s’ol#
facilment a partir de les relacion.8) del Tema O,

sin(ag — 1) sinag cos ag — cos ag sin o

tan(ag — 1) = = - -
cos(ag — 1) €Os g cos g + sin g sin g
tan s — tan oy

1+ tanas - tanaq

En principi, 'angle3 resultant podria ser @ gran quei = 90°, peio
si el que volem es obtenir sempre un anglmés xicotet quel = 90° només
tenim que considerar com a soléci

tan (3

f| ma—mj ‘
1+mo-mq !*

Exemple. Calcula I'angle entre les corbgs= 22 i xy = 1.
El punt d'intersecd és toba resolent 'equari

z-2% =1, ipertantz = 1.

Aleshores, el punt d’'interse@és(1, 1) i les pendents de les rectes tangedis s

my = (21’)(171) = 2, mo = (7)(1_’1) = —1.
Per tant, les corbes no es tallen ortogonalment (janpie- —1 # *ﬁ = f%)
i es compleix que
-3
tanf = | —————=| =3,
b |1 + (—2)|

i 'angle agut entre les dues corbesarctan 5 = 3.

5.10 Un exemple de minimitzad: la refraccio de la llum

Es ben sabut que la velocitat de la llum deplel medi per on vaja. Recor-
dareu tamb, de segur, que quan la llum passa d’un medi a un altre, pateix

118



Derivades

canvi de direcd. Es el fedomen anomenat refraccile la llum. Alb que potser
no siga tan conegu#s que aquest fémen pot explicar-se com a congeqcia
d’un problema de minimitza6i Aix0 és el que farem en aquest paragraf.

Per a simplificar el problema suposarem que estem en un ptém s
medis, M, i My que estan en contacte al llarg d’'un recta. La velocitat de la
llum en cadacun del medé&sv; i vo, respectivament. Suposarem que un raig de
llum, emés des d’'un pun®, en el medi)M; arriba a un altre punk, del segon
medi M.

Un dibuix il-lustratiués el segient on hem triat el sistema de refacia
per tal que les coordenades del punt emissor sidguen (0, a), les del punt de
contacte del raig amb el medi, siguenP = (z,0) i les del punt d'arribada
P.=(d,b):

re

Pr
D’acord amb la drmula temps %'%‘%%el temps empleat per la llum
per anar de°, a P és

b va? + 2
1 — vy )
idePaPp,
b2 + (d — x)?

U2

to =

Hi ha que minimitzar per tant, la furtci

B Va2 + 22 N \/b2—|—(d—x)2

t(z) = t1(z) + t2(z) vy V2

Ara,
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. . . . . o T . o _ d—x
ara ke, del dibuix es dedueix quen oy = Jo | quesinay N
i per tant,

sinay  sinas

t'(x) = .

U1 V2

Si restringimz € [0, d] aleshores la fundit, queés derivable en eixe in-
terval, verifica que’(0) < 0i t/(d) > 0. Per tant, ha d’haver un punt intermedi
xo tal quet’(xg) = 0, s a dir, quan el purf® té de coordenadeB = (z,0) es
verifica laLlei de Snell,

sina; __ sinas
v1 V2

5.11 Dibuix de grafiques de funcions

Anem a vore com a partir d'unase de dades referents a una funpo-
dem dibuixar la grfica d’aquesta amb prou fiabilitat.

(i) Domini de la funcio6. Es el conjunt de punts per als quadsgentit la
funcio que volem estudiar. Per exemple, per als polindsisotR, per
a un quocient de polinomissR menys els punts on s’anla el denomi-
nador,. ..

(i) Simetries. Estudiarem nois dos:

e Simetria eixy, quan es compleix qug(—xz) = f(z).

e Simetriarespecte de I'origen, quan es compleix fjier) = — f(x).

Nota. No ni ha simetria respecte de I'eix ja que llavorsf no seria una
aplicacb, és a dir, hi hauria valors del domini que tindrien dues imatge

(iii) Tall amb els eixos.Trobem els punts de tall amb

e Tall eix z, cal fer la segona coordenada zefy) = 0.

e Tall eix y, cal fer la primera coordenada zefio= 0.

(iv) Asimptotes. Son rectes del pla a les quals tendeix lafgra d’'una fund
en un entorn d’'un punt. Poden ser:

e Horitzontals.Una rectay = b &s aémptota horitzontal d¢ si

Iim =b o lim =b.

xr——+00 xT——00

120



Derivades

e Verticals.Una rectar = a és agmptota vertical de’ si

lim =+00 0 lim = +oo.
r—at r—a~

e Obliglies. Quanf(xz) = fl’gg és un quocient de polinomis tal que

el grau dep(z) és una unitat major que el grau ger). Aleshores,
podem fer la divish dels polinomis i arribem a
p(z)

f(a:):m:ax+b+m,

i 'asimptota obilquaés justameny = ax + b.

(v) Creixement-Decreixement.Cal fer la derivada de la funeii trobar els
punts singularsgs a dir, els punts off (z) = 0. Despés, amb aquestos
punts, i els possibles punts on no estiga definida la &yroal possar-los
en la recta real i donar valors a I'esquerra i dreta d’eixdsrga Quan la
derivada siga positiva marcarem un signécreixent) i quan siga negativa
un signe— (decreixent). Amb atja podem saber de quin tipas un punt
critic:

e Si no hi ha canvi de signe d’esquerra a dreta d’'un f@snper que
0 bé és un punt d'inflexd o k& és un punt on hi ha unaiasptota
vertical.

e Si hi ha canvi de signe, el pugs un naxim si el canviés de+ a
— (creixent-decreixent), &s un ninim si és de— a + (decreixent-
creixent).

(vi) Concavitat cap a d'alt-cap a baix. Una funcbd f direm queés ®ncava
cap a d'alt (cap a baix) en un interval si en eixe interval levaea f’
creix (decreix).

El criteri empleat per determinar el tipus de concavitatasalen el signe
de la segona derivada. Direm que lafiga de la fund f en un interval
Iés

e cOncava cap adaltehsi f” <0enl.

e concava cap a baix ehsi f”/ > 0 enl.
Per tal d’averiguar els intervals on la fua@s ®ncava cap a d'alt o cap

a baix cal possar els punts on s’afalla segona derivada, i els possibles
punts on no estiga definida la fubgien la recta real i donar valors a
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'esquerra i dreta d’eixos valors. Quan la segona derivagka [gositiva
marcarem un signe- (concava cap a baix) i quan siga negativa un signe
— (concava cap a d’alt). Amb agja podem saber els punts d'infléxi
(punts on canvia la concavitat).

Exemples.Dibuixar la giafica de les sdgents funcions:

2
f(x):x :17 g(x)Zé(£3—6x2+9x+6), h(z) =x-€".

122



Derivades

5.12 Exercicis de derivades i les seues aplicacions

1 Troba l'equad de la recta tangentija= ( Hjl en el punt(10,4).
xr— 2

2 Troba les interseccions amb I'eix d’abscisses de la racigent i de la recta
normal a la corbg = z — 8(z — 3)2 en el punt d’abscisa = 4.

3 Troba l'area d’un triangle limitat per la tangent:g = 3 en(3, 1) i els eixos
de coordenades.

Prova que larea del triangle limitat pels eixos de coordenades i larat-
gentary = men(a, ™) és independent de

4 Prova quéa®)’ =a” -Ina.

5 Troba la derivada de cadascuna de lesisats funcions:

1—a? 1- .’L'% —T o an(z
a)y = T3 22 b)y:m, c)y=-e “sinz, d) y = etan(@),
. 1
22 —
1
i)y = arcsin(bx), j)y=arccos(2z), k)y= B arctan(ax), [)y = arctan(e”),
m)y = (1—x+ arcsin(z))? n) y = arcsin(z) — In(1 — %)

6 Troba la segona derivada en cadascuna de I&ntefyncions:

4 9 T 4
a =x" — 2z +1, b = 5 (& = 1
)y V=1 )y Gy
d)y=a(x—2)2, e)yZL_?’Q f)y =2z 5)%.
2x —5
7 Calcula els sdgents Imits
)l cosx — 1 b Inz ) T —sinx

8 Calcula elimit quanz tendeix a zero de les sggnts expressions

2 (1—&—3:)%—17 b 1—(1—!—3:)%’ . ex+e—x—27
T x cosx — 1
In(1+x arccos(l — x tan x
d) g e) #, f) :
sinx \2r — 12 x
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9 Calcula els sdgents Imits

. 2%+ 2? + 3z +3 . l4cosz .z
a) lim , b) lim ——, ¢)  lim —,
e——12x3 + 222 + 52 +5 z—m sin(2x) a0 er
1 r—1 1) -1 3
d) lim ﬂ, e) lim ¢ n(x5—|— ) , f)  lim RCT
r—oo T z—0 x r—% SecT

2

10 Troba I'equad de la recta normal a la fur@iz? — y?> = 3a? en el punt
(2a,a).

11 Determina: i b de manera que? = ax + b siga tangenta — 2y = 1 en el
punt(3,1).

12 Determinar, b i c de manera que la corba= ax? + bz + ¢ passe pe(l, 3)
i sigatangentdxz —y = 2 en el punt(2,6).

13 Troba els punts de la corpa= 4 — 22 en qu& la recta tangerés paralela a
la rectay = 4.

14 Troba els punts de la corpa= 1 —2? en qu& la recta tangeréts perpendicular
alarectar = 12y.

15 Troba els angles en gua corbay = 322 — z talla a I'eix .

16 Lescorbes?+y? —3x+1=0i4x -3 =y?estallenenels punts, —1)
i (1,1). Troba els angles amb ges tallen.

17 Prova que les corbe$ = 4(y + 1) i 22 = —4(y — 1) es tallen perpendicu-
larment en tots els punts de la seua intersecci

18 Troba el triangle issceles direa constant i de genetre mnim.

19 Un plaM N separa un medi en gua velocitat de propagdxide la llumés
vy del medi en ga la velocitatesv;. Quina se la llei de propagadi per
gue un raig de llum vaja del punt al puntB en l'interval de temps &s curt
possible?

20 En un semi-cercle de radinscriure un trapeci drea naxima.

21 Troba larea del rectangle de peretre naxim que es pot tallar en una placa
circular.

22 Troba el prismarecte de base quadrada, volum constastipgefcie minima.
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23 Entre els prismes rectes de base quadrada i amb diagmséhot troba el de
volum maxim.

24 Calcula la fmima quantitath/ de material per poder construir un cilindre
circular recte i buit, obert en la seua part superior, pereagga contenir un
volum V' i tal que el grosor de les seues parets siga

25 Laintensitat d'illuminacb d’un puntés inversament proporcional al quadrat
de la dis&ncia del punt al focus llumés. Dues llums, una de les quaés t
8 vegades rés intensitat que l'altra, estan separadestperetres. A quina
distancia de la llum de major intensités la itluminacb total ninima?

26 Troba els punts d'inflegide la corbay = 6 + (z — 3)°.

27 Troba els punts d'inflegide la corbay = x> + 10z i indica per a quins valors
dex la corbaés ®ncava o convexa.

28 Representa gficament les funcions

1 1+

29 Representa les d@gnts corbes

2
a)y:;fg, b)y:%+$*4, C)y:fﬂsfm*z
30 Representa les d@gnts corbes
x(x? - 3) x> ozt 228 9z + z*
= — b = - = — — — 1 = —F.
Vy=Za—r V=TT s b V=

31 Emaparella les funcions amb lesfigues raonadament.

a)  fi(z) = L b)  fola) = TxES
) fi(x) = T3z=0 d) falr) = 5202,

S
o
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32 Troba I'equad de la circumfegncia queé per centre el punt-2, 1) i que
passa pef2,4).
33 Troba els punts dg = f—i en els quéj—g =0.

34 Troba I'equad de la circumfegncia queé& per centre el pun(t-2,2) i que
és tangent a la rect2x — 5y = 135.

35 Troba I'equad de la circumfegncia quees tangent a® +y2 = 13 en el punt
(—3,2) i que passa pgr>5,0).

36 Troba les equacions de les rectes de peritlegqie $n tangents a la circum-
ferenciaz? + y? — 10z — 8y + 36 = 0.

37 Troba les equacions de les rectes que passen pgluni que n tangents
a la circumfeenciaz? + y? + 4z — 6y — 13 = 0.
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