6. Integracd de funcions d’'una
variable. Aplicacions.

En el tema de derivades vam estudiar el problema de donadancia,
f(x), calcular la seua derivadés a dir, trobar la funéi f'(x). Doncs &, en
aquest tema estudiarem el problema invers: Donada unafyfiai), cal trobar
una funcé, F(x), tal que la seua derivada siga precisament la fujfici), és a
dir,

Definici6 6.0.1 Una funcd F s’Tanomena primitiva d¢ en|a, b] si F' &s coninua
enfa,b] i es compleix qué”(z) = f(x) per a tot puntz €]a, b|.
Exemples.Trobar les funcions primitives de

a) flz) =c,ce R, b)gla) =z, ¢ h(t)=t', d)pa)=c".

Teorema 6.0.2Siga f(x) una funcd coninua enlfa, b]. SiFi(x) i Fa(z) sbn
dues primitives d¢ (z) en|a, b], aleshores la seua difénciaés una constant,

Fl(x) — FQ(Z‘) =CeR.

Demostrach. Definim la funcd G(z) = Fy(z) — F»(z) enfa, b], i com Fy i Fy
sbn primitives def es compleix que

G'(x) = Fi(z) — Fy(x) = f(z) — f(x) =0,

per a tot valorz €la,b|, i per tant, la fund G(x) ha de ser constant. Ara
apliquem el Teorema del valor ndt{ Teorem&.5.2 a la funcd G(x):

(i) és coninua enfa, b] i derivable ena, b],
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(i) existeix un puntzy €]a, b tal que

G(b) — Gla)

/ _
G(,’Eo)— bfa

Donat que,G'(z) = 0 per a tots els valors de l'intervéd, b es verifica que
G(b) = G(a), i la funcid G és constant. Sig&’ € R la constant tal que
G(x) = C, aleshores

Fi(x) = Fy(z) + G(z) = Fa(x) + C,
és adir, les dues primitives difereixen en una constant. O
Com a conseqencia d’aquest resulta sentit la seigent definicd.

Definici6 6.0.3 Si una fundd F és una primitiva def aleshores I'expressi
F(x) + C,onC € R, sTanomenantegral indefinida o integral de la funcé
f(zx), i ho escriurem com

/f(;v) dr =F(z)+C on F'(z)= f(x).

Nota. De la defincd anterior es dedueix que si derivem una integral in-
definida obtenim la fundique voliem integragés a dir,

( [ @ dx)/ — (F(a) + C) = F'(a) = f(a).

Aquestaés la ré per la qual a vegades es diu que inte@si'el contrari’ de
derivar.

Nota. Una bona estragia per tal de calcular una integés fer primer
una conjectura de quin ha de ser el resultat i desplerivar aquesta furgci
conjecturada. Segons el resultatésbés modifica 0 no la conjectura.

Propietats 6.0.4 Siguenf i g funcions corihues, aleshores es compleix que
() [k-fx)de=Fk- [ f(z)de, kecR.
(i) [(f(2)+g(z)dz = [ f(z)d+ [ g(x) dz.
Exemples.Calcular les sdggents integrals

a)/Sxd:c, b) /(2x7x3+2x4) dz, c) /643” dz, d) /sin(?)x) dx.

La regla de la cadena estudiada en el tema de funcion$tapareix en el
calcul d'integrals senzilles.
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Integracb de funcions d’una variable. Aplicacions.

Propietat 6.0.5 Siguenf i u dues funcions tals que es pot definir la funci
composiad (f o u)(x) = f(u(x)). Aleshores,

/ fu(@) o (@) de = F(u@)) + C,  CeR,
on F' és una primitiva def.

Demostracb. Es una conseauncia de la regla de la cadena estudiada en el tema
de funcions. La derivada de la fubctomposiad F'(u(z)), com ja sabemés
igual a

(F(u(z)) = F'(u(x)) - u'(x) = f(u(z)) -u'(2),

donat quel” és una primitiva de la funeif. Per tant,
/f(u(a:)) ' (x) do = F(u(z)) + C, C eR

a

Nota. Aquesta propietat s'utilitza per tal de resoldre integeatth elmetode
de substitucb. La ideaés definir una nova variableigual a I'expres$ u(x)
de manera que la derivada dfx) aparega al calcular la derivada de la nova
variablet, és a dir,
t=wu(z) i dt=1d'(z)dr.

Exemple. Calcula les segents integrals

a) /(x2+2)2 ~xdx, b) /sian-cosx dx.

Per tal de resoldre la primera, siga: 2 + 2, aleshoredt = 2z dz i la integral
es transforma en

dt 2 I
/(x +2)° - xdr /t 5 /th 3 3+C.

Ara, nones queda desfer el canvi,

2 3
/(m2+2)2-xdx:%+a

Per tal de resoldre la segona, siga sin z, aleshoredlt = cos x dx i la integral
es transforma en

3
/sin21~cosxd:ﬂ:/t2dt:§+C,
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i desfent el canvi,

/sinQQ:ocosa; dr =

sin® x

3 +C.

Exemples.Calcula les segents integrals

2x 4+ 3
——d b
a)/a:2—|—3a;+5 z, )

_8T e o) /ewxsdx
V1i¥sinz '

6.1 Algunes brmules d'integracio

A continuacd teniu algunes de les integrals immediaté&srhabituals

[dr=x+C
Jde=z+C
fx”dxzfif—kC’, n#-—1

[2dz=In|z|+C
[erde=e"+C

[a®dx = +C

[ sin(x) de = — cos(z) + C
[ cos(z) dz = sin(z) + C

f cosg(m) dx = tan(x) +C

fﬁ dr = arctanz + C

6.2 Integracio per parts

S (z) de = u(x) +C

Ju(z)de =u(zx)+C, n#-1

J(u(@)" - (x) de = BT 4 o

Ik ﬁu'(m) dz =Inu(z)| + C

Je® i/ (z) de = e + C

[a"®) ! (z) do = Al

Ina

[sin(u(x)) - ' (z) dv = — cos(u(z)) + C
J cos(u(z)) - ' (z) de = sin(u(z)) + C
f cosz(lu(rc)) ’ ul(x) dx = tan(u<x)) +C

J 1_&;% dx = arctan(u(x)) + C.

Aquestés un tipus especial d’integrals que es poden calcalgimient

utilitzant el segient resultat

Teorema 6.2.1Siguenu(z) i v(x) dues funcions continues én b, aleshores
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Integracb de funcions d’una variable. Aplicacions.

Demostracb: La prova es basa en la derivada del producte de dues funé®ns,
a dir,
(u(z) - v(2)) = (2) - v(z) + u(z) - V'(2),

i ara integrant

Exemple. Calcular [z - sinz dz. Triem com a funcionsi(z) = z i
v'(z) = sinz, aleshores tenim qué (z) = 1 i v(z) = [sinz do = —cosz.
Per tant,

/:zysinxdx:m(fcosx)f/1'(fcos:z:) dx = x-(—cosx)+sinx + C.

Nota. Per tal de comprovar si hem fe bin integrasemprepodem derivar
el resultat okits i vore si coincideix amb la funiwique voliem integrar. En
particular, en I'exemple anterior,

(z - (—cosz) +sinz + C) = 1-(— cos z)+z-(—(—sinz))+cos z+0 = zsinz.

Nota. Aquest netode d’integra@ per parts s'acostuma a utilitzar en inte-
grals del tipus

[ 2k - sin(az) dx [ 2k - cos(ax) dx

[k e dx [k Iz dx.

6.3 Integrals definides

Anem ara a vore la relagide les integrals amb ehtcul d'arees de regions,
i posteriorment ens serviran tatper calcular alguns volums.

Suposem que tenim una régiR, limitada en la seua part superior per la
grafica d’'una fund f(x) coninua no negativa, en la seua part inferior per I'eix
x, per I'esquerra per la recta= a i per la dreta per la recta= b, és a dir, una
regio com la del segent dibuix,
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Exemple. Calcular l'area limitada per la @fica de la fund f(x) = 22 i
lesrecteyy = 0,2 =01z = 3.

Una forma d’aproximar el valor d’aquestaeaés dividir I'interval [0, 3],
per exemple en intervals d’amplitudés a dir,

To=0<x1=1<22 =2< 23 =23,

i despés calcular els valors @axims, M;, i minims, m;, que pren la fund
f(x) = 22 en cada subinterval,

[1‘0,{1,'1] = [07 1]a my ’ Ml 17
[.1'17.%'2] - 172]a mo = 17 M2 = 4,
[T271‘3] = [4 9], M3 =4, M3 9

Ara |'area de la re@ique volem calcular estacompresa entredirea inferior

s=(x1—x0) m1+(xa—x1) - ma+(x3—22)-m3=1-0+1-1+1-4=05,

i I' area superior

S = (1‘17560)'M1+(1‘27$1)'M2+(I37£C2)'M3 = 11+14+19 == 14,

com es pot apreciar en el semt dibuix
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Integracb de funcions d’una variable. Aplicacions.

Si ara repetim el pra&s peo per a intervals d’amplitug tindrem la segent
partici6 de l'interval|0, 3],

1 3 5
$0:0<l‘1:§<CL’2=1<$3:§<$4:2<$5:§<$6:3,

i si ara calculem els valorsamims,);, i minims,m;, que pren la fund f(z) =
2% en cada subinterval,

[Iovxl] = [07 %]a my =0, M, = %7
LT1,T2] = lv]-; m2:l; A12:17
2 4
[$27x3] = []-7 %]7 ms3 = ]-7 MS - %7
1’3,.%'4 = §72) m4_g ]\/[4:47
2 4
[I‘4,$5] = [27 g]a ms = 47 M5 - %a
[I5,.§C6] = [%73]5 me = %7 ]V[G = 97
8 8
6 6
4 4
2 2
0.511.522.53 0.511.522.53
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L’ area inferior de la regiamb aquesta partités

s = (r1—x0) - ma+ (x2—21) mo+---+ (v —x5) - Mg
IR UPU O S O
) 2 4 2 4
1 1 9 25 1 55
= S0+ +1+ 5 +4+ )= =6875
2 ( +4+ +4+ +4) 2 4 ’
i I' area superior
S = (331—330)'M1+($2—$1)-M2+'+(336—335)-Mﬁ
1 1 1 1
= .4l
B 4+2 + +2 9
1 1 9 25
= S (+1+5+4+— = 11'375.
5o (g H1t e+ +9) 375

Per tant, larea de la regi verifica que
s =6'875 < A(R) < S = 11375,

i si seguim el mateix prdes de subdiviéi de l'interval [0, 3] en intervals cada
vegada rés xicotets sembla clar que cada vegada tindrem unes fitrgonsfi
superiors nas poximes al valor “real” de Brea d’aquesta regi Aquest proés
s’explica en general a continuadinecessitarem algunes definicions previes.

Definici6 6.3.1 Anomenarem partiéide I'interval tancafa, b] a tot subconjunt
finit de[a, b] que continga els puntsi b, és a dir,

P={xo=a,x1, - ,xp =b}ambaxg =a < x; <x2 < -+ < 2p_1 <z =0.

Definicio 6.3.2 Siga f(z) una funcé coninua en l'interval[a,b] i siga P =
{z9g = a,x1, -+ ,z, = b} una particb de l'interval [a,b]. Denotem pern;
i M; els valors imim i maxim que pren la funéi f en linterval [z;_1, 2],
respectivament. Es defineix:

e Suma inferior associada® de f al nUmero

Sf(lp) = (xl_IO)'ml‘i'(zZ_xl)'m2+"‘+($n—zn—1)'mn

(fﬂi — xi*l) sy,
1

n

(2
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Integracb de funcions d’una variable. Aplicacions.

e Suma superior associadafade f al nUmero

Sf(P) = (xl _750) - My + (372 _371) My 4+ (xn _xn—l) - M,
i=1

Bé, ara ja podem definir la integral definida.
Definicio 6.3.3 Siga f(x) una funcé contnua enfa,b] i P una particb de
I'interval [a, b]. S’Tanomena integral definida (o integral) de f entre a i buanic
nUmeroff f(z) dz que verifica que
b
< [t do < s0(P).
per a qualsevol partid de l'interval[a, b].

Propietats 6.3.4 Siguenf i g funcions corinues erja, b], aleshores es compleix
que

Q) [Pk fx)de=Fk- [ f(z)de, KkeR.

(i) [2(f(x)+g(x)de= [’ f(z)dz+ [ g(x)da

(iii) f f(z)dz >0 si f(x)>0en]a,bl.

W) [, f(@)de =~ [;' f(z) do

) [ f(x) dz = 0.

Wiy 7 f(2) de = [ f(z)dz+ [° f(z)dz, si a<ec<b.

Algunes integrals definides es poden resoldre fent un camwiadgiable
com hem fet abans, pieara cal canviar tanéels fimits d’integracbé.

Propietat 6.3.5 Siguenf i u dues funcions tals que es pot definir la funci
composiad (f o u)(x) = f(u(z)). Aleshores, si fem el canvi = u(x) es

compleix que .
/ flu )d:v—/ f@) dt.
u(a)

Teorema 6.3.6 (Teorema fonamental delacul) Siguenf una funcé coninua
enfa,b] i F' una primitiva def en|a, b], aleshores es compleix que

b
/ f(@x)dx = F(b) — F(a).
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Exemple. Calcular [ % dx.
Sigat = u(z) = 23 + 1i dt = 32% dx, aleshores(1) = 2, u(2) = 9ies
compleix que

2 2 9 1
10z zdt 10 1
/ 37T dr = / 10- 32— =2 |—-=
1 (x +1)2 2 t2 3 t

Exemple. Ara ja podem calcular el valor exacte darka de la regideter-
minada per la funéi f(z) = x? iles recteg) = 0,2 = 0i x = 3. Una primitiva
def(z) = 2? ésF(x) = % i per tant,

3 373 3
A(R):/x2dx:[x] :3——0:9.
0 31, 3

T3
, 27

6.4 Area entre dues corbes

Sigueny i g dues funcions tals que les seueafgues es tallen i el que
volem es determinardrea de la re@i (o regions) que determinen aquestes dues
corbes.

Per tal de calcular aqueséaea el primer que cal fer es determinar els
punts on es tallen les gfiques de les funcions. Aixho podem fer igualant les
expressions de les funciorfsi g (punts comuns) i desps resoldre I'equasi
corresponent. Els punts d'intersezedbn els Imits d’'integracd que ficarem en
I'expresso

b
Am) = | [ (1@) - gla) do
9(x)
8
6
4 f(x)
-2 -1 i 2 3
Si els punts d'intersecaide la les dues corbesrsmés de dosyg, x1, 2, -« , Ty,

aleshores anirem integrant entre dos punts d’interéemcessius,

A(R) = " -

[ U@ =) i

0

| U@ =gy s

1

[ U - gty a.

n—1




Integracb de funcions d’una variable. Aplicacions.

Nota. El valor absolut es pren per tal d’evitar que el resultat siggatiu. Ao
nomeés voldria dir que la “nostra supogitide quina de les dues corbesaper
damunt de I'altra era ebnia.

Exemple. Calcular l'area de la regilimitada per les funciong(z) =
r+2ig(x) =22
Les dues funcions es tallen quatr) = g(z), &€s a dir, quan

r4+2=2> = 2*-2-2=0 = z=-lz=2.

Per tant, larea de la regiés

2 2 3 2

x x 9
2—2dr = |42 —-—| ==
/_l(x—i- x*)dx [24—95 3}1 5
Exemple. Calcular l'area de I'elipse d’equad Z’—z + }j—; =1.

Com es veu en el dibuixdrea de la regiés igual al doble dedirea de la
regib compresa per la fun@if (z) = +b4/1 — 2—5 i I'eix x (rectay = 0). Per

tant,
a / :I;2 a z
A(R):Z[ab 1—?d$:2b 7a1)1—(£)2d.13,

i ara amb un canvi de variable,
T .
— =sint, dr = acost dt
a

els limits d’integracd canvien a

—a . -7
— = —1l=sint = t:T,

2’

l=sint = t=_
= = sin = —
2
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i la integral es transforma en

[\)
(=
—
[SE]
[SE]

[NE

cost(acost) dt = 2ab / cos? t dt

_T
2

2 14 cos(2t) B t 1, 2
— dt = 2ab [2 + 1 sm(2t)} ) (4.1)
— (7)) =m-ab,

on s’ha utilitzat la brmulacos ¢t = 4/ H%S(Qt) del Tema 0, equadi(8.4).

NIE]

2ab(

[ME)

I
[\
Q
S

18—

6.5 Calcul d’alguns volums

Anem a estudiar com calcular el volum d’usligl del qual coneixem érea
d’una secd transversal i el volum d’'unddid de revolucd.

Per tal d'entendre com calcularem aquests volums cal coanemb el
volum d’un cilindre de base conegudé,i altura,~. En aquest cas es compleix
que

V = basex altura= A x h

6.5.1 Volum d’un ®lid del qual coneixem#irea d’'una secd transver-
sal
Suposem que eldéid est fitat per dos plans parldls perpendiculars a

l'eix z enxz = ai z = b. Anem a calcular el volum a partir del volum d’'una
llesca d’aquestdid i despés integrant.

___&rea A (x)

e
eje x

Nota. D'aquesta manera pdém calcular per exemple el volum d’una barra de
pa.
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Integracb de funcions d’una variable. Aplicacions.

Definicid 6.5.1 Suposem quedtea transversal d'undid est determinada per
la funcid A(z). Aleshores, el volum debBd des der = a fins ax = b, és

V= /b A(x) du. (5.2)

Exemple. Calcular el volum de la part superior d’'unlgdsoide d’equad 2—2 +

2 2
L+4&z =1

L’ area d'una secaitransversal de I'dipsoideés igual a larea de I'elipse
’ L2 2 2, .
d'equacd 7 + & =1 — %, és adir,

$2 y2
a2(c2—22) + b2(c2—22) =1,
que utilitzant la érmula @.1) és igual a
ab, 9
A(z):ﬂ~c—2(c —2z9)
Ara el volum de I'ellipsoideés igual a
¢ b b (€ b 31° 4
V= 5 7T~%2(c2—z2) dz = 7r~Z—2 _C(CQ—zQ) dz = W-Z—z [sz — Zg] y = %abc.

6.5.2 Volum d’'un ®lid de revolucd

Un lid de revolucd esa generat per la rotarid’'una regd plana al
voltant d’un eix situat en el seu pla.
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Per tal de calcular el seu volum némcal determinar direa de la secoi
transversalés a dir, del cercle de radi= f(z),

i aplicar I'anterior brmula 6.2)

vz/ab A(z) dx:/ab 7 (f(2))? da.

Exemple. Calcular el volum de la esfera que s'éll fer girar el cercle:> +

y? = r? al voltant de I'eixx.
L’ area d’una seceitransversal en un punmtentre—r i r est determinada
per la funco f(x) que s'obé a partir de lay de I'expressd 22 + 32 = 2,

fa) =y =P

Per tant,
r r 1‘3 s 4
V:/ 7 (f(z))? dxz/ - (r*—x?) de = - [7"2-3:— 3] = §7T-T3.

6.6 Longitud de una corba

La idea per tal de calcular la longitud d’'una cores anar calculant la
longitud de corbes poligonals que s’aproximen a la corban @@onseqgéncia
s’arriba a la segent definicb.

Definici6 6.6.1 Sigaf(x) una funco confnua en[a, b] i derivable enja, b|. La
longitud de la corbaf (x) desder = a fins ax = b es defineix com

b
L= [ VIT @R o
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Integracb de funcions d’una variable. Aplicacions.

Exemple. Calcular la longitud de la corbf(z) = 23 entrez = 0i z = 1.

La derivada de la funéiés f(z) = 3

1 1
9 V4 + 9z 1 2
1/ Zordr = YT =22
/0 1—|—4xm /0 5 €T 53

1
9

DN | =
Wl o

1
0.8
0.6
0.4
0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1
1.
-xr2,lara

=3

st 1, s 3
{(4+9x)2}0 = = (4% —13).

6.7 Exercicis d’'integracio

(1) [(2* — 2sinz)d.

(4) [(z — L)da.

(2) [(2* — 2cosz)dx.

(5) J (2 + = )do.

(7) [ cosbadz. (8) [ cos(3x)da.
(10)fmdx. (11) [ #4L,.
(13) [ ¢ lnzdz. (14) [  cos xdz.
(16) [ 2? cos zdz. (17) [ €® cos zd.
(19) [ 22 cos? zdz. (20) [ ﬁ%dm

(44 92)% -9 dx

Ol =
N Qo

(3) [(a” — e*)dx.

(6) [(1 —sinx +

sin? x

)dx.
(9) [ cos(5 + %)d.
(12) J

(15) [ 2? Inxdz.

dz

ear fe—aw "

(18) [ e sinzdx.

(21) [ Bfﬁdm.
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cost

(22) f 34sint
2
(25) [ sy dar.

(28) [ &7 da.

er+te—*

dt.

(31) [ ye®’ dy.

(34) [ a'b'dt.

(37) [ etan(2¥) sec?(2y)2dy.

(40) [ <2 iy,

sinx

1 de

43) |y 23

(46) [ (az — 2% )*da.

(49) fol t arctan tdt.

(52) [Z(1 — cos(t))? sin(t)dt.

(55) [, (¢* + e *)3da.
(58) [y Inada.

(61) fo /16 — 22da.

(64) [F (m — t) sin?(2t)dt.

(67) Troba larea limitada per I'arc de la riqnbola”fz

corresponent & = m.

dx.

(23) [ 2y
(26) [ s da.

(29) [ e 2dx.

(32) [(10" —10~*)dt.
(35) [ Vaeldt.

(38) [ (e + 1)dt.

(41) [ s

(44) [ ; sec(2t — m)dt.
(47) 5 (et da.
(50) J, sin®(t) cos tdt.
(53) [, re™ dr.

(56) fog (14 cosz)zdx.

(59) [, tetdt.

(62) [y (1 + cost)®sintdt.

(65) 02 22 1+ 23 du.

b2

a2

(24) [ \/:%?da:.

27) [ 1y d.

(30)1 [(ez —e~2)dL.
(33) [ es(m) sin(rt)dt.

(36) [(e**+3)3e?7dy.

(39) [ etdt.

csc? x
144 cot? =

(42) dz.

cosx
44sin x

(45) [ dz.
(48) [ a(a® — x3)*dz.
(51) [y sin®(§)dt.

(54) fj cot?(t)dt.

(57) [.F sin®(2z)dz.

(60) [ /2 — Ldt.

(63) f(;l(e”3 +e %) z?dx.
(66) [ t* In(t*)dt.

2

1il'ordenada

(68) Demostra que la corba= 32 divideix en dues parts igualsifea
del triangle format per ’eix, la rectay = Az i I'ordenada corresponent al punt
d’interseccd de la recta amb la corba.

(69) Troba larea limitada per la corba®? = 64y3 i la rectaz =

Solucb: 2.

8y.

(70) Troba larea limitada per les corbg8 = 4z i y?> = = + 3. Solucb:

8.
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Integracb de funcions d’una variable. Aplicacions.

(71) Troba larea limitada per la corbpa= 2 i la rectaz = y.

(72) Troba larea limitada per la corba= 4z — 22 i la rectar = y.

(73) Troba larea limitada per la cort®y = 23 i la recta2z = y.

(74) Troba larea limitada per la corbg = 9z i la recta2z = .

(75) Troba larea limitada per la corba= 4x—z2 i larectay+2z—8 = 0.

(76) Troba larea limitada per la corba= 222 i la recta2zr = y — 4.

(77) Troba larea limitada per les corbgs= 22 i y? = x.

(78) Troba larea limitada per la corbg = x + 1 i larectaz = y.

(79) Troba larea limitada per les corbgs= 22 i y = 2 — z2.

(80) Troba larea limitada per les corbgs= 23 i y = 2*.

(81) Troba el volum de I'elipsoide de revolud que s'obg al fer girar una
ellipse amb eixos de 16 i 12 unitats. (SB&4r)

(82) Troba el volum d’una esfera de radi

(83) Troba el volum de la figura que s’'@bal girar sobre 'eixz I' area
limitada per les sdgents corbesy = 23,y = 0,2 = 1,7 = 2.

(84) Troba la longitud de la corba® = ay? entre els puntg0,0) i
(4a,8a). (Sol. 82(10% — 1).)

(85) Troba la longitud de I'arc de pabolaz = 2,y = 2t entre el ertex i
el punt(1, 2).
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