7. Coniques

En aquest tema estudiarem les equacions dedleigjges i algunes propi-
etats dels espills de formawica. Tamk vorem com calcular les rectes tangents
i normals a un punt d’unadmica. Finalment, estudiarem com reduir udaica
als seus eixos mitjancant una transteiéd una rotad.

Sembla ser que els primers en estudiar @sques (0 seccionaiques)
varen ser els grecs. Aquestes corb@s ®tes les corbes que es poden obtenir
al intersectar un pla i un con circular doble, com podeu olasesn el segent
dibuix

1. single point 2. single line
iK
¥
N ¢ :
4. parabola 5. ellipse 6. hyperbola

Noteu que hi ha tres interseccions que donen lloc a corbendeadess
adir, a un punt, una recta @lun parell de rectes. Nosaltres anem a estudiar les
altres corbes: circumfencia, ellipse, paabola i higerbola.

L'expresso algebraica general d’'unawicaés una equacidel tipus

Az? + Bry +Cy> + Dz + Ey+ F =0, (0.1)

ambA,B,C,D,E,F ¢ R. En aquest tema estudiarem primer alguns casos
particulars i desgs donarem unes propietats que ens permetran identificar la
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conica i reduir-la als seus eixos (fer una rotaals eixos coordenats per tal que
siguen paralels als eixos de ladanica i despes fer una translagia I'origen).

7.1 Circumferéncies

Definicid geonetrica. Una circumfeéncia ek’ és el conjunt de punts del pla
(z,y) que estan a una détcia fixa (radi) d’'un punt fix (centre).

Siguenc = (a,b) € R? les coordenades del centre'i> 0 el radi,
aleshores els punts:, y) que estan en la circumfencia de centre i radi r
verifiquen la relad d((z,vy), (a,b)) = /(z —a)2 + (y — b)2 = r. Per tant,
I'equacb d’una circumfegéncia erR* amb centrda, b) i radir és

’ (r —a)®+ (y —b)? =12 ‘ (1.2)

Equaci6é d’'una circumferéencia. Si ara desenvolupem l'anterior exprésai-
ribem a
2 +y? — 2ax — 2by + (a® +b* —r?) =0, 1.3)

i si ara escrivimf = —2a, g = —2bi h = a® + b*> — r?, es & que

2+ + fr+gy+h=0. (1.4)
Per tant, una equatgeneral del tipus

2 +y*+ fr+gy+h =0, (1.5)

amb la condid que 2 + g% — 4h > 0 és I'equadd de la circumfezncia. Per
tal d’obtenir el centre i el radi cal “completar quadratss,a dir,

TR ACRUNN )T S
2 2 4 4’
i ara nongs cal resoldre I'equatienr
2 2
h = i + L2

4 4

Amb aquest proes hem olits el centre de la circumimcia(%f, =2) iel radi
r =1/ f; + % — h.
Teorema 7.1.1Lequacd z2 +y> + fx + gy +h = 0ambf? + ¢g> —4h > 0 és

I'equacio d’'una circumfeencia de centrféfg, —2)iradir = \/f; + % — h.
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Exemple. Troba el centre i el radi de les dents circumfezncies:

a) a4y +4x—6y—12=0, b) 222 +2y°+2+y=0.

Cal completar els quadrats en les anterior equacions iéstpln
24y 4z —6y—12 = ((2+2)*—4)+((y—3)>—9)—12 = (v+2)*+(y—3)*—25 = 0,
és a dir, per a la primera

(x+2)%+(y—-32=25  c=(-2,3), r=5.

Amb la segona, en primer lloc podem dividir els dos membre paixi els
coeficients de:? i y? ja son iguals al,

_2 2T Y e Ly e _ 1y
0=yt + S+ L=t = (PP ++ - (P
pertant,
1, 1, 1 1 1 1
(“L+Z) +(y+1) *87 C*( 47 4)a T 2\@
0.1
-0.3 -0.2 0.1 0.1
-0.1
-0.2
-0.3

Circumfencies(z + §)? + (y + 1)? = § i centrada a I'origen? + 32 = {.

Nota. Noteu que poden haver casos on no es puguen completar ciaeat
exemple, la sdient equad no correspon a cap circumésicia

22+ 9% + 204+ 2y +3=0.
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Si provem de completar quadrats arribem a

O=a2’+y" +22+2y+3=((z+1)* =)+ ((y+1)* = 1) +3,

i per tant,

(x+1)* + (y +1) = 1,
és adiry? = —1iaixo és impossible.
7.2 Ellipse

Definicid geonetrica. S’lanomenal-lipse al conjunt de punts dR” tals que la
suma de les diahcies a dos punts fixos (focus) del pRaconstant.

Suposem qué” és un punt de I'elipse i queF; i F; son els punts fixos
(focus) de I'ellipse, aleshores es compleix que

distancig P, F;)+ distancia(P, F») = k € R.

El-lipse d’equad %2 + y{ =1.

Terminologia. Els puntsE i F, s‘Tanomeneriocusde I'el-lipse. El segment de
la recta que passa pels focus s’anomeixamajorde I'el-lipse. El segment de
la recta perpendicular a I'eix major que passa pel punt miigeeats focus rep el
nom d'eix menor Els punts d'intersecoientre I'ellipse i els seus eixos els
vertexsde I'el-lipse. El puntintersecoidels dos eixogs a dir, el punt mig entre
els focusgs elcentre El quocient entre la diahcia entre els focus i la distcia
entre els ertexs, que r@s endavant s’escriair;, s’anomenaxcentricitatde
I'el-lipse i es denota per= <.
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7.2.1 Deduccod de I'equacd de I'ellipse

Suposem que I'eix major de I'dipse és I'eix d'abscisses, i que el centre
és I'origen de coordenadeEs a dir, els focus tenen com a coordenaHes-=
(—¢,0)i Fy = (c,0). Per a simplificar, escriureh = 2a. Volem determinar
els puntsP, de coordenadeB = (z,y), que verifiquen la condidid(P, F;) +
d(P, Fy) = 2a.

D’una banda,

d(P,Fy) = d((z,y),(—c,0)) =/ (z + )2+ (y — 0)2 = \/(z + )2 + 2.

D’una altra banda,

d(P, Fy) = d((z,y),(c,0) = V(& —)* + (y = 0)> = V/(z — )2 + 2.

Per tant, la condiéi de definicd de I'ellipse es transforma en

ViEc+e)2+y2+/(z— )2 +y2 = 2a.

Passem el segon terme del primer membre al segon membreiresd\quadrat
per tal d’eliminar una arrel quadrada

(x+c) +9y* =4a* + (x — ) +y* —da/(z — ¢)2 + y2.
Desenvolupem quadrats i eliminant termes obtenim
a? —cr = av/(z — )2 +y2.
Tornem a calcular quadrats per tal d’eliminar la segond quadrada
at — 2d%cx + ?2? = a®(2? — 2cx + 2 4+ ).
Equacd que es redueix a
(a2 —62)1‘2 —|—a2y2 _ a2(a2 _02)7

i que tami& es pot escriure com a

@w‘ 8,
+
Il
-

(2.6)

onb? = a? — 2.
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Resum. Si els focus de l'elipse $n I} = (—¢,0) i F» = (¢, 0) aleshores els
elements de I'elipse es poden calcular amb les relacions

V¥ =a?-¢ , e=—,

S5 2o

on e és I'excentricitat. A n@s a nés, els ertexs &
(,0).

(—a,0), (a,0), (—b,0) i

Nota. Si el centre de I'elipse és el punt(xg, yo) i els eixos én parallels als
eixos coordenats, aleshores I'equegeneraks

(z—0)?
a2

+ g

Nota. El cas particular d’elipse amba? = b? correspon a una circumfancia.
Noteu que en aquest cas= 0, els dos focus@ el mateix punt: el centre de
I'el-lipse, que ar&s el centre de la circumfencia, i que I'excentricitaés nulla.

Una equad del tipus
A+ Cy* + D+ Ey+ F =0, (2.7)

amb A # C, ped del mateix signé@s, en general, I'equatd’una ellipse. No
obstant, a vegades &3 aixX, vegeu Exempl€.2.1 Per tal d’obtenir el centre i
els eixos cal “completar quadrats”. Anem a vore com fer-hb amexemple.
Exemple. Troba el centre i els elements de la$egt ©nica:

42% + 9y® + 162 — 18y — 11 = 0.
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Al completar quadrats eé gue
4z +dr+4—-4)+9(y% —2y+1-1) =11 = 4(z+2)>+9(y— 1) —36 = 0,
i per tant4(x + 2)? 4+ 9(y — 1)? = 36, que podem escriure com
+2)?2 —1)2
(z+2° (-1

9 4
Per tant, el centrés(—2, 1) i la longitud dels semieixo8sa = 3, b = 2. Com

la relacb que es compleigsa® — c? = b?, aleshores = /5.

=1.

Exemple 7.2.1Com a exemple d’'una possible equague “pareix "que siga la
d’una ellipse, ped que no has, podem fer un canvi en I'expressie I'anterior
exemple

922 + 4y% + 36z — 8y +4 + 37 =0.

Aleshores despis de completar quadrats obtenim que
9z +2)* +4(y —1)* = 1,

i per tant, no hi ha cap soluxreal.

7.2.2 Espills elliptics

Una propietat de les déipsesés quesi en un dels focus posem una font
de llum o de so, aleshores, els rajos reflectits sobre I'Bpse passen tots per
I'altre focus. En aquest principi, que ara demostrarem, es basa la cociétru
d’algunes sales que permeten escoltar una conversa guéesstt lloc en un
dels focus, per un espia situat en l'altre focus.

El primer que hem de fes calcular la recta tangent a llgdse en un punt.
Considerem una dipse d’equad ";—; + gé = livolem calcular la recta tangent
en un puni{zo, yo) de I'el-lipse.

s
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Espill elliptic amb2 + % = 1.

Derivant la mateixa equatide la ©nica, considerant funcié dez, tenim

que 2% + 225’/ =0, ésadiry = —Zz—z. Per tant, la recta tangeré tom a
equach
bQI’O
(Y — o) = *agyo (z — z0).

Un vector director de la recta tangeérsv,, = (1, 72229;2 ). Larecta inci-
dentés la recta que passa pel primer foéus= (—c, 0) i pel puntP = (z0, yo).
Per tant, un vector director de la recta incidesitr, p = (zo + ¢, 40)-

Volem comprovar que el raig reflectit passa per I'altre fodei$el-lipse, o
dit d’'un altra manera, que la recta que uneix el punt d'ienima,P = (o, yo)
amb I'altre focusF, = (¢, 0) forma amb la recta tangent el mateix angle que la
recta incident.

Un vector director de la recta que unéid F» ésvp, p = (xg—c,yo). Tot
el que resta arés calcular els angles que formen els parells de veciQls vy,

i vp, p, vy | COMprovar quedn el mateix angle.

El cosinus de I'angle definit petq, p i v, €S

b2z

VR P VUtg $0+C—azyoyo

B 2. :
Prpllol  f14 (52202 /(oo + 07 + 47

El cosinus de 'angle definit petq, p i v, €S

T — ¢ — b2xzq
UF,P " Vtg 0 aZy, Y0

_ 2 |
orsellol 14 (G2l =97 +4f

Simplificant els numeradors d’'ambdues expressions i tenisbmpte que
a? — b? = 2, arribem a que els numeradors es poden escriure com a

C 2 C 2
a—Q(xoc—i—a ), ﬁ(xoc—a ).
Per tant, els cosinus seran el mateix si

ToC + a? . TroC — a?
Vo +02+y3 V(o — ) +up

Per tal de provar que aquesta expreési certa, elevem al quadrat, reduim
al mateix denominador, i obtenim

(zoc +a*)? ((wo — ¢)® + y3) = (woc — a®)* (v + ¢)* + y3)-
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Fent-hi operacions, arribem a

(0> = @)t + a®yf = a’(a® = &),
. 2 2 .
que es pot escriure conta+ ¥% = 1iaquesta reladiés certa donat que el punt
(z0, o) €s un punt de I'elipse. Es a dir, coincideixen els cosinus dels angles i
per tant tamb els angles, tal com volem demostrar.

7.3 Hiperbola

Definicid geonetrica. SiguenF; i F, dos punts distints del pla i sigaun
nombre real positiu menor que la d@istia que els separa. El conjunt dels punts
del plaP tals que

|d(P, F1) — d(P, F5)| =k

s'anomena higrbola.

-4}
. s L. 2 2
Hiperbola d’equad 3 — % = 1.

Terminologia. Els puntst i F, s'lanomeneifocusde la higrbola. La recta que
passa pels focus determina dos punts en larbgda que s’anomenesrtexsde
la hiperbola. El segment de recta que uneix els dedexs rep el nom @ix
transvers El punt mig entre els focugs elcentre

7.3.1 Deduccod de I'equacd de la higgrbola

Suposem que l'eix transvers de la &ipolaés I'eix d’abscisses, i que el
centreés l'origen de coordenadess a dir, els focus tenen com a coordenades
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(=¢,0)i (¢, 0). Perasimplificar, escriurefn= 2a. Volem determinar els punts
P, de coordenad€s;, y), que verifiquen la condibi|d( P, ') —d(P, F»)| = 2a.
Com adts, la condid de definicd de la higrbola es transforma en

V(E+e)?2+y2—(z— ) +y2 = +2a.

Passem el segon terme del primer membre al segon membreires\quadrat

per tal d’eliminar una arrel quadrada.
(x+c)? +y? =4a® + (x — ¢)® +y* £4a/(z — c)% + 92
Desenvolupem quadrats i eliminant termes i obtenim

—a? + cx = +a/(z — ¢)2 + y2.

Tornem a calcular quadrats per tal d’eliminar la segond gquadrada.

a* —2a*cx + *2? = a® (2 — 2cx + A + ).
Equacé que es redueix a
2 2

(? —a®)a® — d®y? = a®(* — d?),

que tamk es pot escriure com a

E T |

2 2
a? b2

)

onb? = % — a2

(3.8)
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Asimptotes de la higerbola. Anem ara a determinar les equacions de les rectes
que apareixen en el dibuix anterior i quindes anomenadesimptotes de la
hiperbola. Aquestes rectesba asmptotes oblidies de la gafica de la fun@
y = +2 V22 —a? que s'obé al despejar lay de I'equach general d'una
hipérbola,z—z — Z—j =1.

Recordem que I'dmptota obliqua d’una fundi f(x) venia determinada
per I'equach y = max + n amb

/()

m= lim ——= ¢ n= lim (f(z) —mz).

Tr—00 T r—00

Per tant, per g (z) = +2 Va2 — a2,

4+ /2 42 b 2 _ 42 b 2 b
m=lim —o T T 2 g (T g2 him yf1- D =42
xT—00 € a4 r—0o0 xX a r—oo X a

i ara per a I'asmptotay = £ = + n calculem

b b b Va2 —a?+x
_ ; 2 S 2 Y _ %y 2 2 A
n = th (a T a aw) .hm ( T a x) o

b .. (2> —a®—2?) b —a? b
= - lim ———=- lim ————=--0=0.
a z—=oo /g2 —ag2 4+ ar—oo/pZ—g24x  a

Per tant, les equacions de lesnagtotes de la higrbola $n

Nota. Si el centre de la hgrbolaés el punt(zo, yo) aleshores I'equadique
defineix la higrbolaés

(33—3?0)2 _ (y—yo)2 =1
a? b2 -

Una equad de segon grau en dues variahiggy, i on falta el terme creuat
xy, €s a dir, del tipus

Az? + Cy* + Dz + Ey+ F =0,

on es verifica qued i C NO son del mateix signsempreés una equaogique
defineix una hiprbola. Per tal d’arribar a saber els elements de larbida cal
completar quadrats.
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Exemple. Troba els elements de la semt higerbola

22 —4y? + 224+ 8y —7=0.

Si completem quadrats es pot escriure com

0= (2 +22+1-1)—4(* —2y+1-1)-7T=(z+1)* —4(y—1)* — 4,

ésadir(z+1)% —4(y — 1)? = 4, i tamke

G+’ -1
4 1 '

Per tant, el centrés(—1,1)ia=2,b=1.

Nota. A diferencia del cas de I'dlpse on al completar quadrats podien donar re-
sultats no reals vegeu Exempl&.1, ara semprés possible completar quadrats
i només canvia la posiéide I'hiperbola com es pot observar en el $egt ex-
emple.

7.3.2 Espills hiperllics

Com no podia ser d’'una altra manera, lesénifples tamé tenen una
propietat com a espills caracigtica. Aquesta propietds quesi en un dels
focus posem una font de llum, aleshores, els rajos reflectitobre l'altra
branca de la hipérbola semblen provenir d’'una font de llum situada en
I'altre focus.
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Espill hipertolic d’equacd "f—; — %2 =1.

La demostrad@ d’aquesta propietat es deixa al lector interessat com a ex-
ercici.

7.4 Parabola

Definicio geonetrica. Sigal una recta en el pla R’ siga F' un punt que no
est en la recta. El lloc geoatric dels punts del pla que equidisten de la récta
i del puntF s'anomena pabola.Es a dir, un pun és un punt de la pabola

Si

d(P,¢) = d(P,F).
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directriu

P

-0 5 0. 1 1.5 2 2.5 3

Pa@bolay? = 2z amb focusF = (3,0).

Terminologia. El punt F’ s'anomendocusde la paabola i la rectd rep el nom
de rectadirectriu. La recta que passa pel focugs perpendicular a la recta
directriu s'anomenaix de la paabola. El punt intersectientre la paxbola i el
seu eixés elvertex de la paabola.

7.4.1 Deducco de I'equach de la pagabola

Potser siga necessari recordar com es calcula lardiist d’'un punt a una
recta. Sila rectd est donada per I'equatidz + By + C = 0 i el puntP té
com a coordenad€s, yo), aleshores,

|Azo + Byo + C|
d(P,0) = .
(#.0 VA? + B?

Suposem que l'eix de la palbolaés I'eix d’abscises i que elevtexés
I'origen de coordenadesEs a dir, el focus& com a coordenadds, 0) i la
recta directriu& com a equadiz = —35. Volem determinar els punt8, de
coordenadeér, y), que verifiqguen la condidid(P, ¢) = d(P, F).
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D’una banda,

APF) = d((m.0). (5.0) = e — 52+ - 02 = fla = S22

D’'una altra bandd(P,¢) = d((z,y),z+ § =0) = %/Tygfl = |z + 5| Per

tant, la condidd de definicd de la pa&bola es transforma en

_ %o 0 ¢
(z 2) +y |17+2\-

Elevem al quadrat per tal d’eliminar tant I'arrel quadradencel valor absolut.

2
_ G2 2 _ Ci2 _ Cy2_ 2 <
(x= 3+ g =t 5P = (0 +5)° =" +act .

Desenvolupem ara el primer membre i eliminem termes. Eltas®s 'equadd
de la paabola amb ertex I'origen i focus en el puritg, 0),

@9)

Nota. Si el vertex de la pabolaés el punizo, yo) aleshores I'equaciés

(v — 90)? = 2¢(z — o).

Nota. Si el focus estiguera en I'eix (punt(0, 5)), aleshores I'equagiseria

Nota. Si tenim una equatid’una ®nica en la qual no apareix @l terme en
22 0 bé el terme en?, aleshoregs probable que ladnica siga una pabola i
gue calga completar quadrats per tal d’obtenir els seusegismPer exemple,

y = 2%+ 4z,
es pot escriure com
y= (2 +4r+4)—4=(x+2)* -4,
iaracom(z +2)> =y +4,0be
(2P =2 J(y+4),
és a dir, el centrés(—2, —4) i c = 1.
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7.4.2 Espills paralics

Una propietat de les palboleses quesi un feix de rajos parallels a I'eix
de la parabola, incideix la @nica, aleshores, els rajos reflectats passen tots
pel focus En aquest principi, que ara demostrarema éstsat el funcionament
de les antenes pamaligues tan abundants des de fa uns anys. Les emissions des
del saklit geoestacionari es concentren en el receptor gaeségat en el focus.

El principi geongtric de reflexd de la llum diu, cones ben conegut, que
I'angle de reflexd és igual a I'angle d’incidncia. L'angle entre una recta i una
corbaés l'angle que formen la recta i la recta tangent a la corbal @urg
intersecad. Per tant, el primer que hem de fes calcular la recta tangent a la
pambola en un punt.

Considerem una pabola d’equadiy? = 2cz, ambe > 0. Volem calcular
la recta tangent en un pufity, yo) de la paabola. Derivant imptitament (pen-
sant lay com funcb dex) obtenim quey-y’ = 2¢, i pertanty’ = g—; = |\/2%|'

La recta tangeng&tcom a equadi

(y_yO): \/m(x_x())v

sizg > 0.

0. 5¢

-0.5;¢

Espill paraldlic d’equacod 3> = 2.

Noteu que un vector director de la recta tangent,, = (1, \/#To)’ i que
la recta incidenés paralela a I'eix de la pa@bola, que en aquest cas coincideix
amb I'eix 2. Per tant, un vector director de la recta incidesit;; ..., = (1,0).
Volem comprovar que el raig reflectit passa pel focus de lakmda, és
a dir, que la recta que uneix el punt d'inéittia, P = (xo,yo) amb el focus

F = (§,0) forma amb la recta tangent el mateix angle que la recta intide
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Un vector director de la recta que unéiXi F' ésvrp = (20 — §,%0)-
| ara, tot el que restés calcular els angles que formen els parells de vectors
Ullum, Vtg | UF P, Ugg | COMprovar que @n el mateix angle.
D’una banda, el cosinus de 'angle definit pgt,,, i v, €s
Vllum * Utg 1 1

cos 3 = =

ol lvigl 14 (oem)2 Tougl
0

(4.10)

| d’'una altra banda, el cosinus de 'angle definit pep i v, €s

- £ _c
cosa = JFP Uty _ (w0 — §) + m(yo)

|vrp||vig] \Utg|\/($0— )2+ 43

Com que el puntzg, yo) €s un punt de la pabola, aix vol dir quey? =
2cx, i ho substitim a I'expressd

C & &
(w0 = 5)% + 45 = (w0 = 5)* + 220 = (w0 + 5)*.

| d'una altra banda,

c c c c c
(xo— =) + (V2cz0) = x9 + =.

\/m(yo):<x0_§)+ \/m 9

Per tant, el cosinus de 'angle definit pefp i v, €s

2

(CCO + %) _ 1
vt /(20 + §)2  lvtgl’

és a dir, coincideix amb el cosinus de I'angle definitwgr,, i v, vegeu ¢.10),
tal com es volia demostrar.

COs&x =

Noteu que amb aix hem demostrat quits el rajos reflectits per la
parabola passen pel focus de la mateixa

7.5 Excentricitat

Les tres oniques no degenerades(@aola, ellipse, higrbola) es poden
definir com: El conjunt de punts d@* que satisfan que la déstcia d’'un punt
P aun punt fix (focusgs un multiple (excentricitat) de la distcia deP a una
recta fixa (directriu).

Les diferents éniques s’obtenen amb diferents valors de I'excentricitat
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e Ellipse, si0 < e < 1. Es pot provar que si I'dipse esh centrada en
l'origen aleshores el focugtcom a coordenadds = (ae,0) i la recta
directriuésxz = ¢. L'equacb resultanes la donada er2(6).

.
e Pambola, sie = 1. Recordem que eren els punts del pla que estaven a la
mateixa disincia del focus i d’'una recta, voré.§).

e Hiperbola, sie > 1. Es pot provar que si la hipbola esi centrada en
l'origen aleshores el focugtcom a coordenadds = (ae,0) i la recta
directriuésx = ¢. L'equacb resultanes la donada er3(8).

PR

7.6 Classificaod de les oniques. Reducadd d’'una conica als
seus eixos

En aquest apartat, donada una equdeil tipus
Az? + Bry +Cy?> + Dz + Ey+ F =0,

anem a determinar quin tipus dérgca tenim i quins&n els seus elemeniss a
dir, focus, eixos, etc.

Per a comencar, recordem com canvien les coordenades utdia@l pla
quan canviem el sistema de coordenaéssa dir, quan prenem un nou origen
de coordenades o rotem els eixos.

7.6.1 Canvi del Sistema de Coordenades en el pla

Com es habitual, en el pla considerem un sistema de cooreleadte-
sianes, determinat per dues rectes (eixos) ortogonals.didnaestes rectess
sol dibuixar horitzontal i s'anomeraix d’abscisseso eix Oz, i I'altra en sentit
vertical, i sS'anomenaix d’ordenadeso eix Oy. El punt on es tallen els eixos
s’anomenaorigendel sistema de coordenades, i cada punt del pla queda deter-
minat per un par ordenat de nombres réalg/) que representen les disicies
als eixos d’'ordenades i abscisses, respectivament.

Sies prem com eixos coordenats dues rectes-frdesl a les anteriors, que
es tallen en un nou punt de coordenagle$) respecte als eixos originals, cada
punt del pla tinda, respecte als nous eixos, unes coordenades distintes de le
anteriors, les disincies als nous eixos. Si les coordenades d’'un pam{:s y)
respecte al sistema de coordenades origind,, iY") respecte al nou, la reldxi
entre les coordenades, com es pot vore en laesgdigura
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o

és
z=X +a, y=Y +0b.
Equivalentment,

X =z —a, Y =y—b

Considerem ara un sistema de coordenades on els €ira sesultat de
girar, amb centre I'origen de coordenades, un afigids eixos originals.
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Com s’aprecia en la figura anterior, les coordengddeg) d’un punt re-
specte als eixos originals, i les coordenad€sY”) respecte als nous eixos, estan
relacionades per les expressions:

x = Xcosf —Y senb, y= Xsenf +Y cosf. (6.11)

Aquestes igualtats es poden escriure en forma matricialssgueix:
x \ [ cosf —senf X
y |\ sen® cos Y |

Equivalentment,
cosf send x
—senf cosf y |

()

7.6.2 Reducad d’'una ®nica als seus eixos

Considerem unadmica qualsevol, donada per la eqéaci

A2® 4+ Bay+Cy* + Da+ Ey+F =0 (6.12)

amb almenys un dels coeficients B, C'.distint de zero.

Observem en primer lloc que en les equacions delips2, la higrbola i
la paabola dedides en apartats anteriors, no apareix el termeyeiCom en la
deduccd d’aquestes equacions sempre es suposava que almenys aixdslde
la conica coincidia amb un dels eixos coordenats, tractem diestsi existeix
alguna rotad dels eixos tal que, en la equadcle la ®nica respecte a les noves
coordenades, no aparega aquest termed éts indicad que els eixos de la
conica $n parallels als nous eixos. $iés 'angle de rotad, —7/2 < § < /2,
i fem la substitud dex e y en6.12pels valors donats eh 11, s'ob:

0 = A(Xcos—Ysend)?>+ B(Xcosf — Y senf)(X senf + Y cos6)
+C (X sen® + Y cos0)? + D(X cosf — Y sen 6)
+E(Xsenf +Y cosf) + F
= (Acos?0 + Bsenfcos + Csen? 0) X?
+(2(C — A)senf cos f + B(cos? 6 — sen® 0)) XY
+(Asen?§ — Bsenfcosf + C cos® 0)Y?
+(Dcos@ + Esent)X + (Ecos — Dsenf)Y + F,
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queés I'equaadd de la ©nica respecte a les noves coordenalie¥’. El coefi-
cient deXY ésigual aC' — A)sen(26) + B cos(26), i s'anullara si prenem

6= Larctan (2
f2arcan A_C .

(SiB #0i A= C,I'expressd anterior & sentit, si prenemi = 7 /4. SiA = C
i B =0I'equacb 6.12representa una circumgancia.)
Aleshores,

1 1 1 1
cosll = — |1+ —m——— senf = — |1

B2’ B B2
V2 Vit aor V2 Vit aer
Si substitim i multipliguem per2, I'equacb de la ©nica en les noves coorde-
nadess

2F +/B24+(A-CP(X-Y)(X+Y)+V2 [1- B%(EX — DY)

(A=0)? +1
1
V2 |14 e e (DX + EY) + A (X? + V%) + C (X? +Y?) =0
(A=0)2 +1

Es pot comprovar que el producte dels coeficientxde Y2 és
A =4AC — B?,

és a dir, en la nova equacie la ©nica, no apareix el terme ekY, i els
coeficients deX? i Y2 son del mateix signe sk > 0, de distint signe si\ < 0
i s'anulla siA = 0. Per tanten principi, la cnica sea

a) Una ellipse, siA > 0
b) Una higerbola, siA < 0
¢) Una paabola, siA = 0,

tret que I'anullacié d’algun dels coeficients done lloc a urimica degenerada.

7.6.3 Determinach del tipus de onica

Considerem I'equaotioriginal d’'una ©nica en la que suposarem ghie=

A? +Cy* + Dz +Ey+F =0
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Podem distingir els ségnts casos:

e AF£0,C=0:
Aleshores

) , D D\’ D?
0=Az"+Da+Ey+F =A|x —|—ZJC +Ey+F =Alxc+ — ) +By+|{F—— |,

2A 4A
L DN _ B (F_ D
TToa) TaY 4 e

SIiE=0,es poden donar tres casos:
== > 0, no hi ha punts que verifiquen I'equéaciLa mnicaés el

i per tant

a) % — ix
conjunt buit.

b) % - % < 0, obtenim dues rectes paiteles, de equacions

LD L
:*7+\/ MVVEL - 2A VAt

o) & — 4,42 = 0: Obtenim una recta (doble) d’equaci = — 2.

Si E # 0, 'equacb es pot escriure de la forma

DN E( F D
TToa) T TA\YTE T 1A )

2 . .
ue representa una dola de ertex ,—L 4+ D) eix parallel a I'eix
2A E 4AFE

2
Oy i focus en el pun( 2 -Ly - 4]?4).
e A =0,C # 0: Lasituaco és arloga al cas anterior, si intercanvien y.

e A#0,C # 0. En aquest cas

D E
0 = Aw2+0y2+Dx+Ey+F=A(m2+Ax)+C(y2+cy>+F

D\? E\? D?  E?
A<x+2A> +C’(y+20> + <F—4A—40>
Es poden distingir ara els s@ents casos:
a) Sign¢A) = SigndC)y F — f—j - % = (: La cdnica es redueix a un
punt, de coordenadds- 2, — ).
b) Signé A) = SigndC) = Signe(F — %: — %) Cap punt satist I
equaco.
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c) SignéA) = SigndC) = - Signe(F - f—j - %) La onicaés
una ellipse (una circumf@ncia siA = (), amb eixos pardkls als eixos
coordenats, centre el purft-2, —L£) i semieixos\/—% + 2+ Ly

\/—5 + 4AC + @. El major d’aquestos dos nombres ens indicsir I'eix
majorés paralel a I'eix Ox 0 a I'eix Oy, i per tant la posi@ dels focus.

d) SignéA) = — SignéC) i F — 4%12 — % # (: La cdnicaés una
hipérbola amb eixos pardgls als eixos coordenats, centre el p@ng%,—%)
semieixos \/] L+ B+ 2 i

\/| L+ 4AC + £ |. Els signes dels nombrest + 55 4 B _E
4AC + 402, gue seran oposats, determinaran quin dels €sd®ix transvers
de la higrbola.

e) SignéA) = — Sign€C) i F — H - E = 0: La cdnica consisteix en
un par de rectes, de equacioyisl = + /—C'y + -2 oV 2@ =0ivVAz—
\/jy—l-%/Z 2m:O,SIA>O,C’<O I\/j:c—k\/»y—w%—k

E i D _E  _
%_0'_‘/_‘4x+‘@y+2m+2f 0,siA <0,C > 0.

7.6.4 Exemples

L2 420492 -2y +2=0

En aquest cas, els coeficients C son positius iB = 0, per tant'equad,
en principi, correspon a unakgse amb els eixos par#dls als eixos coordenats.
Per a comprovar-lo completarem quadrats:

0 = %2+2m+y2—2y+2:%(x2+4x)+(y2—2y)—|—2
AT FUE
= %(z+2)2—2+(y71)2—1+2:%(:c+2)2+(y71)2—1
0, equivalentment,
%Hy—lf:l,

que representa unalgse de centre el purit-2, 1), semieixos,/2 en la direcad
de I'eix Oz i 1 en la direcad de I'eix Oy. Com+/2 > 1 I'eix major esh en la
direcchd de l'eix Oz, ies€a = V2, b =1,¢c = /2—1 = 1, per tant els
focus estan en els punts2,1) +(1,0) = (—1,1)i (—2,1) — (1,0) = (-3, 1).
L'excentricitatése = c¢/a = 1/v/2.
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2.2 4+2V3xy + 3y + 3z —y=0.

En aquesta equdtapareix el terme eny, per tant els eixos de laaica
que representa estan girats un cert angle respecte elsceigodenats. Com
hem vist, si girem els eixos un angle= %arctan (%), I'equacb respecte
als nous eixos no tindrterme enXY. En aquest cas) = 1, B = 2v/3,C = 3,
per tantd = %arctan (—\/ﬁ) = —Z. l'equacb de la ©nica respecte als nous

6
eixos s’obé fent la substituci:
z=Xcosf —Ysenf, y = Xsinf + Y cos#,

en aquest cas

1 1 V3
= X" +Y= =-X-+VL-
T 2? y 2 + 2 b

oI%

amb ag,

2 2
2
1 1
+3 <—X2 + Y‘f) +V3 (X\f + Y2>

- (—X; + Y‘f) —4Y? 42X

2
0 = <X§+Y;> +2\/§<X\g§+Y1> (X;+Y\/§>
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0, equivalentment,

yro_lx
2

Aleshores, es tracta d’'una pdola que, respecte als nous eixos coorderats, t
vertex en(0,0), el seu exés I'eix OX (és a dir, larectd” = 0) i el focus esh
en el punt(—1,0).
Respecte als eixos originals, I'eix ada recta d’equadi
1 V3

- Y20 =0
gt 5y =0

i les coordenades del focusrs

V3 1
16716 |

.zy=1.
En aquest cas tenih = C' = 0, B = 1, per tant
™

0= Larctan [P\ =T
—2arcan A_C —4

El canvi de coordenades ve donat per

2 2 2 2
oy

el que ens dna

V2 V2 V2 V2 1 1
1= <2X— 2Y> <2X+ 2Y> = 5X2 - Y2
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Es tracta, per tant, d’'una Ripbola ambu = b = v2i ¢ = Va2 + b2 = 2,
per la qual cosa = c/a = /2. Leix transverses la rectdy” = 0 que en les
coordenades originalé equad y = z, i els focus estan en els purits2,0) i
(2,0), respecte a les coordenadgsY’, &s a dir(—v/2, —v2) i (v2,v2), en
les coordenades, y.
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7.7 Exercicis de oniques

1

3

10

11

Determina els elements de les $egts ©oniques:

(a) 322+ 62 +y%> — 2y =0,
(b) 422 —3y®> +4x +1=0,
(€) 2% + 4y? = 4,
(d) 3y + 22 =0,
(e) 2y* + 2% = 6,
() 2% +4z —4y% =0,
@) (z+1)%=2+292%
Troba les coordenades del centre, deldexs i focus, la longitud dels eixos i

, . e 22 2
I'excentricitat de I'ellipse &= + % = 1.

Troba I'equad de I'ellipse que & un eix menor de longitud i que € per
focus els punt$4,0) i (4, —6).

Troba I'equad de la ellipse centrada en l'origen, amb focus situats sobre
I'eix z, excentricitat] i que passa pel purtt/5, 3).

Troba I'equad de la higrbola centrada en el puftt, 1), que & un \ertex en
el punt(5,1) i tal que la corda perpendicular al eix focalde Iongitud%.

Troba I'equad de la higrbola amb focus els pung8, 1) i (3, —5) i tal que
la longitud de I'eixés2b = 21/5.

Troba I'angle agut format per lesiamptotes de la higrbolax? — 3y? = 1.

Troba els semi-eixos d'una-igbse de la qual sabem que els seus eixos estan
sobre els eixos de coordenades i que passa pels @nt i (6, 13).

Troba I'equadd de I'ellipse que & els focus en els pun{s-3,2) i (5,2), i
que passa per el pufit, 5).

Troba I'equad de I'ellipse centrada en I'origen, qué tin \ertex en el punt
(3,0) i que passa pel purt, §).

Troba I'equad de I'ellipse que & els focus en els punts-4,0) i (—4,0) i
gue € una excentricitat dé.
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12 Troba I'equad de la paabola que& com a ertex el pun{5, —2), com a eix
la rectay + 2 = 0 i que passa pel puit8, 0).

13 El vertex d’'una paabolaés el punt—1,4) i la seua recta directrigsy = 5.
Troba I'equadd de la paabola.

14 Troba la longitud del vector tracat des del focus de lalpalay? = 8z al
punt d’ordenada?2.

15 Una paabola, amb @rtex I'origen i I'eixz com a eix, passa pel pufi, —3).
Troba I'equadd de la paabola.

16 Determina I'equadi de I'ellipse referida als seus eixos tal que la @istia
entre els seus foc&s10 i els seus eixos estan en una reﬂagi

17 Una higrbola te els seusevtexs en els punté§l,0) i (—1,0), i les seues
admptotes formen (entre elles) un anglel®@°. Troba la seua equdrci

18 Lequach 92 +4y% +36x — 8y +4 = 0, s I'equadd d’una ®nica. Averigua
de quina onica es tracta, i troba els seus elements (focus, centrengici-
tat).

b) Fes un dibuix de laanica.

19 Determinal’equadide la higrbola d’excentricita? i els focus de la quala
els mateixos que els de I'pse d’equad x2 + 492 = 4.

20 Determina l'equadide la higrbola que passa per el punt2, 2) i les asmptotes
de la qual tenen com a equacians- 2z i y = —2x.

21 En la paabolay? = 2pz s’hi inscriu un triangle equiiter de manera que
un dels seusértex esh en I'origen. Determina la longitud dels costats del
triangle.

22 Lequacd 3z2 + 2v/3zy + 2 — 2z + 2v/3y = 0 &s 'equadd d’una ®nica.
Troba unarotaéid'anglex € | — 7, 7] que permeta eliminar el terme ep.
Escriu I'equadd en el nou sistema de coordenades. Dibuixa la corba i mostra
ambds sistemes de coordenades.

23 Fes el mateix per a 'equacz? + 4v/3zy + 6y% + (8 — v3)z + (8v/3 +
1)y +8=0.
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