8. Quadriques

Una supeiitie quadrica enR’ és el conjunt de puntge, y, z) que veri-
fiquen la segent equadi

Az + By? + C2°> + Day+ Exz+ Fyz+ Gx + Hy+ Jz + K = 0,

ambA, B,...,K € R. Amés anes, cal que almenys algun dels coeficients
A, B,C, D, E o F siga distint de zero.

Podem fer una primera divisientre les gadriques com:
(i) Degenerades.@ punts, rectes, plans o cilindres.

(i) No degenerades. AquesteSnsja superficies &s interessants i les que
estudiarem un poc &s.

De tota manera, el ségnt resultat ens mostra la relaeintre les qadriques
i les wniques que ja hem estudiat abans.

Teorema. La intersecd d’una gudrica (degenerada o no) amb un g$a
una ®nica.

8.1 Quadriques degenerades

Anomenarem gadriques degenerades a lesisags:

e El conjunt buit,

22 +y? + 22 = 1.
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un punt,

’x2+y2+z2:0.‘

Unarecta. Per exemple, I'eix és a dir, els punt&), 0, z),

2?2 4+y% =0.

Un pla. Per exemple, el pla= 0,

z2 =0.

Un parell de plans. Per exemple, els plans 0i y = 0,
zy = 0.
Tamke ho $nz? — 32 = 0,0 be 22 = 1.

Cilindres. Un cilindregs una supeidie generada per una recta que es mou
al llarg d’'una corba i que es ma@nparallela a una altra recta fixa.

() Cilindre elliptic,

M)

2
2

+4H =1

QM‘ 8

Per exemple, el cilindre éiptic d’equacd % + L; =1.

(i) Cilindre hiperholic,

M
M

=1.
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Per exemple, la gifica del cilindre hiperllic que & com a equadi
2

(1?3)2 - ? =1 ésla segent




Quadriques

(iii) Cilindre paralblic,

y? = 2cx.

Nota. El conjunt de punts dR® que verifica una equatile segon grau en
la qual falta una de les variablés un cilindre parakl a I'eix de la coordenada

que falta. Per exemple,

v 422 =1, 2?4+ 22 =1

I2+y2:17

8.2 Quadriques no degenerades

Les quadriques que estudiarerars
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Quadrica Equad
Esfera 224y + 22 =1
El-lipsoide L r s =1
Hiperboloide d’'una fulla ;;—2 + };’—2 - ;; =1.
Hiperboloide de dues fulles i—z — g—j — i—; =1.
Paraboloide eliptic z= 2—; + g—z
Paraboloide hipeudic z= z—j — }j—j
Con ﬁ—j + Z—j — i—; =0.

8.3 Esfera

Es el conjunt de punts a8’ gue estan a la mateixa dasicia de un punt
fix, anomenat centreEs a dir, si el centrésC = (z0,Y0,20) i €l radir > 0,
aleshores

d(P,C) = d((z,y,2), (x0, 40, 20)) = v/ (x — 20)*> + (y — 90)> + (z — 20)*> =,

per tant, els punts de I'esfera han de verificar

(o =20 + (g = o) + (2= 20 = ]

Nota 8.3.1. Si el centreés el punt0, 0,0) aleshores
2?4 y? +y? =12

Interseccio amb un pla. Anem a vore quines corbes obtenim al fer el tall
de I'esferaz? + 32 + y? = r? amb un pla horitzontal( = k) o un pla vertical
(r =kobey =k)ambk € R:

(i) Plaz = k, aleshores:®2 + y? = r2 — k2. Aquesta equadino € soluco
sir? — k% < 0 (no hi ha intersecé@i), t& solucod tnica sir? — k? = 0 (dos
puntsN = (0,0,7)i.5 = (0,0, —r)) i la solucb es una circumféncia si
r?2 — k? > 0 (punts de l'esfera del tipus:, y, k) 0 bé (x,y, —k)).
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Quadriques

(i) Lainterseccd amb un pla verticads aloga.

8.4 Ellipsoide

Es el conjunt de punts dB* gue verifiquen la sdégent equad@

(m—mg)z + (y—blzlo)z + (Z_C§0)2 — 17

a2

onC = (xg, Y0, 20) €s el centre de I'dipsoide.

Nota 8.4.1. Si el centrezs el punt0, 0,0) aleshores

2 2 2
T Y z
atpta=t

El-lipsoide d'equad & + % 4 = = 1.

Interseccio amb un pla. Anem a vore quines corbes obtenim al fer el tall
de I’eI-Iipsoidei—; + Z—; + i—j = 1 amb un pla horitzontalz( = k) o un pla
vertical @ = ko bey = k) ambk ¢ R:

() Plaz =k, aleshores‘g + gé =1- ’;—2 Aquesta equadino & soluco si

1— ’;—2 < 0 (no hi ha intersecd)), té solucd Unica sil — ’;—j = 0 (dos punts

N = (0,0,¢)i S =(0,0,—c)) ilasoluct es una elipse sil — ’Z—j > 0(

punts de I'ellipsoide del tipugz, y, k) 0 bé (z,y, —k)).

(ii) Lainterseccd amb un pla verticads adloga.
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8.5 Hiperboloide d’'una fulla

Suposem que el centés el punt0, 0,0) aleshores, I'hiperboloide d’'una
fulla &s el conjunt de punts a»’ que verifiquen I'equadi
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Hiperboloide d’una fulla d’equaé)i%2 + y4—2 -4 =1L

Interseccib amb un pla. Anem a vore quines corbes obtenim al fer el tall
amb un pla horitzontak(= k) o un pla vertical ¢ = k o béy = k) ambk € R:

(i) Plaz = k, aleshores la interseécés una elipse

2 2 2
x Y k
sttt

(i) Lainterseccd amb un plar = k €s una hiprbola

2 2 k2
U

b2 2 a?

8.6 Hiperboloide de dues fulles

Suposem que el centés el pun{0, 0, 0) aleshores, I'hiperboloide de dues
fulles és el conjunt de punts a»’ que verifiquen I'equadi
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Quadriques

Hiperboloide de dues fulles d’equéc{; —

2 22
ToT=1
Interseccio amb un pla. Anem a vore quines corbes obtenim al fer el tall
amb un pla horitzontak(= k) o un pla vertical ¢ = k o0 by = k) ambk € R:

(i) Plaz = k, aleshores la interse@oés una hiprbola

2 2 k2
S
a b2 c?
(i) Lainterseccd amb un plar = k és
y2 2,2 ]432

b2 c2 a2 .

Noteu que ara hi haarvalors dek que faran que aquesta intersécsiga
buida, un punt o & una elipse.

8.7 Paraboloide elliptic

Suposem que el centés el pun{0, 0, 0) aleshores, el paraboloidelgbtic
és el conjunt de punts a»’ que verifiquen I'equadi

2 2
— x_ y_
Z—a2+b2-

Interseccio amb un pla. Anem a vore quines corbes obtenim al fer el tall
amb un pla horitzontak(= k) o un pla vertical = k o by = k) ambk € R:
(i) Plaz = k, aleshores la interseéces el buit & < 0), un punt & = 0) o
bé una elipse & > 0)
1.2 y2
o + 2= k.
(ii) Lainterseccd amb un plar = k és una paibola d’equad@
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8.8 Paraboloide hipertblic

Suposem que el centés el punt0, 0, 0) aleshores, el paraboloide hipélie
és el conjunt de punts »° gue verifiquen I'equadi
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Paraboloide hipeudiic d’equacé z =

Interseccio amb un pla. Anem a vore quines corbes obtenim al fer el tall
amb un pla horitzontak(= k) o un pla vertical{ = k o bey = k) ambk € R:

180



Quadriques

(i) Plaz = k, aleshores la interse@cés una hiprbola

2 2
Yk
a b2
(i) Lainterseccd amb un plar = k és una patbola d’equadi
k2 y2
@

8.9 Con

Suposem que el centés el punt(0, 0, 0) aleshores, el coés el conjunt
de punts dR® que verifiquen I'equadi

M)
M)
M)

St — % =0.

a2

’ a 172 ’12 22
Con d'equac® 057 T (0‘.’5)2 T @sz? T 0.

Interseccio amb un pla. Anem a vore quines corbes obtenim al fer el tall
amb un pla horitzontak(= k) o un pla vertical{ = k o bey = k) ambk € R:

(i) Plaz = k, aleshores la interse@ogs una elipse

.’172 y2 k2
2T ET 2
a b c

(i) Lainterseccd amb un plar = k €s una hiprbola d’equa@

22 y2 - k2

c2 b2 a?’
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