
9. Funcions de diverses variables

Ja hem estudiat abans en el Tema4 les funcions reals de variable real,

és a dir, funcions que noḿes depenien d’una variable. Nogensmenys, moltes

vegades volem estudiar el comportament d’una “funció”que deṕen de ḿes d’una

variable. Per exemple, una funció que a cada punt de la superfı́cie terrestre li

assigne la seua altura sobre el nivell del mar o la pressió atmosf̀erica en aquest

punt.

Definició 9.0.1 Una funcío de diverses variablesf : D ⊂ Rn → R és una

regla que a cada punt del domini(x1, x2, · · · , xn) ∈ D ⊂ Rn
li assigna un

nombre real,f(x1, x2, · · · , xn) ∈ R.

Nosaltres estudiarem fonamentalment les funcions de dues itres vari-

ables ja que amb elles els conceptes i càlculs ens resultaran ḿes f̀acilment in-

tel·ligibles. No obstant algunes definicions, com l’anterior, les donarem per a

funcions definides enRn
.

Exemples.

(i) f : D1 ⊂ R2 → R definida comf(x, y) = x2 + y2. Ara el dominiés

D1 = R2
i el seu conjunt imatgées[0,+∞[.

(ii) g : D2 ⊂ R2 → R definida comf(x, y) =
√

x2 − y. Ara el dominiés

D1 = {(x, y)/y < x2} i el seu conjunt imatgées[0,∞[.

Representacío gràfica. Les funcions de dues variables s’acostumen a represen-

tar gr̀aficament amb:

• corbes de nivell.Es representen els valors de la funció en el propi domini,

és a dir,́es un representació en un subconjunt deR2
(un subconjunt d’un
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pla). Les corbes de nivell són les corbes en el domini de la funció for-

mades pels punts(x, y) on la funcío pren un valor constant,f(x, y) = c.

Un exemple śon les is̀obares dels mapes del temps.

• gràfica de la funcío. Es representa la funció com una superfı́cie en l’espai,

és a dir, es dibuixen els punts de l’espai

{(x, y, f(x, y)) amb(x, y) ∈ D}.

Les l ı́nies de contornsón les corbes que s’obtenen al tallar la superfı́cie

{(x, y, f(x, y))} amb el plaz = c, i per tant, śon corbes en la superfı́cie tals que

representen un valor fix de la funció f(x, y) = c.

Nota. Si es t́e una funcío de tres variables,f(x, y, z), aleshores no es pot utilitzar

el mètode de representar la seua gràfica (subconjunt deR4
), i només es parla de

superf́ıcies de nivell: Els punts(x, y, z) on la funcío f pren un valor constant,

f(x, y, z) = c.

Exemple. Dibuixa les corbes nivell i les lı́nies de contorn per a la funció

f(x, y) = 100− x2 − y2 en0, 50 i 75.
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Funcions de diverses variables

9.1 Limits i continuı̈tat

La idea intüıtiva de ĺımit d’una funcío de diverses variableśes la mateixa

que en el cas d’una funció de variable real: El lı́mit d’una funcío quan ens aprox-

imem a un punt́esℓ si aquest valor no depèn del caḿı pel qual ens aproximem

al punt.

Definició 9.1.1 Direm que el ĺımit d’una funcío f(x, y) quan(x, y) tendeix a

(x0, y0) ésℓ si per a qualsevolǫ > 0 existeix unδ > 0 tal que per a tots els

punts(x, y) tals que si

√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ aleshores |f(x, y)− ℓ| < ǫ.

La notacío usualés

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = ℓ.

Nota. Una manera senzilla de trobar el “possible candidat” a lı́mit d’una funcío

f(x, y) quan(x, y) tendeix a(x0, y0) consisteix en calcular els lı́mits iterats:

Calcular en primer lloc el lı́mit de la funcío f(x, y) quany tendeix ay0 i despŕes

el def(x0, y) quanx tendeix ax0, i viceversa.És a dir,

lim
x→x0

(

lim
y→y0

f(x, y)

)

i lim
y→y0

(

lim
x→x0

f(x, y)

)

.

Cal remarcar que aquest procedimentno ens garanteixque el ĺımit de la funcío

existesca, però en el cas d’existir si que coincideix amb el valor que obtenim en

les dues expressions. Aixı́, el c̀alcul del ĺımit d’una funcío de diverses variables

es redueix al c̀alcul de “diversos” ĺımits de funcions d’una variable.

Exemple.Calcula el ĺımit de la funcío f(x, y) = x2y
x4+y2 en(1, 2).

Calculem els ĺımits iterats,

limx→1

(

limy→2
x2y

x4+y2

)

= limx→1
2x2

x4+4 = 2
5 ,

limy→2

(

limx→1
x2y

x4+y2

)

= limy→2
y

1+y2 = 2
5 .

Per tant, elpossiblevalor del ĺımit de la funcío quan ens aproximem al punt

(1, 2) és 2
5 .

La import̀ancia del caḿı per el qual ens aproximem a un punt queda palesa

en el seg̈uent exemple.

Exemple.Calcula el ĺımit de la funcío f(x, y) = x2y
x4+y2 en(0, 0).
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En primer lloc calculem els lı́mits iterats:

lim
x→0

(

lim
y→0

x2y

x4 + y2

)

= lim
x→0

0

x4
= 0

lim
y→0

(

lim
x→0

x2y

x4 + y2

)

= lim
y→0

0

y2
= 0.

Si ens aproximem al punt(0, 0) amb rectes,́es a dir, amb punts de la forma

(x,mx) onm ∈ R,

lim
(x,mx)→(0,0)

x2y

x4 + y2
= lim

x→0

mx3

x4 + m2x2
= lim

x→0

mx

x2 + m2
= 0.

Ara bé, si ens aproximem al llarg de la paràbola(x, x2) aleshores

lim
(x,x2)→(0,0)

x2y

x4 + y2
= lim

x→0

x4

x4 + x4
= lim

x→0

1

2
=

1

2
.

Per tant, no existeix el lı́mit de la funcío en(0, 0).

Les propietats que compleixen els lı́mits śon aǹalogues a les propietats que

verifiquen les funcions d’una variable real.

Propietats 9.1.2 Siguenf i g funcions reals tals que

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = ℓ1, lim
(x,y)→(x0,y0)

g(x, y) = ℓ2.

Aleshores:

• lim(x,y)→(x0,y0) (f(x, y)± g(x, y)) = ℓ1 ± ℓ2.

• lim(x,y)→(x0,y0) k · f(x, y) = k · ℓ1, k ∈ R.

• lim(x,y)→(x0,y0) f(x, y) · g(x, y) = ℓ1 · ℓ2.

• lim(x,y)→(x0,y0)
f(x,y)
g(x,y) = ℓ1

ℓ2
si ℓ2 6= 0.

Ara la continüıtat d’una funcío de dues variables també implica l’exist̀encia

del ĺımit, del valor de la funcío i que aquests valors coincidesquen.

Definició 9.1.3 Direm que la funcío f(x, y) és cont́ınua en(x0, y0) si

(i) f est̀a definida en(x0, y0),

(ii) existeixlim(x,y)→(x0,y0) f(x, y),

(iii) es compleix quelim(x,y)→(x0,y0) f(x, y) = f(x0, y0).
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Funcions de diverses variables

Una funcío és cont́ınua si hoés en tots els punts del seu domini.

Com a conseqùencia de les Propietats12.1.1es compleix que la suma,

resta, producte, quocient, etc. de funcions contı́nuesés una funcío cont́ınua (on

estiga definida i tinga sentit).

A més a ḿes, les funcions poliǹomiques, les exponencials, les trigonomètriques

i les racionals śon cont́ınues en els punts on estan definides, i la composició de

funcions cont́ınuesés cont́ınua.

Per exemple, les següents funcions śon cont́ınues:

f(x, y) =
x + y

x2 + y2 + 1
, g(x, y) = cos(

x + y

x2 + 1
), h(x, y) = ex+y.

Exemple.La funció

f(x, y) =

{

x2y
x4+y2 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

no és cont́ınua en(0, 0), per̀o si hoés en(0, 1).

El fet de que no siga contı́nua en(0, 0) est̀a clar ja que no existeix el lı́mit

de la funcío en (0, 0). Anem a vore que síes cont́ınua en(0, 1), i de fet en

qualsevol punt(x, y) 6= (0, 0). En els punts(x, y) 6= (0, 0) la funció f és un

quocient de polinomis en les variablesx i y on no s’anul·la el denominador, i

per tant,́es una funcío cont́ınua en tots aquests punts.

9.2 Derivades parcials

Les derivades parcials d’una funció de diverses variables s’obtenen al deixar

constants totes les variables independents menys una i fer la derivada respecte

d’aquesta.

Definició 9.2.1 Sigaf : D ⊂ R2 → R una funcío i (x0, y0) un punt interior de

D, és a dir, que existisca un cercle amb centre en(x0, y0) contingut enD. La

derivada parcial def respecte dex en el punt(x0, y0) es defineix com

fx(x0, y0) =
∂f

∂x
|(x0,y0) = lim

h→0

f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)

h
,

i la derivada parcial def respecte ay en el punt(x0, y0) com

fy(x0, y0) =
∂f

∂y
|(x0,y0) = lim

h→0

f(x0, y0 + h)− f(x0, y0)

h
.
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Interpretaci ó geom̀etrica. Si considerem la superfı́cie{(x, y, f(x, y))} i fixem

la coordenaday = y0 s’obt́e la corba intersecció de la superfı́cie amb el pla

y = y0, és a dir, la corba de coordenades{(x, y0, f(x, y0))}. Ara, com que

tenim una corba enR3
podem considerar la recta tangent a la corba en el punt

(x0, y0, f(x0, y0)). Aquesta rectáes precisament la recta en el play = y0

que passa pel punt(x0, y0, f(x0, y0)) amb pendent igual a∂f
∂x |(x0,y0). La seua

expressío vectorialés,

x = x0 + λ · 1
y = y0

z = f(x0, y0) + λ · ∂f
∂x |(x0,y0).

L’angle que forma la recta tangent a la corbaf(x, y0) en x = x0 = r amb

el pla z = 0 est̀a determinat per la pendent de la recta tangent. En particular,

la pendent́es igual a la tangent de l’angle que formen el plaz = 0 i la recta

tangent,

m = tanα =
∂f

∂x
|(x0,y0).

Nota. Noteu que l’angle està determinat pels vectors(1, 0, 0) (direccío positiva

de l’eix x) i
−−→
QP en el cas de que la intersecció siga amb un play = y0, i per

(0, 1, 0) (direccío positiva de l’eixy) i
−→
AP en el cas de que la intersecció siga

amb un plax = x0.

Nota. Les derivades parcials successives es defineixen d’una manera aǹaloga.

Sigaf(x, y) una funcío derivable i siguenfx i fy les funcions derivades parcials
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Funcions de diverses variables

def , aleshores les derivades parcials segones són

fxx(x0, y0) =
∂fx

∂x
|(x0,y0) =

∂2f

∂x∂x
|(x0,y0) = lim

h→0

fx(x0 + h, y0)− fx(x0, y0)

h
,

i de la mateixa manera

fxy(x0, y0) , fyx(x0, y0) , fyy(x0, y0).

A més a ḿes, es verifica la igualtat de les derivades parcials creuades,

fxy = fyx,

és a dir, no importa l’ordre en el qual derivem parcialment lafunció. Aquest

resultat es coneix comLema de Schwarz.

Exemple. Calcula les derivades parcials primeres i segones respectea x i y de

la funció,

f(x, y) = x2 − xy + y2 − y3.

La derivada parcial respecte ax en un punt(x0, y0) és,

∂f
∂x = limh→0

f(x0+h,y0)−f(x0,y0)
h

= limh→0
((x0+h)2−(x0+h)y0+y2

0−y3
0)−(x2

0−x0y0+y2
0−y3

0)
h

= limh→0
2hx0+h2−hy0

h = 2x0 − y0,

i, en general, en un punt(x, y) les derivades parcials són

∂f
∂x = 2x− y, ∂f

∂y = −x + 2y − y2,
∂2f
∂2x = 2, ∂2f

∂2y = 2− 2y,
∂2f

∂x∂y = −1, ∂2f
∂y∂x = −1.

Exemple.Calcula les derivades parcials primeres respecte ax i y de la funcío,

f(x, y) = x2 + xy − ex cos y + ln(
√

x2 + y2).

Les derivades parcials són,

∂f
∂x = 2x + y − ex cos y + 1√

x2+y2
· 2x

2
√

x2+y2
,

∂f
∂y = x + ex sin y + 1√

x2+y2
· 2y

2
√

x2+y2
.
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9.3 Regla de la cadena

La regla de la cadena per a funcions de diverses variablesés similar a la de

les funcions d’una variable real. Recordem-la: Siguenf, g funcions cont́ınues

i suposem que volem calcular la derivada de(f ◦ g)(t) = f(g(t)) en t = t0,

aleshores sabem que

(f ◦ g)′(t0) = f ′(g(t0)) · g′(t0).

Proposició 9.3.1 Sigaf : D ⊂ R2 → R una funcío amb derivades parcials

cont́ınues i sigag : I ⊂ R → R una funcío diferenciable ent0 (si g(t) =

(x(t), y(t)), aleshores les funcionsx i y són diferenciables ent0). Aleshores

f(x(t), y(t)) és una funcío diferenciable ent0 i es compleix que

d(f ◦ g)

dt
|t0 =

∂f

∂x
|(x(t0),y(t0)) ·

dx

dt
|t0 +

∂f

∂y
|(x(t0),y(t0)) ·

dy

dt
|t0 .

Nota. D’una manera similar, sif(x, y, z) i x = x(t), y = y(t), z = z(t)

satisfan les condicions anteriors, aleshores

df

dt
=

∂f

∂x
|(x(t),y(t),z(t)) ·

dx

dt
+

∂f

∂y
|(x(t),y(t),z(t)) ·

dy

dt
+

∂f

∂z
|(x(t),y(t),z(t)) ·

dz

dt
.

Exemple. Sigaf(x, y) = xy i volem calcular la derivada def al llarg de la

traject̀oriax(t) = cos t, y(t) = sin t.

La funció composicío ésf(x(t), y(t)) = cos t · sin t, i per tant,

df

dt
=

∂

∂x
(xy)|(x(t),y(t)) ·

d

dt
(cos t) +

∂

∂y
(xy)|(x(t),y(t)) ·

d

dt
(sin t)

= y(t) · (− sin t) + x(t) · (cos t) = − sin2 t + cos2 t.

Tamb́e es pot calcular la derivada considerant la funció composicío com

una funcío del nou par̀ametre,́es a dir,F (t) = f(x(t), y(t)) = cos t · sin t i ara

derivar respecte at,

d

dt
(F ) = F ′(t) = (− sin t) · sin t + cos t · cos t = − sin2 t + cos2 t.

9.4 Gradients i derivades direccionals

La ideaés la seg̈uent: Donat un punt de la imatge o gràfica de la funcío

estudiar la variació de la funcío al llarg de les rectes que passen per aquest punt.
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Funcions de diverses variables

Suposem que tenim una funció de tres variablesf(x, y, z) i un punt del

seu dominiP = (x0, y0, z0) i considerem totes les rectes que passen perP ,

x(t) = x0 + t · u1 , y(t) = y0 + t · u2 , z(t) = z0 + t · u3,

amb−→u = (u1, u2, u3) unitari (per no repetir direccions).

Calculem ara la variació de la funcío f enP al llarg de les rectes,́es a dir,

la derivada respecte at de la funcío f(x(t), y(t), z(t)),

df

dt
=

∂f

∂x
· dx

dt
+

∂f

∂y
· dy

dt
+

∂f

∂z
· dz

dt
=

∂f

∂x
· u1 +

∂f

∂y
· u2 +

∂f

∂z
· u3.

Aquesta expressió és el producte escalar dels vectors

(

∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)

i −→u = (u1, u2, u3).

Definició 9.4.1 Sigaf(x, y, z) una funcío amb derivades parcials en un punt

P0 = (x0, y0, z0), aleshores el vector gradient def enP0 és el vector

(∇f)P0
= (

∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z
)|P0

.

Definició 9.4.2 Sif(x, y, z) té derivades parcials continues enP0 = (x0, y0, z0)

i −→u és un vector unitari, aleshores la derivada def enP0 en la direccío de−→u
és el nombre

(Duf)P0
= (∇f)P0

· −→u ,

és a dir, el producte escalar de−→u pel vector gradient def enP0.

Nota. Aquestes dues definicions també śon vàlides per a funcions de qualsevol

nombre de variables.

Nota. Quan el vector−→u no és unitari, entenem que es tracta de la derivada

direccional respecte el vector unitari en la direcció de−→u .

Exemple. Calcula la derivada def enP0 en la direccío de−→u en els seg̈uents

casos:

(i) f(x, y, z) = x · ey + yz, P0 = (2, 0, 0) i −→u = (2, 1,−2).

(ii) f(x, y) = 100− x2 − y2, P0 = (3, 4),−→u = (1, 1).

(iii) f(x, y, z) = x3 − xy2 − z, P0 = (1, 1, 0),−→u = (2,−3, 6).
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9.4.1 Propietats de la derivada direccional

Anem ara a determinar en quines direccions canvia la funció més r̀apid i

més esplai. Per tal de fer-ho recordem que el producte escalarde dos vectors−→u
i −→v verifica que

cos θ =
−→u · −→v
|−→u | · |−→v | ,

onθ és l’angle entre els dos vectors.

Proposició 9.4.3 Sigaf(x, y, z) una funcío amb derivades parcials continues

enP0 = (x0, y0, z0) i siga−→u un vector unitari, aleshores

(Duf)P0
= (∇f)P0

· −→u = |(∇f)P0
| cos θ,

onθ és l’angle entre el vector gradient i el vector−→u . Per tant,

• La derivada direccional pren el seu valor positiu més gran quancos θ =

1, és a dir, quan−→u est̀a en la direccío del gradient.

• Anàlogament, decreix ḿes r̀apidament en la direcció de−(∇f)P0
.

• Qualsevol direccío−→u perpendicular al gradient́es una direccío de canvi

zero, ja quecos(π
2 ) = 0. És a dir, la derivada direccional s’anul·la.

Exemple 9.4.4Determinar les direccions de creixement nul, màxim i ḿınim de

la funció f(x, y, z) = x · ey + yz en el puntP0 = (2, 0, 0).

El vector gradient́es(∇f)P0
= (ey, xey + z, y)|P0

= (1, 2, 0), i per tant,

• la direccío de creixement m̀axim és
(∇f)P0

|(∇f)P0
| = 1√

5
(1, 2, 0).

• la direccío de creixement ḿınim és− (∇f)P0

|(∇f)P0
| = − 1√

5
(1, 2, 0).

• les direccions de creixement nul són vectors−→u = (u1, u2, u3) perpendic-

ulars a
(∇f)P0

|(∇f)P0
| = 1√

5
(1, 2, 0), i per tant, han de verificar que

−→u · (∇f)P0

|(∇f)P0
| = u1 + 2u2 = 0 i u2

1 + u2
2 + u2

3 = 1.

A tall d’exemple, el vector−→u = 1√
5
(−2, 1, 0) és unitari i perpendicular

al vector
(∇f)P0

|(∇f)P0
| = 1√

5
(1, 2, 0).
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Funcions de diverses variables

9.5 Pla tangent i recta normal a una superf́ıcie de nivellf(x, y, z) =

c.

Suposem quef(x, y, z) té derivades parcials continues en un puntP0 =

(x0, y0, z0) de la superf́ıcie de nivellS = {(x, y, z) tals quef(x, y, z) = c}, és

a dir, les parcialsfx(P0), fy(P0), fz(P0) són continues if(P0) = c.

Considerem una corbaα(t) = (x(t), y(t), z(t)) en la superf́ıcie de nivell

S que passa perP0, aleshores

f(α(t)) = f(x(t), y(t), z(t)) = c,

i si ara derivem respecte det es compleix queddt (f(x(t), y(t), z(t))) = d
dt (c) =

0, i per tant,
∂f

∂x
· dx

dt
+

∂f

∂y
· dy

dt
+

∂f

∂z
· dz

dt
= 0.

Expressío que tamb́e es pot escriure com

∇f · −→v = 0,

on −→v = (x′(t), y′(t), z′(t)) és el vector velocitat de la corbaα(t) en la su-

perf́ıcie de nivell.

Com a conseqùencia d’aquest resultat es compleix queel vector gradient
és perpendicular al vector velocitat de tota corba en la superf ı́cie de nivell,
és a dir,́es perpendicular a totes les rectes tangents en un puntP0 de la superf́ıcie

de nivell. Totes aquestes rectes tangents pertanyen a un pla: el pla que passa per

P0 i és normal al vector gradient enP0, (∇f)P0
. Aquest pláes l’anomenatpla

tangent.

Definició 9.5.1 Sigaf(x, y, z) una funcío amb derivades parcials continues en

un puntP0 = (x0, y0, z0) de la superf́ıcie de nivellS = {(x, y, z) tals quef(x, y, z) =

c}.

• El pla tangent a la superfı́cie de nivellS enP0 té per equacío

fx(P0)(x− x0) + fy(P0)(y − y0) + fz(P0)(z − z0) = 0.

• La recta normal aS enP0 és la perpendicular al pla tangent i paral·lela

al vector(∇f)P0
donada per les equacions

x(t) = x0 + fx(P0) · t , y(t) = y0 + fy(P0) · t , z(t) = z0 + fz(P0) · t.
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Nota. Un puntP = (x, y, z) est̀a en el pla tangent a la superfı́cie de nivell en

P0 = (x0, y0, z0) si el vector
−−→
P0P = (x, y, z) − (x0, y0, z0) = (x − x0, y −

y0, z − z0) és perpendicular al vector gradient def enP0.

Exemple. A continuacío teniu dibuixades algunes corbes de nivell de la funció

f(x, y) = x2 + y2 i el seu vector gradient∇f = (2x, 2y).

Exemple. Calcula les equacions del pla tangent i la recta normal en el punt

P0 = (1, 1, 1) de la superf́ıcie de nivell

x2 + y2 + z2 = 3.

La funció que considereḿesf(x, y, z) = x2 + y2 + z2, i el seu vector

gradientés

∇f = (2x, 2y, 2z) i (∇f)(1,1,1) = (2, 2, 2),

per tant, l’equacío del pla tangent a la superfı́cie de nivell enP0 = (1, 1, 1) és

2(x− 1) + 2(y − 1) + 2(z − 1) = 0,

i l’equació de la recta normal

x = 1 + 2 · t , y = 1 + 2 · t , z = 1 + 2 · t,

que amb el canvi de variables = 2t + 1 queda comβ(s) = (s, s, s).

Nota Important. Si el que volem es calcular el pla tangent en un punt d’una

superf́ıciez = f(x, y) el que cal fer es considerar la superfı́cie de nivell

F (x, y, z) = f(x, y)− z = 0,
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Funcions de diverses variables

i aplicar els resultats anteriors de la Definició 12.5.1. Aixó ens donar̀a lloc a la

seg̈uent expressió del pla tangent

fx(P0)(x− x0) + fy(P0)(y − y0)− (z − z0) = 0, (5.1)

i de la recta normal

x = x0 + fx(P0) · t , y = y0 + fy(P0) · t , z = z0 − t.

Exemple. Calcula les equacions del pla tangent i la recta normal en el punt

P0 = (1, 1,−1) de la superf́ıcie

z = x2 − xy − y2.

A partir de la funcío z = f(x, y) considerem la funció de tres variables

F (x, y, z) = f(x, y)−z = x2−xy−y2−z i la superf́ıcie de nivellF (x, y, z) =

f(x, y)− z = 0. Calculem el seu vector gradient

∇F = (Fx, Fy, Fz) = (fx, fy,−1) = (2x− y,−x− 2y,−1),

que en el puntP0 = (1, 1,−1) pren el valor(∇F )P0
= (1,−3,−1). Ara,

d’acord amb les equacions donades en la Definició 12.5.1s’obtenen les següents

equacions del pla tangent,

(x− 1)− 3(y − 1)− (z + 1) = 0 ⇒ x− 3y − z + 1 = 0,

i de la recta normal










x = 1 + t,

y = 1− 3t,

z = −1− t.

⇒
{

3x + y − 4 = 0,

y − 3z − 4 = 0.

9.6 Aproximació lineal i estimacío de l’increment

Suposem que una funció f(x, y) és cont́ınua i t́e derivades parcials de

primer ordre continues, aleshores l’equació del pla tangent a la superfı́cie z =

f(x, y) en un puntP0 = (x0, y0, f(x0, y0)) és

z = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0),

com es dedueix de la fórmula (5.1).
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Com el pla tangent i la superfı́cie est̀an molt prop en un entorn del puntP0

aleshores podem definir una funció que ens done els valors del pla tangent en

P0,

T (x, y) = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)

com a aproximació al valor de la superfı́cie en un entorn del puntP0, és a dir,

f(x, y) ≈ T (x, y) ≈ f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0).

Est̀a clar que es produeix un error, no obstant, aquest error ( en valor absolut)

est̀a fitat per la seg̈uent expressió

|E| ≤ B · (|x− x0|+ |y − y0|)2
2

,

onB = valor màxim en el entorno deP0 de{|fxx|, |fxy|, |fyy|}.

9.7 Màxims, ḿınims i punts de sella

Com en el cas de les funcions d’una variable ara ens proposem estudiar

com determinar els valors on una funció de diverses variables pren el seu valor

més gran (màxims locals) o més xicotet (ḿınims locals) en un entorn d’un punt.

La definicío de m̀axim i ḿınim localés la seg̈uent:

Definició 9.7.1 Sigaf una funcío de diverses variables i sigaP0 un punt inte-

rior del seu domini, aleshores

• Direm quef té un m̀axim local enP0 si f(P0) ≥ f(Q), per a totQ en un

cert entorn deP0.

• Direm quef té un ḿınim local enP0 si f(P0) ≤ f(Q), per a totQ en un

cert entorn deP0.

Direm queP0 és un extrem relatiu siP0 és o b́e un m̀axim local, o b́e un ḿınim

local.

A continuacío teniu una manera senzilla de trobar els extrems relatius

d’una funcío de diverses variables.

Proposició 9.7.2 Sigaf una funcío de diverses variables. Sif te un extrem

relatiu enP0 aleshores

(∇f)(P0) = 0 o (∇f)(P0) no existeix.
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Funcions de diverses variables

Com a conseqùencia d’aquesta Prop. ja sabem on buscar els punts que són

extrems relatius, no obstant no tots els punts que verifiquenles dues condicions

anteriors śon extrems relatius.

Definició 9.7.3 Els punts interiors del domini d’una funció en els quals el vector

gradientés zero o b́e el vector gradient no existeix s’anomenen punts crı́tics de

la funció.

Exemple.Trobar els punts crı́tics de les seg̈uents funcions:

(i) f(x, y) = 2x2 + y2 − xy − 7y.

(ii) g(x, y) = 1 +
√

x2 + y2.

Hi ha que calcular el vector gradient de les dues funcions

∇f = (4x− y, 2y − x− 7) , ∇g = (
x

√

x2 + y2
,

y
√

x2 + y2
).

En el cas de la funció f el gradient s’anul·la en el punt(1, 4) (hi ha que resoldre

el sistema d’equacions) iés l’únic punt cŕıtic ja que el vector gradient existeix

per a tots els punts del domini (R2
). Per a la funcío g el gradient s’anul·la en

el punt(0, 0), per̀o en aquest punt el gradient no està definit, i per tant, el punt

(0, 0) és l’únic punt cŕıtic.

Com ja hem comentat el fet de que un punt siga crı́tic no implica que el

punt siga un extrem relatiu de la funció, i per tal d’esbrinar si hóes o no hi ha

diferents m̀etodes.

Per a les funcions de dues variablesf(x, y) el mètode del discriminant ens

permet identificar el comportament de la funció en un punt cŕıtic.

Proposició 9.7.4 Si fx(a, b) = fy(a, b) = 0, aleshores es defineix el discrimi-

nant def en(a, b) com∆(a, b) = (fxxfyy − f2
xy)(a, b), i es compleix que

• f te un m̀axim relatiu en(a, b) si fxx(a, b) < 0 i ∆(a, b) > 0.

• f te un ḿınim relatiu en(a, b) si fxx(a, b) > 0 i ∆(a, b) > 0.

• f te un punt de sella en(a, b) si ∆(a, b) < 0.

• El criteri no ens diu res en(a, b) si ∆(a, b) = 0.
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Exemples.Calcula els valors extrems de les següents funcions.

(i) f(x, y) = x2 + y2.

(ii) f(x, y) = xy − x2 − y2 − 2x− 2y + 4.

(iii) f(x, y) = xy.

9.7.1 Extrems Absoluts

Per tal de determinar els extrems absoluts d’una funció d’una o diverses

variables cal tenir en compte que es pot demostrar (encara que no ho farem) el

seg̈uent resultat:Una funció continua pren els seus valors m̀axim i mı́nim
absoluts en qualsevol regío tancada i fitada en la qual estiga definida.

Dit açò, els valors m̀axims o ḿınims absoluts noḿes es poden prendre en

• els punts cŕıtics de la funcío,

• o els punts de la frontera de la regió de definicío.

Exemple.Troba els m̀axims i ḿınims absoluts de la funció f(x, y) = x2+xy+

2y2 − 7x en el rect̀angleR = {(x, y) tals quex ∈ [0, 7], y ∈ [−4, 3]}.

Sol. En primer lloc calculem els punts on s’anul·la el seu vector gradient,

fx = 2x + y − 7 = 0 , fy = x + 4y = 0,

i obtenim que l’́unic punt cŕıtic és el(4,−1). Ara determinem síes un extrem

relatiu amb el m̀etode del discriminant

fxx = 2 , fxy = 1 , fyy = 4,
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Funcions de diverses variables

és a dir,∆(4,−1) = 8 − 1 = 7 > 0 i a més a ḿesfxx = 2 > 0. Per tant, el

punt(4,−1) és un ḿınim local i f(x, y) = −14. Si en la fronetra del rectàngle

no hi ha cap punt quina imatge perf siga menor que−14, la funcío tindr̀a en

(4,−1) un ḿınim absolut.

El punt(4,−1) és l’únic extrem relatiu def en el interior de la regió. Ens

queda estudiar el seu comportament en la frontera. Aquesta est̀a formada per

quatre segments de recta:{(0, y)| − 4 ≤ y ≤ 3}, {(7, y)| − 4 ≤ y ≤ 3},
{(x,−4)|0 ≤ x ≤ 7}, {(x, 3)|0 ≤ x ≤ 7}. Les restriccions def a cada

segment, venen donades per les funcions

F0(y) = f(0, y) = 2y2, F7(y) = f(7, y) = 2y2 + 7y, (7.2)

G−4(x) = f(x,−4) = x2 − 11x + 32, G3(x) = f(x, 3) = x2 − 4x + 18.

Per tal de determinar els extrems d’aquestes funcions d’una variable de-

rivem i igualem a zero,

F ′
0(y) = 4y = 0, F ′

7(y) = 4y + 7 = 0,

G′
−4(x) = 2x− 11 = 0, G′

3(x) = 2x− 4 = 0,

per̀o tots aquests punts són ḿınims d’aquestes funcions ja que la seua segona

derivada en estos puntsés positiva. A ḿes, en tots ells el valor de la funció és

major que−14, per tant el ḿınim absolut es troba en el punt(4,−1). El màxim

absolut el prendrà la funcío en algun dels v̀ertexs del rect̀angle,

f(0,−4) = 32, f(0, 3) = 18,

f(7,−4) = 4, f(7, 3) = 39.

En definitiva, el m̀axim absolut es troba en el punt(7, 3) i el mı́nim absolut en

(4,−1) com s’observa en el dibuix de la gràfica de la funcío.
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Nota. Observar que totes les funcions de l’expressió (7.2) són par̀aboles el coe-

ficient cuadr̀atic de les qualśes positiu, i per tant, prenen el seu valor més alt en

els extrems.

9.7.2 Màxims i ḿınims condicionats

Anem a estudiar com podem trobar els màxims o ḿınims d’una funcío de

diverses variables quan el seu domini te algún tipus de restricció. Per exemple,

determinar les distàncies m̀axima i ḿınima de l’origen ( o un altre punt) a una

corba donada.

A vegades les restriccions es poden incorporar a la funció i aleshores es

resol el problema de la manera habitual amb aquesta funció, per̀o amb una vari-

able menys com s’observa en el següent exemple.

Exemple.Determinar el punt en el plax + y − z + 1 = 0 que est̀a més prop de

l’origen.

Es tracta de minimitzar la funció dist̀ancia entre dos punts (l’origen i un

punt del pla),́es a dir,

d(O,P ) =
√

(x− 0)2 + (y − 0)2 + (z − 0)2,

que te el mateix ḿınim que la funcío dist̀ancia al quadrat (per tal d’evitar l’arrel

quadrada),

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2,

sotmesa a la restricció de que el punt ha de ser del plax + y − z + 1 = 0.

Aquesta restricció es pot incorporar a la funció si s’aconsegueix escriure una de

las variables en funció de les altres. Per exemple,z = x + y + 1, i aleshores la
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Funcions de diverses variables

funció de la qual volem obtenir el seu valor mı́nim és

x2 + y2 + z2 = x2 + y2 + (x + y + 1)2 = 2x2 + 2y2 + 2xy + 2x + 2y + 1.

Apliquem a aquesta funció F (x, y) = 2x2 +2y2 +2xy+2x+2y+1 el mètode

habitual, Proposició 12.7.1,

Fx = 4x + 2y + 2 = 0 , Fy = 4y + 2x + 2 = 0,

és a dir, el punt crı́tic ésx = − 1
3 i y = − 1

3 . Vejam siés un ḿınim:

Fxx = 4 , Fxy = 2 , Fyy = 4,

i per tant,∆(− 1
3 ,− 1

3 ) = (FxxFyy − F 2
xy)(− 1

3 ,− 1
3 ) = 16 − 4 = 12 > 0, i a

més a ḿesFxx = 4 > 0. És a dir, el punt(− 1
3 ,− 1

3 ) és un ḿınim de la funcío

F , i per tant, el punt del plax + y − z + 1 = 0 que est̀a més prop de l’origeńes

el (− 1
3 ,− 1

3 , 1
3 ).

No obstant, altres vegades no resulta possible incorporar les restriccions a

la funció i aleshores el m̀etode per tal de resoldre aquests problemes rep el nom

demètode dels multiplicadors de Lagrange.

Multiplicadors de Lagrange. Suposem quef(x, y, z) i g(x, y, z) tenen derivades

parcials continues. Per tal de trobar els valors màxims i ḿınims locals def

sotmesos a la restricció g(x, y, z) = 0 es calculen els valors dex, y, z i λ que

compleixen simult̀aneament les equacions

∇f = λ∇g i g(x, y, z) = 0. (7.3)

Nota. En alguns llibres aquest m̀etode s’explica amb l’ajuda d’una funció aux-

iliar

H(x, y, z, λ) = f(x, y, z)− λg(x, y, z),

i ara es determina per a quins valors dex, y, z i λ s’anul·la el vector gradient de

H,
Hx = fx − λgx = 0, Hy = fy − λgy = 0,

Hz = fz − λgz = 0, Hλ = −g = 0.

Exemple.Una sonda espacial amb forma d’el·lipsoide4x2+y2+4z2 = 16 entra

en l’atmosfera de la Terra i la seua superfı́cie comença a calentar-se. Després

d’una hora, la temperatura en el punt(x, y, z) sobre la superfı́cie de la sondáes
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T (x, y, z) = 8x2 + 4yz − 16z + 600. Determinar el/s punts ḿes calent/s de la

superf́ıcie de la sonda.

Sol. Hi ha que trobar els m̀axims de la funcíoT sotmesos a la restriccióg(x, y, z) =

4x2 + y2 + 4z2 − 16 = 0, és a dir, els punts que verifiquen∇T = λ∇g i

g(x, y, z) = 0. D’aquesta manera s’obtene el sistema d’equacions






































16x = 8λx → (2− λ)x = 0 → λ = 2 o x = 0,

4z = 2λy → 2z = λ(4 + 2λz) → z = 2λ
1−λ2 ,

4y − 16 = 8λz → y = 4 + 2λz → y = 4
1−λ2 ,

0 = 4x2 + y2 + 4z2 − 16.

Passem ara a discutir els possibles resultats:

• Si x = 0, aleshores la restricció ésy2 + 4z2 = 16 i despŕes de substitüır

els valors trobats per ay i z s’obt́e queλ = ±
√

3. Aixı́, els punts śon

(0,−2,+
√

3) i (0,−2,−
√

3), i el valor de la temperatura en aquests punts

T (0,−2,+
√

3) = −24
√

3 + 600 , T (0,−2,−
√

3) = 24
√

3 + 600.

• Si λ = 2, aleshoresy = − 4
3 , z = − 4

3 i el valor dex s’obt́e de la restriccío

despŕes de substitüır els valors dey i z que s’han obt́es. Amb aix̀o s’arriba

a quex = ± 4
3 , i el valor de la temperatura en aquests puntsés

T (
4

3
,−4

3
,−4

3
) =

128

3
+ 600 , T (−4

3
,−4

3
,−4

3
) =

128

3
+ 600.

Per tant, els punts amb major temperatura de la sonda són ( 4
3 ,− 4

3 ,− 4
3 ) i

(− 4
3 ,− 4

3 ,− 4
3 ).
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1 Calcula les primeres i segones derivades parcials de les següents funcions:

a)f(x, y, z) = 5x3y + cos x− xz2.

b) g(x, y, z) = xyz.

c) h(x, y, z) = tg(x2y2z2).

d) j(x, y, z) = xy2 − yz2.

e)k(x, y, z) = x2e
y
z .

f) l(x, y, z) = F (x, y)G(y, z).

2 La superf́ıcie x2 + y2 + z2 = 49 és tallada pel plax = 6. Troba l’angle

agut entre la recta tangent a la corba intersecció en el punt(6, 2, 3) i el plaxy.

Representa la figura.

3 La superf́ıcie x2 + y2 + z2 = 11 és tallada pel play = 2. Troba l’angle

agut entre la recta tangent a la corba intersecció en el punt(4, 2, 1) i el plaxy.

Representa la figura.

4 Troba les equacions de la recta tangent a la corbaz = 3x2 + y2, x = 1 en el

punt(1, 2, 7). Representa la corba.

5 En els problemes següents, calcula la derivada direccional de la funció f , en

el puntP0, i en la direccío u:

a)f(x, y) = x2 + y2, P0 = (1, 0), u = (1,−1),

b) f(x, y) = cos xy, P0 = (2, π
4 ), u = (4,−1),

c) f(x, y) = x−y2

x , P0 = (1, 1), u = (12, 5),

d) f(x, y) = x arctan( y
x ), P0 = (1, 1), u = (2,−1),

e)f(x, y, z) = ln(x2 + y2 + z2), P0 = (3, 4, 12), u = (3, 6,−2),

f) f(x, y, z) = cos xy +eyz +ln(xz), P0 = (1, 0, 1
2 ), u = (1, 2, 2).

6 Troba el vector gradient de les següents funcions

a)u = x3 − 2x2y + 3.

b) u = arctg(xy
z ).

c) u = ln
√

x2 + y2 + z2.
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7 En els problemes següents, calcula la direcció de major creixement def , en

el puntP0, i determina alguna direcció de canvi nul:

a)f(x, y) = x2 + cos xy, P0 = (1, π
2 ),

b) f(x, y, z) = exy + z2, P0 = (0, 2, 3),

c) f(x, y, z) = (x + y − 2)2 + (3x− y − 6)2, P0 = (1, 1, 0).

d) f(x, y) = x2 + xy + y2, P0 = (−1, 1),

e)f(x, y, z) = (x + y)2 + (y + z)2 + (z + x)2, P0 = (2,−1, 2),

f) f(x, y, z) = z ln(x2 + y2), P0 = (1, 1, 1).

8 En quines dues direccions s’anul·la la derivada de

a)f(x, y) = xy + y2 en el puntP0 = (2, 5).

b) f(x, y) = x2−y2

x2+y2 en el puntP0 = (1, 1).

9 Per a les seg̈uents funcions i punts, determina el pla tangent i la recta normal

a la superf́ıcie donada en el puntP0:

a)x2 + y2 + z2 = 9, P0 = (1, 2, 2),

b) x2 + y2 − z2 = 18, P0 = (3, 5,−4),

c) (x + y)2 + z2 = 25, P0 = (1, 2, 4).

d) z = x2 + y2, P0 = (3, 4, 25),

e)y = sin x, P0 = (0, 0, 0),

f) z = 1− x− y, P0 = (0, 1, 0).

10 La derivada d’una funció f(x, y, z) en un puntP0 és major en la direcció

u = (1, 1,−1) i el valor de la derivadáes3
√

3. Calcula el vector gradient de

f enP . Calcula la derivada def enP i en la direccío (1, 1, 0).

11 Calcula la derivada def(x, y, z) = xyz en la direccío del vector velocitat de

l’h èlix

c(t) = (cos(3t), sin(3t), 3t)

en el instantt = π
3 .
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12 La corbac(t) = (−t,
√

t, ln t) talla la superf́ıcie

z = ln(
y + 2x2 + y2

4
)

en quant = 1. Calcula l’angle d’intersecció, és a dir, l’angle entre el seu

vector velocitat i el pla tangent a la superfı́cie en el punt intersecció.

13 Determina els m̀axims, ḿınims i punts de sella de les següents funcions, i

calcula tamb́e el valor de la funcío en eixos punts:

a)f(x, y) = x2 + xy + y2 + 3x− 3y + 4,

b) f(x, y) = 2xy − 5x2 − 2y2 + 4x + 4y,

c) f(x, y) = x2 + xy,

d) f(x, y) = x3 − y3 − 2xy + 6,

e)f(x, y) = x sin y.

14 Determina els m̀axims, ḿınims absoluts de les següents funcions en els do-

minis donats:

a) f(x, y) = 2x2 − 4x + y2 − 4y + 1 en la placa triangular tancada i fitada

per les rectesx = 0, y = 2, y = 2x en el primer quadrant.

b) f(x, y) = x2 − xy + y2 + 1, en la placa triangular tancada i fitada per les

rectesx = 0, y = 4, y = x en el primer quadrant.

c) f(x, y) = (x2 − 4x) cos(y), en la regío 1 ≤ x ≤ 3,−π
4 ≤ y ≤ π

4 .

15 Una placa circular plana té la forma de la regió x2 + y2 ≤ 1. La placa,

incloent-hi la fronterax2 + y2 = 1, es calfa de manera que la temperatura en

qualsevol punt́es

T (x, y) = x2 + 2y2 − x.

Determina els punts ḿes calents i ḿes freds de la placa, aixı́ com la seua

temperatura.

16 Les parcials primeres i el discriminantfxxfyy − f2
xy de cadascuna de les

seg̈uents funcionśes zero en l’origen. Determina si la funció té o no un m̀axim

o un ḿınim en l’origen, imaginant, an cada cas, l’aspecte de la gràfica de la

funció,

a)f(x, y) = x2y2,

b) f(x, y) = 1− x2y2,

c) f(x, y) = xy2.
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