9. Funcions de diverses variables

Ja hem estudiat abans en el Temnkes funcions reals de variable real,
és a dir, funcions que naes depenien d’'una variable. Nogensmenys, moltes
vegades volem estudiar el comportament d’'una “foftgpie de@n de niés d’'una
variable. Per exemple, una fubcjjue a cada punt de la sugei¢ terrestre li
assigne la seua altura sobre el nivell del mar o la pvestsnosérica en aquest
punt.

Definici6 9.0.1 Una funcd de diverses variableg : D ¢ R" — R és una
regla que a cada punt del domif:, zs,--- ,z,) € D ¢ R" li assigna un
nombre realf(xq, x2,- - ,1,) € R.

Nosaltres estudiarem fonamentalment les funcions de duies ivari-
ables ja que amb elles els conceptealculs ens resultarané&s facilment in-
telligibles. No obstant algunes definicions, com I'anteries Honarem per a
funcions definides elRR".

Exemples.

() f:D; c R* — R definida comf(z,y) = 22 + y2. Ara el dominiés
D, = R*iel seu conjunt imatgés|0, +o0l.

(i) g: D> c R® — R definida comf(z,y) = /22 — y. Ara el dominiés
Dy = {(z,y)/y < x*} i el seu conjunt imatgés|0, oo|.
Representacd grafica. Les funcions de dues variables s’acostumen a represen-

tar gaficament amb:

e corbes de nivellEs representen els valors de la funen el propi domini,
, . . . 2 . ,
és a dirés un representaiien un subconjunt d&” (un subconjunt d’un
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pla). Les corbes de nivellbs les corbes en el domini de la fuadior-
mades pels punts:, y) on la funcd pren un valor constanf,(z,y) = c.
Un exemple én les imbares dels mapes del temps.

e grafica de la fund. Es representa la furiccom una supeidie en I'espai,
és a dir, es dibuixen els punts de I'espai

{(z,y, f(z,y)) amb(z,y) € D}.

6000 pies)
5000 pies _
= 4000 pies

— " 3000

Leslinies de contorrson les corbes que s’obtenen al tallar la suijoéf
{(z,y, f(x,y))} amb el plaz = ¢, i per tant, n corbes en la supécfe tals que
representen un valor fix de la fudcf (x, y) = c.

Nota. Si es & una funadd de tres variabled,(x, y, z), aleshores no es pot utilitzar
el metode de representar la seuafgra (subconjunt dR4), i només es parla de
superfcies de nivell Els punts(z, y, z) on la funcd f pren un valor constant,
fz,y,2) =c.

Exemple. Dibuixa les corbes nivell i lesiies de contorn per a la furi
f(z,y) =100 — 2% — y2 en0,50 i 75.
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Funcions de diverses variables

9.1 Limits i continuitat

La idea inttitiva de imit d’'una funcb de diverses variabléss la mateixa
gue en el cas d’una furicde variable real: Elinit d’'una funcb quan ens aprox-
imem a un punés/ si aquest valor no dém del carhpel qual ens aproximem
al punt.

Definicio 9.1.1 Direm que el imit d’'una funcé f(z,y) quan(z,y) tendeix a
(xz0,y0) €s¥ si per a qualsevot > 0 existeix unj > 0 tal que per a tots els
punts(z, y) tals que si

V(i —20)2+ (y —y0)2 <6 aleshores |f(z,y) — | <e.

La notacb usualés
lim z,y) = 1.
()= (20,y0) f@:9)

Nota. Una manera senzilla de trobar el “possible candidaiftt Id’'una funcd
f(z,y) quan(x,y) tendeix a(z,yo) consisteix en calcular el$nhits iterats:
Calcular en primer lloc eiinit de la funcd f(z, y) quany tendeix ay, i despés
el de f(zo, y) quanz tendeix axo, i viceversaEs a dir,

lim ( lim f(x, y)) [ lim ( lim f(x, y)) .

T—=To \Y—Yo Y—yo \T—xo

Cal remarcar que aquest procedimentns garanteixque el imit de la funco
existesca, péren el cas d'existir si que coincideix amb el valor que olstean
les dues expressions. Apel calcul del imit d’'una funcb de diverses variables
es redueix al &lcul de “diversos”imits de funcions dina variable.

Exemple. Calcula el Imit de la funcod f(z,y) = oy en(l,2).

ity
Calculem elsimits iterats,
. . 22 . 92 9
lim, 1 (hmy—>2 Tfi_,'_ny) = lim,_; m4"’f~_4 = £,
. . z2y _ . y o 2
hmy_>2 (hmw_& W) = hmy_,g W = 3-

Per tant, elpossiblevalor del imit de la funcé quan ens aproximem al punt
(1,2) és.

La importancia del camper el qual ens aproximem a un punt queda palesa
en el segent exemple.

Exemple. Calcula el Imit de la funcod f(z,y) = nyyQ en(0,0).
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En primer lloc calculem eldmits iterats:

2
lim (lim ——2—) = lim — =0
z—0 \y—0 = + y2 z—0 x4
2
0
lim (lim fy2> = lim — =0.
y—0 \z—0 2% +y y—0y

Si ens aproximem al puri®, 0) amb rectesés a dir, amb punts de la forma
(z,mz)onm € R,

) 2y . ma® . ma
lim ﬁ:hmﬁ:hmﬁ—
(z,mx)—(0,0) T* + Y z—0 x* 4+ m-x z—0 x4 +1m

Ara bg, si ens aproximem al llarg de la paola(z, 2?) aleshores

22y . “ i
o €T

li =1
(227 2(0,0) T3 + y? #00 74+ 4

Per tant, no existeix elrit de la funcé en(0,0).
Les propietats que compleixen €dislts n aralogues a les propietats que
verifiguen les funcions d’una variable real.

Propietats 9.1.2 Siguenf i g funcions reals tals que

lim  f(z,y) =4, lim  g(z,y) = Lo

(z,y)—(w0,y0) (z,y)—(x0,y0)
Aleshores:
o limy ) (20,40) (f(2,9) £ g(z,y)) = b1 £ L.
o lim ) (oo yo) k- f(zy) =k 01, keR.
o lim( y)— (2.0 [(2:9) - 9(2,9) = b1 - Lo
o Wy oop) S22 = £ sily 0.

Ara la contintitat d'una funcd de dues variables taraimplica I'exisencia
del limit, del valor de la fund i que aquests valors coincidesquen.

Definicio 9.1.3 Direm que la fund f(z, y) &s contnua en(xg, yo) Si
(i) f est definida ez, yo),
(i) existeixlim ;) (z0,y0) f (2, 9),
(iii) es compleix quéim , ) _.(z.4) f(,¥) = f(20,0)-
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Funcions de diverses variables

Una funcb és coninua si hoés en tots els punts del seu domini.

Com a consegncia de les Propietats?.1.1es compleix que la suma,
resta, producte, quocient, etc. de funcions targsés una fund@ coninua (on
estiga definida i tinga sentit).

A més anes, les funcions poliimiques, les exponencials, les trigoretngues
i les racionals &8n contnues en els punts on estan definides, i la compsiei
funcions coriinuesés coninua.

Per exemple, les sagnts funcions@ contnues:

_ Tty
2+ y2+17

g, y) = cos(ZTYN R, y) = e,

f(a:,y)z 22+ 1

Exemple.La funcio

fag) = { e () # (0,0
0 (x,9)=1(0,0)
no és coninua en(0, 0), ped si hoés en(0, 1).

El fet de que no siga coimua en(0, 0) es& clar ja que no existeix eirhit
de la funco en(0,0). Anem a vore que sks contnua en(0,1), i de fet en
qualsevol punfz,y) # (0,0). En els puntgz,y) # (0,0) la funcid f és un
quocient de polinomis en les variables y on no s’anula el denominador, i
per tant,es una fun@ coninua en tots aquests punts.

~—

9.2 Derivades parcials

Les derivades parcials d’'una fubale diverses variables s’obtenen al deixar
constants totes les variables independents menys unaa flarivada respecte
d’aquesta.

Definici6 9.2.1 Sigaf : D ¢ R? — R una funco i (zo, yo) un punt interior de
D, és a dir, que existisca un cercle amb centre(eg, yo) contingut enD. La
derivada parcial def respecte de: en el punt(xg, yo) es defineix com

of . J(@o+ h,yo) — f(z0,y0)
fz(z0,%0) = %kwo,yo) = Ali% h ,

i la derivada parcial def respecte a en el punt(z, yo) com

of . f(xo,y0 +h) — f(z0,90)
fy(xO’yo) - @‘(%yo) = %LIHO h :
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Interpretaci 6 geongtrica. Si considerem la supécie {(z, v, f(z,y))} ifixem

la coordenada = y, s'obte la corba intersecgide la supeitie amb el pla

y = yo, €s a dir, la corba de coordenadgs:, v, f(x,v0))}. Ara, com que
tenim una corba elR® podem considerar la recta tangent a la corba en el punt
(zo,yo0, f(z0,y0)). Aguesta recta@s precisament la recta en el pla= yo

que passa pel puritg, yo, f(xo,yo)) amb pendent igual %\(wyo). La seua
express vectorialés,

= xp+A-1
= Yo
2 = f(@0,50) + A Sl (woo)-
L'angle que forma la recta tangent a la corba, yo) enx = zo = r amb
el plaz = 0 est determinat per la pendent de la recta tangent. En pamicula
la pendents igual a la tangent de I'angle que formen el pla= 0 i la recta
tangent,

_or

ax ‘(Io,yo)‘

m = tan«

Nota. Noteu que I'angle eatdeterminat pels vectots, 0, 0) (direccd positiva
de l'eix x) i @5 en el cas de que la interseg@iga amb un pla = vy, i per
(0,1,0) (direccb positiva de I'eixy) i AP en el cas de gue la intersegaiga
amb un plar = .

Nota. Les derivades parcials successives es defineixen d’'unaranari#oga.
Sigaf(x,y) una funcd derivable i siguerf, i f, les funcions derivades parcials
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Funcions de diverses variables

de f, aleshores les derivades parcials segooas s

Ofy 82f
faa(To,90) = El(zo,yo) = m\(zo,yo)

— lim fm(xO + h,yo) - fgg($0;y0)
h—0 h

)

i de la mateixa manera

fmy(anyO) , fyz($0ay0) ) fyy(x07y0)~

A més a nés, es verifica la igualtat de les derivades parcials crajade

fzy = fym

és a dir, no importa 'ordre en el qual derivem parcialmerfuleio. Aquest
resultat es coneix colrema de Schwarz
Exemple. Calcula les derivades parcials primeres i segones respecie de
la funcio,

flzy) =2 —ay+y* —o°.

La derivada parcial respectecan un punixzo, yo) €s,

%) o fzoth,yo)—f(zo,y
83; = limjy_g (o 0})1 (0,Y0)
. zo+h)>—(zo+h)yo+yd —vg ) — (25 —Tovo+ui —v
_ hmh_,()((o ) (0 )0 oho)(o 0Yo 0 0)
: 2hxo+h’—h
= limp_g Ufyo = 2x0 — Yo,

i, en general, en un puiit, y) les derivades parcial®s

o = 2wy, 2= vy
*F ’f

8227 2, 8§y = 2 — 2y7

o°f _ 9 _

oxdy -1, Oydxr —L

Exemple. Calcula les derivades parcials primeres respeate@de la funco,

flz,y) = 2® + zy — e* cosy + In(y/22 + y2).

Les derivades parcials,

of  _ _ T 1 . 2z

oz = 2x+y-—eicosy+ Varty?  2y/z24y?’
af _ T o 1 2y

2= = T +e'siny+ . .

dy Y \/I2+y2 2\/I2+y2
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9.3 Regla de la cadena

La regla de la cadena per a funcions de diverses variéblssnilar a la de
les funcions d’'una variable real. Recordem-la: Sigyieqn funcions corinues
i suposem que volem calcular la derivada(de> ¢)(t) = f(g(t)) ent = to,
aleshores sabem que

(fog)(to) = f'(g(to)) - ¢'(to).

Proposicib 9.3.1 Sigaf : D ¢ R? — R una funcd amb derivades parcials
confnues i sigag : I ¢ R — R una funcd diferenciable ent, (si g(t) =
(xz(t),y(t)), aleshores les funcions i y son diferenciables em,). Aleshores
f(z(t),y(t)) és una fund diferenciable er, i es compleix que

d(f o g) of dx of dy
a0 = gpletote) gl + 5ol v - Gyl

Nota. D’una manera similar, sf(z,y,2) i ¢ = z(t), y = y(t), z = 2(t)
satisfan les condicions anteriors, aleshores

df _ of of

dx dy Of dz
d = areOum o) g g lewum o) gt s

FALCORTORTO R

Exemple. Siga f(x,y) = wzy i volem calcular la derivada d¢ al llarg de la
trajectriax(t) = cost, y(t) = sint.
La funcio composiadb és f (z(t),y(t)) = cost - sint, i per tant,

df 0 d o d .
il %(xl/)kz(t),y(t))'@(Cost)Jr@(wy)lum,y(m'@(Slnf)

= y(t) - (—sint) + z(t) - (cost) = —sin®t + cos>¢.
Tamke es pot calcular la derivada considerant la fare@mposicd com

una funcé del nou paametregés a dir,F'(t) = f(x(t),y(t)) = cost -sintiara
derivar respecte

d

%(F) = F'(t) = (—sint) -sint 4 cost - cost = —sin? t + cos>¢.

9.4 Gradients i derivades direccionals

La ideaés la segent: Donat un punt de la imatge cafjica de la fund
estudiar la variad de la funcd al llarg de les rectes que passen per aquest punt.
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Funcions de diverses variables

Suposem que tenim una fubcile tres variableg(z, y, z) i un punt del
seu dominiP = (xq, Yo, 20) | considerem totes les rectes que passerher

r(t)=xo+t-ur , ylt)=yo+t-uy , 2(t)=z20+1t-us,

amb ¥ = (u,uz,us) unitari (per no repetir direccions).
Calculem ara la variagide la funcd f en P al llarg de les recte®s a dir,
la derivada respectetae la funco f(x(t), y(t), z(t)),

df of du

of of dy  of d=_of - of . Of
dt Oz dt "oy dt 0z dt  ar T oy T a, "

Aquesta expresSiés el producte escalar dels vectors

of Of OF\ i & _ )
ax’ay’az U = (U, u2,u3).

Definicio 9.4.1 Siga f (z,y, z) una funcd amb derivades parcials en un punt
Py = (z0, y0, 20), aleshores el vector gradient geen P, és el vector

of of of

(Vf)Po = (%’ Fyv &)lpo'

Definicio 9.4.2 Si f(x, y, z) té derivades parcials continues &3 = (o, yo, 20)
i 7 és un vector unitari, aleshores la derivada flen P, en la direcco de
és el nombre

(Duf)Po = (vf)Po 'ﬂ)v

és a dir, el producte escalar de pel vector gradient d¢ en P,.

Nota. Aquestes dues definicions tagbn valides per a funcions de qualsevol
nombre de variables.

Nota. Quan el vectorw no és unitari, entenem que es tracta de la derivada
direccional respecte el vector unitari en la diréade = .

Exemple. Calcula la derivada d¢ en P, en la direcad dew en els sefjents
casos:

() flo,y,2)=x-e¥+yz, Py=(2,0,0)i o = (2,1,-2).
(i) f(z,y) =100 — 22 — 3>, Py = (3,4), W = (1,1).

(i) f(x,y,2) =2° —xy? — 2z, Py = (1,1,0), W = (2,-3,6).
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9.4.1 Propietats de la derivada direccional

Anem ara a determinar en quines direccions canvia la duméis apid i
més esplai. Per tal de fer-ho recordem que el producte estatios vectors:
i © verifica que

— —
u - v
cosf = T =
|- [

on# és I'angle entre els dos vectors.

Proposici6 9.4.3 Siga f (z, y, z) una funcd amb derivades parcials continues
enP, = (z0, Yo, 20) i Siga @ un vector unitari, aleshores

(Duf)pe = (V)p, - W = [(Vf)R| cos,
ond és I'angle entre el vector gradient i el vectar. Per tant,

e La derivada direccional pren el seu valor positileaigran quarcos § =
1, és a dir, quanu est en la direcod del gradient.

e Andlogament, decreix &s pidament en la direcéide—(V f) p,.

e Qualsevol direcd u perpendicular al gradienés una direcé de canvi
zero, ja quecos(3) = 0. Es a dir, la derivada direccional sanué.

Exemple 9.4.4 Determinar les direccions de creixement nusxim i minim de
la funcid f(z,y,z) = x - e¥ + yz en el punt’, = (2,0,0).
El vector gradienés(V f)p, = (e¥,ze¥ + z,y)|p, = (1,2,0), i per tant,

R - s ae (VAR 1
e la direcc de creixement axim &s o7 = \/5(1,270).

irecch i mimes— e _ 1
e la direccb de creixement imim es—W = ﬁ(1,2,0).

e les direccions de creixement ndirsvectorsu’ = (uy, us, uz) perpendic-

(Vfry, 1 ; i
ulars al(V.f)pS\ = ﬁ(l, 2,0), i per tant, han de verificar que

\Y .
7-%:111—5—2112:0 I u%—i—u%—l—ug:l.

(V) rol
A tall d’exemple, el vectofu’ = %(—2, 1,0) és unitari i perpendicular

(Vflry 1
alvectorl(vf)Pz‘ = \/5(1,2,0).
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Funcions de diverses variables

9.5 Platangentirecta normal a una supeficie de nivell f(x,y, z) =
C.

Suposem qu¢ (z,y, z) té derivades parcials continues en un phpt=
(0,0, 20) de la supeiitie de nivellS = {(x,y, 2) tals quef (z,y, z) = ¢}, és
adir, les parcialg, (Fy), f,(Fo), f-(FPo) son continues if (P) = c.

Considerem una corba(t) = (z(t),y(t), 2(t)) en la supeitie de nivell
S que passa pef,, aleshores

i si ara derivem respecte des compleix quek (f(z(t), y(t),2(t))) = & (¢) =

0, i per tant,
of dr  Of dy Of d

ox  dt 8y'dt oz dt
Expressh que tami es pot escriure com

VW =0,

onv = (z'(t),y'(t), 2 (t)) és el vector velocitat de la corke(t) en la su-
perficie de nivell.

Com a consecgncia d'aquest resultat es compleix gli@ector gradient
és perpendicular al vector velocitat de tota corba en la supéicie de nivell
és a dirges perpendicular a totes les rectes tangents en urfpul# la supeitie
de nivell. Totes aquestes rectes tangents pertanyen a:uel pla que passa per
P, i és normal al vector gradient &, (V f)p,. Agquest plaés 'anomenapla
tangent

Definicio 9.5.1 Sigaf(x, y, z) una funcé amb derivades parcials continues en
un puntP, = (zo, yo, z0) de la superitie de nivellS = {(z, y, 2) tals quef (z, y, z) =

c}.

e El platangent a la supeidie de nivellS en P, té per equad

fo(Po)(@ = 20) + f,(Po)(y — o) + f-(Po)( — 2) = 0.]

e Larecta normal aS en P, és la perpendicular al pla tangent i parégla
al vector(V f) p, donada per les equacions

(o) =a0+ folPo) -t o y®) =g+ fy(Po) -t 2(t) =20+ fo(P) .|
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Nota. Un puntP = (z,y, z) est en el pla tangent a la supieié de nivell en
—

Py = (0,0, 20) Si el vectorP P = (z,y, 2) — (z0,Y0,20) = (v — z0,y —

Yo, 2 — 2) €s perpendicular al vector gradient flen F.

Exemple. A continuaco teniu dibuixades algunes corbes de nivell de la fainci
f(x,y) = 2> + y? i el seu vector gradiern¥ f = (2z,2y).

T\
” VF (% v2)
e o i
\/
\
\
o ; 2 ST
\ N\ c=0 /. /
AT A
NS N
e \\7 X Sy
7 ¢ )'4 ,\* ey
e
e V(x40 —¥y) Vfwy =) \7‘
(e 5 2y

Exemple. Calcula les equacions del pla tangent i la recta normal e p
Py =(1,1,1) de la supeitie de nivell

2?2+ 2+ 22 =3

La funcio que considereras f(z,y, z) = 2% + y? + 22, i el seu vector
gradientés

Vi=0222y22) 1 (Vfay =(222),
per tant, I'equad@ del pla tangent a la supéte de nivell enPy, = (1,1,1) és
20 —1)+2(y —1)+2(z—1) =0,
i 'equacio de la recta normal
r=1+2-t , y=142-1 , 2z=1+4+2-1t,

que amb el canvi de variable= 2t + 1 queda conB(s) = (s, s, s).

Nota Important. Si el que volem es calcular el pla tangent en un punt d’'una
superfcie z = f(z,y) el que cal fer es considerar la supeid de nivell

F(x,y,z) :f(xvy)_z:()a
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Funcions de diverses variables

i aplicar els resultats anteriors de la Defifid¢i2.5.1 Aix6 ens donax lloc a la
sedient expressidel pla tangent

fo(Po) (& = 0) + £,(Po)(y — o) — (= — 20) = 0, (5.1)

i de la recta normal

’$:$()+fz(P())'t s y=yo+ [y(Fo)-t Z:Zo—t‘

Exemple. Calcula les equacions del pla tangent i la recta normal erue p
Py = (1,1,-1) de la supeitie
z=x%— Ty — y2.

A partir de la funcd z = f(z,y) considerem la funéi de tres variables
F(z,y,2) = f(z,y)—2z = 22 —zy—y>—z ila superfcie de nivellF (z, y, z) =
f(x,y) — 2 = 0. Calculem el seu vector gradient

VF = (Fo, Fy, F2) = (fo, fy, —1) = 22 —y, —2 — 2y, —1),

que en el puntty = (1,1,—1) pren el valor(VF)p, = (1,—-3,—1). Ara,
d’acord amb les equacions donades en la Defidigi5.1s’obtenen les ségnts
equacions del pla tangent,

(x—1)=3y—-1)—(2+1)=0 = x—3y—z+1=0,

i de la recta normal

r = 1+t

3r+y—4 = 0,
y = 1-—3t, =

y—3z—4 = 0.
z = —1-—1t.

9.6 Aproximacio lineal i estimacb de l'increment

Suposem que una furcif (z,y) és coninua i € derivades parcials de
primer ordre continues, aleshores I'equadel pla tangent a la supéie z =

f(z,y) enun punty = (20, Yo, f(zo,v0)) €S
z = f(xo,y0) + fo(xo,y0)(® — x0) + fy(0,50)(y¥ — Yo),
com es dedueix de l@fmula 6.1).

195



Com el pla tangent i la supécfe eshn molt prop en un entorn del puRg
aleshores podem definir una fuaajue ens done els valors del pla tangent en
Fo,

T(x,y) = f(xo0,v0) + fe(®o,y0)(x — x0) + fy(w0,y0) (¥ — yo)

com a aproximadi al valor de la supeidie en un entorn del purity, és a dir,

[7Ge,9) = T, 9) = F(wo,50) + Folw0,50) (@ = 0) + @0, 90)(y — 90) |

Es@ clar que es produeix un error, no obstant, aquest error élen absolut)
est fitat per la se@ent expressi

B - |z — zo| + |y — wol)?
2 )
on B = valor maxim en el entorno d&, de {|f.z|, | fayl, | fyy!}-

|E| <

9.7 Maxims, minims i punts de sella

Com en el cas de les funcions d’una variable ara ens propostrdiar
com determinar els valors on una fumcle diverses variables pren el seu valor
més gran inaxims local$ o més xicotet fninims local3 en un entorn d’un punt.

La definicb de maxim i minim localés la segent:

Definici6 9.7.1 Siga f una funcé de diverses variables i sigg un punt inte-
rior del seu domini, aleshores

e Direm quef té un naxim local enP, si f(Py) > f(Q), per atot@ en un
cert entorn deP,.

e Direm quef té un mnim local enP; si f(Fy) < f(Q), per atot@ en un
cert entorn deP,.

Direm queP, és un extrem relatiu s, €s o l& un naxim local, o & un Mnim
local.

A continuacd teniu una manera senzilla de trobar els extrems relatius
d’una funcbd de diverses variables.

Proposicio 9.7.2 Siga f una funco de diverses variables. $ite un extrem
relatiu en P, aleshores

(VH(Py) =0 ) (Vf)(Py) no existeix.
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Funcions de diverses variables

Com a conseancia d’aquesta Prop. ja sabem on buscar els puntsque s
extrems relatius, no obstant no tots els punts que verifitrgedues condicions
anteriors én extrems relatius.

Definicio 9.7.3 Els punts interiors del domini d’'una furcen els quals el vector
gradientés zero o b el vector gradient no existeix s'anomenen puntsosrde
la funcio.

Exemple. Trobar els punts dtics de les segents funcions:
() f(z,y) =227 +y* — a2y — Ty

(i) g(z,y) =1+ a2+ 9>

Hi ha que calcular el vector gradient de les dues funcions

= (—— L)
B \/x2+y27\/x2—|—y2 )

En el cas de la fun6if el gradient s’anula en el pun{1, 4) (hi ha que resoldre
el sistema d’equacions)és I'linic punt cftic ja que el vector gradient existeix
per a tots els punts del domidR(z). Per a la fund g el gradient s’anula en
el punt(0,0), peid en aquest punt el gradient no&stefinit, i per tant, el punt
(0,0) és I'nic punt citic.

Vfi=Wr—-—y2y—x-7 Vg

Com ja hem comentat el fet de que un punt sigéacno implica que el
punt siga un extrem relatiu de la fudgii per tal d’esbrinar si hés o no hi ha
diferents nétodes.

Per a les funcions de dues variabfés, y) el métode del discriminant ens
permet identificar el comportament de la funen un punt dtic.

Proposicib 9.7.4 Si f,(a,b) = f,(a,b) = 0, aleshores es defineix el discrimi-
nant def en(a,b) comA(a,b) = (fuafyy — [2,)(a,b), i €s compleix que

e fte un naxim relatiu en(a, b) si f;.(a,b) < 0i A(a,b) > 0.

e fte un mnim relatiu en(a, b) Si fy.(a,b) > 0i A(a,b) > 0.

e fte un puntde sella efu,b) siA(a,b) < 0.

e El criteri no ens diu res effa, b) siA(a,b) = 0.
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A>0,C>0 A<0,C<0
D<0

=1 AR+l oy
z’z"“*’ac}'

Exemples.Calcula els valors extrems de les gegts funcions.
() flz,y) =2*+y>
(i) flz,y) =2y —2®—y* — 22 -2y +4.

(i) f(x,y) = zy.

9.7.1 Extrems Absoluts

Per tal de determinar els extrems absoluts d’una fudtina o diverses
variables cal tenir en compte que es pot demostrar (encaraagto farem) el
sedlent resultat:Una funcioé continua pren els seus valors @xim i minim
absoluts en qualsevol redi tancada i fitada en la qual estiga definida

Dit a0, els valors maxims o minims absoluts noés es poden prendre en

e els punts dtics de la funad,

e 0 els punts de la frontera de la régle definico.

Exemple. Troba els naxims i ninims absoluts de la fun@if (z,y) = 22 +xy+
2y? — 7z en el recangleR = {(z, y) tals quer € [0,7],y € [—4, 3]}.

Sol. En primer lloc calculem els punts on s’analel seu vector gradient,
fe=2rx+y—7=0 , fy=2+4y =0,

i obtenim que lbnic punt cftic és el(4, —1). Ara determinem sés un extrem
relatiu amb el rétode del discriminant

fmzZQ y fzyzl 5 fyy:4a
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Funcions de diverses variables

ésadirA(4,-1)=8—-1=7>0iamésangsf,, =2 > 0. Pertant, el
punt(4, —1) és un ninim local i f(z,y) = —14. Si en la fronetra del reahgle
no hi ha cap punt quina imatge pgrsiga menor que-14, la funcid tindra en
(4, —1) un minim absolut.

El punt(4, —1) és I'lnic extrem relatiu d¢ en el interior de la re@. Ens
gueda estudiar el seu comportament en la frontera. Aqusttdoemada per
quatre segments de rect®(0,y)] — 4 < y < 3}, {(7,y)] —4 < y < 3},
{(z, -0 < 2z < 7}, {(,3)]0 < = < T7}. Les restriccions d¢ a cada
segment, venen donades per les funcions

F0,y) =27 Fr(y) = f(7,y) = 24" + Ty, (7.2)

=
—
<
S~—"
I

G_y(x) = flz,—4) =211z +32, Gs(z)= f(z,3) =2® — 4z +18.

Per tal de determinar els extrems d’aquestes funciomsadvariable de-

rivem i igualem a zero,

Foly) =4y =0, Fi(y) =4y +7=0,

G 4 (x)=22—-11=0, Gh(zr) =22 —-4=0,
pe tots aquests puntdis minims d’aquestes funcions ja que la seua segona
derivada en estos punés positiva. A rés, en tots ells el valor de la fuidogs
major que—14, per tant el rimim absolut es troba en el puft, —1). El maxim
absolut el prendr la funcb en algun dels értexs del reéingle,

£(0,—4) = 32, f(0,3) =18,

En definitiva, el nxim absolut es troba en el puftt, 3) i el minim absolut en
(4,—1) com s’observa en el dibuix de lagjica de la fun@.
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Nota. Observar que totes les funcions de I'expréggi2) sbn paaboles el coe-
ficient cuadatic de les qualés positiu, i per tant, prenen el seu valdesralt en
els extrems.

9.7.2 Maxims i mMnims condicionats

Anem a estudiar com podem trobar elaxims o minims d’una funadd de
diverses variables quan el seu domini telalgipus de restricoi. Per exemple,
determinar les disincies naxima i ninima de I'origen ( 0 un altre punt) a una
corba donada.

A vegades les restriccions es poden incorporar a la uinaleshores es
resol el problema de la manera habitual amb aquestaduped amb una vari-
able menys com s’observa en el 8egt exemple.

Exemple. Determinar el punt en el pla+ y — z + 1 = 0 que esh més prop de
I'origen.

Es tracta de minimitzar la funtidis&ncia entre dos punts (I'origen i un
punt del pla)és a dir,

d(0,P)=/(z = 0)2 + (y — 02 + (= — 0)2,

que te el mateix imim que la funadd distncia al quadrat (per tal d’evitar I'arrel
quadrada),

flzy,2) =2 +y° + 27,

sotmesa a la restrigzide que el punt ha de ser del plat y — 2 + 1 = 0.
Aquesta restric@ es pot incorporar a la furicsi s’aconsegueix escriure una de
las variables en funeide les altres. Per exemple= = + y + 1, i aleshores la
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Funcions de diverses variables

funci6 de la qual volem obtenir el seu valoimm és
Py + =+ + (o +y+ 1) =22" + 2y + 22y + 20 + 2y + L.

Apliquem a aquesta funtiF’(z, y) = 222 +2y* + 22y + 2z + 2y + 1 el métode
habitual, Proposi¢i12.7.],

F,=4x4+2y+2=0 , Fy=4y+2x+2=0,

és a dir, el punt gtic ész = —1 i y = — 3. Vejam siés un nnim:

Fow=4 , Fyy=2 , Fy,=4,

i per tant, A(—3, —%) = (FouFyy — F7)(—5,—3) =16 —4 =12 >0, ia
més a nésF,, = 4 > 0. Es a dir, el punf—<, —=) &s un ninim de la funcd
F,ipertant, el puntdel pla +y — z + 1 = 0 que esh més prop de l'origerés
el(-3,-3.3)

No obstant, altres vegades no resulta possible incorpesaektriccions a
la funcio i aleshores el gtode per tal de resoldre aquests problemes rep el nom

demetode dels multiplicadors de Lagrange

Multiplicadors de Lagrange. Suposem qué(x, y, z) i g(z, y, z) tenen derivades
parcials continues. Per tal de trobar els valogxims i ninims locals def
sotmesos a la restriécy(z, y, z) = 0 es calculen els valors de y, z i A que
compleixen simubineament les equacions

Vf=AVyg i g(x,y,2) =0. (7.3)

Nota. En alguns llibres aquesté&tode s’explica amb I'ajuda d’una fudcaux-
iliar
H('Tv Y, 2, )‘) = f(!E, Y, Z) - )‘g(xv Y, 2)7

i ara es determina per a quins valorsude, z i A s’anulla el vector gradient de
H,

H, = f:—Xge=0, Hy:fy*/\gy:()v

Hz = fz_>\gz:0, H/\:_g:()'
Exemple. Una sonda espacial amb forma diglsoide4z?+y2+422 = 16 entra
en I'atmosfera de la Terra i la seua supgd comenca a calentar-se. Despr
d’'una hora, la temperatura en el pint y, z) sobre la supeftie de la sondés
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T(x,y,z) = 822 + 4yz — 16z + 600. Determinar el/s punts @s calent/s de la
superfcie de la sonda.

Sol. Hiha que trobar els axims de la fun@ 7" sotmesos a la restriccy(z, v, z) =
422 4+ y% + 422 — 16 = 0, és a dir, els punts que verifiqQudil’ = AVyg i
g(x,y,z) = 0. D’aquesta manera s'obtene el sistema d’equacions

16z = 8z — (2—-ANz=0 — A=20z=0,

dz = 2y — 2z=A4+2X\) — z=%s,
dy—16 = 8z — y=4+2 2z — y=ﬁ>

0 = 422 +9y%+42% - 16.

Passem ara a discutir els possibles resultats:

e Siz = 0, aleshores la restricziésy? + 422 = 16 i despés de substiiin
els valors trobats per @i » s'obte que\ = ++/3. Aixi, els punts &n
(0, —2,4++/3)i (0, -2, —/3), i el valor de la temperatura en aquests punts

T(0,—2,4V3) = =243+ 600 , T(0,—2,—V/3) = 24/3 4 600.

e Si\ =2, aleshorey = —3, z = —3 i el valor dez s'obté de la restricci
despés de substitinels valors dey i z que s’han olits. Amb ai% s’arriba
aquer = i%, i el valor de la temperatura en aquests p@sts

4 4 4 128 4 4 4 128
T(= —=,—=) = —— 4600 , T(—=,—=,—=)=—— +600.
(37 37 3) 3 + ) ( 37 3’ 3) 3 +

Per tant, els punts amb major temperatura de la somléss —5, —3) i

-4-4,-9).
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Funcions de diverses variables

1 Calcula les primeres i segones derivades parcials dedasrss funcions:
a) f(z,y,2) = 52’y + cosx — x2°.

b)g(z,y,2) = zyz.

o(z y~z

Y

€z,

) =
d) j(z,y, 2) = zy? — yz*.
e)k(z,y,2) =

f)i(z,y,2) = F(z,y)G(y, 2).
2 La supericie 22 + y? + 22 = 49 és tallada pel pla = 6. Troba I'angle

agut entre la recta tangent a la corba interseeniel punt6, 2, 3) i el plazy.
Representa la figura.

3 La supericie 22 + y? + 22 = 11 és tallada pel pla = 2. Troba I'angle
agut entre la recta tangent a la corba interseeniel pun{4,2, 1) i el plazy.
Representa la figura.

4 Troba les equacions de la recta tangent a la corbadz? + y2,2 = 1 en el
punt(1,2,7). Representa la corba.

5 En els problemes sagnts, calcula la derivada direccional de la fénti en
el puntPy, i en la direcad u:

a)f(x,y):a:2+y2, P0:(1a0)7 u:(l,—l),

b) f(z,y) = COS%ZJ, Po=(27), u=(4-1),

Q) flz,y) =%, R=(11), u=(125),

d) f(z,y) = xarctan( ), Py =(1,1), u=(2,—1),

e) f(z,y,2) = In(z? + y? + 2?), Py = (3,4,12), u=(3,6,-2),

f) f(x,y7z)—Coswy+eyz+ln(xz) PO:(1707%)7 u:(172»2)

6 Troba el vector gradient de les segts funcions
Qu = a® — 222y + 3.
b) u = arctg ).

C)u =1In+/a?+y?+ 22
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7 En els problemes si&gnts, calcula la direcgide major creixement dg, en
el puntPy, i determina alguna diredzide canvi nul:

a) f(z,y) = 2% + cos zy, Py=(1,%),

b) f(x,y,2) =e™ + 22, Py=(0,2,3),

c) f(z,y,2) = (x+y—2)*+ Bz —y —6)2, Py =(1,1,0).

d) f(z,y) =2> +ay+y*,  R=(-11),

e)f(x,y,2) = (x+y)?+w+2)?2+(z+2)?  P=(2-12),
f) f(z,y,2) = zIn(2? + y?), Py =(1,1,1).

8 En quines dues direccions s’attalla derivada de
a) f(z,y) = zy +y* en el punthy = (2,5).

2

b) f(z,y) = 5=% en el puntPy = (1, 1).

22 4y?
9 Per ales sagents funcions i punts, determina el pla tangent i la rectenab
a la supeiitie donada en el purdi,:
)z +y?+22=9, Py =(1,2,2),
b) 22 + y% — 22 = 18, Py = (3,5,—4),
c) (z +y)? + 22 = 25, Py = (1,2,4).
d)z = 2% + 42, Py = (3,4,25),
e)y = sinz, Py =(0,0,0),
z=1—2a—y, Py =1(0,1,0).

10 La derivada d’'una funaif(x,y, z) en un puntP, &s major en la direcoi
u = (1,1,—1) i el valor de la derivadés3+/3. Calcula el vector gradient de
fenP. Calculala derivada d¢ en P i en la direccd (1, 1, 0).

11 Calcula la derivada d&(z, y, z) = xyz en la direcad del vector velocitat de
I'h &lix
c(t) = (cos(3t), sin(3t), 3t)

en el instant = 5
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12 Lacorbac(t) = (—t,+/t,Int) talla la supeiitcie

2 2 2
2= 1@%)

en quant = 1. Calcula I'angle d'intersecoi és a dir, I'angle entre el seu
vector velocitat i el pla tangent a la sugdei€ en el punt interseati

13 Determina els @xims, mnims i punts de sella de les demts funcions, i
calcula tamp el valor de la fund en eixos punts:

a) f(z,y) =a* +ay+y* + 3z — 3y +4,

b) f(x,y) = 22y — 52 — 2y% + 4x + 4y,
c) f(z,y) = a® + zy,

d) f(z,y) = 2® — y> — 22y + 6,

e) f(z,y) = xzsiny.

14 Determina els @xims, mnims absoluts de les siéggnts funcions en els do-
minis donats:

a) f(x,y) = 222 — 4o + y? — 4y + 1 en la placa triangular tancada i fitada
per les rectes = 0, y = 2, y = 2x en el primer quadrant.

b) f(x,y) = 2® — 2y + y*> + 1, en la placa triangular tancada i fitada per les
rectest = 0, y = 4, y = x en el primer quadrant.

c) f(z,y) = (2% — 4x) cos(y), enlaregd 1 < x < 3, -1 <y<7g.

15 Una placa circular plang tla forma de la re@i z> + y> < 1. La placa,
incloent-hi la frontera:? + y2 = 1, es calfa de manera que la temperatura en
qualsevol punés

T(z,y) = 2% + 2y — x.
Determina els punts &% calents i ras freds de la placa, dixom la seua
temperatura.

16 Les parcials primeres i el discriminafit, f,, — fﬁy de cadascuna de les
sedlents funcion&s zero en I'origen. Determina sila fubdé o no un naxim
o un ninim en l'origen, imaginant, an cada cas, I'aspecte de ddicg de la
funcio,
a) f(z,y) = °y*,
b) f(xay) =1- .’E2y2,
¢) f(z,y) = zy®.
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